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Prélogo

Este libro esta pensado como texto para ser utilizado en la parte inicial de un curso,
de duracion semestral, sobre Algebra Lineal para carreras de Ingenieria y otras Ciencias
aplicadas. El libro esta basado en las guias tedrico-practicas elaboradas inicialmente por
la que fuera Profesora Titular de la asignatura Matemética C de la Facultad de Ingenieria
de la UNLP, Lic. Nélida Echebest. Esta base fue luego reelaborada y enriquecida con
aportes de los presentes autores, profesores de dicha asignatura, teniendo como referencia
la bibliografia [1-8] indicada al final del presente libro. Dicha asignatura, correspondiente
al tercer trimestre de las carreras de Ingenieria de la Universidad Nacional de La Plata,
introduce herramientas basicas que son de utilidad en la modelizacién y resolucién de pro-
blemas de Ingenieria, Fisica, Quimica, etc. Por esta misma razon, el presente libro puede
resultar también 1til para cursos destinados a estudiantes de otras disciplinas cientificas.
Se ha dado por supuesto que el lector ha adquirido, previamente, una formacion bésica
sobre Analisis Matematico en una y varias variables reales. El libro contiene desarrollos
teodricos, incluyendo las principales demostraciones, y ademas numerosos ejemplos resuel-
tos en detalle, junto con interpretaciones geométricas y figuras, para reforzar y clarificar
los conceptos introducidos. Asimismo, se presenta una amplia variedad de problemas y
aplicaciones.

El capitulo I, Sistemas de Ecuaciones Lineales, introduce las técnicas bésicas para
resolver estos sistemas con un numero arbitrario de ecuaciones e incognitas. Se describe
en detalle el método de eliminacién de Gauss y se determinan las condiciones para las que
el sistema resulta compatible determinado (solucién tnica), compatible indeterminado e
incompatible.

El capitulo I, Matrices, introduce las operaciones matriciales basicas, para luego foca-
lizarse en la representacién matricial de sistemas lineales. Se introduce también el concepto
de matriz inversa y matriz singular, y se incluyen algunas aplicaciones.

El capitulo III, Determinantes, introduce gradualmente el concepto de determinante,
vinculdndolo con la resolucion de sistemas de n ecuaciones con n incégnitas y las condicio-
nes que aseguran solucién tunica. También se pone énfasis en su interpretacion geométrica,
sus propiedades fundamentales y su evaluacion eficiente.

En el capitulo IV, se define el concepto de Espacio Vectorial, extendiendo a espacios
vectoriales generales abstractos las nociones bésicas de suma de vectores y multiplicacion
por un escalar en el plano y el espacio tridimensional, que supondremos ya conocidas por el
lector. Se presentan en forma detallada los conceptos de subespacio, independencia lineal,
base y dimension, incluyendo la nocién general de coordenada y cambio de base. Luego
se aplican estos conceptos para retomar, desde una perspectiva mas amplia, los sistemas
de ecuaciones lineales generales y la caracterizacién del conjunto solucion, estudiados
previamente, relacionandolos con las propiedades de la matriz correspondiente y de los
espacios vectoriales asociados a sus filas y columnas.

Finalmente, en el capitulo V se define el concepto de Transformacion Lineal entre
espacios vectoriales generales, haciendo primero hincapié en aquellas transformaciones
relacionadas con operaciones geométricas simples en el plano y el espacio. Se discuten sus



propiedades fundamentales, y se pone especial énfasis en la representacién matricial de
las mismas. También se retoman los sistemas lineales desde esta perspectiva, abarcando
asi todos los conceptos discutidos en los capitulos previos.

De esta forma, esta primera parte proporciona la base para los conceptos que se es-
tudiaran en la Parte II, entre los que se incluyen autovalores y diagonalizacién, ortogo-
nalizacién, ecuaciones diferenciales lineales y sistemas de ecuaciones diferenciales lineales,
ademas de utilizacion de software.
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Capitulo 1

Sistemas de Ecuaciones Lineales



1.1. Introduccidon

El objetivo basico de este capitulo es mostrar una metodologia general y eficiente para
resolver sistemas de ecuaciones [ineales, valida para cualquier nimero de ecuaciones y de
incognitas. La metodologia permitira, en primer lugar, determinar si el sistema es compati-
ble, es decir, si tiene solucion. Luego proporcionara una manera eficiente de obtener todas
las soluciones posibles. Veremos entonces que los sistemas lineales compatibles pueden
ser de dos tipos: determinados, que son aquellos que poseen solucion unica, e indeter-
minados, que son aquellos que poseen infinitas soluciones (asumiendo que las incégnitas
pueden tomar cualquier valor real). Estos ultimos tendrédn un conjunto de variables libres
(o independientes), que determinarén el conjunto de soluciones.

Los sistemas de ecuaciones lineales son aquellos que involucran soélo la potencia 1 de
las variables incégnitas (y sélo sumas de estas variables multiplicadas por constantes). Son
de uso comun y frecuente en matematica, ingenieria y las ciencias en general, siendo los
mas faciles de resolver (y més antiguos: sistemas de simples (2 x 2) de ecuaciones lineales
eran resueltos ya en la antigua Babilonia). Veamos primero algunos ejemplos simples.

1) Palanca en equilibrio

Comencemos con un problema basico de Fisica: una palanca en equilibrio.
Supongamos que se tienen tres objetos A, B y C, uno con peso conocido (por ejemplo
(). Se desea conocer el peso de los otros dos objetos. Como dato, se sabe que se ha
logrado el equilibrio en las dos configuraciones siguientes (distancias en metros):

1 2 1,6 2

= S Ea

D.,ee . @
AN AN

I 11

Figura 1.1: Palancas en equilibrio.

Considerando que en un sistema en equilibrio la suma de los momentos de las fuerzas
aplicadas respecto a un punto cualquiera, por ejemplo el punto de apoyo O, debe
ser 0, obtenemos las ecuaciones:

{ Py—2Pg— Py = 0 1)

0,6 PA+1,6Pp—2F- = 0

donde P4, Pg, Po denotan los pesos de los objetos. Si P es conocido, este es un
sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas: P4 y Ppg. Por ejemplo, si
Po = 2kg y expresamos P4 y Pp también en kg, obtenemos el sistema

{ Py—2P; = 2

0,6P4+1,6P5 = 4 (1.2)
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Este sistema tiene solucion unica Py, = 4kg, Pg = 1kg, como se puede comprobar
facilmente. Por el contrario, si Po es desconocido, el sistema (1.1) tendra infinitas
soluciones para P4, Pg, Pc (con un sélo parametro libre, como veremos), mientras
que si Po y Pg son ambos conocidos, siendo P4 la tnica incégnita, el sistema puede
ser compatible o incompatible, dependiendo de los valores de Pg y Pc.

Flujo de redes

Una red consiste en un conjunto de puntos llamados nodos, con lineas o arcos que
los conectan denominadas ramas. La direcciéon del flujo se indica en cada rama y la
cantidad (o tasa) de flujo se denota por medio de una variable. El supuesto bésico
estandar en una red de flujos es que el flujo que entra a la red es el mismo que sale
de la red, y que el flujo entrante en un nodo es igual al flujo saliente del nodo. Por
ejemplo, en la figura siguiente se muestra una red elemental con un sélo nodo.

Figura 1.2: Esquema de red elemental con un nodo.
En este caso, los flujos entrantes u y v y el flujo saliente w deben satisfacer:
u+v=w (1.3)

Muiltiples problemas de ingenierfa, ciencias sociales y naturales (entre otros) se pue-
den modelar a partir del planteo de un flujo de redes. Los flujos pueden ser de tréafico
en una ciudad, de aviones en aeropuertos, de corriente en un circuito eléctrico, de
distribucién de mercaderias entre mayoristas y vendedores, de caudales en una red
de tuberias, etc.

Por ejemplo, supongamos que en una cierta ciudad se va a realizar un arreglo en las
calles y se quiere conocer el flujo de tréansito en alguna de ellas para tomar decisiones
en cuanto a su redireccionamiento. En la red de la figura siguiente se indica el flujo de
trafico que entra o sale de cada calle, en niimero de vehiculos por hora, considerando
el trafico promedio durante las horas pico. Se modela el problema. Identificamos los
nodos: A, B, C y D, y los flujos a conocer: x1, xo, r3 y x4. Para cada nodo se debe
verificar lo siguiente (flujo entrante, igual al flujo saliente):

11



300 150

A
200 T x 5 200
=x >
T2 T3 Nodo Flujo entrante Flujo saliente

300 c 5 200 B T, + T3 = 150 4 200

-$ -9 - C 300 + xo = x4 + 450

T4 D x4 + 200 = x3 + 200

‘ 450 200

Figura 1.3: Esquema de red.

Se obtiene asi un sistema de 4 ecuaciones lineales con 4 incégnitas xy, To, T3, 4.
Como se comprobara luego, este sistema es compatible indeterminado. Pero si se
conoce una de las variables x;, resulta compatible determinado para las restantes.

3) Distribucién de temperatura en estado estacionario en una placa plana

Un aspecto importante en el estudio de la transferencia de calor es determinar
la distribucién de temperatura en estado estable sobre una placa delgada cuando
se conoce la temperatura en el borde. Supongamos que la placa mostrada en la
figura representa la seccién transversal de una viga de metal con un flujo de calor
insignificante en la direccién perpendicular a la placa.

20° 20°
o—§
3 4
100 10°
1 2
10° 10°
——
0° 0°

Figura 1.4: Modelizacién simple de la distribucion de temperatura en un una placa plana.
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El problema puede ser modelado de la siguiente forma. Sean T4, T3, T3, T, las tem-
peraturas en los cuatro nodos interiores en la malla que se muestra en la figura. En
un nodo, la temperatura es aproximadamente igual al promedio de las temperaturas
de los cuatro nodos mas cercanos (a la izquierda, arriba, a la derecha y abajo). Es
decir, para cada nodo, se obtienen las igualdades:

T, = DTifloo
T, = DtTitlodo
T, = Tfaiios
T, = Tetlai0420

Operando algebraicamente en cada igualdad, podemos escribir las ecuaciones ante-
riores como

AT, — Ty — Ty = 10
T 44Ty —T, = 10
—Ty+ 4Ty —T, = 30
Ty — Ty + 4Ty = 30

Es decir, obtenemos un sistema de 4 ecuaciones lineales, con 4 incégnitas, T, 15,
T3, Ty. Este sistema posee solucién tnica.

4) Problema altimétrico en topografia

La Topografia es el estudio dimensional de pequenas porciones de la superficie terres-
tre. Se estudian basicamente distancias lineales entre puntos definidos. Una distancia
que interesa es la distancia vertical entre estos puntos. En cada punto de la Tierra
mediante una plomada es posible definir una direccién que se llama Vertical del Lu-
gar. Esta vertical puede materializarse mediante distintos instrumentos, muchos de
uso cotidiano. Desde plomadas de albanil hasta los instrumentos topograficos mas
sofisticados. La vertical permite definir sobre ella un sistema de coordenadas de una

dimension.
BS Ja—-—m—m g mmm e - = FS 104 gupi 02
1 357 025
i F2
HII R P1512731 PP PP
COTAA T : COTA B
s Ter Tramo 123,00 mis, 2o Tramo 12600 mts | 3erTramo 124 Mmis

Figura 1.5: Esquema para cédlculo de una red de alturas.
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Casos particulares son los problemas altimétricos que buscan mediante diversos
métodos y procedimientos determinar y representar la altura o cota de cada punto
respecto de un plano de referencia. Con la Altimetria se consigue representar el
relieve del terreno mediante planos de curvas de nivel, perfiles, etc.

Para el calculo de una red de alturas, se modelan las observaciones para la deter-
minacién de las cotas (alturas) xy, ..., z,, donde n especifica la cantidad de puntos.
Luego, se miden los desniveles o diferencia de alturas, desde el punto ¢ hasta el
punto j para dar un valor AH;; (probablemente no exacto):

Punto i: Tj — X = AH”

Para una red con 3 puntos y 3 mediciones, se obtiene el siguiente sistema de ecua-
ciones lineales:

)
AHy
) Al Punto 1: o — 21 = AHq
# Punto 2: T3 — T = AHgg
Punto 3: x1 — 23 = AH3,
AHz
Zs3

Figura 1.6: Red elemental de tres puntoss.

el cual resulta compatible indeterminado si AH1o+AHyz3+AH3z; = 0 e incompatible
en caso contrario.

Los problemas presentados son simples pero pueden ser extendidos a situaciones mucho
mas complejas, con numerosas (decenas, cientos, miles o mas) ecuaciones e incognitas. Su
resolucion sistematica requiere del estudio de los conceptos que veremos a continuacién.
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1.2. Sistemas lineales. Conjunto solucion

El caso mds simple de un sistema de ecuaciones lineales, es el que posee una sola
ecuacion lineal y una sola incégnita x, con a y b constantes reales:

ar =b (1.4)
Seguramente el lector conoce la solucion de esta ecuacion en caso de que exista:
I. Si a tiene inverso multiplicativo (a # 0) = la ecuacién lineal tiene solucién tnica:
r=a'b
(es decir, x = b/a) para cualquier valor de b.

IT. Si a no tiene inverso multiplicativo (a = 0) = la existencia de la soluciéon depende

del valor de b:

II.1 Si b =0 = la ecuacién tiene infinitas soluciones (cualquier = € R es solucién).

I1.2 Si b # 0 = la ecuacion no tiene solucion.

Pasemos ahora al caso general. Una ecuacién lineal con n incégnitas, x1, zo, ..., x,, €s
una ecuacion de la forma

a1 +a2x2+"'+anwn = b (15)

donde los coeficientes ay, as, ..., a, y el término b son nimeros reales (o en general com-

plejos) conocidos. Utilizando el simbolo de sumatoria puede escribirse la ecuacién (1.5)

CcOo1mo
n

E CL]‘ZL‘]‘ = b (16)
j=1
Si en lugar de una, se tienen varias ecuaciones del tipo anterior en las mismas incognitas,
se obtiene un sistema de ecuaciones lineales:

Definicién.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas zq,xs,...,T,, €s un sistema
de m ecuaciones de la forma

a1121 + a12T2 + * -+ + A1 Ty = bl
A21X1 + Q222 + * ++ + A2y Ty = b2
(1.7)
11 + Qa2 + -+ + ATy, = bm
donde los coeficientes a1, aja, ..., Gmn ¥ b1, - .., by son nimeros reales (o en general com-

plejos) conocidos. El sistema puede escribirse también en forma compacta como

n
E aijxj:bi, z:l,...,m
j=1

15




Segun sea el orden del sistema lineal, estos se clasifican en sistema cuadrado si
m = n, es decir, si tiene el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas, y sistema
rectangular si m # n. En este ultimo caso, si el sistema tiene mas ecuaciones que incogni-
tas (m > n) se denomina sobredeterminado. Si por el contrario tiene menos ecuaciones
que incdgnitas (m < n) se denomina subdeterminado:

Sistema cuadrado : m =n (N de ecuaciones = N de incdgnitas)

Sistema subdeterminado : m<n

Sistema rectangular : m. £ n { Sistema sobredeterminado : m > n

Definicion.

Una solucion de un sistema de m ecuaciones con n incognitas es una n-upla (x1, zo, ..., x,)
que satisface las m ecuaciones del sistema.

Ejemplo 1.2.1

(a) (b) ()
.131+2$L’2 = 5 1 — X9+ Ty = 2 T1+ Ty = 2
2]31 + 3.732 = 8 2.1‘1 + Ty —x3 = 4 T, — Ty = 4
r| + 21’2 = 0
(2 x 2) (2 x3) (3 x2)

Es facil verificar que:

En (a) (sistema cuadrado) el par ordenado (z1,x2) = (1,2) satisface ambas ecua-
ciones, por lo tanto es solucién. Se puede verificar también que es la unica solucion.

En (b) (sistema subdeterminado) la terna (z1,x9,23) = (2,0,0) satisface ambas
ecuaciones. Pero también la terna (x1, xe, z3) = (2, a, @) donde a es un ntimero real
cualquiera, satisface ambas ecuaciones. En este caso, existen pues infinitas soluciones
porque hay infinitas ternas (3-uplas) que satisfacen el sistema.

En (c) (sistema sobredeterminado) no eziste solucidn: Si sumamos las dos primeras
ecuaciones obtenemos 2x; = 6, de donde x; = 3. Utilizando ahora la primera o la
segunda ecuacion, se obtiene x5 = —1. Pero estos valores implican z; + 2z = 1, lo
que esta en contradiccion con la ultima ecuacién. Por lo tanto, este sistema no tiene
un par (z1,z3) que satisfaga estas tres ecuaciones a la vez.

Debemos remarcar, no obstante, que no todo sistema cuadrado es compatible o posee
solucion unica, que no todo sistema subdeterminado es compatible, y que no todo sistema
sobredeterminado es incompatible, como muestran los siguientes ejemplos:
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Ejemplo 1.2.2

(a1) (a2) (0) (c)
T+ 21’2 = 5 T+ 2%’2 = 5 Ty — Tog+2x3 = 2 T+ Ty = 2
201 + 4z = 10 201 +4x9 = 0 r1—To+x3 = 3 T1—T9 = 4
r| + 21’2 =1
(2 x 2) (2 x2) (2 x3) (3 x2)

Es fécil verificar que:

e En (a;) (sistema cuadrado) la segunda ecuacién es la primera multiplicada por dos,
por lo que no aporta una nueva condicién. Es facil verificar entonces que todo par
de la forma (x1,x9) = (5 — 2, @) es solucién del sistema para cualquier « real, por
lo que el sistema posee infinitas soluciones.

e En (ay) (sistema cuadrado) es claro que si x7 + 225 = 5, entonces 2z, + 4xy =
2(z1 + 2x9) = 10 no puede ser igual a 0. Este sistema es entonces incompatible.

e En (b) (sistema subdeterminado) es evidente que las dos ecuaciones son incompa-
tibles, pues si z1 — x2 + 3 es 2, no puede ser a la vez 3. Este sistema es entonces
incompatible, a pesar de ser subdeterminado (mds incégnitas que ecuaciones).

e En (c) (sistema sobredeterminado) vimos en el ejemplo anterior que las dos primeras
ecuaciones implican x1 = 3, x5 = —1. Y estos valores ahora si satisfacen la tercera
ecuacion. Por lo tanto, este sistema es compatible con solucién tnica (xy,x2) =
(3,—1), a pesar de que es sobredeterminado (mds ecuaciones que incégnitas).

Demostraremos luego que al igual que en el caso (1.4) de una ecuacién lineal con una
incognita, y tal como vimos en estos ejemplos, todo sistema de ecuaciones lineales puede
o bien tener solucién unica, o bien tener infinitas soluciones o no tener ninguna solucién:

Definicion.

Un sistema con al menos una solucion se denomina sistema compatible o consistente.
Si la solucidn es tunica, se lo denomina sistema compatible determinado.

Si existen infinitas soluciones se lo llama sistema compatible indeterminado.

Un sistema sin solucién se llama sistema incompatible o inconsistente.

Al conjunto de todas las soluciones de un sistema se lo llama conjunto solucién.

Determinado
Indeterminado

Sisterma: Compatible: {

Incompatible
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1.2.1. Interpretacién geométrica

Una ecuacién lineal axz + by = ¢, con dos incégnitas x y y, es posible interpretarla
geométricamente como la ecuacién cartesiana de una recta en R?. Entonces, resolver un
sistema de dos ecuaciones (m = 2) con dos incégnitas (n = 2), es decir, encontrar pares
(x,y) que satisfagan ambas ecuaciones, es equivalente a analizar si dos rectas en el plano
se intersecan en un punto, si son coincidentes, o si son paralelas. Por ejemplo:

L.

IT.

r+y =
r+2y =

Solucién tnica: (z,y) = (3, —1). Sistema compatible determinado.

y

fyos . 4;
Geométricamente, las ecuaciones

corresponden a rectas no paralelas.

La solucién unica (z,y) = (3,—1)
es el punto donde se cortan. \\

Figura 1.7: Sistema de 2 x 2 compatible determinado.

rt+y =
r+y =
Sin solucion. Sistema de 2 x 2 incompatible.

Geométricamente, las ecuaciones y
corresponden a rectas paralelas
no coincidentes. No tienen puntos

en comun. \
2

Figura 1.8: Sistema de 2 x 2 incompatible.
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III.

IV.

r+y = 2
20 +2y = 4

Infinitas soluciones: (z,y) = (2 — o, «), a € R. Sistema compatible indeterminado.

Geométricamente, las ecuaciones y

corresponden a rectas coincidentes. 4
El conjunto solucién {(2 — a, a), € R}
\ o
2

es el conjunto de puntos de esta recta.

Figura 1.9: Sistema de 2 x 2 compatible indetederminado.

r+y = 2
r—y = 4
r+2y = 0
Sistema incompatible.
Yy
4,
Geométricamente, las ecuaciones
corresponden a tres rectas no paralelas,
que no se cruzan todas en un mismo punto.
X
-2 2 4 6
_2
—4

Figura 1.10: Sistema de 3 x 2 incompatible.
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rt+y =
rT—y =
r+2y =

— N

—_
~—

Sistema compatible determinado: (z,y) = (3, —

Geométricamente, las ecuaciones
corresponden a tres rectas no paralelas,
que se intersecan todas en un mismo punto.

/.

N/

4

Figura 1.11: Sistema de 3 x 2 compatible determinado.

Problema 1.2.1

La ecuacién cartesiana de un plano ax + by + cz = d en R?, es algebraicamente una
ecuacion lineal con tres incégnitas. Analizar en términos geométricos, como se hizo en el
caso de rectas en el plano, los posibles tipos de conjunto solucién que pueden ocurrir con
sistemas de 2 y 3 ecuaciones lineales con 3 incégnitas x,y, z (sistemas 2 x 3 y 3 x 3).
Algunos de los posibles casos son mostrados en la figura siguiente.

Figura 1.12: Representacién geométrica de sistemas lineales con tres incégnitas (m x 3).
Izquierda: Sistema de 2 x 3 (dos ecuaciones) compatible indeterminado. La interseccion de
dos planos no paralelos es una recta. Centro: Sistema de 2x3 incompatible (planos paralelos
no coincidentes). Derecha: Sistema de 3 x 3 (tres ecuaciones) compatible determinado. La
intersecci“on de tres planos no paralelos es un punto.
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1.2.2. Sistemas homogéneos

Definicioén.
En el caso que todas las constantes b; en (1.7) sean cero, el sistema de ecuaciones lineales
se denomina homogéneo:

a1 + a12%9 + - - - + A1nTp = 0
211 + A92T9 + -+ + A9y, = 0 (1 8)
A1 T1 + Aalo + -+ Ay, = 0
osea, y i ayr;=0,i=1,...,m.

Es obvio que estos sistemas siempre poseen al menos la solucion trivial o nula
T =x9=...=2x,=0
Por lo tanto, un sistema homogéneo siempre es compatible. Puede ser:

I. Compatible determinado (la solucién trivial es la tnica solucién)

II. Compatible indeterminado (solucién trivial + infinitas soluciones no triviales)

Compatible determinado

ist h ‘neo: ) . .
Sistema homogéneo { Compatible indeterminado

Ejemplo 1.2.3

Dado el siguiente siguiente sistema homogéneo,

r| + 2[L‘2 =0
{—xl —2x5,=0
es facil verificar que el par ordenado (z1,22) = (0,0) es solucién del sistema (solucién
trivial). Pero también es solucién cualquier par de la forma (—2«, @) con « un nimero
real cualquiera. Es decir, el sistema posee infinitas soluciones, y no solo la solucion trivial,
siendo entonces compatible indeterminado.
En cambio, en el siguiente sistema homogéneo,

3r+2y+2=0
y+z2=0
—2z=0

es facil verificar que tiene la solucién unica (z,y, z) = (0,0,0). Este sistema es entonces
compatible determinado.
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1.3. Sistemas equivalentes

Definicién.
Dos (0 més) sistemas lineales con el mismo conjunto de variables o incégnitas se dicen
equivalentes si y sélo si tienen el mismo conjunto solucion.

Ejemplo 1.3.1

(a) (b)
31’1 + 21’2 — X3 = -2 3$1 + 2$2 — X3 = -2
Lo = 3 —3.1'1 — T2t X3 = 5
21’3 = 4 31’1 + 21’2 +x3 = 2

Estos dos sistemas de ecuaciones, son equivalentes. Ambos tienen 3 incdgnitas y el mis-
mo conjunto solucién: (xy, z2, x3) = (=2, 3,2). Observar ademés, que la primera ecuacién
de ambos sistemas es la misma. Mientras que en (a) las restamtes ecuaciones dicen que
x9 =3y x3 = 2, en (b), si sumamos la primera ecuacién a la segunda se obtiene xo = 3
y si restamos la primera ecuacién a la tercera se obtiene 2x3 = 4, o sea, r3 = 2.

Por otro lado, cualquier solucién del sistema (a) debe ser también solucién del sistema
(b), porque restando en (a) la primera ecuacién a la segunda, se obitene la segunda
ecuacion del sistema (b), y sumando la primera y tercera ecuacién del sistema (a), se
obtiene la tercera ecuacién del sistema (b). Es decir, que realizando operaciones algebraicas
sobre las ecuaciones de un sistema, es posible “pasar al otro”.

1.3.1. Operaciones elementales

Definicion.

Llamaremos operaciones elementales a las operaciones algebraicas sobre las ecuaciones
de un sistema lineal que no modifican el conjunto solucion. Esto quiere decir, que la
aplicacién de tales operaciones producen sistemas m X n equivalentes.

Estas operaciones son:

1. Cambiar el orden de dos ecuaciones (permutar dos ecuaciones).

2. Multiplicar una o més ecuaciones por una constante distinta de cero (cambio de
escala de los coeficientes de las ecuaciones).

3. Sumar (o restar) a una ecuacién particular el multiplo de otra ecuacién del sistema.

Observacion. Multiplicar una ecuaciéon por 0 no esta permitido, ya que esto puede
cambiar el conjunto solucién (;por qué?). Y sumar a una ecuacidén un multiplo de si mis-
ma es obviamente equivalente a multiplicarla por una constante (jjustificar!).

En lo que sigue, utilizaremos estas operaciones elementales para obtener sistemas
equivalentes mas faciles de resolver, tales como los sistemas triangulares.
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1.3.2. Sistema triangular

Un sistema 3 x 3 de la forma

a1121 + a12%2 + a;zrs = by
A22To + Gg3Ty = by
as3rz = b3

con ags, ass, aj; no nulos, es facil de resolver por sustitucion (comenzando desde abajo
hacia arriba):

b3
r3 = —

a33

by — agsxs
€Tyg = —

22

by — a1279 — aj3rs

T =

a1
En este caso especial “triangular” la solucién del sistema n X n es tunica, pués
ass, A2, a1 son no nulos. A esta forma la denominaremos sistema triangular.

Definicién.
Se dice que un sistema cuadrado de orden n x n es de forma triangular si para cada
ecuacion k-ésima, k = 1,...,n, los coeficientes de sus primeras (k — 1) variables son

“cero”, y el coeficiente de la variable xj es distinto de cero. Es decir, su forma es

ApkTh + Ok 1 Thgr T+ + ApnTp = by, conap, #0, k=1,...,n.

Entonces en general, para analizar y resolver un sistema de ecuaciones lineales del
tipo n X n, realizaremos operaciones elementales para generar, en caso de ser posible, un
“sistema equivalente” en forma triangular.

Ejemplo 1.3.1 Para resolver el sistema

31’3:9
ZE1+5J]2—2(L’3:2
%ZEl—I—QIQ =3

lo transformamos usando repetidamente operaciones elementales, hasta que tenga una
forma facil de resolver y si es posible triangular:

%33'1 + 2.1'2 =3
se permuta la ecuacién (fila) 1 con la ecuacién 3
$1+5JI2—2$3:2
(fi+>f3) 3.@3 =9
T+ 61’2 =9
se multiplica la ecuacién 1 por 3
I1+5ZE2—21’3:2
B 313=9
T+ 61’2 = 9
se suma a la ecuacién 2 la ecuacién 1 multiplicada por -1
—T2 — 2£L'3 = -7
(fZ_fl) 3333 — 9
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El tinico paso no trivial es el realizado en tercer término. Hemos multiplicado ambos
miembros de la primer ecuacién por —1, y sumado ese resultado a la segunda ecuacion,
para luego escribir ese resultado como la nueva segunda ecuacion, reemplazando a la
original. Ahora, se puede encontrar el valor de cada variable facilmente. En otros casos,
puede ocurrir que no se obtenga una forma triangular.

Veamos algunos ejemplos simples, indicando cada operacién realizada para pasar de
un sistema a otro equivalente.

Ejemplo 1.3.2 Consideremos el siguiente sistema de 2 x 2

x + 2y — & se suma a la ecuacién 2 la ecuacién 1 multiplicada por —2 I + 2y = 8
20 + 4y =8 foa—2f1 0=-8

En este caso se advierte que el sistema equivalente es incompatible (hay una ecuacién
inconsistente).

Ejemplo 1.3.3 En el sistema
r+ y=4
20 4+ 2y =8
es evidente que cualquier par z,y de ntimeros que satisface la primer ecuacién también
satisface la segunda.
La solucién, es el conjunto de pares: {(z,y) |  + y = 4}. Algunas soluciones son:
(0,4), (—1,5), y (10,—6). Si se hubiesen aplicado operaciones elementales para intentar
llevarlo a la forma triangular, se obtendria

se suma a la ecuacién 2 la ecuacién 1 multiplicada por -2 X -+ Y = 4

fo—2f1 0=0

En este caso el sistema lineal tiene infinitas soluciones. Es compatible indeterminado.

Comentario. La igualdad que aparece en este ejemplo: “0 = 0” es un “indicador” de que
la segunda ecuacién es “redundante” (no aporta nueva informacién). Por ser un sistema
de 2 x 2, eso ya es suficiente para saber que existen infinitas soluciones. En general, en
sistemas mas grandes, la expresion “0 = 0” no es suficiente para derivar esa conclusion.

Problema 1.3.1
a) Resolver el siguiente sistema, aplicando operaciones elementales para llegar a una forma,
triangular:
T+ 2.732 +x3 = 3
35(]1 — Ty — 35(]3 = -1
2$1+3ZL’2+(L‘3 = 4

Verificar que por sustitucion hacia atras resulta: (xq, zo, 23) = (3, —2,4).
b) Resolver el sistema homogéneo asociado ;Es necesario para esto, realizar calculos extras
a los realizados en la parte a)?

Problema 1.3.2
Aplicar operaciones elementales con el objetivo de llevar, de ser posible, el siguiente sis-
tema a una forma triangular. Decidir cuantas soluciones tiene.
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r+ y+ z= 4

20+ 2y +2z= 8

4o + 4y +42 =20
Problema 1.3.3

Analizar si es posiblle llevar el sistema siguiente de 4 x 4 a la forma triangular. ;Cuantas
soluciones tiene el sistema? ;Por qué? En el sistema equivalente, ; Existe algtin sistema o
subsistema triangular respecto de algunas de las variables?

xy + 61’2 + 4= 9

— X9 —2x3+ x4=-—7

31‘3 + 4= 9

— X9+ ZL’3+21’4: 2

Problema 1.3.4
Analizar para distintos valores de k y en caso de ser compatible, dar el conjunto solucion.
Realizar el andlisis de dos formas distintas. (a) Geométricamente: utilizando un software,
graficar las dos rectas que dependen del pardmetro k, y realizar el andlisis geométrico. (b)
Algebraicamente: llevarlo a un sistema equivalente mediante operaciones elementales.

kr+ y=1
r+ky=1

1.4. Matriz de coeficientes

1.4.1. Matriz de coeficientes de un sistema. Matriz ampliada

Para simplificar la descripcion de los calculos mediante operaciones elementales en
los procedimientos previamente descriptos, conviene introducir el concepto de matriz.
Bésicamente una matriz es una tabla de doble entrada (filas y columnas) en la que es
posible disponer objetos matematicos. En este caso extraeremos los coeficientes del sistema
lineal de ecuaciones y los dispondremos en una tabla.

Definicién.
La matriz de coeficientes A de un sistema m X n es:

aix Qaiz2 - Qip
Ag1 Q22 -+ Q2p

A= T (1.9)
Am1 Am2  * Qmp

y la matriz ampliada (A | b) del mismo sistema m x n es:

ai S A1n by
a a R

Alpy=| ™ ™ T e (1.10)
am1 Am2 e Amn bm
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Realizar las operaciones elementales sobre las ecuaciones lineales es equivalente a rea-
lizar las siguientes operaciones sobre las filas de la matriz ampliada:

1. Intercambiar dos filas.
2. Multiplicar una o mas filas por un niimero no nulo.

3. Sumar a una fila j-ésima un multiplo de otra fila i-ésima, y reemplazar la fila j
por “la resultante de la operacién realizada’”.

Notaciones.

Cuando explicitamos las operaciones realizadas para reducir el sistema por este método,
abreviamos ‘fila " mediante f;.

La operacién que permuta la fila i con la fila j (i # j) se denotard f; <> f;.

La operacién que multiplica la fila ¢ por un ntimero a # 0 se denotara o f;.

La operacién que suma a la fila j el resultado de multiplicar por un niimero « la fila i se
denotarad f; + af;.

También, para ahorrar escritura, se listaran los pasos del iltimo tipo juntos, cuando se
use la misma fila f;.

1.4.2. Pivoteo

., Cémo realizar las operaciones elementales en forma sistematica?
Para cada fila “no nula”, denominaremos pivote al primer elemento no nulo de esa fila.
Apoyados en el “pivote”, mediante operaciones elementales, se llevan a “ 0 7 todos
los términos de esa columna que estan por debajo del “pivote” de acuerdo al siguiente
procedimiento:

1. Tomar la primer fila y su “primer coeficiente como pivote”. Con operaciones ade-
cuadas eliminar los primeros coeficientes de las filas siguientes (o sea, los elementos
de la primer columna, salvo el pivote de la fila 1):

1 2 113 ; 1 2 1| 3
3 -1 —3|-1 | 22 [0 -7 —6|-10
29 3 1|4 fs=2f1 0 —1 —1] —2

2. Luego, considerar la segunda fila y su segundo coeficiente como “pivote”:

1 2 1] 3 ; 1 2 1 3
0 -7 —6|-10 | *24" [ o -7 —6 | 10
0 -1 —1] —2 0 0 —1/7|-4/7

3. Continuar asi, con la tercer fila y el elemento de la tercer columna, hasta obtener
una forma triangular (no necesariamente nica, jporqué?).

Si durante este proceso, el coeficiente que corresponderia ser pivote de una fila
particular resulta ser cero, entonces se permuta esa fila con alguna de las que le
siguen, para lograr una fila con un pivote no nulo. Si no existe una fila (entre las
que le siguen) que tenga un coeficiente no nulo en esa columna que se analiza, se
abandona esa columna y se pasa a la columna siguiente en la misma fila.
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4. Finalmente, resolver por sustitucion hacia atras (como antes).

Observacién. Veamos un ejemplo del caso que acabamos de explicar, es decir cuando,
en la columna que se esta analizando, no hay ninguna posibilidad de obtener un pivote
no nulo al permutar con las las filas que le siguen. ; Qué se hace en este caso?

Ejemplo 1.4.1 Sistema 5 x 5

1 1 11 1|1 1111 1] 1
1 -1.0 0 1]~ — 00 1 1 2|0
2 -2 0 0 3|1 fotf1 002 2 5|3
0 0 1 1 3]|-1 fat2h 00 1 1 3|-1
1 1 2 2 4|1 fo=fr 00 1 1 3|0

Todos los posibles pivotes en la columna 2 son ceros. Entonces debemos tomar un
pivote en la misma fila pero en la columna 3 y continuar el proceso:

111 1 1] 1 111 1 1] 1
00 1 1 2|0 — 00 1 1 2|0
002 2 5|3 fs=2/2 0000 1|3
00 1 1 3|-1 fa= 12 00 00 1|1
00 11 3]0 fo=ra 0000 1|0

De nuevo, las posibles elecciones del pivote en la columna 4 son ceros. Entonces nos
movemos a la columna 5 en esa misma fila:

1 1 1 1 1] 1 1 1 1 1 1] 1
0 01 1 2] 0 — 0 01 1 2|0
0 0 0 0 1|3 fa—1fs 00 0 0 1|3
0 00 0 1]-1 f5—fs 0 00 0 0] -4
0 0 0 0 1|0 00 0 0 O 3

Llegamos asi a una matriz de forma escalonada. Las ultimas filas representan las ecua-
ciones

0x1 +0x9 +0x3 +0x4 + 025 = —4
0.171 + 0?[72 + OZL’3 + OZE4 + OZL‘5 = -3
Por tanto, se deduce que este sistema es incompatible, no existe solucion. Esto es en

realidad evidente ya a partir del primer paso (;por qué?), pero hemos realizado el pro-
cedimiento sistematico completo para mostrar la forma de proceder en el caso general.

Ejemplo 1.4.2 Si ahora realizamos las mismas operaciones elementales sobre el sis-
tema que ha cambiado, respecto del previo, solo los términos b; de la derecha, obtenemos:

1 1 1 1 1] 1 11 1 1 1|1
-1 -1 0 0 1]-1 0 01 1 2|0
-2 =2 0 0 3] 1 —---—1 0 0 0 0 1|3
0 0 1.1 3] 3 0 0 0 0 0(0

1 1 2 2 4| 4 0 00 0 0}O0
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Ahora, las dos tultimas filas representan la ecuacién 0x; + 0xo + Ox3 + 0z4 + 0x5 = 0 que
es satisfecha por cualquier 5-upla (x1, 29, x3, x4, 25). Por tanto, en este nuevo sistema el
conjunto solucién son todas las 5-uplas que satisfacen
T1+ o+ X3+ T4+ Ts
T3+ x4+ 225 = 0
Ty =
Dentro de estas tres ecuaciones, notamos que tenemos dos tipos de variables: variables
independientes (o libres) y variables dependientes
xr1,r3,r5 = variables dependientes:

T9,r4 = variables independientes

Moviendo las variables independientes al término de la derecha

Ti+r3t+as = 1—20—24
Zs3 +21’5 = —XI4
Ty = 3

se obtiene un sub sistema triangular, respecto de las variables x1,x3, x5, que son las
variables dependientes. Por lo tanto, estas tres variables se pueden despejar en funciéon
del par de valores («,3) asignados a (xq,z4). El sistema triangular de las “variables
dependientes” tiene solucién tnica para cada par de valores («, 3). Asi,

x5 = 3
r3 = —$4—2$5:—5—6
xr, = (1—x2—x4)—(ac3—|—x5):4—a

El conjunto solucién del sistema dado, resulta:
(T1, 29, 3,74, 75) = (4 —a,a, = — 6,3, 3)

donde o y B son numeros reales cualesquiera. En este caso se encuentra que el sistema
tiene “infinitas soluciones” porque el sistema original de 5 x 5 resulté ser equivalente a
un sistema de 3 x 5. Dos de las cinco ecuaciones originales son redundantes y no agregan
nueva informacién sobre las incognitas (x1, x9, o3, T4, T5).

Problema 1.4.1
En el ejemplo anterior, mantener la “misma matriz” de coeficientes pero cambiar la colum-
na de la derecha de la matriz ampliada (los b;) por ceros. Es decir, considerar el sistema
homogéneo asociado. Analizar que tipo de solucién tiene y obtener el conjunto solucion.

Importante. Como vimos en los dos ejemplos anteriores y en el ejercicio previo, el hecho
que un sistema ‘“no tenga soluciéon” o tenga “infinitas soluciones” depende de las constantes
{b1,bs, b3, by, bs}. Nos preguntamos entonces si existe algina propiedad o caracteristica de
los coeficientes de la matriz del sistema n x n, que pueda decirnos cuando el sistema
tiene una unica solucién, y cuando no tiene solucién o tiene infinitas soluciones, sin tener
necesidad de resolver efectivamente el sistema. Més adelante, veremos que analizando la
matriz de coeficientes del sistema y la matriz ampliada sera posible saber la respuesta.
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1.5. Método de eliminacion de Gauss

Un algoritmo eficiente y facilmente programable para resolver sistemas lineales de
cualquier tamano con la metodologia ya introducida es el Método de Gauss. Comenzamos
definiendo una forma especial de matrices.

Definicién.
Una matriz M es de forma escalonada por filas si:

1. Cualquier fila nula (es decir, que tenga sélo ceros) estd por debajo de las filas que
tienen algin elemento no nulo.

2. Si una fila j, 7 > 1, es no nula, entonces el nimero de ceros previos al primer
elemento no nulo (pivote) debe ser estrictamente mayor que el nimero de ceros
previos al pivote de la fila anterior (la fila j — 1).

Por lo tanto, un sistema esta en la forma escalonada por filas si en cada fila la variable
pivote estd a la derecha de la variable pivote de la fila previa a ella.

Observacién 1. En algunos textos se pide también que el primer coeficiente no nulo
(pivote) de cada fila no nula sea 1. Esta condicién requiere el paso adicional de multiplicar
cada fila no nula por una constante adecuada. Este paso es conveniente para poder despejar
en forma directa las variables dependientes, pero no es imprescindible.

Observacién 2. Cuando una matriz estd en forma escalonada, los primeros elementos
diferentes de cero de cada fila, reciben el nombre de pivotes. Note que por ser el pivote
el primer elemento no nulo de la fila no hay forma que una fila tenga mas de un pivote:
puede no tener pivote en caso de que sea una fila de ceros (fila nula), pero no puede
tener dos o mas. Notar también que por estar escalonada la matriz, no hay forma que dos
pivotes queden en la misma columna: puede una columna no tener pivote, pero si tiene
pivote no puede tener dos o mas. De este hecho, se concluye que una matriz de m x n no
puede tener mas de m pivotes porque tiene a lo sumo uno por cada fila.

Definicién.

El proceso que utiliza operaciones elementales sobre las filas para reducir un sistema
lineal cualquiera a un sistema escalonado por filas, se denomina Método de eliminacién
Gaussiana o Método de reduccién por filas.

Los pasos siguientes permiten llevar una matriz, mediante operaciones elementales
sistematicas sobre sus filas, a una matriz en forma escalonada:
1. Disponga en una matriz ampliada los coeficientes del sistema de ecuaciones lineales
y del término independiente.

2. Si aj; # 0 témelo como pivote. Caso contrario permute la fila 1 por una fila que no
tenga cero en el elemento de la primera columna.

3. Mediante operaciones elementales sobre las filas de la matriz resultante, obtenga
ceros por debajo del elemento pivote. Esto se logra restando a la fila 7 la fila 1
multiplicada por a;; /a1, es decir, mediante las operaciones f; — Zﬁ f1 para i > 2,
tal que a;; = 0y a;; = a;; — “*aq; parai > 2y j > 2.

ail
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4. Si el elemento as de la matriz resultante es no nulo, témelo como pivote. En caso
contrario permute esta fila por otra debajo de ella que no tenga cero en el elemento
de la segunda columna. Si no hubiese ninguna fila por debajo con un elemento no
nulo en la columna 2, pase a la columna siguiente y repita el procedimiento anterior,
hasta obtener un elemento pivote.

5. Repita los pasos 3 y 4 para las filas siguientes a partir del nuevo pivote. Contintie
el proceso hasta llegar a la 1ltima fila no nula. Se obtiene como resultado final una
matriz en forma escalonada.

A partir de la forma escalonada se obtienen las siguientes conclusiones, validas para
sistemas generales m X n:

Conclusion 1.
Si la forma escalonada por filas de la matriz ampliada incluye alguna fila de la forma

(00 - 0]b), b0,

entonces el sistema es incompatible (sin solucién).
En efecto, tal fila implica Ox; + Ozg + ... + 0z, = b # 0, lo cual no puede ser satisfecho
por ninguna n-upla (x1,xs, ..., x,).

Conclusion 2.
Si no existe ninguna fila como la indicada en la conclusion 1, el sistema es compatible.
Existen entonces dos posibilidades:

1. Si las filas no nulas de la forma escalonada por filas de la matriz ampliada, forman
un sistema triangular (respecto de todas las variables del sistema), es decir, del tipo

co o=
O O~ x
O~ X X
= X X X
X X X X

entonces el sistema tiene solucién tinica: sistema compatible determinado.
Partiendo de la ultima fila, se obtiene un valor tinico para todas las incognitas.

Este caso no puede darse en los sistemas subdeterminados (m < n),
pues requiere un numero total de filas al menos igual al nimero de columnas.

2. En caso contrario, existe una sub-matriz triangular correspondiente a un subcon-
junto de las variables (las variables dependientes o “pivotes”, que corresponden a
las columnas con pivotes), y las restantes son variables libres (independientes), que
pueden tomar cualquier valor. Por lo tanto, existen infinitas soluciones: sistema
compatible indeterminado.

Este caso puede ocurrir tanto si m < n como si m =n o m > n.
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Por ejemplo, si la forma escalonada de la matriz ampliada es de la forma

oo oo~
o oo ok
oo o~ x

X
X
1
0
0

© 9O X X X
© O X X X
© O X X X

(donde las x indican nimeros arbitrarios) el sistema es compatible indeterminado, siendo
To, T5 Y T las variable libres y x1, x3 y x4 las variables dependientes.

Conclusion 3.

De las conclusiones 1 y 2 anteriores, vemos que:

1. Un sistema subdeterminado (m < n) sélo puede ser compatible indeterminado o
incompatible.

2. Los sistemas cuadrados (m = n) o sobredeterminados (m > n) pueden ser compatibles
determinados, compatibles indeterminados o incompatibles, dependiendo del caso.

Conclusién 4.
En relacién a los sistemas homogéneos (las constantes b; son cero) podemos concluir:

e Son siempre compatibles, porque (z1,z,...,2,) = (0,0,...,0) es siempre una
solucién (solucion trivial).

e Sies compatible determinado, la tinica solucién es la trivial (z1,...,x,) = (0,...,0).

e Si es compatible indeterminado, el sistema posee, ademas de la solucion trivial,
infinitas soluciones no triviales (xy, zs, ..., x,), con los z; no todos nulos.

e Un sistema homogéneo subdeterminado (m < n) es necesariamente
compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones), por la conclusién 3.1

Problema 1.5.1 Analizar lo expuesto previamente para el caso de un sistema cua-
drado n x n homogéneo.

Comentario.
Los sistemas sobredeterminados (m > n) no homogéneos, no son necesariamente incom-

patibles, aunque frecuentemente lo son (;puede explicar el lector por qué?).
Y los sistemas subdeterminados (m < m) no homogéneos pueden ser, como hemos visto,
incompatibles, aunque frecuentemente son compatibles indeterminados (jpuede explicar

el lector por qué?).

Ejemplo 1.5.2 Consideremos el sistema
rT— y+ z=1

3x + z=3
o5r —2y+32=25
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Reduciéndolo por filas, obtenemos

Lo- a1 1 -1 1 1 -1 1|1
3 0 103]72' 0o 3 —2/0] — [0 3 =20
5 —2 315/ 7 \o 3 —2l0/ " \o 0 00

Se observa que es equivalente a un sistema de 2 x 3, que tiene una matriz triangular
de 2 x 2 para las variables pivotes x e y, mientras que la variable z es libre.

Existen entonces “infinitas soluciones” dependientes de un parametro z (variable inde-
pendiente o libre). El conjunto solucién es:

~1/3

1
=0 +=z[ 2/3 ||z€eR
0 1

IS

Notar que la solucién es la suma de dos vectores. El primero es una solucién del sistema no
homogéneo (la obtenida para z = 0) mientras que el segundo, dependiente del pardametro
libre z, es solucién del sistema homogéneo asociado (es independiente de los b; y por
ende el tnico término en el caso homogéneo b; = 0 V 7).

Importante

En todo sistema no homogéneo compatible indeterminado, es posible descomponer la solu-
cion en la suma de dos partes: una es una solucion “particular” del sistema no homogéneo
(es la parte que no contiene variables libres) y la otra, la soluci“on del sistema homog“eneo
asociado (la parte que contiene las variables libres). Esto ser “a demostrado en los proximos
capitulos, pero tal como en el ejemplo previo, puede ya verse en general a partir de la forma,
escalonada de la matriz ampliada (jverificar!).

Problema 1.5.3 Resolver el siguiente sistema de 4 x 3 tratando de llevarlo a una
forma escalonada. ;Hay alguna ecuacién inconsistente? ;Cuantas soluciones tiene este
sistema y porqué?

x + 6y = 9
- y—2z=-7
3z= 9

- y+ z= 2

Problema 1.5.4 Supongamos que dado un sistema de ecuaciones, y luego de reali-
zar operaciones elementales y aplicar el método de Gauss, se obtuvo como resultado la
siguiente matriz:

1 1 1 1 112 1 1 1 1 1 2
Sistema 3 x 5: 1 11 2 2|3 — 0O 0 0 1 1|1
1 1 1 2 312 0 0 0 0 1/|-1

a) Escribir las ecuaciones lineales que corresponden a lo obtenido en la matriz ampliada.
b) De acuerdo a lo obtenido, jes compatible ese sistema?

¢) {Cudntas soluciones tiene? Encontrar el conjunto solucién, escribiéndolo cémo suma de
dos componentes, una la solucion del sistema homogéneo asociado y la otra, una solucion
“particular” del sistema no homogéneo, e indicar la cantidad de variables dependientes e
independientes que posee.
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Problema 1.5.5 El método de Gauss puede aplicarse de varias formas (se pueden
realizar diversas operaciones elementales, se pueden elegir filas distintas, etc.). { Siempre se
llega al mismo conjunto solucién? ;El nimero de variables independientes y dependientes
sera el mismo? Entonces, el conjunto soluciéon en ambos casos, jtendra el mismo ntmero
de pardmetros libres? ; Tendran las mismas variables libres? (es decir, jes posible que en
una resolucion sean z e y, y en la otra resolucidn sean y y z, las variables libres?).

1.6. Forma escalonada reducida de Gauss-Jordan

Es una version del método de eliminacion de Gauss que si bien incrementa el niimero
de operaciones elementales a realizar, tiene la ventaja de llegar a una forma escalonada
“especial” que permite obtener directamente las expresiones finales de las variables de-
pendientes. Posee también otras ventajas que seran discutidas en los préximos capitulos.

Si en la aplicacion del método de Gauss, una vez alcanzada la matriz escalonada se
continta el proceso hasta que en cada columna correspondiente a cada variable pivo-
te, el Unico elemento no nulo sea el elemento pivote y este tenga valor 1, se obtiene la
denominada forma escalonada reducida de Gauss -Jordan.

Ejemplo 1.6.1 Si en el problema 1.5.4 se continia el proceso de eliminacién hasta
que todos los coeficientes por arriba de cada pivote (el primer elemento no nulo de cada
fila) se reduzcan a cero, se obtiene

111 1 1] 2 1 11103
000 1 1]1 — 00 0 1 0] 2
0000 1]|-1 J1— f3 00 0 0 1|-1
fo—f3
1 110 0] 1
— 00 0 1 0] 2
fi—fa

o
o
o
o
—
|
—_

Las variables independientes pueden ser entonces zo y x3. “Pasando” estas al término
derecho del sistema obtenemos

Ty = 1—29— 23
Ty = 2
Ty = -1

Entonces, para cada par de valores (22, x3) = (v, 3), la solucién es (x1, x9, T3, T4, T5) =
1l-—a-08,a,p,2,-1) = (1,0,0,2,-1) + a(—1,1,0,0,0) + 5(—1,0,1,0,0). Obtenemos
asi infinitas soluciones.

La matriz aumentada final en el ejemplo anterior se dice que esta en forma escalonada
reducida. La ventaja de llegar a esta forma mediante el proceso de eliminacién es que
permite obtener en forma directa la expresién final de las variables dependientes.

33



Definicién.
Una matriz A de coeficientes de m x n esta en forma escalonada reducida por filas si

1. la matriz estd en la “forma escalonada por filas” y

2. el primer elemento no nulo en cada fila es 1 y es el 4nico coeficiente no nulo en su
columna (todos los coeficientes situados arriba han sido llevados a cero).

Este proceso de eliminacién mas restrictivo se denomina reduccion de Gauss-Jordan.

Ejemplo 1.6.2 Consideremos el sistema

2v +y - w =4
Y + wtu=4
x — 242w =0

Utilizando la matriz ampliada y aplicando operaciones elementales, se obtiene:

21 0 —1 0|4 1 1/2 0 -1/2 02
01 0 1 14 — 0 1 0 1 1|4
10 -1 2 0]0 /2h 1 0 -1 2 o0/0
1 1/2 0 -1/2 0] 2
— 0 1 0 1 1| 4
=i \g —1/2 -1 5/2 0] -2
1 1/2 0 —1/2 0 |2
— 0 1 0 1 1 |4
1 1/2 0 —-1/2 0 |2
— 0 1 0 1 1 |4
(=1)fs 0 0 1 -3 -1/2/0
100 -1 —1/2]0
— 010 1 1 |4

La tultima expresién es la forma de Gauss-Jordan. Despejando z de la ultima ecuaciéon
en términos de w y u, luego y (de la segunda) y por ultimo x (de la primera), se obtiene
el conjunto solucion

(z,y, z,w,u) = {(w+ (1/2)u,4 — w — u, 3w + (1/2)u, w,u) | w,u € R}

Si usamos la forma de vectores columna, podemos expresar el conjunto solucién como

T 0 1 1/2
y 4 —1 -1
z|l=10+w| 3 | +u|1/2]||wueR
w 0 1 0
U 0 0 1
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Si se ponen w y u en cero se obtiene

S B v 8
I
oo o w o

que es una solucion particular del sistema no homogéneo.
Por otra parte, el término restante,

v 1 1/2
Y —1 —1
z|l=w| 3 | +ull/2 |w,u€R
w 1 0
U 0 1

es el conjunto solucién del sistema homogéneo.

Problemas 1.6

1. En cada caso, analizar si el sistema de ecuaciones lineales es compatible. En el caso
de que sea compatible, determinar el conjunto solucion y la cantidad de variables
dependientes e independientes. Obtener también la forma reducida de Gauss-Jordan.

T —z2=0
(a) {hﬁ%y—13 (b) sty =1 (c) {mway_—4
—r+y+z=4

—r4+y=1 r—=3y+ z= 1 —r— y=1
() { viy—2 © {x—i— yt2:—14 O {—3:6—33/:2

dy 4+ z =20 2z + z24+w= 5

20 —2y+z= 0 Yy —w=-—1

(8) x +z= 5 (h) 3T — z—w= 0
z+ y—2z=10 dr+y+2z24+w= 9

2. Analizar si existen valores de b y k para los cuales el sistema es i) incompatible ii)
compatible determinado y iii) compatible indeterminado, y hallar el conjunto solu-
cion en los casos compatibles.

r— y=1 r— y=1 r— y=1
(2) {3x—3y:b (b) {3:c+ky:3 () {3:C—|—ky:b
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. a) {Qué condiciones deben cumplir las constantes b; para que cada sistema tenga

3§;3yi21 l’1+2$2+3$3:b1

solucién? 1) - 7Z o b2 i) ¢ 2x1 + 59 + 323 = by
= 03 .

2$—|—4y:b4 I +8(L’3—bg

b) Sin realizar calculos adicionales, analizar los sistemas homogéneos asociados (es
decir, cuando b; =0V 7).

. Analizar el sistema segun los valores de k y h. En caso de ser compatible (determi-
nado o indeterminado) dar el conjunto solucién.

r+y+ z=h
r+y+kz=1

. Encuentre, de ser posible, coeficientes a, b, y ¢ tales que el grafico de
f(z) = ax® + bz + ¢ pase por los puntos (1,2), (—1,6), y (2,3). /Son tnicos?

. Mostrar que si ad — bc # 0, el sistema

ar + by = by
cx + dy = by

posee solucion dnica V by, by, mientras que si ad — bc = 0, el sistema es o bien
incompatible o bien compatible indeterminado.

. Resolver los sistemas presentados en la introduccién del capitulo: problema de la
palanca, flujo de redes, problema de temperaturas y problema altimétrico, verifi-
cando los resultados indicados. Discutir las soluciones encontradas en cada caso
interpretando los resultados obtenidos en el contexto del problema. En el caso del
problema altimétrico, discutir posibles soluciones, segtin sean los valores de los des-
niveles AHqo, AHo3, AHz;. En el caso de flujo de redes, considerar que un flujo
negativo en alguna rama representa un cambio de direccién del mismo.

. Resolver los sistemas del problema 1.6.2 mediante un software adecuado (por ej.,
mathlab, mathematica, maple, etc.). Nétese que los programas para resolver siste-
mas lineales utilizan justamente métodos matriciales basados en la reducciéon por

filas.

. Tres conductores se detuvieron en un bar del camino.

Uno de ellos compro cuatro sandwiches, una taza de café y diez medialunas, pagando
un total de $150. Otro conductor compré tres saindwiches, una taza de café y siete
medialunas, pagando $120.

. Es posible saber cuanto pagd un tercer conductor por un sandwich, una taza de
café y una medialuna?

. Es posible conocer el costo unitario de cada producto?
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10. Se tiene un conjunto de n numeros (zi,...,x,) tales que los nimeros interiores

11.

son el promedio de los nidmeros vecinos (z; = % parai = 2,...,n— 1),y
Tp —x1 = n — 1, con x; = t. Dé una expresion para los x; en funcién de t y n.

(Sugerencia: considere primero n = 3).

Para pensar

Varios sistemas de ecuaciones lineales que surgen de modelar problemas que involu-
cran datos experimentales, como por ejemplo el problema altimétrico, con frecuencia
son incompatibles o inconsistentes y a veces también “mal condicionados”. Es decir,
no tienen solucién o si la tienen la misma es muy “sensible” a cambios o perturba-
ciones en los datos del problema. En el caso de sistemas inconsistentes se recurre a
un método conocido por Método de Minimos Cuadrados que permite encontrar la

«mejor» solucion al sistema de ecuaciones lineales. Estos temas se estudiaran en la
Parte II.
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Capitulo 2

Matrices



2.1. Introduccion

En el capitulo previo hemos introducido el concepto de matriz para representar los
coeficientes de los sistemas de ecuaciones lineales. En este estudiaremos operaciones entre
matrices y las aplicaremos a la resolucién de dichos sistemas. En particular, veremos que
el analisis y la resolucion de sistemas podra ser realizado por medio de las propiedades
algebraicas de las matrices que los representan. El algebra matricial permitird también
expresar los sistemas en forma en forma concisa, lo que resulta muy adecuado para el
estudio de propiedades generales. La matrices son ademas utilizadas para manipular y
correlacionar datos, y para representar operaciones geométricas y mateméticas (Cap. V).

La introduccién y uso de matrices se remonta a siglos, incluso milenios, atrés, siendo
que de épocas ciertamente remotas (siglo VII a.C.) datan los estudios de los llamados
cuadrados mdgicos. El uso de matrices, y determinantes (concepto que serd introducido en
el siguiente capitulo) para sistemas de ecuaciones lineales fue presentado en el siglo XVII
por Gottfried Leibnitz y Seki Kowa, mientras que importantes contribuciones posteriores
fueron aportadas por Carl F. Gauss y Wilhelm Jordan, quienes desarrollaron el método
visto en el capitulo de sistemas lineales. Matematicos como William Hamilton, Arthur
Cayley, James Sylvester, John von-Neumann, Camille Jordan, entre otros, trabajaron en
temas de Algebra Matricial. Cabe destacar ademds la formulacion matricial realizada
originalmente por Werner Heisenberg de la rama de Fisica llamada Mecanica Cuantica.

2.2. Conceptos basicos

Definicién.
Una matriz A de m x n es un arreglo rectangular de m x n numeros a;;, ¢ = 1,...,m,
j =1,...,n, dispuestos en m filas y n columnas:

aiy - Qip
A= + - (2.1)

Am1 = Amn

De esta manera, el primer subindice, ¢, indica la fila y el segundo, 7, la columna en la
que se encuentra el elemento a;;. m x n es la dimension de la matriz.

Otras notaciones utilizadas para denotar una matriz A de elementos a;; es (a;;) o [ai;].
También se emplea directamente la notacién A;; o A, ; para denotar el elemento de la fila
iy columna j de una matriz A (A;; = a;; en (2.1)). Por ejemplo,

1 -2 5
A_<9 0 3)

es una matriz de 2 x 3. En este caso, a1 = —2, as; = 9.
Cuando m = n se dice que la matriz es cuadrada. Por ejemplo,

p=(s %)

es una matriz de 2 x 2. B es una submatriz de A, formada por sus dos primeras columnas.
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El conjunto de todas las matrices de m X n con elementos reales se denota R™*™.
Si los elementos son nimeros complejos, el conjunto se denota C™*™.

Sim = n = 1, R™*! se considera equivalente al conjunto R de ntimeros reales. Por
otro lado, cuando m = 1 o n = 1, la matriz resulta equivalente a un vector de n o m
componentes respectivamente:

Definicién.
Un vector o matriz columna b de m componentes es una matriz de dimensién m x 1:

b1
b= :
bm

Un vector o matriz fila a de n componentes es una matriz de dimension 1 x n:

a:(al,ag,...,an)

2.2.1. Operaciones basicas con matrices

Las siguientes son definiciones basicas del algebra de matrices.

Dos matrices A y B se dice que son iguales si y so6lo si tienen:
i) la misma dimension (ambas de m x n) 'y
ii) todos sus elementos correspondientes iguales: a;; = b;; V i, j.

Multiplicacion por un escalar.
Sea A una matriz de m X n y o un escalar (un nimero real o complejo). El producto aA
es una matriz de igual dimension cuyos elementos son los de A multiplicados por a:

(aA)ij = aa;

Por definicién Ao = A (« escalar).

Es decir, todos los elementos de A deben ser multiplicados por «. Por ejemplo,

3 1 -2 5\ 3 —6 15
9 0 3) \271 0 9
Suma de matrices.

Sean Ay B dos matrices de la misma dimension (ambas de m x n). La suma A+ B es la
matriz de igual dimensién cuyos elementos son la suma de los correspondientes elementos
de Ay B:

(A+ B)ij = aij + by

Si las dimensiones no son iguales la suma no esta definida.

Por ejemplo,
1 -2 n 3 4\ (42
9 0 -1 2 ) \ 8 2
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Propiedades de la suma de matrices.
Las siguientes propiedades son obvias a partir de la definicion.

1. Conmutatividad. Para todo par de matrices A, B de m X n, se cumple
A+B=B+ A
2. Asociatividad. Para toda terna de matrices A, B,C' de m x n, se cumple
A+(B+C)=(A+B)+C
3. Existencia de elemento neutro (matriz nula). Para toda A de m xn se cumple
A+0=0+A=A

donde

o= : -.. :
0 ... 0
es la matriz nula de m x n (0;; =0V 4,j).

4. Existencia de elemento opuesto (—A). Para toda A de m x n se cumple
A+ (-A)=(-A)+A=0
donde
—ai; ... —Qip
—A=(-1A=
—Am1 .- —Qmn

La resta de dos matrices A, B de m x n se define entonces como

A—B=A+ (-B)

Por eiemnl L =2\ (1 -2\ _ (00
or ejemplo, { o g 9 0 =100 )

En relacion a la multiplicacion por un escalar, es facil probar las propiedades siguientes:

5. Distributividad respecto de la suma de matrices. Si A y B tienen la misma
dimensién, para todo escalar « se cumple

a(A+ B)=aA+ aB

6. Distributividad respecto de la suma de escalares. Si « y [ son escalares, para

toda matriz A se cumple
(a4 B)A=aA+ A
7. Asociatividad. Para toda matriz A y escalares «, 3, se cumple

(aB)A = a(BA)
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Al intercambiar (o trasponer) filas por columnas en una matriz A se obtiene la deno-
minada matriz traspuesta (o transpuesta) AT:

Matriz traspuesta.
La traspuesta A’ de una matriz A de m x n es una matriz de n x m cuyas filas son las
columnas de A, es decir, cuyo elemento 7, j es el elemento 7,7 de A:

(AT)ij = aj; (2.2)

Por ejemplo,
T

1 -2 5\" L9 L9 1 -2 5
o 0 3) (2% |27 =lo o 3
5 3 5 3
Obviamente, por la definicién se cumple
(AT = A (2.3)
Si Ay B sondem Xxny «esun escalar, se cumplen también las siguientes propiedades:
(A+B)" = AT + BT (2.4)

(aA)T = AT (2.5)

es decir, la traspuesta de una suma de matrices es la suma de sus traspuestas, y la
traspuesta de un multiplo de una matriz es el multiplo de su traspuesta.

La demostracién de estas propiedades (obvias) se dejan para el lector. Por ejemplo,
(A+B)")ij = (A+ B)ji = aji + bji = (A")i; + (BT)ij = (AT + B)y, prueba (2.4).

Notese que la traspuesta de una matriz fila es una matriz columna y viceversa:

1\" 1

2| =(1 -2 5), (1 -2 5) =|-2
5 5

2.2.2. Matrices cuadradas especiales

Como se menciond previamente, si m = n la matriz se dice cuadrada. Los siguientes
tipos de matrices cuadradas son de particular importancia, como veremos luego.

Matriz diagonal
Es aquella en la que todos los elementos que estan fuera de la diagonal principal son cero:

a1 0 0
A - 0 929 0 0
o 0

es decir, a;; = 0 si ¢ # j.
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Matriz identidad
Es una matriz diagonal donde todos los elementos de la diagonal principal son 1. Se la
denota con I o también 1:

10 -0
; 01 0 O (2.6)
|t o0 0 '
00 0 1
es decir, [;; = { (1) z ;j . La matriz identidad de n x n se denota como I,, 0 1,,.

Matriz triangular superior
Es una matriz donde todos los coeficientes por debajo de la diagonal principal son cero:

11 Aiz2 -+ Qin
0 azp --- az
A =
0

0 0 0 ap
es decir, a;; = 0 si i > j.

Matriz triangular inferior.
Es una matriz donde todos los coeficientes por encima de la diagonal principal son cero:

a; 0 - 0
as; azy -+ 0
A = ]
An1 Ap2 - App

es decir, a;; = 0sii < j. Si A es triangular superior, A” es triangular inferior y viceversa.

Matriz simétrica. Es una matriz que es igual a su matriz traspuesta:
A simétrica < AT = A

o sea a;; = aj; V 1, j. Por ejemplo,

1 -7 3
A=|-7 2 0
3 0 —4

Matriz anti-simétrica. Es una matriz que es igual a menos su matriz traspuesta:

A antisimétrica < AT = —A

o sea a;; = —aj; V 1, j. Esto implica que los elementos diagonales (i = j) son nulos, ya
que A; = —A;;. Por ejemplo, 0 -7 3
A=\ 7 0 1
-3 10
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Problemas 2.2
3 1

1 .
1. Dada A = (2 1 4>, determinar:

a) Los elementos ajp y ag;,  b) 24,  ¢) 04, d) AT
e) ;Estd definida la suma A + AT? ;Como debe ser la matriz A para que la suma
A+ AT esté definida?

2. Realizar las siguientes operaciones, en caso de estar definidas.

(@) 3 ? +2 § (b) 5<_41>+2 % (c) 2@ _31>+3<‘I’ f)
w sl o )6

3. Determinar, en caso de que existan, todos los a y (3 tales que
-1 -2 3

5 1 0 0
(a) B <_5>+ o (_1> = <0) (b) 2 |[+a|l 1 | +8(0] =10
1 0 1 0
4. Determinar, en caso de que existan, todas las matrices B que satisfacen

@ (3 2)es=m (L) w (L 2) s (L)

5. Demostrar que si A es de n x n, entonces A+ AT es siempre una matriz simétrica,
y A — AT es siempre una matriz antisimétrica. Dar un ejemplo de 2 x 2.

6. Mostrar que toda matriz A de n x n puede escribirse como A = A, + A,, con Ay
simétrica y A, antisimétrica. Mostrar también que A, y A, son unicas.

7. En la matriz siguiente se disponen las calificaciones de 5 estudiantes, obtenidas en
3 exdmenes (puntaje méximo = 10 en cada uno). Cada columna corresponde al
resultado de cada examen, mientras que las filas corresponden a los estudiantes.

Examenes
7 6 85
9 95 10
Estudiantes 6 7 65 | =A
6 8 4
75 7 7

() Si las calificaciones son modificadas agregando a todos los alumnos 1 punto a
las del primer examen y .5 puntos a las del segundo examen, encontrar, usando la
suma de matrices, una forma de calcular las nuevas calificaciones.

(ii) Si se decide reducir un 10 % todas las notas, encuentre una forma de realizar esta
operacién en forma matricial (sugerencia: multiplique por un escalar adecuado).
(iii) El profesor desea computar los promedios finales, considerando que el promedio
proviene de la siguiente ponderacién: 30 % del primer examen, 30 % del segundo y
40 % del tercero. Pensarlo como suma de tres vectores columnas.

(iv) Una vez determinada la forma matricial, realizar los cdlculos mediante PC o
equivalente utilizando algin software adecuado.
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2.3. Producto de matrices

Pasemos ahora a definir el producto de matrices. Esta es una operacion clave, que
posibilita el uso de las matrices para representar algebraicamente sistemas de ecuaciones
lineales, y también, como se verd en el Cap. V, transformaciones lineales entre vectores y
operaciones geométricas tales como rotaciones y reflexiones.

Antes de definir el producto matricial, recordemos que el producto escalar o punto
de dos vectores reales de n componentes @ = (ay,...,a,) y b= (b1,...,b,) estd dado por

a-b:Zakbk:a1b1+...+anbn

k=1

Definicion
Consideremos una matriz A de m X n y una matriz B de n X p, tal que el nimero de
columnas de A coincide con el niimero de filas de B. Las filas de A y las columnas de B,

blj
ai*:(aﬂ,...,am), b*jI
by
son entonces vectores de n componentes. El producto de A por B es una matriz de
m X p cuyos elementos ¢, j son el producto escalar de la fila i de A por la columna j de B:

A B AB

mx Xn|nxp|mxp

n
= E aikbkj = ailblj + ...+ ambnj
k=1

Es decir,

bll e bl n n
a1 e Q1n ) ) . p Zk:l alkbkl e Zkz:l alkbkp

n n
Am1 - A b ) Ek:l amkbkl Ce Zk:l amkbkp
n

- by

Si el nimero de columnas de A no coincide con el numero de filas de B, el producto AB
no esta definido.

Ejemplos 2.3.1:
12\ (1 =2\ (1+4 -24+2Y\ (5 O (2.7)
3 4)\2 1) \\3+8 —6+4 ) \1l -2 '
1 =2\ /1 2 1-6 2-38 -5 —6
(2 1)(3 4)_<2+3 4+4)_(5 8) (28)

iiSe observa que el orden de los factores si altera el producto!!
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Ademas, el producto de una matriz fila de 1 x n por una matriz columna de n x 1 es
una matriz de 1 x 1, mientras que el de una matriz columna de n x 1 por una matriz fila
de 1 x n es una matriz de n x n !! Por ejemplo, para n = 2,

(1 2) @) =(7), (;) 1 2)= (; 2) (2.9)

En el caso general, AB puede estar definido pero BA no necesariamente lo estara, como
muestra el siguiente ejemplo con A de 2 x 3y B de 3 x 1:

0 0
1 2 3 3 1 2 3 .
(2 1 4) (1) = (4) ; (1) (2 1 4) no definido (2.10)

Importante: No conmutatividad del producto matricial
iiComo muestran los ejemplos anteriores, el producto matricial no es conmutativo!!

e Si Ay B son matrices cuadradas de n xn, AB y BA estan ambos definidos y tienen
la misma dimensién (n x n), pero salvo casos especiales, en general

AB + BA (2.11)

como sucede en (2.7)-(2.8).

e Si Aesdemxny Bdenxm,conm#n, ABy BA siguen estando definidos
pero ya no tienen la misma dimensiéon: AB sera de m x my BA de n x n, tal como
muestra (2.9) para n = 2, m = 1. En este caso AB # BA siempre.

e Si Aesde mxny Bden xp, con p# m, AB estard definido pero BA no
estard definido, tal como muestra (2.10) param =2, n =3, p = 1.

n p p

m =m
n

m r nodefinidosin#r

Figura 2.1: Esquema del producto matricial. Arriba el caso definido y abajo el no definido.
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No obstante, son validas las siguientes propiedades:

e Asociatividad. Si Aesdem xn, Bden xpy C dep X q, entonces

A(BC) = (AB)C (2.12)
por lo que el producto anterior se escribe simplemente ABC' (de m X q).
Demostracion:
(A(BC));; = Zazk (BCO)y, Zazkz Zbklcl] Z Zazkbkl cj = Z(AB)ilClj
k=1 =1 k=1 1=1
= ((AB)C )ij
Ejemplo:

3 DO)-ea6)-0n (9 D) -e ()

e Distributividad.
SiAesdemxny B, C den xp,

AB+C)=AB+ AC
Si A, Bsondem xnyC den X p,
(A+ B)C = AC + BC

La demostracion de estas dos propiedades se deja para el lector. Por ej.,
(A(B 4 C))ij = @ix - (bsj + C4j) = @in - byj + @i - €5 = (AB)i; + (AC),;.

e Asociatividad con el producto por escalar. Si Aesdem xny B den X p,
a(AB) = (aA)B = A(aB)

para todo escalar o. La demostracion (muy facil) se deja para el lector.

Traspuesta de un producto
Si Aesdem xny Bden X p,

(AB)" = BT AT (p x m)
Notar que se invierte el orden. B” es de p x n y AT de n x m, por lo que BT AT es de

p x m como (AB)T y estd siempre definido si AB lo estd (a diferencia de AT BT).
Demostracion:

(AB)")ij = (AB)ji = Y ajuby; = meaak = Z (BT)i(AT)iy = (BT AT);

En forma concisa, si b, denota la fila i de B” y a]; la columna j de A7,

(AB)?; = Clj* . b*z = sz; . a*Tj = (BTAT)Z'j
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GOCE) - -6 56

Observacién 1. Producto escalar como producto matricial
Si A es una matriz fila @ de 1 X n y B una matriz columna b de n x 1, AB es una matriz

de 1 x 1 cuyo unico elemento es el producto escalar a - b:

by
AB:(al an) S| =aby + ..+ anby,
by,

(si la matriz es de 1 X 1 no es necesario escribir los paréntesis: se identifica R"! con R).

Ejemplo:
2

(123 (-1]=3
1

Observacién 2. Otras peculiaridades del producto matricial

e AB = 0 (matriz nula) no implica A =0 o B = 0, ni tampoco BA = 0. Por ejemplo,
11 1 -1\ (0 0 1 -1 11y (-1 -1
2 2)\-1 1)"\00o) P \=1 1)\22/7\1 1
e AB = AC no implica B = C, atin si A # 0. Por ejemplo,
1 1\ /1 2\ (4 6\ (1 1\/2 1
2 2)\3 4) \8 12) \2 2/\2 5

Observacion 3. Potencias de matrices cuadradas
Si A es de n x n, se define la potencia A* (de n x n) para todo natural k = 1,2, .. .:

AR = AART = AFTA = AA L A
—

k veces

—_

A2 = AA, A3 = AA? = A%A = AAA,

Si, en cambio, A no es cuadrada, A? (y por ende cualquier potencia) no esta definida.

Ejemplo 2.3.3 Si A= (; (2)>,

s (1 2\ (1 2\ (5 2 s a2 (9 10
A‘<2 o)<2 o>_(2 4>’A—AA_<10 4)

Nétese que en general, (A%);; # afj si A no es diagonal.
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En cambio, si A es diagonal, puede facilmente mostrar el lector que

a1 0 0 a’fl 0 0
k
0 : 0
0 0 Qnn 0 0 ak

Por ciemlo (2 O) _ (2 0) (2 0)_ (4 0\ _(2* 0 2 0\" (2 0
1PN o 3) “\o 3/\0 3) " \o 9/ " \o 32) (o 3) (o s
Observaciéon 4. Producto de matriz por vector columna

Si Aesdem xnyxden x 1, Ax es un vector columna de m X 1, que puede expresarse
como suma de las columnas de A multiplicadas por los elementos de x:

ail e Qlp I a1121 + ...+ aipnry
Ax=| .0 o= : (2.13)
aml .- Qmn Tn Am1T1 + ... + QmnTn
a1 Q1n
= x| ¢ |+ 4] (2.14)
am1 Amn

La ultima expresién es una combinacion lineal de las columnas de A. Estos resultados
seran utilizados para representar sistemas de ecuaciones lineales. Por ejemplo,

X
12 3 (w42 +32\ (1 2 3
(2 0 —4) / _(2x—|—0y—4z>_x(2)+y(0>+z(—4)

Problemas 2.3

1. En caso de estar definidas, evaluar las siguientes operaciones:

>12 12b)12 1 92 )12_31 1? d)lf 1(2)_31
Y 2 3/\3 1 3 1) 2 3) ¢ ) .

—_
o
(]
(]

@
S~—
—~
—_
(]
w
~—
N W
—
SN—
_— N W
—~
[a—
(\]
w
~—~—
0
~—
— = —
O N —
e
—_
< 8 =
=
SN—
< 8 —
—_
— =
S N =
I o =
—_
—_

—_
—_
—_
N
N
—_
—_
—_
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2. Muestre que si A es de n X n,
a) (A%)T = (AT)2) y en general, (A%)T = (AT).
b) Aktm = AkAm. ¢) (aA)k = ok A*

w

. Si Ay Bson den x n, exprese (AB?)T en términos de AT y BT,

W~

. Demuestre que V matriz A se cumple que ATA y AAT estdn siempre definidas y
son matrices simétricas. Indique sus dimensiones si A es de m x n. Verifique el
resultado para una matriz A de 2 x 2 no simétrica.

5. Si Ay B son de n x n, dé una expresién para (A + B)(A — B) y muestre que no es
necesariamente igual a A% — B2, Dé un ejemplo.

s (3 ()+() )

7. Exprese los promedios en el problema 2.2.7 como el producto de una matriz por un
vector columna adecuado.

(=}

oo

. Tres personas (A, B, y C) trabajan para una empresa que produce 3 tipos de pro-
ductos: Py, P, P3;. La labor se paga por cada unidad realizada, dependiendo ese
valor del tipo de producto. Los valores pagados son x; = 100$ por cada unidad de
Py, x5 = 200% por las unidades de P, y 23 = 300$ por cada unidad de Pj.

Las matrices L y M siguientes representan las unidades producidas de cada producto
por cada persona, durante dos dias (lunes y martes por ejemplo).

P1 P2 P3 Pl P2 P3

A4 3 2 A3 6 1

L= B |5 1 2 M= B |4 2 2
C|3 4 1 Cl5 1 3

El vector columna o matriz X de 3 x 1 es el pago por cada unidad producida:

Calcular las matrices siguientes, y explicar su significado:
(a) LX, (b)MX, (c)L+M, (d) (L+M)X.

(e) Realizar las operaciones anteriores utilizando un software adecuado.
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2.4. Representacién matricial de sistemas lineales

Consideremos nuevamente un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas x1, . . ., T,:
a1y, + 19T 4+ ...+ A1y = bl
A21T1 + 22T + ... + QonTy = bg
. (2.15)
A1 T1 + Qa2 + ..o+ ATy = bm

Existen dos formas equivalentes de representar este sistema en forma matricial.

En términos de la matriz de coeficientes A del sistema, de m x n,

ay; ... Qip
A=+ - (2.16)

Am1 --- Amn
y los vectores columna x de incognitas (n x 1) y b de términos independientes (m x 1),

T bl
x=1:1, b=| : (2.17)

Tn, b,

podemos escribir el sistema (2.15) en forma matricial como (ver (2.13) en observacién 4)

aiq AT I bl
=1 : (2.18)
aAm1 -+ Qmn e bm
o sea, en forma compacta,
Ax=b (2.19)

En efecto, Ax es un vector columna de m x 1 cuya fila ¢ es el miembro izquierdo de la
ecuacion ¢ de (2.15) (que es igual al producto escalar a;, - x), el cual debe ser igual a b;,
es decir, a la fila i de b.

Ejemplo 2.4.1 El sistema

Ty + 3.2132 +x3 = 5
T+ 2]32 + 2.733 = 1
puede escribirse como
1 31 T 5
12 3] [z]=]-2 (2.21)
12 2) \u3 1

La segunda forma de expresar el sistema (2.15) es utilizando la expresién (2.14):
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Podemos escribir Ax como combinacién lineal de las columnas de A y por lo tanto, (2.18)
es equivalente a

ai Q1n bl
x| o+ ta, | =1 : (2.22)
am1 Amn bm
es decir,
1Ay + ... + TpQyyy = b (223)

donde a,; es la columna i de A.

Por ejemplo, el sistema (2.20) puede escribirse también como

1 3 1 5
1 2 2 1

Esta forma permite derivar en forma inmediata el siguiente Teorema general:

Teorema 2.4.1
Un sistema lineal Ax = b de m x n es compatible (es decir, tiene al menos una solucién)
si y solo si el vector columna b puede ser expresado como combinacién lineal de las
columnas de A.

En efecto, si existe solucion x de (2.15), entonces se cumple (2.18) y por lo tanto
(2.22), por lo que b es combinacién lineal de las columnas de A. Y si b es combinacién
lineal de las columnas A, es decir, si existen nimeros x1, . .., 7, tales que se cumpla (2.22),
también se cumple (2.18), por lo que x es solucién del sistema (2.15).

Problema 2.4.1 5
Verificar que el sistema (2.20) tiene la solucién inicax = | 1 | y que se cumple (2.24).
Ejemplo 2.4.2 —3
El sistema 4 .* 2y = es obviamente incompatible (jjustificar!).
20 +4y = 1 :
. . : 1 2 1 .
Si se lo escribe en la forma (2.22), se obtiene x (2) +y (4) = <1), es decir,

(x + 2y) (;) = <D, lo cual es imposible. Toda combinacion lineal de las columnas de

A= (; Z) es proporcional a (;) y por lo tanto, nunca puede ser igual a (1)

Problema 2.4.2
Escribir los siguientes sistemas en las formas matriciales (2.18) y (2.22). Resolverlos y
verificar en el caso compatible que las soluciones satisfacen las ecuaciones matriciales.

sty+z = 1 rty =05
2) 2r+y+z = 2 b) -y =1
- be+y = 17
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2.4.1. Sistemas homogéneos y vectores ortogonales

Dos vectores a, b de n componentes son ortogonales (es decir, “perpendiculares”) si
su producto escalar es nulo:

by
a-b:(a1 an) S =aby+ ...+ anb, =0
bn,

Consideremos ahora un sistema lineal homogéneo de m x n

a11r1 + ...+ apT, =0
: (2.25)
Q11+ ...+ amnx, = 0
es decir, en forma matricial,
ai; ... Qip T 0
: =1: (2.26)
Am1 Qmn T 0
o en forma compacta,
Ax =0 (2.27)
Tanto (2.25) como (2.26) o (2.27) muestran que toda solucién x del sistema lineal ho-
mogéneo anterior es necesariamente un vector ortogonal a todas las filas a;. = (a1, ..., ai)

de A, ya que la ecuacién iésima en (2.25) es justamente
a;, x=10

Si el sistema es compatible determinado, el Unico vector ortogonal a todas las filas es
x = 0.

Pero si el sistema es compatible indeterminado, existen infinitos vectores no nulos x
ortogonales a todas las filas de A.

El significado geométrico de resolver un sistema lineal homogéneo es encontrar todos los
vectores x ortogonales a todas las filas de A.

Ejemplo 2.4.3
T —2y =

) 0 : 1 =2\ (= 0\ .. .
El sistema { 3r46y = 0 es decir (_3 6 ) (y) = (0> tiene como solucién el

1 =2

conjunto {y (?) ,y € R}, siendo todo vector y <§> ortogonal a los dos filas de (_3 6 |

que son proporcionales.

Problema 2.4.3
Encuentre los vectores ortogonales a todas las filas de las matrices

a)A:G jl)’b)BZG —11 D
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2.5. Matriz inversa

Una de las ventajas que ofrece el formalismo matricial es el de poder resolver los
sistemas lineales de n x n compatibles determinados en forma andloga a como se resuelve
un sistema ax = b de 1 x 1 cuando a # 0. En primer lugar, notamos que la matriz

identidad definida en (2.6), de elementos (/);; = (1) 2 ;; :
10 ... 0
0 1 0
I=1. :
0 0 . 1

es el elemento neutro para la multiplicaciéon de matrices:

Producto por matriz identidad.
Si I, I, son las matrices identidad de n X n y m X m, entonces V A de m X n,

Al,=A, I,A=A
Demostracion: (AL,);; = ZZ:1 air(In)k; = aij(1n)j; = a;; pues (Iy)g; = 0sik # jy

(I,);; = 1. Por lo tanto, Al, = A. La demostracién de I,,, A = A es similar.
Por ejemplo,

1 2 3 (1)(1)8_123 I oy/1 2 3\ (1 23
4 5 6 001_456’01 4 5 6) \4 56

En particular, si A es de n x n, entonces

Al,=1,A=A

EDG-6D6Y-6 Y

Por ejemplo,

Dada una matriz A de n x n, podemos preguntarnos ahora si existe una matriz
inversa A~! tal que AA™! = A7'A = I,,. En lo que sigue I denota la matriz I,,.

Definicién.
Una matriz A de dimensién n X n se dice no-singular o invertible cuando existe una matriz
A1 de dimensién n x n tal que

AAT T =AT A=

La matriz A~! se llama “inversa multiplicativa” o inversa de A.
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Surge una pregunta natural: de existir, ;es la inversa tnica?

Si A de n x n es invertible, la inversa A~! es tnica.
Demostracion. Si existiesen B y C' de n x n ambas matrices inversas de A entonces

B=BI=B(AC)=(BA)C=1C=C

por lo que B = C. La tnica inversa de A se la denota entonces A~

Observacién: La demostracién anterior muestra que si A tiene una inversa a izquier-
da B y una inversa a derecha C', necesariamente son coincidentes y unicas. Esto puede
ocurrir sélo cuando A es cuadrada, en cuyo caso si tiene una inversa a izquierda, tam-
bién tiene inversa a derecha y viceversa. En cambio, las matrices no cuadradas de m x n
pueden tener una inversa a derecha (si m < n) o a izquierda (si m > n) pero no ambas
simultaneamente. Ademas, si existen no son unicas. No estudiaremos el caso m # n aqui.

Definicién
Una matriz de dimension n x n se dice singular o no-invertible si no tiene matriz inversa.

Ejemplo 2.5.1
. 11 . .
Si A= (0 O) se observa que para cualquier matriz B de 2 x 2,
bar by ) \O 0 by b)) 72 \0 1

pués by; (y también be;) tendria que ser igual a 1 y a 0 al mismo tiempo. Entonces no
existe B que sea inversa de A. Luego A es una matriz singular (no tiene inversa).

Ejemplo 2.5.2

. 2 1

Si A= (_1 O),planteando
bi1 bi2 2 1\ (2611 —b12 D11 (1 O
bai baa) \—=1 0)  \2bg1 —ba2 b21) \O 1

se obtiene un sistema para los b;j cuya Gnica solucidn es (jprobar!)
b11="0,b12=—1,b21 =1, by =2t

GG )6 0)-Ga)6 )

. . . . . 0 —1
Por lo tanto, esta matriz A es no singular o invertible y su inversa es A~! = (1 9 )
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Conclusion 1
Las matrices cuadradas (n x n) pueden dividirse en dos clases:

e no-singulares (invertibles)
e singulares (no-invertibles)

Cada una de estas clases tiene ciertas propiedades que seran enunciadas y exploradas en
este y los siguientes capitulos.

Por otra parte, las matrices no cuadradas (m x n, con m # n) no pueden ser clasificadas
o categorizadas en una forma tan simple como en el caso m = n.

Conclusion 2
Si A de n x n es no singular (invertible), el sistema de n x n

Ax =b (2.28)
es compatible determinado V b € R”, siendo la tnica solucién
x=A"'b

Demostracion.
En primer lugar, el sistema es compatible pues x = A~!b es solucién del sistema:

Ax = A(A7'b) = (AA )b=1Ib=b

Y es compatible determinado (solucién unica) pues si existe algun x que satisface (2.28),
multiplicando ambos miembros a izquierda por A~! obtenemos

AN Ax) = (AT A)x=Ix=x=A""b
por lo que necesariamente x = A~'b.

En particular, el sistema homogéneo Ax = 0 tiene sélo la solucién trivial: x = A~10 = 0.

La conclusién anterior también implica obviamente que si el sistema de n xn Ax = b
es incompatible o compatible indeterminado (infinitas soluciones), A es singular, pues de
lo contrario seria compatible determinado.

Mostraremos luego que la reciproca es también valida: si el sistema cuadrado es com-
patible determinado para algin b € R™, entonces necesariamente A es no singular y por
lo tanto compatible determinado V b.

Ejemplo 2.5.3 El sistema ( 2 1) <$1> = (;) es compatible determinado ya que

-1 0 T2
A= _21 (1) es invertible (ejemplo 2.6.2). La solucién es entonces
1) _ 4t Iy _ (0 =1\ /1) _ (=3
To 3 1 2 3 7
osea, r; = —3, xo =1T7.
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2.5.1. Reglas para matrices inversas

Sea A una matriz de n x n no-singular (invertible). Entonces

1. A~! es no-singular y (A~)™' = A.

Demostracion.

Obviamente, como A A~ = A=Y A =1, A~! es invertible, siendo A su inversa.
2. Sia#0, (aA) es no-singular y (ad)™' =1 A1,
Demostracion.

(ad) (A7) = (ad) (AA™') =11 = I. De igual forma se prueba (1 A7) (wd) =1

R I=

3. Si B es también de n X n y no singular, entonces AB es no singular y
(AB)'=pB1tA!
Notar la inversion del orden en el producto.

Demostracion.
Utilizando la asociatividad del producto,

(ABY(B'"A Y =(ABB ")WA ' '=(ADA ' =AA" =T
De igual forma se prueba que (B~ A7')(AB) = I.

4. FEl resultado anterior se puede extender a varias matrices de n x n no-singulares
Ay, As, ..., A El producto Ay Ay ... Ag es no singular y su inversa es

(Ay Ay A=A ASTATY

Se deja la demostracion para el lector. Por ejemplo, si A, B y C son todas de n x n
y no singulares,

(ABC)'=Cc'B A
5. Si A es no singular = A7 es no singular y su inversa es la traspuesta de A~
(AT)fl — (A71>T

Demostracion.
Partiendo de AA~! = I y trasponiendo ambos miembros se obtiene

(AA—1>T — (A—I)TAT — ]T -7
En forma andloga, partiendo de A™*A = I se obtiene AT(A™1)T = I. Por lo tanto

(AT)—l _ (A—I)T'
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Ejemplo 2.5.4: El caso de 2 x 2.
La matriz

a b
(0
ad — bc # 0

1 d —b
-1 __
T (_C i ) (2.29)

Esto sera mostrado en forma general en el proximo capitulo. Por el momento, podemos
facilmente verificar que

d -b a b\ ([ da—bc db—0bd \ [(ad—bc 0 — (ad — be) 1 0
—c a c d)] \—ca+ac —cb+ad) 0 ad —be) —\¢ “\o 1

por lo que si ad — be # 0,
1 d —=b\[fa b\ (10
ad —bc \—c a c d) \0 1

que implica (2.29). Andlogamente se prueba que AA™! = [,. Es facil verificar que si
ad — bc = 0 no existe inversa (se deja su demostracién para el lector).

es invertible si y sélo si

En tal caso

Por ejemplo, retornando a los ejemplos 2.6.1 y 2.6.2, vemos que ([1) é) no es invertible

pues ad — bc = 0, mientras que (_21 (1)> si lo es pues ad — bc = 1. La inversa obtenida

en 2.6.2, A~ —<0 _1> puede también obtenerse de (2.29).

1 2

El nimero “maégico” ad — bc que decide si A es invertible o no se denomina
determinante. Su expresion para matrices de n X n es mas compleja y la daremos en el
proximo capitulo.

Problemas 2.5.1
1. Probar que si A es de n xn y no singular y AB = AC, con B,C denxp= B =_C.
. Puede afirmarse lo mismo si A es singular?

2. Probar que si A de n x n es no singular, (4%)~! = (A71)? y en general,
(AF)~L = (A7H% para k > 1 (natural).

3. Sean A, B de n x n no singulares. Expresar en términos de A, A=! y B~1,
i) (AB*)71ii) (ABA Y1 iil) (AB)T)™!

4. Probar que si ad — bc = 0 entonces A = (Z b> no tiene inversa.

d

5. Resolver el sistema G Z) (il) = <Zl>, determinando la inversa (en caso de que
2 2

exista) de la matriz de coeficientes.
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2.5.2. Inversa de matrices ortogonales

Un caso especial de matrices de inversion sencilla es el de las matrices ortogonales.
Una matriz A de n x n se dice ortogonal (u ortonormal) si todas sus columnas a,; son
ortogonales entre si y de longitud 1, es decir, si forman un conjunto ortonormal:

1 i=j
0 t#]

es decir, a.; - a,; = I;;, donde I;; denota el elemento ¢, j de la matriz identidad.

Por ejemplo,
1 1
= 5 1 /1 -1
A (v ) ( ) (2.30)
<¢% %) 22N

es una matriz ortogonal (jcomprobar!). Para la matriz (2.30) se comprueba que las filas
forman también un conjunto ortonormal y que A== A7:

4L B 1 0
was (3 E) (2 P ()
V2 V2 V2 V2

Estos resultados son vélidos para toda matriz ortogonal:

Qi * Quj = Q1075 + ... + ApiQpj = {

Si A es una matriz de n X n ortogonal = es no singular y su inversa es su traspuesta:
A1 = AT esdecir, ATA=AAT =1
Asimismo, si A7! = AT = A es una matriz ortogonal.

Demostracién: Como la fila i de AT es la columna i de A, si A es ortogonal
obtenemos, a partir de la defincién de producto matricial,

1i=j

0 iz =T (2.31)
por lo que ATA = I. Para A cuadrada esto implica AAT =Ty A=t = AT,

Y si A7t = AT = ATA = I, es decir, (ATA);; = aix - aj. = I;;, lo que implica que las
columnas de A son ortonormales, es decir, que A es ortogonal.

(ATA)ij = awi - ayy = {

Si A de n x n es ortogonal = AT es también ortogonal, ya que (A7)t = A = (AT)T.
Esto implica que las filas de A forman también un conjunto ortonormal, ya que
son las columnas de A”. Esto puede también obtenerse de AAT = 1.

En resumen, si las columnas de una matriz A de n X n forman un conjunto ortonormal,
también lo forman las filas, y viceversa.

Problemas 2.5.2
1. Verificar que las siguientes matrices son ortogonales y obtener su inversa:

cosf —sinf 5 0 V3 cosf 0 —sind
a)A:<sin9 cos0> b)B= 4 _ -1 % c)C=| 0 1 0
_\/g 0 7 sinf 0 cosf

2. Muestre que si ATA = AAT = ] = las columnas y las filas de A son conjuntos ortonormales.
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2.6. Matrices elementales y sistemas lineales

El objetivo es resolver el sistema lineal Ax = b usando un sistema modificado, equiva-
lente al original, mediante sucesivas multiplicaciones por matrices simples que representan
las operaciones por filas.

2.6.1. Sistemas equivalentes

Consideremos un sistema lineal

Ax=b (2.32)

compatible, de dimensién m x n. Si se multiplica ambos lados del sistema anterior por
una matriz M no-singular (invertible) de m x m se obtiene

MAx = Mb (2.33)
Entonces:

e Si x es solucién del sistema (2.32) = también satisface el sistema (2.33). Es decir,
toda solucién del primero es también solucién del segundo sistema.

e A su vez, si x es una solucién del sistema (2.33) también es solucién del sistema
(2.32), ya que si se multiplicase ambos lados de (2.33) por M ! se obtendria

M~ (MAx) = M~'(Mb)
(M™'M)Ax = (M~'M)b,
resultando Ax = b ya que MM = I.

Asi hemos demostrado que los dos sistemas son equivalentes, siempre y cuando la matriz
M sea invertible.

Para obtener un sistema equivalente a Ax = b pero mas facil de resolver, se multiplicaran
ambos lados del sistema por una sucesién de matrices no-singulares Ei, Es, ..., E) de
m X m, de modo de llegar a un sistema mas sencillo, es decir:

Ek...EgElAX:Ek...EQElb

Si denominamos M = FE, ... E3E;, entonces
MAx = Mb
Esto transforma el sistema original en un sistema mas sencillo
Ux=c
donde

U = MA=E;...ELE A
c = Mb=FE,...EbE1 b
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Conclusion
Como todas las matrices E; son no-singulares, el producto

M =FE)...EyE;

también es no-singular.
Por lo tanto, el sistema Ax = b y el resultante Ux = ¢ son equivalentes.

2.6.2. Matrices elementales

Definiciéon
Una matriz elemental es una matriz cuadrada m X m que se obtiene a partir de la matriz
identidad I,, mediante una operacion elemental sobre sus filas.

Como existen tres tipos de operaciones elementales sobre las filas, existen tres tipos
de matrices elementales:

Tipo I: Intercambiar dos filas de I,,,.

Por ejemplo, si m = 3, el intercambio de la fila 2 por la fila 3 implica

Er =

O O =
_ o O
o = O

Si A es una matriz de 3 x 3, multiplicando por E; resulta

1 00 aix aiz Az 11 aiz2 A3
E/A=10 0 1 a1 G a3 | = | as asx ass
010 asy asy ass3 a1 Qg2  A23

Por otra parte, si se multiplica A por la derecha por E;, resulta

11 Az a2
= | Q21 Q23 Q22
31 Aaz3z a3z

11 Qa2 Q13 1
AE} = a21 A2z A3 0
azy asy ass 0

— o O
o = O

Por lo tanto:
Multiplicar a izquierda por la matriz E; intercambia las filas 2 y 3 de la matriz A.
En cambio, multiplicar a derecha, intercambia las columnas 2 y 3 de la matriz A.

Tipo II: Multiplicar una fila de I,,, por un escalar no nulo.

Por ejemplo, si se multiplica la fila 3 por el nimero «,

O = O
S o o

1
Ei;r=10
0
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Si A es cualquier matriz de 3 x 3, entonces

ailz a2 ais

0 0 a11 12 ais
10 ag1 QA22 Q23 | =
0 «

= 21 22 23
Qazp Qdagy «asg

1
ErA=10
0 az; agz as3
a2 @13 1 ail G2 Qa3
AE = Q22 (23 0 = | d21 Q22 «aG23
0 az; Gz Q33

S OO0 N~

S = O

32 A33

Por lo tanto:
Multiplicar a izquierda por la matriz E;; multiplica la fila 3 de la matriz A por «.
En cambio, multiplicar a derecha multiplica la columna 3 por el escalar a.

Tipo III: Sumar a una fila de [,,, algin miltiplo no nulo de otra fila de I,,,.

Ejemplo: Se suma a la fila 3, la fila 1 multiplicada por a.

Si A es cualquier matriz de 3 x 3, entonces

100 aj; a2 as a2 a13
EpfA=10 1 0 Qg1 Q22 A3 | = 21 22 23
a 01 azp asp ass as; + aay  azy + qars  ass + aass
ail aiz a13 1 00 a1 +oagz ap a3
AFErr = [ aa azxn a3 0 1 0| =|az+aaas axn a3
azy asz ass a 01 az1 +aazz azz ass

Por lo tanto:
Multiplicar a izquierda por la matriz E;;; suma a la fila 3 de A, a veces la fila 1.
En cambio, multiplicar a derecha suma a la columna 1, o veces la columna 3.

Lema 2.6.1: Si F es una matriz elemental (de Tipo I, IT o III) entonces E es no-singular
y E~! es una matriz elemental del mismo tipo.

Demostracion. Separamos, segun sea FE una matriz elemental de Tipo I, II o III.

Tipo I: Si £} intercambia dos filas de la matriz identidad, entonces E; puede volver atras
el cambio intercambiando de nuevo las filas. Por lo tanto

E/Er=1
por lo que E; es invertible y E;' = E; (la inversa es del mismo tipo).

Tipo II: Si E;; se forma al multiplicar alguna fila de I por un escalar o # 0 entoces
podemos proponer como matriz inversa, aquella que multiplique la misma fila de la
matriz I por el escalar 1/a. Por lo tanto Ey; es invertible y su inversa es del mismo
tipo.
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Tipo IIl: Si Ej;; se forma al sumar “« veces la fila j a la fila i”de la matriz [

0 1 of .
a
Err=1: ) : J
0 - a 1 - 0| gas
0 - 0 -~ 0 --- 1

la matriz inversa es aquella que resta « veces la fila j a la fila ¢ de la matriz I:

0 1 0 il 4
_ a j
Elllz : . :
0O -+ - --- 1 --- 0 fla i
0 0 0 1

Se verifica que EI_III Errr=Emn El_lll = I
[ ]

El proceso de reduccién por filas de una matriz (eliminacién Gaussiana) es pues equi-
valente a realizar sucesivas multiplicaciones por matrices elementales E;.

Definicion
Una matriz cuadrada B de n x n es equivalente por filas a otra matriz cuadrada A de
n X n si existe una cantidad finita de matrices elementales E1, F», ..., Ej tales que

B=FE...EyF A

Es decir, B es “equivalente”por filas a A si B se puede obtener a partir de A mediante
una cantidad finita de operaciones elementales sobre filas.

Comentario. Dos resultados obvios:
1. Si B es equivalente por filas a A, entonces A es equivalente por filas con B.

2. Si B es equivalente por filas a A, y A es equivalente por filas a C', entonces B es
equivalente por filas a C.
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Teorema 2.6.1 Si A es una matriz cuadrada de nxn, entonces las siguientes proposiciones
son equivalentes:

i) A es no-singular (tiene inversa)
ii) El sistema lineal A.x = 0 tiene solamente la solucién trivial (x = 0).

iii) A es equivalente por filas a la matriz identidad I,, de n x n.

Demostracién.

(i) — (ii) Esto ya fue demostrado en 2.6 (Ec. (2.28)). Si x es solucién del sistema ho-
mogéneo, multiplicando por A~! ambos lados de A.x = 0,

AtAx=A"10

se obtiene
x=0

(ii) — (iii) Utilizando operaciones elementales sobre las filas se transforma el sistema
A.x = 0 en otro sistema U.x = 0, donde U es una matriz escalonada reducida de
Gauss- Jordan. Si U no fuese la identidad, alguno de los coeficientes de la diagonal
principal de U seria cero. Eso significaria que A no es equivalente por filas con I, y
entonces la iltima fila de U debe tener todos sus elementos nulos. Tal caracteristica
dice que Ax = 0 es equivalente a un sistema homogéneo con mas incognitas que
ecuaciones. Eso dirfa que el sistema Ax = 0 debe tener “infinitas soluciones no
triviales”, lo cual es contradictorio respecto de (ii). Por tanto, U tiene que ser la
matriz identidad.

(iii) — (i) Como A es equivalente por filas con I, entonces existe una nimero finito de
matrices elementales, no singulares, F1, F», ..., F) tales que

Ey...EoEA=1
Luego multiplicando por la inversa de Ej ... Fy E}, se obtiene
A= (Ey...BE) '
Por lo tanto A es no-singular, por ser producto de matrices no-singulares, e igual a

A=E'EyN B!

Observacién: El paso (i) — (ii) sélo asume en principio existencia de la inversa a
izquierda de A. Como (ii) implica (iii) para A de n X n, el sistema Ax = b tendra solucién
unica V b € R", en particular para los vectores columna b de I,,. Por lo tanto AB =
I,, tiene también solucién, es decir, A tendra inversa a derecha, la cual necesariamente
coincidira con la inversa a izquierda como se demostro en 2.5.
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Corolario. (Importante)
Un sistema lineal Ax = b de n x n tiene solucién dnica < A es no-singular (invertible).

Demostracion

< Si A es no-singular hemos ya demostrado en 2.28 que el sistema Ax = b es compatible
con solucién tnica
x=A"b

También se puede deducir esto a partir de la equivalencia con (iii) del teorema
anterior.

= Sea x7 la solucion unica del sistema Ax = b. Si A fuese singular, entonces por el teo-
rema anterior y la equivalencia entre (i) e (ii) tendriamos que el sistema homogéneo
Ax = 0 no tendria solucién tnica. Asi Ax = 0 tendria tendria infinitas soluciones
no triviales, por ejemplo una soluciéon z # 0. En tal caso, si xo = x; + z, tenemos
Xy # X1y
Axo = A(x1+2z)=Ax;+Az=b+0=0>

por lo que x5 seria otra solucion del sistema Ax = b, distinta de x;. Esta conclusion
es absurda, ya que por hipdtesis x; es la unica solucion.

Esto muestra que A no puede ser singular. Si Ax = b tiene una séla solucién entonces
A es no-singular.

Sintesis
Hasta el momento tenemos como resumen las siguientes equivalencias: Si A es n X n,

e A es no-singular (invertible).
e A es equivalente por filas a la matriz identidad.
e El sistema lineal Ax = 0 tiene solucién tinica (la solucién trivial).

e El sistema lineal Ax = b tiene solucién tnica (x = A~'b) Vb € R"

Problemas 2.5.1

1. Una es no-singular mientras que la otra es singular. Analizar, y decidir.

(a) (111 —312) (b) (111 132)

2. jSingular o no-singular?

@ (13 o425 © i % i (@

W = =
N e
~N W
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3. Describir las matrices que son equivalentes a

@ (Y ® o) @G @ (s

4. jPueden dos matrices equivalentes tener diferente dimensién?

5. Dar dos matrices escalonadas reducidas que tengan sus coeficientes pivotes en la
misma columna pero que no sean equivalentes.

6. Extender la definicién de equivalencia por filas de matrices a sistemas equivalentes
por filas.

7. Probar que cualquier sistema lineal con una matriz de coeficientes no-singular tiene
solucién y es unica.

2.7. Método para determinar la matriz inversa

Si A es no-singular, entonces A es equivalente por filas a la matriz identidad I. Esto
es, mediante matrices elementales adecuadas se obtiene

Esto implica que
Ey...BE = A1 (2.35)

(multiplicando ambos miembros de (2.34) a derecha por A™!, se obtiene E}, ... EyE; AA™!
ITA=! y por lo tanto, (2.35)).

Conclusion.

La misma sucesién de operaciones elementales por filas que transforman la matriz A no-
singular en la matriz identidad, también transforman la matriz identidad en la matriz
inversa A™', yvaque A ' =E,.. . By By, =FE,...EyE, I

Por lo tanto, el procedimiento practico para determinar la inversa A~! es:

(i) Se forma la matriz aumentada

(A1)
(de dimensién n x 2n).

(ii) Se aplican las operaciones elementales para llevar a A a la forma escalonada reducida
de Gauss-Jordan, resultando

(r147)

0 sea,

Ey.. BBy (A|T)= (1A

de donde se obtiene la inversa A~L.

Notemos también que si A es no-singular y x es la tinica solucién del sistema Ax =
b, entonces la forma escalonada de Gauss-Jordan de la matriz aumentada (A | b), de
dimension n x (n + 1), es necesariamente
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(I]A ')

dado que A es equivalente por filas a la identidad y el lado derecho debe ser la solucién
Unica del problema.

Ejemplo 2.7.1

1 4 3
Dada A= | -1 —2 0|, parahallar A~! se realiza la reduccién por filas hasta llegar
2 2 3
a la forma de Gauss-Jordan:
1 4 311 0 0 1 4 3 1 0 0
(AlI) = -1 -2 0/01 0O]—1 O 2 3|1 10
2 2 3|10 0 1 0 -6 -3|-2 0 1
1 3 1 1 11
N B B G R S
0 0 61 3 1 0 0 1 % % é
111
1 12 i %
= A7 = i —1 —1
1 1 1
6 2 6
Por ejemplo, la solucién del sistema lineal
12
Ax= [ —12
8
©8 1 11
D EAYAANS
X = =\ 1 —1 —1 - =
1 1 8 _s
6 2 6 3

Problemas 2.7

1. Determinar si las siguientes matrices son no singulares. En tal caso, hallar su inversa
mediante reduccién de la matriz ampliada (A|l,).

|
—_
—

3 2 1 1 2
(a) @’ _41) ) |6 —4 0 (©) 24 0 @ [ =1

o = O
— W N

2. En el caso (d) anterior, utilizar la inversa para hallar la solucién del sistema Ax = b,
1
conb=|—-1].
0
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3. En el caso (a) anterior, escriba en orden las matrices elementales correspondientes
a las operaciones necesarias para llevar A a la forma reducida escalonada de Gauss-
Jordan y exprese A~! como producto de las mismas.

4. Resolver cada sistema utilizando notacién matricial y expresar la solucién utilizando
vectores. Aclarar si la matriz A del sistema tiene inversa o no y hallar la inversa si
existe.

(a) 3z+6y=18 (b) z+y= 1 (c) x + x3= 4

r+2y= 6 r—y=—1 1 — 2o+ 2x3= 5

4]31 — T2 + 5LL’3 =17
(d) 2a+b—c=2 (e) =z +z+w=4
2a +c=3 20 +vy —w=2
a—>b =0 3r+y+=z =7

5. Muestre que si A de (n 4+ m) x (n + m) es una matriz definida por bloques de la

forma
B 0
= (5 ¢)

con Bden xnyC dem xm,entonces A es no singular si y sélo si B y C' son no

singulares, con
Bt 0
-1 _
=5 )

6. Utilizando el resultado anterior, determine la inversa de

O O = W
NN OO
W N OO

O O ==

7. Resuelva los problemas 1, 2 y 4 utilizando un software adecucado para el manejo de
matrices.

2.8. Factorizacién triangular (LU)

Si una matriz A de n X n no singular puede reducirse a una forma triangular superior
U sélo usando operaciones por filas de tipo III, entonces es posible expresar el proceso de
reduccion mediante una factorizacion matricial

A=LU

donde L es triangular inferior y de la forma

1 0 .0
: .0
o oo o1
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En efecto, en tal caso E ... E1A = U, por lo que
A= (Ey...E)'U=E;'...E.'U
que implica
L=FE" .. E!

Pero al ser todas las FE; operaciones sucesivas de tipo III, L es triangular inferior, con
L;; = 1V 7. Por ejemplo, si para A de 3 x 3 E; realiza la operacién fo — aqf1, Es la
operacion fs — asf; y F3 la operacion f3 — agfs, entonces

1 00 1 00 1 0 O
Ei=|-a1 1 0),E=| 0 10],E=(0 1 0
0 01 —ay 0 1 0 —a3 1
y
1 00 1 00 1 0 0
Et=la; 1 0|,E'=(0 1 0|,E'=[0 1 0
0 01 (6%)) 01 0 (0% 1
son también operaciones de tipo III (con a; — —q;). Por lo tanto,
1 0 0
L=E'E;'E;' =y 1 0 (2.36)
Q9 (3 1

La descomposicién LU es un resultado util en la resolucion numérica de sistemas: un
método eficiente para resolver sistemas grandes Ax = b es precisamente escribirlo como

LUx=b

y resolverlo en dos pasos:

I) Resolver Ly = b, mediante sustitucién hacia adelante (por ser L triangular inferior)
IT) Resolver Ux =y, con y el valor hallado en I, mediante sustitucién hacia atras
(por ser U triangular superior).

En el caso general, y también por razones de estabilidad numérica, es necesario en
general utilizar permutaciones para poder obtener una buena factorizacion LU, tal que

A = PLU, con P una matriz de permutacion.

Ejemplo 2.8.1 Sea

2 4 2
A=|1 5 2
4 -1 9

2 4 2 2 4 2 2 4 2

1 5 2 — 0 3 1| — (03 1]|=0

4 —19) fo=f/2 \o —9 5/ 72 \0 0 8
fs—2f1
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De esta forma, a3 = 1/2, ap = 2 y a3 = —3 por lo que utilizando (2.36), resulta

1 0 0
L=1[1/2 1 0
2 =31
comprobandose que
1 0 0 2 4 2 2 4 2
LU=(3 1 o]fo31]=[1 5 2|=A4
2 -3 1 0 0 8 4 -1 9

Esto es, la matriz A puede ser factorizada en un producto de una matriz triangular inferior
L y otra matriz triangular superior U. Esto posee ventajas numéricas y es el método en
el que se basan los programas usuales de resolucién de sistemas lineales para matrices
grandes.

En términos de matrices elementales, el proceso anterior puede ser representado como

EgEgElA:U
donde
1 00 1 00 1 00
Er=(-1/2 1 0], Ea=|0 1 0], E3s={(010
0 01 -2 01 0 3 1
comprobandose que
1 00 100 1 0 0 1 0 0
L=E'E;'E;'=1(1/2 1 0] 0o 1 0|0 1 0o]=(1/2 1 0
0 01 2 01 0 -3 1 2 -3 1

2.9. Algunas aplicaciones

2.9.1. Recuperacion de informacion

Tarea: Buscar en una base de datos (una coleccién de miles o millones de documentos) -
para encontrar alguno que se aproxime lo mas posible a ciertos criterios de busqueda.

Ejemplos de bases son: Paginas web, listas de archivos, libros, peliculas, etc.

e Supongamos que nuestra base de datos contiene m documentos, y

e se dispone de n palabras claves o frases para hacer la bisqueda (elegidas jui-
ciosamente: evitando palabras simples y comunes o frases que no describan el
contenido, como articulos, preposiciones, pronombres, etc.).

Entonces

e Ordenamos las palabras claves en forma alfabética (de 1 a n), y
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e representamos la base de datos mediante una matriz A de m xn, de la siguiente
manera;

(i) Las filas representan cada documento individualmente.

(ii) Las columnas representan las palabras claves.

® a;; = es la frecuencia relativa de encuentros de la j-ésima palabra clave en el
1-ésimo documento.

e La lista de palabras claves que son usadas en una busqueda especifica se repre-
sentan con un vector columna x en R", donde

x; = 1 sila j-ésima palabra clave de la lista maestra
esta en nuestra busqueda especifica

z; = 0 en caso contrario
e La busqueda se realiza entonces al multiplicar A por el vector columna x.
Ejemplo 2.9.1 Base de datos: libros de texto sobre Algebra Lineal.

1. Algebra lineal aplicada.
2. Algebra lineal elemental.

3. Algebra lineal elemental con aplicaciones.

W

. Algebra lineal y sus aplicaciones.

ot

. Algebra lineal con aplicaciones.

=)

. Algebra de matrices con aplicaciones.

7. Teoria de matrices.

La coleccion de palabras claves es:
= dlgebra, aplicacion, elemental, lineal, matriz, teoria

Como los titulos de los libros no repiten ninguna palabra clave, podemos usar ceros y
unos para los coeficientes a;; de la matriz del ejemplo.

En general, las entradas a;; podran ser nimeros enteros que representan la cantidad
de veces que la palabra clave j aparece en el titulo o documento 7).

= Asumimos que nuestra herramienta de busqueda es suficientemente sofisticada y
flexible como para identificar las diferentes formas de una misma palabra (aplicacién
= aplicaciones = aplicada).
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= Los coeficientes para este caso seran

Palabras claves
Numero del libro 4algebra aplicacion elemental lineal matriz teoria
(1) 1 1 0 1 0 0

O~ = = =
O = == =0
OO OO =
O O = =
_ -0 O O O
_ oo O O O O

Si nuestra biisqueda consiste en {aplicada, lineal, dlgebra} entonces definimos el vector
de busqueda x, y la matriz de la base de datos A:

0 0

1 1 01 1
101100 1
111100 0
A=|1 1 01 0 0}, x= 1
110100 0
110010 0
000O0T1T1
Ahora, buscamos y = Ax:
1 10100 1 3
101 100 1 2
111100 0 3
y=|110100 L= 3
110100 0 3
1100 10 0 2
0 00O0T1T1 0
y1 = cantidad de palabras-buscadas que coinciden en el titulo 1.
y» = cantidad que coinciden en el titulo 2.
ym = cantidad que coinciden en el titulo n.

e Como y; = y3 =ys = ys5 = 3, los libros 1, 3,4, 5 son los que mejor coinciden, porque
contienen a las tres palabras claves buscadas.

Si buscamos los titulos que contengan todas las palabras claves buscadas, entonces
la respuesta es 1, 3,4, 5.

e En cambio, si buscamos los libros cuyos titulos contengan al menos una de las
palabras claves buscadas, entonces la respuesta sera: primero los 4 libros con 3
coincidencias, seguidos de los 2 libros con 2 coincidencias; en total 6 libros.
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Una herramienta tipica de busqueda de alta performance puede buscar millones de
documentos con cientos de miles de palabras claves posibles. No obstante, el problema de
buisqueda es usualmente manejable ya que la matriz de la base de datos y los vectores de
busqueda son tipicamente esparsos (contienen muchos ceros).

Las palabras claves de busqueda deben ser elegidas con cuitdado para optimizar el resul-
tado: buscar en la Web libros de algebra lineal usando las palabras claves lineal y dlgebra
podra arrojar miles de aciertos, muchos de los cuales quizas no tengan nada que ver con
algebra lineal. A su vez, si usamos criterios muy restrictivos, podemos perder algunas
paginas relevantes e interesantes.

Para paginas web, los coeficientes de la matriz de la base de datos deberian representar
la frecuencia relativa de ocurrencias de la palabras claves en los documentos. Entonces,
en vez de tratar de hacer coincidir todas las palabras de la lista de busqueda extendida,
podriamos dar prioridad a aquellas paginas/documentos que coincidan sobre todo en las
de frecuencia relativa alta.

Para hacer esto necesitamos encontar las filas de la matriz A que estén mas cerca del
vector X. Y para esto, necesitamos el concepto de ortogonalidad (que se tratard en detalle
méas adelante).

2.9.2. Redes y grafos

Uso de potencias de matrices en sistemas de comunicaciones

Tarea: Calcular la cantidad de caminos disponibles entre dos nodos de una red telefénica
compleja.

La red telefénica se representa como un grafo: un conjunto de puntos {V;}, llamados
vértices, junto con un conjunto de pares (no ordenados) {V;,V;}, llamadas aristas. Esto
es, un conjunto de puntos (por ej. los nodos de Internet), algunos de los cuales estéan
conectados por lineas (por ej. fibra 6ptica).

\41

V>

\

Figura 2.2: Ejemplo de grafo

Los segmentos de rectas que conectan los vértices corresponden a las aristas: {Vi, 5},

Vo, Vs, {Vs, Va} , {V5, Va} v {V3, Va}
Si tuviéramos miles (o millones) de aristas, el grafico se podria complicar un poco.

73



Construimos la matriz de representacion de una red: Si el grafo tiene un total de n
vértices, se define una matriz A = {a;;} de n x n:

1 si existe la arista que une V; con V;
aij == . . .
0 si no existe una arista que una V; con Vj.

La matriz A se llama la matriz de adyacencia o matriz de vértices del grafo.
En nuestro ejemplo seria

01000
10001
A=10 0 0 1 1
00101
01110

La matriz de adyacencia es simétrica (a;; = a;;) debido a que si V; y V; estan conec-
tados, entonces a;; = aj; = 1; y si no estan conectados a;; = a;; = 0.

Consideremos un camino o senda en la grafo como una secuencia de aristas que unen
un vértice con otro. En nuestro ejemplo, las aristas {Vi, Vo} v {V4, V5} representan un
camino desde V; hasta Vi. El largo del camino o de la senda en este caso es 2 debido a
que consiste de dos aristas.

Los camino se indican con flechas:

i — Vo — V5
es un camino de longitud 2 desde V; hasta V5. Y
Vi—m Ve — Vo — VW

es un camino de longitud 3 desde V} hasta V.
Una arista puede atravesarse mas de una vez en un mismo camino,

Vs — Vg — Vs —> 13

es un camino de longitud 3 desde V5 hasta V3.

.. Como se puede usar la matriz de adyacencia para averiguar los caminos de diferentes
longitudes (nimero de aristas que usan) que existen entre dos nodos particulares 7

Tomando potencias de la matriz de adyacencia podemos determinar el numero de
caminos (o sendas) de una longitud determinada entre dos vértices.

Esta informacion es critica para lograr operaciones eficientes en sistemas de ruteo de
telecomunicaciones de alta velocidad.

El siguiente teorema justifica la metodologia.

Teorema 2.9.2: Sea A una matriz de adyacencia de n x n de un grafo. Si aglc)

(k)

j

representa

el coeficiente en el lugar ij de su potencia A*, entonces a
de longitud k entre los vértices V; y V.

es igual al niimero de caminos

Demostracién (por induccién). Para el caso k = 1, de la definicién se sigue que los
a;; representan los caminos de longitud 1 entre V; y V.
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Supongamos ahora cierta la afirmacion para un cierto valor m. Esto es, cada coefi-
ciente de la matriz A™ representa el nimero de caminos de longitud m entre los vértices
correspondientes (ag-n) es el nimero de caminos de longitud m entre V; y Vj).

Si existe una arista {V}, V;}, entonces

es el numero de caminos de longitud (m + 1) desde V; hasta V; de la forma
Vie— oo —V, —

Podemos calcular el total de caminos de longitud (m + 1) desde V; hasta V; de la
siguiente manera:

agn).als + ag”).a% + -+ ag;n).ans

sz . . 1 .
Pero esta expresién representa efectivamente el coeficiente aE:H ) de la matriz A™ A =
Amtl m

Ejemplo 2.9.2 Determine el nimero de caminos de longitud 3 entre cualesquiera
dos vértices del grafo anterior.

3

01000 02110
1 0001 2011 4
A=100011| =112 3 4
00101 11324
01110 0 4 4 4 2

Por ejemplo, el nimero de caminos de longitud 3 entre los vértices V3 vy Vj es a:(,j’l) = 3.

Notar que A3 también es simétrica: existe la misma cantidad de caminos de longitud
3 (o de cualquier longitud) desde V; hasta V;, que desde V; hasta V;.

Observar también los coeficientes de la diagonal principal y comparar con el grafo. Es
imposible ir desde V; hasta V; (ni de V5 a V3) en 3 pasos. Por tanto, los correspondientes
coeficientes de A3 son nulos.

Otras aplicaciones de potencias de matrices se discutiran mas adelante, cuando veam-

pos el procedimiento éptimo para evaluar potencias arbitrarias de una matriz (basado en
sus autovalores y autovectores).
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Capitulo 3

Determinantes



3.1. Introduccion

En el presente capitulo nos concentraremos en matrices A cuadradas (n x n), que
son las que corresponden a sistemas lineales Ax = b con un nimero de ecuaciones igual
al nimero de incégnitas. Hemos visto que tales matrices pueden ser de dos tipos:

I. A no singular. En este caso:

1. A es invertible (3 A™1)

2. El sistema Ax = b tiene solucién dnica x = A™'bV b € R"
(compatible determinado).

3. La forma escalonada reducida de Gauss-Jordan de la matriz es la matriz iden-
tidad de n x n: U = I,,.

II. A singular. En este caso,

1. A no tiene inversa (A A1)

2. El sistema Ax = b o bien tiene infinitas soluciones o bien no tiene solucién
(compatible indeterminado o incompatible)

3. La forma escalonada reducida de Gauss-Jordan de la matriz tiene al menos una
fila nula.

Por lo tanto, frente a una matriz cuadrada A, la primer pregunta que surge es si es
singular o no singular. Mostraremos aqui que existe un nimero obtenido a partir de
los elementos de la matriz, llamado determinante, que discrimina estos dos casos: Es
cero si la matriz es singular y distinto de cero si la matriz es no singular. Desde un punto
de vista geométrico, el valor absoluto del determinante no es otra cosa que el “volumen”
del “paralelepipedo” formado por las n filas o columnas de la matriz.

La idea de determinante es antigua, incluso anterior a la idea de matriz, ya que co-
menzo definiéndose como una propiedad del sistema de ecuaciones lineales. Al desarrollo
del concepto y céalculo del determinante contribuyeron, entre otros, Gabriel Cramer, Ale-
xandre Vandermonde, Pierre-Simon Laplace, Joseph-Louis Lagrange, Gottfried Leibniz,
Carl F. Gauss, Augustin Cauchy, Carl G. Jacobi y James Sylvester.

El objetivo de este capitulo es entonces introducir un método simple para decidir si una
matriz cuadrada A es singular o no-singular. El método permitira, ademads, obtener una
expresion analitica para la inversa de una matriz general de n xn no singular, y determinar
en forma directa el “volumen” de un paralelepipedo general en 3 o mas dimensiones.
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3.2. Definicion

Dada una matriz A de n xn, deseamos definir un nimero det (A), funcién de los elementos
a;; de la matriz, que satisfaga

det (A) #0 = A no singular
det (A) =0 = Asingular (3.1)
det(Z,) = 1

De esta forma, det(A) “determinard” si la matriz es invertible o no invertible. La
ultima condicién (con I, la matriz identidad de n x n) fija la “escala” del determinante.

Una forma primaria de decidir si una matriz cuadrada A es singular o no es ver si su
forma escalonada por filas U tiene ceros en la diagonal. Si los tiene es singular y si no los
tiene es no singular (jjustificar!). Por lo tanto, si el producto de los elementos de la diagonal
de U es cero, la matriz es singular, mientras que si el producto es distinto de cero, la
matriz es no singular. El determinante de A estara entonces relacionado con este
producto. Mas aun, si A ya es triangular (inferior o superior), su determinante sera, como
veremos, directamente el producto de los elementos de su diagonal principal.

3.2.1. Casos basicos

e Matrices de 1 x 1. Si
A= (an)

es una matriz de dimensién 1 x 1, entonces A tiene inversa si y sélo si aj; # 0, en
cuyo caso A7l = (al_ll). Por lo tanto, para una matriz de 1 x 1 definimos

det (A) = Q11

que verifica las tres condiciones (3.1). Por ejemplo, det(3) = 3.

11 Q12
A=
Q21 Q22

es de 2 x 2, hemos ya visto en los capitulos previos que A es no singular si y soélo si

e Matrices de 2 x 2. Si

11022 — Q12021 7’é 0

Repasemos el argumento: si ay; # 0, multiplicando la fila 2 por a1y y restando a este
resultado la fila 1 multiplicada por as;, se obtiene

@11 a2 11 12
A= —
A21 A22 ) ai1fa—a21fi 0 apiag — ajzan

Esto muestra que si a;; # 0, A serd equivalente por filas a I, (y por lo tanto
tendra inversa) si y sélo si ayja99 — ajzag; # 0.

78



Y si a;; = 0, permutando las filas de A se obtiene

0 ap 21  G22
—
asr ) fief \ 0 ai
por lo que en este caso A tendrd inversa si y s6lo si asjaie # 0. Pero si ay; = 0, esto

es equivalente a ajjage — ajaas # 0.

Luego, si A es de 2 x 2 definimos

det(A) = 11929 — Q12021 (32)
que verifica entonces las tres condiciones (3.1). La notacién usualmente empleada
es

det(A) = G11 012 = 11029 — Q12021
a21 0a22

Ejemplo 3.2.1 Si A = ( 2 4),

det(A) = ‘

e Matrices de 3 x 3. Si
a11 Aaiz2 i3
A= |an an ays

asy asz2 Gsg
es una matriz de 3 x 3, podemos repetir el andlisis de reduccién por filas y mostrar
que A es equivalente por filas a I3 si y sélo si

11022033 — Q11023032 — Q12021033 + G12023031 + Q13021032 — Q13022031 7& 0
Entonces definimos

a1 iz a3
det(A) = g1 Q92 Q923
az1 G322 0az3

= (11022033 — (11023032 — Q12021033 + A12023031 + A13021032 — Q13022031

(3.3)

que verifica las tres condiciones (3.1).

La expresion (3.3) es la suma de 3! = 6 productos elementales a;;,asj,a3;,, donde
(71, j2, j3) es un reordenamiento del conjunto (1,2, 3), con un signo +1 o —1 segtin sea el
ntimero de permutaciones respecto de (1,2, 3) par o impar.

Nétese que lo mismo ocurre para matrices de 2 x 2: det(A) = ajjas — a12a9; contiene
los 2! = 2 productos elementales ayj,as;, (con j; # j2) posibles en este caso, con el signo
correspondiente. Y para n = 1, det(A) = aq; es el tnico término posible.

Noétese que si A es triangular superior (a;;= 0sii > j) o inferior (a;; = 0sii < j), las
expresiones anteriores se reducen al producto de los elementos de la diagonal:
det(A) = ajjagpara A de 2 x 2y det(A) = aj1aga33 para A de 3 x 3 (jverificar!).
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a11 a2 as
Problema 3.2.1 Probar que si A = | as; a9s ass |, entonces
0 0 as33
det(A) = (a1a22 — ajoas1)ass, y que A es no singular si y sélo si det(A) # 0.

3.2.2. Desarrollo por cofactores

Daremos ahora una expresion mas sencilla y general para el determinante, que ser-
vird para el caso n x n.

e Considerando primero el caso 2 x 2, podemos escribir el determinante (3.2) como
det(A) = (a11022 — Q120921
= a1l det(MH) — Q12 det(Mlg) (34)

donde M;; = (ago) es la submatriz de 1 x 1 obtenida al borrar la fila 1 y columna 1
de A, y Mjs = (az;1) la submatriz obtenida al borrar la fila 1 y columna 2 de A:

(g\i Z:j) — My = (a22) ) (Z}; Z\éh;) — My = (azl)

e Para el caso de 3 x 3, se puede reordenar la expresion (3.3) y escribirla como

det(A) = dan (a22a33 - CL236L32) — a2 (a21a33 - a23a31) + a3 (a21a32 - Cl22a31)
A22 A23 a21 Q23 a21 A2
= a —a +a
1 a3z as3 2 @31 ass 1 a31 as2
= ar det(Mll) — 19 det(Mlg) + a13 det(Mlg) (35)
donde M; es la matriz de 2 x 2 obtenida al borrar la fila 1 y la columna j de A:
ayN Gy Ay

ag2 A3
@y, Gz Q23 — M11=<

az2 as3

ag1 A3
a1 ad a3 — My =
azyp ass

2 5 4
Ejemplo 3.2.2. Si A= |3 1 2|, entonces
54 6
2 5 4
det(A)= 1|3 1 2| = 2[b 2[_5[3 2| 44?1
546 4 6 5 6 5 4

= 2(6—8)—5(18—10)+4(12—5)
= —16
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Definicién.
Dada A de n x n, sea M;; la submatriz de (n — 1) x (n — 1) obtenida al borrar la fila i y
la columna j de A. Entonces

(i) El nimero det(M;;) se denomina menor del elemento a;;.

(ii) El nimero c¢;; = (—1)""7 det(M;;) se denomina cofactor de a;;.

e Para matrices de 2 x 2, podemos ahora reescribir (3.4) como
det(A) = ar1a — a12a91 = anicin + arzcz

Esta es la expansién por cofactores de det(A) a lo largo de la fila 1.
Pero podemos también escribir el mismo determinante como

det(A) = agy (—a12) + a22a11 = G21C21 + 22020

Esta es la expansion por cofactores de det(A) a lo largo de la fila 2.

Usando ahora las columnas en lugar de las filas, podemos también realizar una
expansién por cofactores del mismo det(A) a lo largo de cualquiera de las columnas:

det(A) = anag + ax (—aje) = ay1c11 + ageo; (primer columna)

= Q12 (—agl) + Q9211 = A12C12 + A22C22 (segunda Columna)

e Similarmente, para A de 3 x 3, la expresion (3.5) puede escribirse como
det(A) = ay1c11 + aracia + ar3¢13 (expansion por fila 1)

Y al igual que en el caso 2 x 2, el mismo determinante anterior se puede expandir
a lo largo de cualquier fila o cualquier columna:

det(A) = ajcin + apcio + azez (expansion por fila i, ¢ =1,2,3)

det(A) = ayjc1; + agjce; + agjcs;  (expansién por columna j, j =1,2,3)

Ejemplo 3.2.3. Calculemos el determinante de la matriz A del ejemplo anterior a lo
largo de la columna 2:

2 4
5 6

3 2

5(=1)° 5 6

2 4
3 2

‘+ 1(—1)*

2
det(A) = |3 ‘ +4(—1)°
5

B = O
o N
Il

= —5(18—=10)+(12—-20) —4 (4 —12)
= —16
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3.2.3. El caso general n xn

Definicion inductiva
Partiendo del caso trivial 1 x 1,

det(A) =a;; (n=1)
para A de n x n, n > 1, podemos definir el determinante como

aijpr ... Qip
det(A)=1|: . | =anc+apci+-+anpc, (n>1)

Ap1 ... Qpp

donde .
Clj = (—1)1+J det(Mlj), j = 1,...,7’L

son los cofactores de los coeficientes de la primer fila de A.

Se puede utilizar también cualquier fila o columna de A para las expansiones:

det(A) = ajcin + aipcin + -+ + aipciy  expansion por fila i

= ayjcij + agiCo; + -+ + apjCy; €Xpansion por columna j

donde -
cij = (—1)"" det(My;)

es el cofactor del elemento a;; de A.

De esta forma el determinante de una matriz de n X n queda expresado como una

combinacién de n determinantes de orden (n — 1).

En la practica, los determinantes se expanden a lo largo de la fila o columna que
contenga mas ceros (jpor qué?). Pueden utilizarse también otras propiedades del

determinante para su evaluacién, como veremos a continuacion.
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Forma explicita

Puede probarse que la definicién (3.7) conduce a una funcién det(A) : R"*" — R, que es
la suma de todos los n! productos elementales de n elementos ayj,asj, . . . an;, (Un0 por

cada fila y columna) de A, con un signo + o — de acuerdo al nimero de permutaciones

Nj, ;. necesarias para llevar (ji,j2,...,jn) al orden normal (1,2,...,n):
ayy ... QAip
An1 .. Qpp gJ,Llyé’;?blzj;Zk

= 11022 ... Qp—15—-10np — 011022 - - . Ap—1 nGpn—1 + - ..

La expresién (3.9) generaliza al caso n x n la férmula explicita (3.3) para matrices de
3 x 3.
Si A es triangular superior o inferior, (3.9) se reduce a det(A) = a1y . .. py. (jprobar!)

Ejemplo 3.2.4 Sea A =

w w o o

3
5
0
1
Conviene utlizar la primer columna para la expansion por cofactores, y luego la tercer
columna para evaluar el menor det(My;):

2 3

det(A) = 45

8 2 30
=204 5 0 :—2.3‘ ‘:—2.3(10—12):12

3

5 10 3

Problema 3.2.2. Evaluar los determinantes de las siguientes matrices:
5 1 1 21 1 2 3
a) (_1 3) , b)) [1 2 0], ¢ |45 6
1 00 7 89

3.3. Propiedades del determinante

1. El determinante de una matriz A triangular (superior o inferior) es el producto de
los n elementos de su diagonal principal:

aiy;p a2 ... Qip aiq 0 Ce 0
0 g2 ... Q9pn g1 A2 ... 0
= . . . .| = Q11022 . . . Qpp
0 0 ... aum Apl  -ov . Gpn

Esto incluye en particular el caso en que A es diagonal (a;; = 0 si a # j).

Este resultado ya lo hemos mostrado en base a la forma explicita. A partir de la
definicién recursiva, el resultado es obvio a partir del desarrollo de det(A) por la
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columna 1 (A triangular superior) o fila 1 (A triangular inferior):
det(A) = (1,11detM11 = (111(122detM{1 = ...= Q11092 ...0npn

Por ejemplo,

1 2 3 4
056 7 5 67 8 9
=1.10 8 9|=1.5 =1.5.8.10 =400
008 9 00 10 0 10
0 0 0 10

. El determinante de la traspuesta A” es igual al de A:
det (A") = det(A)

Para n = 1 es obviamente valida. Asumiendo luego que la propiedad es vélida para
matrices de (n — 1) x (n — 1), y recordando que las filas de A son las columnas de
A, vemos que el desarrollo por la fila i de det(AT) coincide con el desarrollo por la
columna ¢ de det(A), siendo por lo tanto iguales. Por ejemplo,

12 |13
34/ |2 4

‘:4—6:—2

. Si A tiene una fila o una columna nula entonces det(A) = 0.
Es inmediato, considerando que el determinante se puede desarrollar por esa fila o

0 0
Lo

columna. Por ejemplo,

. Si B se obtiene de A intercambiando dos filas (o columnas) = det(B) = — det(A).
Supongamos que se intercambia la fila 7 con la i+1. Entonces el desarrollo por fila i+1
de det(B) coincidiré con el desarrollo por fila i de det(A), excepto por un cambio de
signo ((—1)1J = —(—1)"). Para intercambios i <+ k con k # i, el resultado puede
verse en forma analoga, o también considerando sucesivos intercambios ¢ <> ¢ + 1
con la fila contigua: si k > 7, se necesitan k — ¢ intercambios de este tipo para llevar
la fila i a la k, y luego k — 1 — i intercambios para llevar la ex-fila k& (que quedé en la
posicién k — 1) a la i. El signo total es (—1)*~#*k=1=¢ = —1. Si se intercambian dos
columnas la demostracién es similar (o puede verse por su traspuesta). Por ejemplo,

= 2

12 34 |21
3 4 12 43

. Si A tiene dos filas o dos columnas idénticas entonces det(A) = 0.
Se puede obtener facilmente como consecuencia de la propiedad anterior. Basta con
intercambiar esas dos filas o columnas: se obtendra det(A) = —det(A), por lo que

. 1 2 1 2 1 2
det(A) = 0. Por ejemplo, 1 9 | ol Por lo que L ol = 0.
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6. Si B se obtiene de A multiplicando una fila (o columna) de A por a@ =
det(B) = adet(A):

aiq Ce A1p ay; ... Qip
ag; ... QQip| = oA ... Qip
(075} e Ay, Ap1 - .. Qpp

Esto es inmediato a partir del desarrollo de det(B) por esa fila (o columna):

det(B) = 3~ (@ai;)(—=1)* det My; = a Y~ aij(—1)" det My; = acdet(A). Por ej.,

1 2

2 4
3 1

s al=2fs 3=

7. det(aA) = adet(A) si A es de n x n.
Este resultado se obtiene aplicando el anterior n veces, es decir, a todas las filas (o
columnas). Por ejemplo,

1 2

3 1

2 4
6 2

B

=

8. Si B se obtiene de A sumando a una fila (o columna) de A un multiplo de otra fila
(o columna) de A = det(B) = det(A):

app +aa;r ... ay + aag, ay; ... QAip
a1 ce Aon asy ... Qopn
QAnp1 ce QAnn Ap1 .- Qpp

Se demuestra mediante el desarrollo de det(B) por la fila modificada. Se obtendra
det(B) = det(A) + a det(matriz con dos filas iguales) = det(A). Por ejemplo,

13\ (1 3N _ L8[t 3|__,
2 5) 2 \0 —1 2 5 |0 —1|

9. Si A tiene dos filas o columnas proporcionales = det(A) = 0.

En efecto, si la fila 7 es « veces la fila j, con j # 4, el desarrollo por la fila ¢ implica
det(A) = a det(matriz con dos filas iguales) = 0.

Generalizando, det(A) = 0 si una de las filas (0 columnas) es combinacién lineal de
otras filas (columnas). Esto significa que dicha fila es una suma de otras filas de A
multiplicadas por constantes. El desarrollo de det(A) por dicha fila serd una
combinacidn lineal de determinantes de matrices con dos filas iguales, por lo que sera
0. Por ejemplo, si la fila 3 es la fila 1 m “as dos veces la fila 2, el desarrollo por la fila 3
conduce a (jverificar!)

a b c a b c a b c
d e f = |d e fl+2]d e fl=040=0 (3.10)
a+2d b+2e c+2f a b c d e f

85



10. Notar que en general, det(A + B) # det(A) + det(B).
Por ejemplo, si

10 0 0 10
a=(50) =00 Y) = avm=(3 9

y se obtiene det(A) = det(B) = 0 mientras que det(A + B) = det(ly) = 1.

Ejemplo 3.3.1 Aplicando estas propiedades, podemos calcular determinantes sin uti-

lizar explicitamente el desarrollo por cofactores, llevando la matriz a la forma triangular.
Por ejemplo, si

paso 1 g —16 g _ g _16 g intercambio de fila 1 y 2
2 6 1 2 6 1 (prop- 4)
450 2 _ 3 (1) _12 2 se extrae un factor 3 de la fila 1
P 9 6 1 (prop. 6)
1 -2 3
paso 3 _ 30 1 5 se suma, -2 veces la fila 1 a la fila 3
0 10 -5 (prop- 8)
1 -2 3
paso 4 - 30 1 5 se suma -10 veces la fila 2 a la fila 3
0 0 -55 (prop. 8)
determinante de matriz triangular
aso H = (=3)(1.1.(—55
b (-3)(1.1.(-5%)) )
= 165
1 3 -2 4
. . 2 6 —4 8
Ejemplo 3.3.2 Si A = 59 1 5|
11 4 8
1 3 -2 4 1 3 -2 4
2 6 —4 8 1 3 -2 4
det(A) =13 g 1 5723 9 1 5"
1 1 4 8 1 1 4 8

ya que la ultima matriz tiene dos filas iguales (prop. 5). Se llega al mismo resultado
aplicando directamente la propiedad 9 (fila 2  fila 1) o restando a la fila 2 dos veces la
fila 1, que anula la fila 2.
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Problemas 3.3

1. Evaluar los determinantes de las siguientes matrices utilizando las propiedades ante-
riores (llevarlas, por ejemplo, a una forma triangular). Indique cuales son singulares.

-1 3 2 1 21 1 2 3 _11 i i i
a) | 2 1 3], b1 20|, ¢ |4 5 6 d)l—lll
1 45 100 7 89 11 -1 1
2. Probar que
1 1 1
a b c|l=(b-a)(c—a)(c—D>)
a’? v A

(Es el caso 3 x 3 del determinante de Vandermonde, que aparece en varias aplica-
ciones).

3. Probar que la ecuacién de una recta (en el plano) que pasa por (z1,y1) y (z2,¥2)
puede expresarse como

x y 1
1y 1) =0
T2 Y2 1

3.4. Aplicaciones geométricas del determinante

1. Interpretacién geométrica del determinante. Caso 2 x 2.
Dos vectores u = (a, b), v = (¢, d) en el plano forman los lados de un paralelogramo
(ver figura 3.1). Dado que

a=|ulcosa, b= |u|senc, c¢=|v|cosf, d=|v|senp

vemos que el determinante es

“ 2‘ =ad —bc = |u||v|(cosasen —senacosf)
= |ullv|sin(f — a) = |u|h (3.11)
siendo h = |v|sin(f — a) la “altura” del paralelogramo. Pero |u|h es justamente

el area del paralelogramo. Por lo tanto (y considerando que segun el orden elegido,
[ — a puede ser > 0 o < 0) tenemos en general

Area = |ul|v||sin(f — )| = |ad — bc| = | det(A)| (3.12)

con A = (CCL Z) Si B = «a los vectores son colineales (v o« u) y Area= det(A) = 0.
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Area = |ulh = |ad—-bc| = |det(A)]

- ’
’
\) ’
\ ’
\ ’
' ’
\ ’
v h J
M ’
' ’
\ ’
) ’
ﬁ \ ’
-
U= (ab)
(01

Figura 3.1: Determinante de una matriz de 2 x 2. Su valor absoluto representa el area del
paralegramo formado por sus filas (o columnas).

2. Producto vectorial. Dados dos vectores de R?,

u = (Ul,UQ,U;),) = U1€1+U262+U3€3
v = (01,02,v3) = wvieq+ vees + Uzes

donde e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0, 1), el producto vectorial (o cruz) u x v
se define como el vector

€1 €2 €3
UXv = |u; Uy U3 (3.13)
V1 V2 U3

= (Ugvg — U3U2)€1 + (U3’U1 — Ul’Ug)eg + (u1v2 — U2U1)63 (314)

Se deja como problema probar que u X v es ortogonal (perpendicular) a u y a v
(véase primero el punto 3. siguiente) y que

|lu X v| = |u||v||sin b (3.15)
siendo 6 el angulo entre u y v.

(muestre (3.15) primero para vectores u y v contenidos en el plano z, y; puede luego
extender el resultado probando que en general, |u x v|* = |u|?|v|* — (u - v)?).

El resultado (3.15) muestra también que |u X v| es el area del paralelogramo formado
por los vectores u y v (véase (3.12)).

3. Producto triple.
Siw = (wy, ws, ws), el producto escalar w-(uxwv) (producto triple) puede expresarse
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como un determinante:

w-(uXxv) = wi(uXv)+w(uxv)+ws(uXwv)s
wp w2 W3
= |uy up us (3.16)
v U2 U3

Este resultado es obvio a partir de (3.13)—(3.14). Se dejan los detalles para el lector.
Nétese que si w =u o w = v = (3.16) es nulo.

4. Interpretacién geométrica del determinante. Caso 3 x 3.
El producto triple anterior puede también escribirse como

w - (u X v) = |w||lu X v|cosp = hlu x v (3.17)

donde ¢ es el dngulo entre w y u X v y h = |w| cos ¢ la “altura” del paralelepipedo
formado por los tres vectores u, v, w (ver figura, en la que w y v estén en el plano
x,y). Como |u X v| es el area de la base, el médulo del producto anterior es el
volumen del paralelepipedo:

w1, Wy W3
Volumen = |w - (u x v)| = |det(A)|, A= |u1 us wus (3.18)
U1 Vg Vs

Los vectores w, u, v pueden ponerse también por columna ya que det(A) = det(AT).

Figura 3.2: Determinante de una matriz de 3 x 3. Su valor absoluto representa el volumen
del paralelepipedo formado por sus filas (o columnas).

La nocién de volumen pueden generalizarse a R™, siendo | det(A)| el “volumen” (o
hipervolumen) del “paralelepipedo” formado por las n filas o columnas de A.
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5.

Jacobiano.

Al hacer un cambio de variables en integrales dobles, triples, etc., el Jacobiano de la
transformacion se calcula mediante un determinante. Asi, en R® | si z = g(u, v, t),
y = h(u,v,t) y z = l(u,v,t), el Jacobiano de la transformacién es,

oz By oz
ou gu ou
J =% 9y 9z
v gv v
oz Oy 0z
ot ot ot

Verificar que si ¢ = rcosf, y = rsenf y z = z (coordenadas cilindricas) J = r
mientras que si x = rsinf cos¢, y = rsinfsin ¢, z = rcosf (coordenadas esféricas)
J = r?sin 0. Interprete geométricamente estos resultados.

Problemas 3.4.1

1.

Determinar el area del paralelogramo determinado por los vectores

a) {(1,0), (1, 1)}, b) {(a,0), (b,¢)}

En b), explicar porqué el drea no depende de b.

Determinar el volumen del paralelepipedo formado por los vectores
a) {(1,0,0),(1,1,0), (1, 1,1)}, b) {(a,0,0),(b,¢,0),(d,e, f)}
c) {(1,1,1),(=1,1,1),(1,-1,1)}.

En b) explicar porqué el volumen no depende de b, d, e.

Muestre que el volumen generado por las filas y el generado por las columnas de
una matriz A (de 3 x 3) son iguales. Muestre también que el mismo es nulo si y sélo
si A es singular.

Probar que |u X v| es el drea del paralelogramo formado por u y v.

A partir de las propiedades del determinante, probar que
a) u X v es perpendicular a u y v.
b)w-(uxv)=u-(vxXw)=v-(wxu).

Muestre que el producto w X v no es conmutativo ni asociativo.
Determine el Jacobiano para coordenadas cilindricas y esféricas.

90



3.5. Resultados claves

3.5.1. Determinante de matrices elementales

Las propiedades 4., 6. y 8. de la secciéon 3.3 pueden expresarse en términos de las
matrices elementales correspondientes a las operaciones de Tipo I, I y III que se vieron
en el método de eliminacién gaussiana.

Operacion de Tipo I: Intercambiar dos filas de A (A — E; A), donde E} es, por
ejemplo,

=

Il
O OO =
O = O O
O O = O
_—_ o O O

Se verifica que

det (EjA) = —det(A)
= det(E;)det(A) (ya que det(E;) = —det(]) = —1)

Operacién de Tipo II: Multiplicar una fila por un escalar a # 0 (A — Ej; A), donde
Err es, por ejemplo,

1000
010 0
E”_OOaO
000 1

Se verifica que

det (E[[A) = adet(A)
= det(E;)det(A) (yva que det(Err) = a.det(l) = )

Operacién de Tipo III: Sumar a una fila, un multiplo de otra fila (A — Ej;; A),
donde Ej;; es, por ejemplo,

Errr =

o O O
O O = O
O = O O
—_ o 0 O

Aplicando la propiedad 8. a Ej;yya A

det (E]][A) = det(A)
= det(E};)det(A) (ya que det(E;;;) = det(l) =1)
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Resumiendo, si F es una matriz elemental, entonces

det (FA) = det(F) det(A)

siendo
—1 si F es de Tipo |
det(F) =14 « si £ es de Tipo II
1 si I/ es de Tipo III

Lo mismo sucede para columnas.
Recordar que las operaciones elementales por columnas se obtienen al multiplicar a la
derecha por una matriz elemental E;, E;; o Efr;. Usando la propiedad 2.,

det (AE) = det ((AE)T>
— et (ETAT)
= det (ET) det (AT)
= det(E)det(A)

Los efectos sobre el determinante debido a las operaciones sobre las columnas son idénticos
a los correspondientes a las operaciones sobre las filas.

3.5.2. Determinante de matrices singulares y de un producto

Demostraremos ahora dos propiedades fundamentales del determinante.

iImportante!
1. Una matriz A de dimensién n x n es singular si y sélo si det(A) = 0.

2. Si Ay B son matrices de n X n ,

det (AB) = det(A) det(B)

Primer resultado clave:

1. Una matriz A de dimensién n x n es singular si y sélo si det(A) = 0.

Demostracion. Cualquier matriz A de n x n se puede reducir, mediante una canti-
dad finita de operaciones elementales sobre las filas, a la forma escalonada reducida
de Gauss-Jordan U (si A es no singular, U = I,,, mientras que si es A es singular,
U tiene al menos una fila nula):

U - EkEkfl o ElA

donde todas las {E;} son matrices elementales. Ademds, por ser productos con
matrices elementales se sabe que

det(U) = det (EkEk_lElA)
= det(Ey) det(Fg_1)...det(E;)det(A) (3.19)
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Pero det(E;) es siempre no nulo (Tipo I, IT o III), luego
det(A) =0 si y sblo si det(U) =0

Cuando A es singular (A no equivalente por filas a I,,) U tiene al menos una fila
nula y por lo tanto

det(U) =0
que es equivalente a det(A) = 0.
Por el contrario, si A es no-singular (A equivalente por filas a I,,), U = I, y entonces
det(U)=1#0
que implica det(A) #0. =

Segundo resultado clave:

2. Si Ay B son matrices de n X n:
det (AB) = det(A) det(B)
Demostracién. Si B es singular (det(B) = 0), el sistema Bx tiene soluciénes no
triviales x # 0, que son también solucién de (AB)x = 0, ya que (AB)x = A(Bx) =
A0 = 0. Esto muestra que AB es también singular. Por lo tanto, se cumple
det(AB) = 0 = det(A) det(B)

Si B es no-singular, B se puede escribir como un producto de matrices elementales:
B =E)...FE;, y entonces

det (AB) = det(AEyEy 1...Ey)
= det(A) det(Ey). det(Fg_1)... det(E})
= det(A)det (ExEx_1...F1)

det(A) det(B) u

Importante: Una primer consecuencia de la propiedad anterior es la siguiente:
Si A es no singular, el determinante de la inversa A~! es la inversa del determinante:

det(A™Y) = (det(A))~!

Puede el lector probar este resultado a partir del determinante de un producto de matrices
(AA7L =1T).

Ejemplo 3.5.1 Si

11 2 3 3 2
=) e=(h) = ()

y se verifica det(AB) =5 = (—1)(—5) = det(A) det(B). Ademas,

det(A™1) =
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Problemas 3.5

1. Indique mediante el determinante si las siguientes matrices son singulares o no
singulares.

(a) (?, 1) (b) ((1) —11> () (12l ?)

2 1 1 101 2 1 1
d) |3 2 2 e) [2 11 ) [2 —2 1
01 4 41 3 1 0 k

2. Cada par de matrices difiere por una operacién elemental de fila. Usar esta operacion
para comparar det(A) con det(B).

(a)A:(é g) B:(é —21>

310 310
) A=[0 0 1], B=|0 1 2
01 2 0 0 1
1 -1 3 1 -1 3
(c)A=[2 2 -6],B=[1 1 -3
1 0 4 1 0 4
3. Dada la matriz
4 4 8 8
01 2 2
=101 26
4 1 1 2
calcular det(U), det(—3UT) y det(U~1) (se sugiere llevarla a la forma triangular y

luego usar propiedades).

4. a) Decidir si los siguientes sistemas tienen solucién tnica, usando ahora el deter-
minante de la matriz involucrada. En los casos de 3 x 3 calcular el determinante
mediante la expansion por cofactores y mediante el procedimiento por operaciones
elementales que lleva a una matriz triangular.

(a) 3z+6y=18 (b) z+y= 1

r+2y= 6 r—y=-—1

(c) = + 23=4 (d) z1+ z2+223=4
1 —x2+2x3= 5 T1— To— x3=2
4x1 — x9 + D23 =17 41 +2x9 +1r23=">

b) Resolver los sistemas anteriores, indicando el conjunto solucién. En (d) deter-
minar los valores de r y b para los que el sistema sera compatible determinado,
compatible indeterminado e incompatible, indicando el conjunto solucién en los ca-
sos compatibles.

5. Sea A una matriz de n X n.
a) Demostrar que det(A¥) = [det(A)]* para todo k > 1 € N.
b) Mostrar que si A es no singular, el resultado anterior vale también V k entero
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10.

11.

12.

3.6.

negativo.
c) Si se define A° = I,,, muestre que el resultado vale también para k = 0.

,Cuales valores del nimero real z hacen que la matriz

12—2 4
A= ( 8 8 — x)
sea singular? Este problema aparecera en el calculo de autovalores de matrices.

a) |, Existen valores de 6 para los que
cosf) —siné
A= <sin9 cos 6 )

es singular? Interpretar geométricamente.

cosf sin6
b) Idem a) para B = (sin9 o8 9>.

Si A, B, C son todas matrices de n X n,
a) (Es cierto que det(AB) = det(BA) ain si AB # BA?
b) (Es cierto que det(ABC) = det(BAC) atn si ABC # BAC?

Sidet(A) =2y det(B) = 3, con A, B de nxn, determinar det[—2A42BT(AT)"1B~2].

a) Si A es una matriz singular de n X n y B es una matriz arbitraria de n x n,
a) Muestre que AB, BA y BAB son singulares.
b) Muestre que A+ AB, A+ BAy A?+ 2AB + A son singulares.

a) Muestre que si A es una matriz real ortogonal (AAT = I) = det(A) = +1.
b) Si det(A) = £1, jpuede afirmarse que A es ortogonal? (piense un posible contra-
ejemplo).

a) Interprete geométricamente la identidad det(aA) = o det(A) para matrices A
de 3 x 3.

b) Idem para det(B) = adet(A) si B se obtiene de A multiplicando una de las filas
de A por a. (Considere como aumenta el volumen de un cubo si a) todas las aristas
son aumentadas en un factor « o b) si una sola arista esa aumentada en tal factor).

Métodos para calcular el determinante

Hemos visto dos formas para calcular el determinante de una matriz A:

a) Usando la definicién en términos de expansién de cofactores.

b) Reduciendo la matriz a una forma triangular (eliminacién Gaussiana). En este caso,

solo es necesario “contar” la cantidad de intercambios de filas durante el proceso si
se usan Unicamente las operaciones elementales de tipo (I) y (III) (;por qué?).
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Cada término en la expansion de cofactores es un producto de n coeficientes de A, elegidos
de tal manera que haya uno de cada columna y uno de cada fila. Esto es,

A15, 25,4353 ---Anj, (320)

donde {j1, jo, ..., jn} es alguna permutacién de los enteros {1,2,...,n}.

Por tanto, existen n! = n(n—1)(n—2)...1 posibilidades distintas de asignar las columnas
a {Jj1,72,.-,Jn}. Luego, existen n! sumandos en total, todos de la forma (3.20), en la
expresion completa del determinante de A, tal como se indicé en (3.9).

Entonces, para calcular det(A) por la férmula que combina los cofactores, método (a), la
cantidad de sumas necesarias es n! — 1. La cantidad de productos, usando el desarrollo
por cofactores respecto de una fila o columna, al haber n productos de un elemento de
una fila por el cofactor ¢;; respectivo, es n[nimero de productos en un determinante
de (n—1)x (n—1)]+n. Esto es del orden de n! (O(n!)) (aprox. ~ (e—1)n! para n grande).

Por otro lado, puede verse que por el método de reduccién a una matriz triangu-
lar (o métodos equivalentes) son necesarios esencialmente n’/3 operaciones (O(n?))
para el calculo del determinante. En efecto, al dejar en 0 los elementos de la columna
1 por debajo del pivote a;;, mediante operaciones f; — 3111 fi para i = 2,...,n, se
realizan (n — 1) x (n — 1) sumas y (n — 1) x (n — 1) +n —1 = n(n — 1) produc-
tos. Por lo tanto, hasta llegar a la forma triangular el nimero todal de sumas es
Sor i —1)? = (n(n —1)(2n — 1))/6 (= n*®/3 para n grande) y el ntmero total de
productos >_1" (i — 1)i = n(n* — 1)/3. El determinante requiere al final n — 1 productos
adicionales, por lo que el niimero total de productos es n(n* — 1)/3 + n — 1 (también

~ n?/3 para n grande).

Como n® < n! para n grande, el método de reduccién por filas b) es nimerica-

mente mucho mas eficiente que a). No obstante, el método a) permite obtener una
expresion analitica del determinante. Esto es 1til para determinar propiedades formales
y también cuando los elementos de la matriz contienen pardmetros arbitrarios o no
conocidos (como sucede, como veremos més adelante, en el calculo de autovalores).

Comparacion entre el nimero de operaciones aritméticas necesarias para calcular el
determinante de una matriz de n x n, segin los dos métodos anteriores.

Expansién de cofactores (Método a) | Eliminaciéon Gaussiana (Método b)

n Sumas Multiplicaciones Sumas Multiplicaciones

2 1 2 1 3

3 ) 9 d 10

4 23 40 14 23

) 119 205 30 44

10 3.628.799 6.235.300 285 339

20 2,4 x 108 4,2 x 108 2470 2679

n>1[ nl—1 ~ (e — 1)n! ~n®/3 ~n®/3

Puede observarse que si n > 3, el método (b) es mas eficiente (a menos que A tenga
una cantidad significativa de ceros). Por esa razdn, es el utilizado por los programas de

computo corrientes.
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Observacion. Si A es singular, det(A) = 0. Pero si det(A) es evaluado numéricamen-
te (usando aritmética de computadora y no aritmética exacta), los errores de redondeo
pueden ocasionar que el resultado no sea 0, aunque esté bastante cerca a 0.

Por lo tanto, en algunos casos es virtualmente imposible determinar computacional-
mente cuando una matriz de n X n es verdaderamente singular. Se discutird este aspecto
con mas detalle en la parte II.

Problema 3.6.1
Dado el determinante
1
2
-3
verifique que la cantidad de sumas y productos que se debe realizar para evaluarlo me-

diante el método (a) es 5 y 9, mientras que por el método (b) es 5y 10 respectivamente.
Verifique también que el valor del determinante es —60.

S N )
=W

3.7. Matrices definidas por bloques

Las matrices definidas por bloques surgen frecuentemente en diversas aplicaciones.
Daremos sus propiedades en forma de problemas.

1. Pruebe que el determinante de una matriz de la forma

w1 3)

donde A es una matriz de n x n, B una matriz de m xm (n > 1, m > 1) y 0 denota
matrices nulas (tal que M es de (n+m) x (n+m)), es

det(M) = det(A)det(B) (3.21)

(Sugerencia: Demuestre primero (3.21) para una matriz A de 1 x 1, mediante el
desarrollo por cofactores por la primer columna. Para el caso general, considere
operaciones elementales que lleven A a una matriz triangular superior y aplique
luego el resultado previo. Notar que la igualdad (3.21) es obvia si A y B son ambas
triangulares superiores (;Por qué 7). La igualdad puede también demostrarse escri-
biendo M como un producto conveniente, como se discute abajo).

Veremos en capitulos posteriores aplicaciones importantes de la propiedad (3.21).

2. Utilizando (3.21) evaluar el determinante de las matrices

2

My

) M2

OO =N
O O N
N W o O
w N OO
OO OO W
S O OO -
SO N = OO
OO R Pk OO
_w o O oo
o o o O

w

Verificar los resultados evaluando el determinante por otro método.
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3. Muestre que es posible generalizar el resultado (3.21) a

det ( N ) ~ det ( a0 ) — det(A) det(B) (3.22)

donde C es una matrizde n x my D de m x n, con A de n x n, B de m x m.

4. No obstante, mediante un contraejemplo muestre que en general,

det (g g) £ det(A) det(B) — det(C) det(D)

5. En cambio, si A de n X n es no singular, con B de m xm, C' denxmy D de m xmn,
muestre que

det < 4 ) — det(A)det(B — DA™'C) (3.23)

. . A CY (A O I, A~C
(Sugerencia: Muestre primero que (D B) = (D fm) (O 5_ DA_10> y use

luego resultados anteriores).

6. Evaluar en base a los resultados anteriores los determinantes de las matrices

2 1 1 2 00 2 1
1 22 3 00 1 2
Ms=10903 2| M=|3200
00 2 3 230 0

3.8. Regla de Cramer e inversa de una matriz

Presentaremos aqui expresiones analiticas para la inversa de una matriz A no singular
y para la solucion tunica del sistema lineal asociado Ax = b, por medio de determinantes.
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Inversa
Si A de n x n es no singular, entonces

-1 __ 1 T
Al = det(A)C (3.24)

donde C7 es la traspuesta de la matriz de cofactores C, de elementos
cij = (=1)""7 det(M;;)
y M;; es la submatriz obtenida al suprimir la fila ¢ y columna j de A. Es decir,

Cji . (—1)i+j det(Mﬂ)

(A7)

~ det(A) det(A)

Demostracion. Recordando la definicién de determinante por cofactores, tenemos
- det(A), i=j
T — . T . = . . — ’
(AC )ij - E :alk(c )kj - ;—1: QikCjk = { 0 i 7&]

ya que > p_, aiCjk es, si i = j, el determinante de A desarrollado por la fila ¢, mientras
que si 7 # j, es el determinante de una matriz similar a A pero con la fila j reemplazada
por la fila i (dos filas iguales), que es nulo. Por lo tanto, si I,, es la matriz identidad,

ACT = det(A)I,

Si det(A) # 0, dividiendo por det(A) se obtiene entonces el resultado (3.24).

Regla de Cramer
Dado el sistema Ax = b, con A de n X n no singular,

all ... Qin I b1

apl ... GQpn Tn by,
los elementos z; del vector solucién x = A~'b pueden expresarse como

ayr ... bl .. Qip

detA  det A

X

(3.25)

Gpl .. byp ... Qpn

donde A; es la matriz obtenida al reemplazar la columna ¢ de A por el vector columna b.
Demostracién. Aplicando la expresion (3.24) para A~1, obtenemos, en forma explicita,

T C11 ... Cpl by c1ib1 + ...+ cuiby
der A det A : o : det A :
Tn Cln --- Cnn bn, Ccinb1 + ...+ cunbn
La fila ¢ es entonces x; = ﬁ(blclijt. ot bncni) = iitté(, ya que la suma bici;+. .. +b,cp;

es el desarrollo de det A; por la columna 7.
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Observacién: Estas expresiones proporcionan una expresion “analitica” para la inver-
sa A™! y la solucién del sistema lineal asociado, en términos de determinantes. Resultan
utiles para obtener propiedades generales de la solucién y su dependencia con los elementos
de la matriz A y del vector b.

Por ejemplo, si det(A) = +1 y todos los elementos de A son enteros, muestra que
todos los elementos de la inversa son también enteros.

No obstante, desde el punto de vista numérico no constituyen un método eficiente para
resolver problemas con matrices numéricas de gran escala.

Ejemplo 3.8.1 Aplicando este método para A de 2 x 2, se obtiene directamente la
expresion derivada en el capitulo de matrices:

(21 e (4

Por lo tanto, si det(A) = ad — be # 0,

1 1 d —b
A—l _ T _
detAC ad — bc ( —Cc a )

Ademas, dado el sistema
a b z\ (b
c d y )\ by

aplicando (3.25) se obtiene

b1 b a b1

o bg d . C bQ
v a b’ v= a bl

c d c d

Ejemplo 3.8.2 Aplicando este método para A de 3 x 3, se obtiene

e f ld f d e
0 b e hbz g 1 g hb
A=|d e f| =c=| - ¢ S .
h h 1 g g h
g ! b ¢ la ¢ a b
e f d f d e
Por lo tanto, si det(A) # 0,
e f b e b c
h i h i e f
A1 1 T _ 1 | f a c |la ¢
det A det A g g 1 d f
d e la b a b
g h g h d e
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y la tnica solucion del sistema

a b c T b1
d e f y| =102
g h i z bs
es
1 bp b c 1 a b ¢ 1 a b b
T = b e f |, y= d by f|, z= d e by
det A by h i det A g by i det A g h by
Ejemplo 3.8.3
Consideremos el sistema
ZE1+01’2+2I3 = 6
—3231 + 4332 + 6$3 = 30
—1’1—2$2+3$3 = 8
1 0 2 24 —4 -8
Entonces A= | -3 4 6|,condet A=44yobtenemosA~!'=L13 5 -12 |,
-1 -2 3 10 2 4
6 0 2 1 6 2 1 0 6
30 4 6 -3 30 6 -3 4 30
_8 —23_—10 _—1 8 3_18 _—1 -2 8_38
T T get(A) 110 T det(4) 10 T det(4) 1L

Problemas 3.8

1. Muestre a partir de la regla de Cramer, que el elemento z; de la solucién del sistema
Ax = b satisface
a.’l?i . Cji
ob;  det(A)
con cj; el cofactor j,7 de A. Esta expresion determina la variacion de los elementos
de la solucion con los parametros independientes b, .

2. Para un triangulo de lados a, b y ¢ con angulos opuestos «, 5 y 7 respectivamente,
a) Verificar usando trigonometria que

beos(y) 4+ ccos(f) = a

ccos(a) + acos(y) =b
acos(f) + beos(a) = ¢

b) Aplicar la regla de Cramer para demostrar que

b? + 2 — a?

cos(a) = 5he

c¢) Obtener las expresiones de cos(f) y cos(7)
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Capitulo 4

Espacios Vectoriales



4.1. Introducciéon

En este capitulo generalizaremos el concepto de vector y de espacio. Extenderemos
las conocidas operaciones de suma de vectores y de multiplicacion de un vector por un
nimero real, ya vistas para vectores del plano (R?) o del espacio tridimensional (R?), a
espacios de mayor dimension y a conjuntos cuyos elementos no sean necesariamente pares
o ternas de numeros reales. Por ejemplo, los elementos podrian ser matrices, polinomios,
funciones, soluciones de ecuaciones lineales homogéneas, etc.

La idea central es definir un espacio vectorial como un conjunto de elementos (que se
llamaran vectores) que tenga definidas dos operaciones basicas:

I. La suma
II. La multiplicacién por un escalar

Estas dos operaciones deberan ser cerradas en el conjunto, es decir, dar como resul-
tado otro vector del conjunto, y satisfacer ciertas propiedades que detallaremos a conti-
nuacion.

Las operaciones anteriores permitiran definir la combinacion lineal de vectores, que
sera también un vector del conjunto, y de esta forma generar los vectores mediante la com-
binacién lineal de un cierto subconjunto de ellos. Esto posibilita una facil caracterizacion
de los elementos de espacios abstractos y a la vez interpretar los mismos geométricamente,
mediante analogfas con vectores de R?, R3 o en general R”. En particular, lograremos una
comprension mas profunda de las soluciones de sistemas de ecuaciones lineales. Los espa-
cios vectoriales abstractos juegan ademés un rol fundamental en la teoria de ecuaciones
diferenciales lineales y en la fisica cuantica.

Ejemplo: R?

V=(V1,V;
Vo (l’ 2)

0 Vi

Figura 4.1: Vector en el plano

A modo de repaso, consideremos primero el conjunto R? de pares ordenados de niimeros
reales v = (v1, vy) dotado de las operaciones:

e Suma:
u+ v = (uy, uz) + (v1,v2) = (u1 + v1, U + v2)

e Multiplicacién por un escalar (nimero real):
av = a(vy,v2) = (v, avs)

Vemos que tanto la suma de dos vectores cualesquiera u, v de R? como la multipli-
cacién de cualquier vector v de RZ por cualquier nimero real «, da como resultado un

vector de R2. Por lo cual decimos que el conjunto R2 de vectores del plano es cerrado
bajo la operacion de suma de vectores y bajo la m ultiplicacién por un escalar real.

103



Geométricamente, R? puede ser representado como el conjunto de todos los puntos del
plano bidimensional. Un vector v = (v1,v2) puede ser representado como un segmento
recto dirigido desde el vector nulo 0 = (0, 0) hasta (vy, v).

El vector suma puede asi obtenerse geométricamente mediante la conocida regla del
paralelogramo, mientras que la multiplicacién por un escalar o genera un vector con la
misma direccién que el original, con el mismo sentido si & > 0 (en la figura se ha elegido
a > 1) y el sentido opuesto si a < 0.

U+Vv=_(Up+V1,Us+V5)
>, av=(aVi,aVy)
u=(uplp) -

V=(V1,V2)
V=(V1,V2)

Figura 4.2: Suma de vectores y producto de un vector por un escalar

Estas operaciones verifican ademas las siguientes propiedades:

La suma es conmutativa: u +v =v +u
La suma es asociativa: (u+v) +w =u + (v + w)
Existe el vector nulo 0 = (0,0) tal que v +0=v Vv

Para todo v = (v1, v9) existe el vector opuesto —v = (—wvy, —vy) tal que v+(—v) =0

A

El producto por un escalar es distributivo respecto de la suma de vectores:
a(u +v) = au+ av

6. El producto por un escalar es distributivo respecto de la suma de escalares:
(a+ p)v =av + pv

7. El producto por un escalar es asociativo: a (fv) = (aff)v

8. El producto por 1 no modifica el vector: lv =v V v

Las mismas propiedades son satisfechas por el conjunto R? de vectores en el espacio tri-
dimensional, y en general R™.

A continuacién extenderemos estas propiedades a conjuntos més generales. La idea es
definir una estructura algebraica general, tal que cuando se pueda probar una propiedad
para dichos conjuntos, la misma sea valida independientemente de los elementos que
constituyan el conjunto.

104



4.2. Espacio vectorial

Definicién

Un conjunto V dotado de dos operaciones cerradas:

[. La suma de elementos de V

II. La multiplicacién de un elemento de V' por un escalar

es un espacto vectorial siempre y cuando se cumplan las siguientes propiedades:

1. La suma es conmutativa: u +v=v+u Vu,veV
2. La suma es asociativa: (u+v)+w=u+ (v+w) YVu,v,weV

Existe un tnico vector nulo 0 tal que v +0=v Vv eV

W

V v € V existe el vector opuesto —v tal que v + (—v) =0
5. a(u+v)=au+av YVu,v eV yV escalar «

6. (a+plv=av+pv YveVyVescalar a,p

7. a(fv) = (af)v Yv eV yVescalar a, 5

8. lv=v VoeV

Los elementos del espacio vectorial V se denominan wectores. Si los escalares son
numeros reales se dice que V es un espacto vectorial real.

Los escalares pueden ser también niimeros complejos, en cuyo caso se dice que V es
un espacio vectorial complejo.

Observacién 1. La definicién de espacio vectorial no exige que exista un producto
entre vectores. Volveremos sobre este tema més adelante.

Observacién 2. El conjunto de los escalares puede ser también cualquier conjunto
de nimeros que forme un cuerpo, tal como el conjunto de niimeros racionales. Un cuerpo
es un conjunto que tiene definida la suma y multiplicacion entre sus elementos, las cuales
deben ser operaciones cerradas, conmutativas y asociativas, con validez de la propiedad
distributiva respecto a la suma y existencia de 0 (elemento neutro para la suma), 1 (ele-
mento neutro para la multiplicacién) y elemento opuesto para la suma e inverso para la
multiplicacién (con excepcién del 0). El conjunto de los niimeros reales y el conjunto de
los niimeros complejos son también cuerpos.

Observacion 3. Si bien en este curso utilizaremos la suma “usual” cuando conside-
remos vectores de R™ o matrices, en principio cualquier operacion binaria + : V xV — V
que satisfaga todas las propiedades anteriores (y por su puesto, que sea de utilidad en un
cierto problema o contexto) puede ser considerada como una “suma” vélida de vectores.
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Ejemplos 4.2: Algunos espacios vectoriales reales.

1)

2)

V = R". Es el conjunto de todas las n-uplas (z1,...,x,) de nimeros reales:

R" ={(z1,...,2n), 2 €R, i=1,...,n}

Para u = (uy,...,u,), v = (v1,...,v,) y a real, la suma y la multiplicacién por un
escalar se definen como

u+v=(u +vy,...,u, +v,)
av = (awy,...,ou,)
El vector nulo es 0 = (0,...,0) y el vector opuesto a v es —v = (—vy,...,—v,). Se

comprueba facilmente que se cumplen las 8 propiedades anteriores.

Casos particulares son R' = R (el conjunto de todos los nimeros reales),
R? = {(z1,22), 71,72 € R} el conjunto de vectores del plano, y
R? = {(z1, Z2, 73), 71, T2, 73 € R} el conjunto de vectores del espacio tridimensional.

Frecuentemente resulta conveniente, especialmente cuando se trabaja con matrices,
1
escribir los vectores de R™ como vectores columna ( ) en lugar de vectores fila.

Tn

V =R™ ", Es el conjunto de todas las matrices de m X n con elementos reales:
a; ... Qip
mxn __ _ . y y —
R =< A= . ,a; €Ri=1,....m, j=1,...,n
Am1 .- Amn

En este caso los vectores son matrices de m x n. La suma de matrices de m xn y la
multiplicacion de una matriz de m x n por un escalar real son operaciones cerradas
en R™*™ tal como se vio en el capitulo de matrices. Recordemos que dadas dos
matrices A, B € R™*", de elementos a;;, b;;, estas operaciones se definen como

(A+ B)ij = aij + by
(O[A)ij = Oj(lij

para cada elemento i,j, coni=1,....m,j=1... n.

El vector nulo es en este caso la matriz nula de m x n (0;; = 0 V 4,7), mien-
tras que el vector opuesto de la matriz A es la matriz con todos los elementos
cambiados de signo: (—A);; = —a;; V i, J.

Se verifica facilmente que se cumplen también las ocho propiedades anteriores.

Casos particulares son:

R™ ™. El conjunto de matrices cuadradas de n x n

R*": E] conjunto de matrices fila de 1 x n (idéntico a R™)

R™1: El conjunto de matrices columna de n x 1 (también identificado con R™)
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3)

4)

V = Cla, b]. Es el conjunto de las funciones reales continuas definidas en el intervalo
cerrado [a, b]:
V ={f:]a,b] = R, fcontinuaen [a, b]}

En este caso los vectores son las funciones f. Definiendo la suma de dos funciones
y la multiplicacion de una funcién por un escalar real como

(f+9)@) = ft)+g()
(af)(t) = af(t)

Vt € [a,b], se verifica facilmente que estas operaciones son cerradas en V: Si f y g
son funciones reales continuas en [a, b], tanto su suma f 4+ g como «f son también
funciones reales continuas en ese intervalo.

El vector nulo es la funcién nula 0(t) = 0 V ¢t € [a, b], mientras que el vector opuesto
a f es —f, definido por (—f)(t) = —f(t) V t € [a,b]. Las 8 propiedades anteriores
se verifican facilmente.

El conjunto RI*Y de todas las funciones reales (continuas o no) con dominio [a, b],
RleY = {f: [a,b] — R} es también un espacio vectorial con las operaciones anterio-
res, que incluye al espacio Cla, b].

V = P,. Es el conjunto de todos los polinomios reales de grado menor o igual a n:
P, ={p(t) = ap+ art + ast> + ... + a,t", a; €R, i =0,...,n}

P, es un subconjunto del conjunto de funciones reales continuas con dominio todo
R. En este caso los vectores son polinomios. Resulta obvio que la suma de dos poli-
nomios p y ¢ € P, es otro polinomio € P, y lo mismo sucede con la multiplicacion
por un escalar real: Si q(t) = by + b1t + ... + b,t",

(p+q)t) = (ag +bo) + (ay + b))t + ...+ (ap + by )t"

(ap)(t) = aap + aart + ... + aa,t”

El vector nulo es el polinomio nulo 0(t) = 04 0t + ... 4+ 0t™ y el opuesto a p(t) es
—p(t) = —ag—ait—...—a,t". Es facil ver que se verifican también las 8 propiedades
anteriores.

V = {0}. Es el conjunto formado por el niimero real 0. Es un ejemplo trivial de
espacio vectorial: Dado que 0 +0 = 0y a0 = 0 V «, las operaciones de suma y
multiplicaciéon por un escalar son trivialmente cerradas en V. Se verifican también
las restantes propiedades.

Noétese, no obstante, que el conjunto {1} no es un espacio vectorial, ya que la su-

ma no es una operacién cerrada en el mismo: 1 + 1 = 2 ¢ {1}. Tampoco lo es la
multiplicacién por un escalar arbitrario.
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Mencionemos ahora algunas propiedades basicas validas en todo espacio vectorial
(0 denota el vector nulo y 0 el escalar nulo):

Teorema 4.2.1

Sea V' un espacio vectorial. Entonces:

a) Para todo escalar o, «0 =0

b) Para todov € V, 0v =0

¢)Siav=0 = a=0o0v=0 (o ambos nulos)
d) Para todov € V, (—=1)v = —v

Demostracion.

a) a0 = a (0 + 0) = a0 + a0, utilizando las propiedades 3. y 5. Sumando a ambos
miembros de esta ecuacion el opuesto —a 0 y utilizando las propiedades 4. y 2. se obtie-
ne: 0 = a0+ 0 y por lo tanto, usando 3., 0 = « 0.

b) La demostracion es anédloga a la de a), partiendo de 0 = 0 + 0. Se deja como ejercicio.
¢) Si a = 0 ya fué probado en b).

Supongamos ahora « # 0. Multiplicando a ambos miembros de av = 0 por /o y uti-
lizando a) se obtiene: (1/a)(av) = (Ya)0 = 0. Utilizando ahora 7. y 8., (Ya)(av) =
(({/a)a)v =1v = wv. Por lo tanto v = 0.

d) Se deja también como ejercicio.

Combinaciones lineales de vectores

Sea V un espacio vectorial. Si vy, vy son vectores de V' y «aq, as escalares, entonces la
suma
1V1 + QU2

se denomina combinacién lineal de v, y vo, y es siempre un vector de V.
Anélogamente, si vy,...,v, son n vectores de V' y oy, ..., a, escalares, la suma

a1v] + ...+ o,

se denomina combinacién lineal de los vectores vy, ..., v, y es siempre un vector de V.

La demostracion de que la combinacién lineal de vectores es un vector del espacio es
inmediata: Como V es cerrado bajo multiplicacién por un escalar, tanto a;v; como asvs
son siempre vectores de V| para cualquier par de escalares oy y aa. Y como V' es también
cerrado bajo la suma de vectores, entonces av; + asvs es también un vector de V. La
demostracion del caso general con n vectores es similar.

Esto implica que un espacio vectorial contiene a toda combinacién lineal de sus vecto-
res. Ademads, veremos luego que en muchos casos es posible generar cualquier vector del
espacio mediante la combinacién lineal de un conjunto finito de vectores.
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4.3. Subespacios

Un subespacio S de un espacio vectorial V' es un subconjunto no vacio de V' que es
también un espacio vectorial. Esto implica que S debe ser cerrado bajo las operaciones
de suma de vectores y de multiplicaciéon por un escalar.

Como todos los elementos de S pertenecen a V, las ocho propiedades se satisfacen
automaticamente, por lo cual para determinar si S es un subespacio bastara comprobar
las condiciones de clausura de la suma y el producto. El vector nulo 0 de V' debera nece-
sariamente pertenecer a S para que pueda cumplirse la clausura.

Resumiendo:

Un subconjunto S de un espacio vectorial V' es un subespacio de V si se cumplen:

1. 0 € S (esto garantiza que S es no vacio)

2.5MueSyveS=u+veS (S es cerrado con respecto a la suma)

3.Siu €S = au € SVescalar a (S es cerrado con respecto al producto por un escalar)

Nétese que el vector nulo {0} es siempre un subespacio de V' (subespacio nulo).
Cualquier subespacio de V' distinto de V' y del subespacio nulo {0} se denomina
subespacio propio de V.

Ejemplos 4.3

1) Sea V =R?y S el subconjunto de R? formado por vectores de la forma (z,0) con x
real arbitrario, es decir,

S ={(z,0),x € R}

Geométricamente S es el eje x.

S es un subespacio de R? pues:
1.0=(0,0) € S (se obtiene para z = 0).
2. Si vy = (21,0) y v = (22,0) son dos vectores de 5,
vitvy = (21,0) + (72,0)
= (21 4+ 22,0) € S (corresponde a x = x1 + z3).

3.Siv=(x,0) €S8,

av = afx,0)
= (az,0)€ S

Al cumplirse 1., 2. y 3. podemos afirmar que S es un subespacio de R
Geométricamente, este resultado es obvio: la suma de dos vectores situados sobre
el eje x es otro vector sobre el eje x, y al multiplicar cualquier vector sobre este eje
por un escalar se obtiene un vector sobre este mismo eje. El eje y ({(0,y), y € R})
es obviamente también un subespacio de R2.
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2)

3)

Sea V =R?y C el subconjunto formado por vectores de la forma (z, 1), es decir,
C={(z,1),z €R}
Geométricamente C' es una recta horizontal que pasa por (0,1).

C mno es un subespacio de R? pues 0 = (0,0) ¢ S. Esto ya basta para mostrarlo.
Notemos también que C no es cerrado bajo la suma de vectores, ya que si vy = (21, 1)
y vy = (22, 1) son vectores de S = vy +vo = (x1,1) + (22,1) = (1 + x2,2) ¢ S.
C' tampoco es cerrado bajo la multiplicacién por un escalar, ya que siv = (z,1) € S
= av = az,1) = (ax,a) ¢ S para a # 1.

C' es en realidad un subespacio trasladado (denominado subespacio afin).

Sea V = R? y S el subconjunto de R? formado por vectores de la forma (z, mx):
S ={(z,y) €R? y=ma}

con m fijo. Geométricamente S es una recta con pendiente m que pasa por el origen.

S es un subespacio de R? pues:
1. 0= (0,0) € S (se obtiene para x = 0).
2. Si vy = (x1,mz1) y v3 = (29, mas) € S,
V1 +vy = (LL’l, TTLLL’l) + (Jfg,ml’g)
= (@1 + xo, mz1 + Mmx3)
= (21 4+ x2,m(x1 + 22)) € S (corresponde a x = x1 + x2)
3.51v=(z,mz) €S
av = afx,mx)
= (az,amx)
= (axz,m(ax)) €S
Al cumplirse 1., 2. y 3., podemos afirmar que S es un subespacio de R%.
Geométricamente, es obvio que la suma de dos vectores pertenecientes a esta recta

es otro vector sobre la misma recta, y que la multiplicacién de estos vectores por un
escalar también da como resultado un vector sobre la misma recta.

y

Figura 4.3: Todos los subespacios propios de R? son rectas que pasan por el origen
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4)

5)

6)

7)

8)

Sea V =R%y C el conjunto C' = {(x,y) € R?, y = mx + b, b # 0}, que geométrica-
mente corresponde a una recta que no pasa por el origen. Dado que C no contiene
al origen 0 = (0, 0), C' no es un subespacio de R? (es un subespacio trasladado o afin).
Tampoco es cerrado bajo suma o multiplicacidn por escalar (jprobar!).

Sea V = R? y C el semiplano superior,
C={(z,y),z,y €R, y >0}

C no es un subespacio de R?% Si bien 0 = (0, 0) € C'y C es cerrado bajo suma de
vectores (jprobar!), C'no es cerrado bajo la multiplicacién por un escalar:
Siv=(z,y)cony >0=av=(azr,ay) €/ Csia <0, yaqueay <0.

Por ejemplo, (0, 1) € C'pero —(0,1) = (0, —1) €/ C.

Sea V=R>y S ={(z,y,0),z,y € R} el plano zy. Se deja como ejercicio probar
que S es un subespacio de R3. Por otro lado, C = {(x, y, 1), =, ¥y € R} no es un
subespacio de R? (jprobar!).

Generalizando el caso anterior, sea V = R3 y
S ={(z,y,2) €R* ax +by+cz =0}

Geométricamente S es un plano que pasa por el origen perpendicular al vector
(a,b,c) (no nulo). S es subespacio de R® pues:

1.0=(0,0,0) € S (se obtiene para z =y = z = 0).

2. Si vy = (21,y1,21) ¥ v2 = (x2, Y2, 29) son vectores de S (ax; + by; + cz; = 0 para
i=1,2) = v + v = (x1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22) € S pues

a(r1+x2) +b(y1 +y2) +c(21 +22) = (aw1 +bys +cz1) + (ava +bys +c25) = 0+0=0
3.5iv=(r,y,2) € S (ax+by+cz=0) = av = (ax,ay,az) € S pues
a(ax) + blay) + c(az) = alar + by +cz) =al =0

Al cumplirse 1., 2. y 3. podemos afirmar que S es un subespacio de R®. Geométri-
camente el resultado es obvio: La suma de vectores de este plano y la multiplicacion
de ellos por un escalar no salen del plano.

Sea V =R3y

S = {t(a,b,c),t €R}

Geométricamente S es una recta que pasa por el origen con vector director (a, b, c)
(no nulo), perpendicular al plano anterior.

S es subespacio de R? pues:

1. 0= (0,0,0) € S (se obtiene para t = 0).

2. Siwv; =t1(a,b,c) y va = ta(a, b, c) son vectores de S = v1+vy = (t1+12)(a, b, ¢) €
S (corresponde a t = t; + t3).

3.Siv=t(a,b,c) €S = av=(at)(a,b,c) €S (corresponde a t — at).
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Figura 4.4: Todos los subespacios propios de R?® son rectas o planos que pasan por el origen

9) Sea V = R**2 y S el conjunto de matrices de 2 x 2 de traza nula:

s-{(15) emaraso}

S puede ser también escrito como S = {( Z _ba ) ,a,b,c € R}.

S es subespacio de R?*? pues:

1. La matriz nula 0 = (39) € S (caso a =b=c=0).

2.8iA; = (2 %), Ay = (92.%2 ) son dos matrices € S, Aj+A4y = (

c1—al c2—az

ay+az by +by )
c1+c —(a1+ a2)
€ S ya que es también de traza nula.

aa  ab

3. SiAES:>aA:(

ac —oa
Al cumplirse 1., 2., 3. podemos afirmar que S es un subespacio de R?*2. Este resul-
tado permanece véalido para matrices de n X n y puede también demostrarse a partir
de la linealidad de la operacién de traza, como veremos en un capitulo posterior.

)E S ya que también es de traza nula.
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10)

11)

Sea V = P, = {p(t) = ag+ a1t + ast?, a; € R}, el espacio vectorial de los polinomios
de grado menor o igual a 2 con coeficientes reales.

Veamos que S = {p(t) € P2,a; + az = 0} es un subespacio de P,. Nitese que S es
el subconjunto de los polinomios de P; de la forma p(t) = ag + a1 (t — t?), es decir,
de los que satisfacen p(0) = p(1).

1.0=0+0t+0t> € S, pues en este caso a; +as = 0+ 0 = 0.

2. Sean p(t) = ag+ a1t +ast? € Sy pa(t) = bo+ bt +byt? € S. Es decir a; +as =0
y by + by = 0. Entonces

p1(t)+pa(t) = (ap + art + agt?)+ (b + byt + bat?) = (ag+bo) + (a1 +by )t + (ag+be)t?
GSpues (a1+b1)—i—(a2—|—bg) = (a1+a2)+(b1+b2) =0+0=0.

3. Sea a € Ry p(t) = ag + ait + ast® € S, es decir ag + a; = 0. Entonces

ap(t) = alag + a1t + ast?) = (ap) + (ay)t + (aaz)t? € S, pues (a;) + (as) =
a(a1 + 0/2) =a0=0.

Hemos entonces probado que S es un subespacio de P;,. Esto puede también demos-
trarse a partir de las otras formas de definir este subespacio, mencionadas arriba.

El producto escalar entre dos vectores u = (uq,...,u,), v = (v1,...,v,) € R" se
define como u - v = uyvy + ... + u,v,. Y dos vectores son ortogonales si u - v = 0.
Mostraremos que el conjunto de vectores de R" ortogonales a un vector dado wu,
S ={v € R",v-u = 0}, es un subespacio de R" (subespacio ortogonal a u):

1.0€ Spues0-u =0

2.Sivyyv €S (vu=0,v-u=0)= (v1+vy) - u=v-utve-u=0+0=0,
por lo que v; + vy € 5

3.5veS (v-u=0)= (av) - u=a(v-u)=a0 =0, por lo que av € S.

Por lo tanto S es un subespacio de R”. Siu = 0 = S = R", pero si u # 0, S sera un
subespacio propio de R™ (de dimensién n — 1, como veremos luego).

Se deja como ejercicio probar que el conjunto de vectores ortogonales a un cierto
conjunto de vectores {uy,...,u,} C R™ es también un subespacio de R".
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Problemas 4.3

1) Analizar si S es un subespacio del espacio vectorial indicado, e interpretar S geométri-
camente.
1.1) V =R?
a) S={(r,y) ER? y=a} b)S={(x,y) €R? y=2?}
o) S={(z,y) eR? y=z} d)S={(x,y) €R? 2*+y* <1}
1.2) V=R3
a) S ={(z,y,2) R’ a+y+2=0} b)S={(z,y,2) R’ a+y+2=—-1}
c) S ={(z,y,2) R’ y =0} d) §={(z,y,2) ER®, y=0,2 =2}
e) S ={(z,y,2) €R? z>2*+y*} f) S ={(x,y,2) €R3 x#1}
1.3) V=R'a) S={(x,y,2,t) ERY, v +y+ 2=t}

2) Probar que toda recta que pasa por el origen en R? es un subespacio de R%. Mostrar
también que las rectas que no pasan por el origen no son subespacios de R?.

3) Muestre que el conjunto de vectores de R* ortogonales al vector (1,1,1,1) es un
subespacio de R*.

4) Analice si el subconjunto S de matrices dado es un subespacio de R**2,

a) S = {( CCL Z ) € R>2 b= c} (conjunto de matrices simétricas de 2 x 2)

b) S = {( 8 2 ) € R2X2} (conjunto de matrices diagonales de 2 x 2)

c) S = { < CCL Z ) € R*? ad — be = 0} (conjunto de matrices singulares de 2 x 2)

5) Analice si el subconjunto S de matrices dado es un subespacio de R™*™.

a) S ={A e R AT = A} (conjunto de matrices simétricas de n x n)

b) S ={A € R™" AT = — A} (conjunto de matrices antisimétricas de n x n)
c) S={AeR"™" q;; =0sii# j} (conjunto de matrices diagonales de n x n)
d) S ={A4A e R"" det A =0} (conjunto de matrices singulares de n x n)
e) S ={AeR™" det A+# 0} (conjunto de matrices no-singulares de n x n)
f) S={A e R q;; =0si¢> j} (matrices triangulares superiores de n x n)

6) Analice si el subconjunto de funciones f : R — R derivables V 2 € R es un subespacio
del espacio C'(R) de funciones f : R — R continuas.

7) a) Determinesi S = {f : R = R, £ — f = 0} (el conjunto de funciones que satisfacen

rdr

% = f) es un subespacio del espacio de funciones continuas C'(R).

b)IdemparaS:{f:R%R,%—le}.

8) Sea V' = P, el espacio de polinomios de grado < 2. Determine si el subconjunto de
polinomios de P, que satisface p(1) = 0 es un subespacio de P,. {Sucede lo mismo
con el conjunto de polinomios de P, que satisface p(1) = 17

9) Sean S; y Sy subespacios de un espacio vectorial V. Probar que la interseccion
S1()S2 es un subespacio de V', y que la unién S;(JSs no es necesariamente un
subespacio de V.
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4.4. Espacio nulo de una matriz

Sea A una matriz de m x n. Definimos el espacio nulo de A, N(A), como el conjunto
de todas las soluciones del sistema lineal homogéneo Awv = O:

N(A) = {veR": Av =0}

(donde R™ = R"™*! denota aqui el espacio de vectores columnas reales de n x 1).
N(A) es un subespacio de R™.

Veamos que es subespacio de R™:

1. 0 € N(A), pues A0 = 0. El sistema homogéneo tiene siempre al menos la solucién
trivial v = 0.

2. N(A) es cerrado con respecto a la suma: Si u, v € N(A), por lo cual Au =0y
Av =0,
Alu+v)=Au+Av=0+0=0

por lo que u +v € N(A).
3. N(A) es cerrado con respecto a la multiplicacién por escalar: Sia € Ry v € N(A),
Alav)=a(Av)=a0=0
por lo que aw € N(A) ¥V a. Por lo tanto N(A) es un subespacio de R™.

Interpretacién geométrica. Dado que la fila i de Av es el producto escalar de la fila ¢
de A por v, es decir ) ; @ijVj, el espacio nulo tiene una clara interpretacion geométrica:
Es el conjunto de vectores que son ortogonales (o sea perpendiculares) a todas las filas
de la matriz A, es decir, es el subespacio ortogonal a todas las filas de A. Volveremos
sobre este punto en la seccién 4.11 (ver grafico 4.9) y en la parte II.

Ejemplo 4.4.1 Sea A = ( Lol >

2 3 1 2
z1
_ 4, P T 4, nAratag = 0
EntonceSN(A)—{’UeR ‘A'U_O}_ T3 €R { 201 +3x2tx3+2x4 = 0
T4

Aplicando la reduccién de Gauss-Jordan obtenemos

(A\O)—11010—>11010—>10_110
231 210 011010 01 1 0]0

Tomando como variables libres a x3, x4, se obtiene 1 = x3 — x4, x9 = —x3. Entonces
T3 — T4 1 -1
—x —1 0
N(A): ’ 23,04 €ER p = q 23 + x4 , r3,x4 €R
T3 1 0
Ty 0 1

115




que es un subespacio de R* (como comprobaremos en breve). Puede verificar el lector que
los dos vectores columna que generan N(A) son ortogonales a todas las filas de A.

Sistemas no homogéneos. El conjunto de soluciones de un sistema no homogéneo
Av =b (b # 0), no es un subespacio de R™, pues no contiene el vector nulo 0 y no es
cerrado con respecto a la suma y al producto por un escalar: Si w y v son soluciones del
sistema (Au =b, Av=>0) = A(u+v) =Au+Av=b+b=2b(#£bsib#0)y
Alav) =a(Av) =ab (£bsia#1).

No obstante, es posible expresar toda solucién de un sistema no homogéneo compatible
Av = b como la suma de una solucién particular de dicho sistema mas una solucién del
sistema homogéneo (como se menciond en el Cap. 1.), es decir, del espacio nulo N(A):

Teorema 4.4.1
Sea A € R™" y b € R™! con v, € R*! una solucién del sistema no homogéneo

(asumido compatible)
Av=1>

tal que Av, = b. Entonces toda solucién del sistema anterior es de la forma
vV =1v,+ v

donde v, € N(A) es una solucién del sistema homogéneo (Av, = 0).

Demostracion. En primer lugar, es claro que si v, es solucién del sistema no homogéneo,
también lo serd v, + vj,, con vy, cualquier solucién del sistema homogéneo Avy, = 0, o sea
cualquier vector € N(A):

Avy,+vy) = Av,+ Av,
= b+0=0

Y si v es cualquier otra solucién del sistema no homogéneo (Av = b), entonces
Alv—vy) =Av—Av,=b—-b=0

por lo que v — v, es una solucién del sistema homogéneo, es decir, v — v, = v), € N(A).
Por lo tanto, despejando v podemos expresar esta solucion como
)

vV =1v,+ v

Geométricamente, el conjunto de soluciones del sistema no homogéneo corresponde en-
tonces a un “subespacio trasladado”, tal como un plano o recta que no pasa por el origen.

Ejemplo 4.4.2: Sea A la matriz del ejemplo 4.4.1. Consideremos ahora el sistema no
homogéneo Av = b, con b = (}). Aplicando la reduccién de Gauss-Jordan obtenemos

Alp (L Oy oy 10 -1
231 2|1 01101 01 1 0f-1
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Por lo tanto, el conjunto solucion es

2+ 23— 24 2 1 -1
—1-— ~1 ~1
v = 3 ,r3, x4 ER Y = + x3 + x4 0 , 3,74 €R
T3 0 1 0
Ty 0 0 1

Comparando con la solucién del sistema homogéneo obtenida en el ejemplo 4.4.1, vemos
que toda solucién del sistema no homogéneo es de la forma v = v, + v, con

una solucién particular del sistema no homogéneo y

1 -1 T3 — T4
-1 0 —x
Vp = 23 1 + x4 0 = 9333
0 1 )

una solucién del sistema homogéneo (y por lo tanto € N(A)). Si se resuelve primero el

sistema no homogéneo, la solucion del sistema homogéneo puede identificarse facilmente
como la parte de la solucién dependiente de los parametros libres (es decir, de las variables
independientes).

Problemas 4.4

Hallar el espacio nulo de las siguientes matrices e interprételos geométricamente.

1 0 2 1 0 2 1 01
NA=|0 3 0 i)A=10 3 0 iii) A = 0 2
2 0 3 2 0 4 0 3

4.5. Espacio generado

Dado un conjunto de vectores M = {wvy,vs,..., v} de un espacio vectorial V', se deno-
mina espacio generado por M al conjunto de todas las combinaciones lineales de los
elementos de M:

gen(M)={veV:iv=av1+avs+... +tagvy, o; ERi=1,... k}

Al espacio generado se lo indica como gen(M) o también (v, ..., vg).

Por ejemplo, el espacio nulo de la matriz A del ejemplo 4.4.1 es justamente el espacio

1 —1

. —1 0

generado por el conjunto de vectores M = 1 o
0 1
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Teorema 4.5.1
El espacio generado gen(M) = (vy,...,v;) es un subespacio de V

Demostracion.

1. 0 € gen(M), ya que se puede escribir como 0 = 0wv; + ...+ 0 vy

2. Siu=ov,+ ... +ogvr y v = [0 + ...+ [, son dos vectores de gen(M), por
la propiedad distributiva (respecto de la suma de escalares) y la conmutatividad y
asociatividad de la suma de vectores tenemos

u+v=(ag+0)v1+ ...+ (ax + B)vy € gen(M)
por lo que gen(M) es cerrado respecto a la suma de vectores.

3. Siu=av;+...+ v € gen(M) y v € R, por la propiedad distributiva (respecto
de la suma de vectores) y la propiedad 7 tenemos

yu = y(oqvy + ...+ apog) = (Yag)vr + ..+ (Yag)vg € gen(M)
por lo que gen(M) es cerrado con respecto al producto por un escalar.

Se concluye que gen(M) es siempre un subespacio de V.

Ejemplos 4.5

1 0 3
1) Dado M = 1], |1 C R3 el vector v = | 5 | € gen(M) ya que se
0 1 2
puede escribir como
3 1 0
5 | =311 | +2( 1
2 0 1
1 0
El subespacio gen(M) = < 11,11 > corresponde a un plano de R® que
0 1
pasa por el origen de coordenadas y cuya ecuacion se puede determinar de la
X
siguiente manera: Si [ y | € gen(M) = 3 «, 5 tal que
z
T 1 0 o
y |=al|l 1l |+8l 1 |=| a+p
z 0 1 I}

Resolviendo el sistema se obtiene a =z, § = z y por lo tantoy = a+ = x + z.
Los vectores generados por M deben entonces satisfacer la ecuacién y = = + z, es
decir,

r—y+z2=0
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que es la ecuacién de un plano perpendicular al vector (1,—1,1) que pasa por el
origen.

Observaciéon. Generalizando este ejemplo podemos afirmar que el espacio generado por
dos vectores no nulos y no paralelos de R? es siempre un plano que pasa por el origen.

2) Dado M = {1,t,t*} C P, el polinomio 3t — 6¢* se puede escribir como combinacién
lineal de los elementos de M pues 3t — 6t = 01 + 3t + (—6)t%. De hecho todo poli-
nomio de grado < 2 puede escribirse como combinacion lineal de los elementos de M.

o ]. 0 1 0 O 1 2%2 . . T a b
3) DadoM—{( e >, (O ) ), <1 0 >}CR ,todamatr1281metrlca< b C)

€ gen(M), pues

ab_a+010+a—010+b01
bc) 2 \01 2 \0 -1 10

Pero una matriz no simétrica € R?*?no puede ser generada por M (jprobar!).

4.6. Conjunto generador

Un conjunto M = {wvy,..., v} es un conjunto generador del espacio vectorial V' si y sélo
si todo vector de V' puede escribirse como combinacion lineal de vy, ..., v, o sea, si

V =gen(M) = (vy,...,0g)

Ejemplos 4.6

1) seaM:{< (1)> <(1)>}: {er, e} C R <e1:< ! >,62:< ‘ >).Entonces
({3} (2))

pues todo vector v = ( ‘:; de R? puede escribirse como combinacién lineal de e,
y e€a:
T)+ o D)y (V) = e+
0 =z 0 Yy 1 = Tey yes
1 0 0
2) Sea M 0 1 0 = {e1, e2, ez} C R®. Entonces
0 0 1
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3)

4)

5)

pues todo vector v = | y | de R® se puede escribir como combinacién lineal de
z
€1, €2, €3:
x 1 0 0
y =2 0 |+y|l 1 |+2| 0 | =xe;+yes+ zes
z 0 0 1

SeaM:{(tl) 8)(8 (1))(2 8)(8 ?)}cRM.EmonceS
o (1) (33 (12) (1))

. . b
pues cualquier matriz A = ( CCL d

@ DY (L O (0 1) (00 (00
c d ) 0 0 0 0 10 01
Sea V=P, yM={1t1, . . t}CP,

Todo polinomio p(t) = ag+ a1t + ...+ a,t™ € P, es una combinacién lineal de estos
monomios, por lo que

) € R?*2 puede escribirse como

gen(M) = (1,t,...,t") =P,

Sea M = {( (1) , ( 1 )} C R2%. Dado un vector cualquiera v = ;j € R?, jes

posible escribirlo como combinacién lineal de los vectores de M7 Para ello debemos
ver si existen escalares «a, 3 tales que

(3)==(a)+n(1)

()= (0)=(1)

lo que implica que este conjunto también genera R%:

(o) (1))

Geométricamente, esto se debe a que los dos vectores de M no son colineales, como
veremos en breve.

Se obtiene asi el sistema lineal { cuya solucién es =y, o« =z — y.

Por lo tanto,
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2
6) Sea M' =< e, es,e3, | 3 C R3.
1

Todo vector v € R? puede también escribirse como

x 1 0 0 2
y | =2 0 |4+yl 1 |+2z| 0 |+0{ 3
z 0 0 1 1

2
por lo cual también gen(M') = <el, e es | 3 > = R3. Podemos observar que el
1

ultimo vector de M’ es “redundante” ya que no es necesario para obtener al vector
v. En realidad, puede quitarse uno cualquiera de estos cuatro vectores sin afectar

la generacion de todo R3 (jprobar!)

7) Sea
1 2 4
M = O I T I
1 0 2
x
Dado un vector cualquiera v = [ y |€ R3, ;podemos escribirlo como combinacién
z

lineal de los vectores de M? Es decir, jgenera M a R3? Para ello debemos ver si
existen escalares «, 5 y 0 tales que

T 1 2 4
y |=a| 1 | +81 1 | +4| 3
z 1 0 2

Resolviendo este sistema por eliminacién gaussiana,

1 2 4|z 1 2 4 x 1 2 4 T
(Alv) = 113yl —-10 -1 -1ly—2 | =0 1 1 |z—y
1 0 2]z 0 -2 -2|z—=x 0 -2 —2|z—=x
1 2 4 x
-1 0 1 1 T—y
0 0 0|lz—2y+=
x
vemos que si x — 2y + z # 0 el sistema es incompatible. Los vectores v = | y
z

para los cuales © — 2y + z # 0 no pueden ser generados por el conjunto M.

X

Por otro lado, los vectores v = [ y | que satisfacen z — 2y + 2z = 0 si pueden ser
z

generados por M, teniendo el sistema infinitas soluciones.
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Es decir que M no genera R?, sino un subespacio propio S que es un plano que pasa
por el origen, definido por la ecuacion

r—=2y+z2z=0
Sélo aquellos vectores que estan en este plano son generados por M: S = gen(M).

Problemas 4.6 Indique si los siguientes conjuntos generan R?:

1 1 1 1 1 2
a) M = 0|, 1 b) M = o, 1], (1
0 0 1 0 1 1

4.6.1. Conjunto generador minimal

Consideremos nuevamente el ejemplo 7) anterior. Para generar un plano sélo se nece-
sitan dos vectores no nulos y no paralelos pertenecientes al plano, por lo cual, en realidad,
no se necesitan los tres vectores de M para generar S. Uno de ellos es innecesario o
redundante, perteneciendo al plano ya generado por los otros dos.

Para decidir si un conjunto generador M de un espacio vectorial V' constituye un
conjunto generador minimal, es decir, sin elementos redundantes, debemos analizar si los
vectores de M dependen linealmente unos de los otros.

4 1 2
Volviendo al ejemplo 7) anterior, podemos observar que | 3 | =2 1 | +[ 1
2 1 0
1 2 4
Esdecir,sivi=[ 1 |,vo=| 1 | yvs=| 3 |, tenemos v3 = 2v; + v5. Geométri-
1 0 2

camente, vz esta en el plano generado por vy y vs.
Entonces S = gen(M) = (vq,v2,v3) = (v, v3), ya que cualquier combinacion lineal
de vy, vy, v3 puede ser reducida a una combinacién lineal de v, y vs:

a1V +a2v2 —|—063’U3 = (V11 +062’112 +063(2’Ul +’l)2) = (061 +2043>’Ul + (OCQ + 1)1)2 = ﬁl’vl +62U2
Podemos reescribir la dependencia de v3 con respecto de v; y v como
2’01 + vy — V3 = 0

Como ninguno de los tres coeficientes de vy, vo v v3 es nulo se puede despejar a cualquiera
de los vectores en funcion de los dos restantes. Por lo tanto, tenemos también

S = gen(M) = (v1,vs,v3) = (v1,02) = (Vg,v3) = (V1,V3)

En este ejemplo, cualquiera de los tres vectores de M puede ser considerado redun-
dante, ya que puede ser expresado como combinacién lineal de los dos restantes y con
solo dos vectores se puede generar S. Vemos también que ningun vector es proporcional
a otro. Geométricamente, se trata de tres vectores no paralelos, pero situados en un
mismo plano. Por lo tanto, {v;, v, v3} no es un conjunto generador minimal de S, pero
{v1,v2}, {v1,v3} vy {v2,v3} son conjuntos generadores minimales del plano S.
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El siguiente teorema generalizan lo visto en el ejemplo anterior:

Teorema 4.6.1
SiV = (vy,v9,...,v;) (k> 2) yalguno de los v; puede ser escrito como una combinacién
lineal de los restantes (k — 1) vectores, entonces estos (k — 1) vectores ya generan V.

Demostracion.
Supongamos que v puede ser escrito como combinacién lineal de vy, vo, ..., vp_1:

v = B1v1+ .+ B Uk

entonces toda combinacién lineal de estos k vectores puede ser reducida a una combinacon
lineal de los primeros k£ — 1 vectores:

a1+ . OV o = U .. QU1+ ak(ﬁlvl + ...+ ﬁk_l'vk_l)
= (a1 +apf)vi + ...+ (-1 + By Vk-1

Esto implica

<vly V2, ... 7vk> = <vlv Vo, ... Jvk—1>
Todo v € V' puede pues escribirse como combinacion lineal de los primeros k£ — 1 vectores.
Para que M = {vy,...,v;} sea un conjunto generador minimal del espacio que genera

es necesario que ningun vector sea combinacién lineal de los restantes, es decir, que los k
vectores sean linealmente independientes, como discutiremos a continuacién.

4.7. Independencia lineal

Sea V' un espacio vectorial. El conjunto no vacio {vy,vs,...,vx} C V es lineal-
mente independiente si la ecuacion

a1V + vy + ...+ o, =0

implica necesariamente que todos los escalares ay sean nulos:

ap=ay=...=0a,=0
Por el contrario, el conjunto {wvy,vs,...,vr} C V es linealmente dependiente
si existen escalares aq, ao, ..., ag no todos nulos tales que

a1v1+agvg+...+akvk:0

El siguiente teorema muestra el significado de estas definiciones:

Teorema 4.7.1
Dados k vectores {v1,...,vx} (kK > 2), al menos uno de estos vectores es combinacién
lineal de los restantes k — 1 vectores si y sélo si los vectores son linealmente dependientes.

Demostracion.
=: Supongamos que uno de los k vectores es combinacién lineal de los restantes, por ej.
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v = 101 + ... + Br_1Vk—1. Entonces, restando vy en ambos miembros,
Bror+ ..+ B V1 — v =0

por lo que existe una combinacién lineal de los k vectores con coeficientes no todos nulos
que es nula (a; = 3, siit < k—1, a, = —1).

«<: Si vy + ...+ apvp = 0 y los a; no son todos nulos, suponiendo por ejemplo ay # 0
podemos despejar vy en términos de los restantes vectores:

vp = — (v + ..+ a1V 1) /g = (—g—}t)vl +...+ (—ag:)vk,l

lo que muestra que v es una combinacion lineal de los restantes k — 1 vectores.

Los vectores vq,vs,...,v; son entonces linealmente dependientes si existe una
combinacion lineal de ellos con coeficientes no todos nulos que es nula. En este caso al
menos uno de los k vectores v; pertenece al espacio generado por los restantes.

Por el contrario, los vectores vy, vs, ..., v, son linealmente independientes si la
unica forma de lograr una combinacién lineal nula es que todos los escalares a; sean nu-
los. En este caso, ninguno de los k vectores v; puede ser escrito como combinacién lineal
de los restantes, es decir, ninguno pertenece al espacio generado por los restantes.

Si k =1, las definiciones anteriores implican:

v =0 & {v} linealmente dependiente
v # 0 < {v} linealmente independiente

ya que si v = 0, av = 0V « mientras que si v # 0, av = 0 implica a = 0 (Teorema 4.2.1).

Si k = 2, tenemos

v y v proporcionales (colineales) < {v;,v2} linealmente dependiente
vy y vy no proporcionales (y no nulos) < {wv;,ve} linealmente independiente

ya que si son proporcionales, por ej. vo = awy, son linealmente dependientes
(vy — vy = 0), mientras que si

a1V + asvy =0

con oy 0 ay (0 ambos) no nulos (vectores linealmente dependientes) entonces

vy = — Ly, (0 #0) 0 v = ~ 2y, (a1 #0)
Qo an
que implica que son necesariamente proporcionales, es decir, uno es un multiplo escalar
del otro. Esto incluye el caso en que v; 0 v3 (0 ambos) son nulos (si v = 0 = vy = Ovy).
Geométricamente, en V' = R™ esto significa que los vectores v; y v, seran linealmente
dependientes sélo si son colineales (vy o< v; 0 V1 x v3), es decir, si pertenecen ambos
a una misma recta que pasa por el origen, incluyendo el caso en que uno o ambos son
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nulos. Por el contrario, los vectores vy y vy seran linealmente independientes si no son
colineales. Nétese que esto no implica que sean ortogonales.

y y y
V2

Vo Vi

Vi

V1 X Vo

X X

Figura 4.5: vectores linealmente dependientes vectores linealmente independientes

En R3, dos vectores v; y vy que sean linealmente independientes generan un plano,
pues son no nulos y no colineales. Si un tercer vector vz pertenece a ese plano, de forma
que vy, Vs, v3 son coplanares, el conjunto {v, vy, v3} serd linealmente dependiente,
ya que vz podra escribirse como combinacion lineal de v, y vs. Por otro lado, si los tres
vectores no son coplanares, el conjunto {vy, vy, v3} serd linealmente independiente y
generara todo R3, como veremos luego.

Mencionemos finalmente que si uno de los vectores del conjunto {wvy,..., v} es nulo
entonces {vy,..., v} es linealmente dependiente: Suponiendo, por ej., vy = 0, tene-
mos Ov; + ...+ 0vi_; + v, = 0+ 10 = 0, existiendo entonces una combinacién lineal
nula de los vectores con coeficientes no todos nulos.

Ejemplos 4.7.1

1 1 1
1) Sea M = o, 1],]1 . Planteando la combinacién lineal nula
0 0 1
1 1
a1 | 0 | +as| 1 | +«
0 0
Oél—l-OéQ—i-Oég:O 1 1 110
obtenemos el sistema as+a3=0 ,esdecir | 0 1 1|0
a3 =10 0 0 11]0
que tiene como unica solucion oy = as = ag = 0. El conjunto M es entonces

linealmente independiente. Este resultado es también obvio a simple vista: Por
la forma de los vectores, es claro que ninguno puede escribirse como combinacion
lineal de los otros dos.

1 11
Nétese también que la matriz A = | 0 1 1 | formada por los tres vectores es
0 01

no singular (det A =1).

1 2 4
2) Sea M = 11,111, 3 . Planteando la combinacion lineal nula
1 0 2
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3)

4)

(1) () ()- ()

011+2042+4O./3:O

obtenemos el sistema a1 + as 4+ 3az3 =0 , es decir
o1 + 2@3 =0
1 2 410 1 2 410 1 0 210
1 13/0)]—{(01T1|0O]—|0T1T1|0
1 0 2|0 0 0 00 0 0 010
que tiene infinitas soluciones: a; = —2ag3, as = —az, con ag libre. Esto implica

ARONBEHING

YV as. El conjunto M es entonces linealmente dependiente.
1 2 4

Noétese que la matriz A= 1 1 3 | formada por los tres vectores es singular
1 0 2

(det A =0).

2 —4
Sea M = {u ( -1 ) , V= ( 2 )} Claramente se observa que v = —2u,
3 —6

por lo cual estos dos vectores son linealmente dependientes. Como verificacién, la

2 —48 =0
ecuacion au + Sv = 0 conduce al sistema { —a+28 =0 , 0 sea,
3a—68 =0

2 —410 2 —410 1 =210
-1 2|0 —10 OJ]O}|]—1]0 0]0
3 —610 0 010 0 0|0

que implica aw = 2 con f libre, es decir, f(2u +v) =0V [, por lo que v = —2u.

Sea M ={1+ t,t +t2,2 + 3t + 2t2}C P,. Para ver si son polinomios linealmente
independientes, consideramos la ecuacion

(1 41) + ap(t + 1) +a3(2 + 3t +1*) =0

es decir, a; + 2a3 + (a1 + ag + 3a3)t + (g + az)t? = 0+ 0t + 0t2, donde la igualdad

al + 2« = 0
debe valer V t. Esto conduce al sistema a1+a;+30¢§ = 0 que es compatible
a2 + a3 = 0
indeterminado, siendo el conjunto solucion as = —ag, a; = —2as3, con ag libre. Esto
implica que son linealmente dependientes, con —2(1+t) — (t +¢?) + (2+ 3t +t*) = 0.
1 0 2
Notese que la matriz A = ( 113 ) es singular (det(A) = 0).
0 1 1
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5) La indepencia lineal de funciones es un concepto importante en la teoria de ecua-
ciones diferenciales lineales, como veremos en el 2° modulo.
Consideremos, por ejemplo, las funciones f1(t) = cos(t), f2(t) = sen(t) incluidas en
V =CR)={f:R—=R, f continua}. Es obvio que son linealmente indepen-
dientes, pues no son proporcionales: sen(t) # « cos(t) V ¢t € R, es decir, el cociente
i'f)rslfg = tan(t) es la funcién tangente, que no es una funcién constante.
Esto se puede también probar formalmente planteando la ecuacién

ay cos(t) + agsen(t) =0

que debe ser vélida V ¢t € R. Considerando por ej. t = 0 y t = 7/2, obtenemos el

sistema { a+0ay =

0 S
Do +a o o due conduce a la solucién tnica a; = ay = 0.
1+ar =

6) Consideremos ahora el conjunto de funciones M = {COSQ( ), sen?(t)
(1 denota la funcién constante f(t) = 1V t). Dado que cos?(t)+sen?

1} CC(R)

(t) = 1, tenemos
cos?(t) + sen®(t) — 1 =0

vV t € R, por lo que el conjunto es linealmente dependiente. Cualquiera de estas
tres funciones puede escribirse como combinacién lineal de las otras dos.

Propiedades fundamentales

En los ejemplos anteriores vimos que en el caso de tres vectores en R?, si la matriz A
formada por las coordenadas (coeficientes) de los tres vectores es no singular el conjunto
es linealmente independiente, mientras que si A es singular el conjunto es linealmente
dependiente. Este resultado se generaliza a R™:

Teorema 4.7.2:

V11 Uin
Sean v = : R : n vectores de R™.
Un1 Unn
El conjunto {vy,...,v,} es linealmente independiente si y sélo si la matriz de n x n
Vi1 ... VUip
A= ('Ula . 7vn) =
Unt -+ Upn
es no singular, es decir, det A # 0. Esto también implica que el conjunto {vy,...,v,} es

linealmente dependiente si y sélo si la matriz A es singular, es decir, det A = 0.

Demostracion.
La combinacion lineal nula vy + ... + a,,v, = 0 conduce al sistema homogéneo

V11 Vin Vi1 ... Uip (05} 0

Uni Unn Unl --- Upn o, 0
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es decir, Aa = 0 con A la matriz anterior y o un vector columna de n x 1 de compo-
nentes a; (incdgnitas). Si A es no singular (det A # 0), este sistema tendrd como unica
solucién la solucién trivial ay = ... = a,, = 0, en cuyo caso el conjunto {vy,...,v,}
serd linealmente independiente. Por el contrario, si A es singular (det A = 0), el sistema
sera compatible indeterminado, con infintas soluciones no triviales para «, en cuyo caso
el conjunto {vy,...,v,,} serd linealmente dependiente.

Geométricamente, y recordando que |det A| es el “volumen” del paralelepipedo forma-
do por las columnas (o filas) de A (es decir, el drea en R?, el volumen en R3, etc.), vemos
que un conjunto linealmente independiente de vectores forma un paralelepipedo de
volumen no nulo, mientras que un conjunto linealmente dependiente genera un volu-
men nulo por ser los vectores “coplanares”.

Asi, una forma de determinar si n vectores de R™ son linealmente independientes es cons-
truir la matriz A de n X n colocando en cualquier orden a los vectores como columnas de
A y luego calcular det A (dado que detA = det AT, se obtiene el mismo resultado si se los
coloca por filas). Resumiendo,

e det A # 0 < {vy,...,v,} linealmente independiente

e det A=0 < {vy,...,v,} linealmente dependiente
1 1 1

Ejemplo. El conjunto de vectores M = o1, 21,13 es linealmente
0 3 2

—4-9=-5+£0.

N W

11
independiente pues det A =] 0 2
0 3

Teorema 4.7.3
Todo conjunto de m > n vectores en R" es linealmente dependiente.

Demostracion.
Sea {vy,...,v,,} un conjunto de m vectores en R™, con m > n. La combinacién lineal
nula ayvy + ... + @, = 0 conduce al sistema lineal homogéneo

V11 Vim Vi1 .. Uim o 0
q : R e ) : = ST : =
Un1 Unm Un1 Unm Qm 0
que es un sistema de n ecuaciones homogéneas con m > n incégnitas oy, ..., a,. Como

se vi6 en el capitulo de sistemas lineales, tales sistemas son siempre compatibles in-
determinados, teniendo por tanto soluciones no triviales. Esto implica que el conjunto
{vy,...,v,,} serd linealmente dependiente. Como consecuencia,

’Todo conjunto linealmente independiente de vectores de R™ contiene a lo sumo n vectores.

Por ejemplo, en R? podemos tener a lo sumo 2 vectores linealmente independientes y
en R? a lo sumo 3 vectores linealmente independientes.
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Observacién. Estos resultados son validos en todo espacio vectorial de dimension n,
como veremos en la préoxima seccion.

1 1 1 0
Ejemplo: El conjunto M = oO1,1 21,131,120 es linealmente de-
0 3 2 1

pendiente pues se trata de 4 vectores de R3.

Unicidad. Un resultado importante para un conjunto M de k vectores linealmente
independiente es que todo vector v perteneciente al espacio generado por M se puede
escribir de manera tinica como combinacion lineal de los vectores de M. Esto generaliza
la unicidad de los escalares «; vista en el teorema 4.7.2 para n vectores de R™ a un
conjunto linealmente independiente arbitrario de vectores.

Teorema 4.7.4 Sea M = {vy,...,v;} un conjunto de k vectores de un espacio vectorial
V' y sea
V=01V + ...+ @,V
un vector € gen(M) = (vy,...,vg). Los escalares a1, .. ., a; que determinan v son tinicos
siy sélo si {vy,..., v} es linealmente independiente.
Demostracion.
<) Supongamos M = {vy,...,v;} linealmente independiente y v € gen(M). Si v puede

escribirse de dos formas diferentes,

v = U1+ ...+ opv
= [fivr+...+ By

restando obtenemos
0= (a1 —fB)vp+ ...+ (ap — By)vk

Pero como {vy,...,v;} es linealmente independiente = a; — 5, =0, ..., — B, = 0, por
loque o; = 3; Vi=1,... k. Es decir, los coeficientes son unicos.

=) Supongamos que todo vector v € gen(M) puede escribirse de manera nica como
combinacion lineal de vy, ..., v;. Esto incluye al vector nulo 0, que puede escribirse como

0=0v,+...+ 0vg

Como por hipdtesis la representacion debe ser tnica, no existe entonces una combinacion
lineal de los v; con coeficientes no todos nulos que sea el vector nulo. Esto implica que los
k vectores v, ..., v son linealmente independientes.

El teorema también implica que si M es linealmente dependiente, existen multiples
representaciones de un vector v € gen(M) como combinacién lineal de los v;.
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Problemas 4.7

1) Analizar si los siguientes conjuntos son linealmente dependientes o independientes.
En el caso dependiente mostrar la dependencia lineal.

) G O A0 ()
{EF GO A ()()
G DG LoD ()G

d , ,(0,2,1),(0,0,3)}, 1ii) {(1,2,3,4) ,3,4),(1,-2,-3,-4)}}

[

1

I

C R? es linealmente inde-

VMHHV

2) a) Muestre que el conjunto {e;,es} = {( ) (

pendiente.
b) Extienda el resultado anterior a R”: Muestre que
1 0 0
0 1
{er, e enf = . || . | .| € R es linealmente independiente.
0 0 1
1 1 1
3) Mostrar que el vector | 4 | pertenece al espacio generado por el conjunto 01,1 2
1 1 1

encontrando los coeficientes a; y s de la combinacién lineal. ; Son tnicos?

1 1 c
4) ; Para qué valores de ¢ es el conjunto M = { ( 0 ) , ( 2 ) , ( 1 ) } linealmente
1 0 0

dependiente?

5) Encuentre un conjunto de tres vectores linealmente independiente de R® que con-
tenga a los vectores (1,2,3) y (1,1,1).

6) EnV = C(0,00), analizar si son linealmente independientes los siguientes conjuntos
de funciones: a) {Int,e!} | b) {In(#3),In(¢)} , c) {cos(2t),sen?(t), 1}

7) Si el conjunto de vectores M = {u,v,w} C V es linealmente independiente,
i) Muestre que el conjunto {u,u + 2v,u + 2v + 3w} es linealmente independiente.
ii) Muestre que los subconjuntos propios {u,v}, {u,w}, {v,w}, {u}, {v}, {w},
son todos linealmente independientes.
iii) ;Es valida la reciproca? Si todos los subconjuntos propios anteriores son lineal-
mente independientes, jes {u, v, w} necesariamente linealmente independiente?

8) Muestre quesi{vy,...,vs} C V eslinealmente dependiente, entonces {vy, ..., Vg, Ugi1}
es linealmente dependiente V vy € V.

130



9)

10)

11)

Mostrar que las filas no nulas de una matriz en forma escalonada reducida forman
siempre un conjunto linealmente independiente de vectores.

Recordemos que el producto escalar entre dos vectores u = (uy,...,u,), v =
(v1,...,v,) de R™ se define como u - v = ugvy + ... + w,vy,.

a) Muestre que si w y v son no nulos y ortogonales (u - v = 0) entonces son lineal-
mente independientes (considere n > 2).

b) Si w y v son linealmente independientes, ;son necesariamente ortogonales?

c¢) Generalizar a) al caso de m < n vectores no nulos y mutuamente ortogonales.
JPodria ser m > n?

Muestre que si dos funciones f, g € C'(R) (el espacio de funciones f : R — R deriva-
bles) son linealmente dependientes, entonces el determinante (llamado wronskiano)
ft) g(t)

W(t) =
D=0 g0

‘ es 0Vt € R. jEs vélida la propiedad reciproca?
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4.8. Bases y dimensiéon de un espacio vectorial

Un espacio vectorial V' se dice que es finitamente generado si puede ser generado por
un conjunto finito de vectores. En tal caso se busca un conjunto generador de V' que sea
“minimal”, es decir, que no contenga vectores innecesarios o redundantes. Por los teoremas
4.6.1 y 4.7.1, esto implica que tal conjunto debe ser linealmente independiente. Un
conjunto generador de este tipo se denomina base del espacio vectorial:

Un conjunto de vectores B = {vy,vs,...,v,} CV es una base del espacio vectorial V' si
y sélo si:

1) Es linealmente independiente

2) Genera V: V =gen(B) = (vy,...,0,).

El nimero n de elementos de la base es la dimensién del espacio vectorial V. Se lo indica
como dimV = n.

Demostraremos luego que todas las bases de un espacio vectorial V finitamente generado
tienen el mismo numero de elementos).

Para completar la definicién anterior, el subespacio nulo V' = {0} se dice que tiene
dimensién 0 (no contiene vectores linealmente independientes).

Y los espacios vectoriales que no son finitamente generados (tal como el espacio de
funciones continuas C'(R)) se dice que tienen dimensién infinita.

Cuando dos espacios tienen la misma dimensién (finita) se dice que son isomorfos.
Profundizaremos este concepto en el préximo capitulo.

Ejemplos 4.8.1
1) El conjunto B = {ej, ey} = {( (1) ) : ( (1) >} C R? es una base de R* (que
aqui identificamos con R**!) denominada base canénica. Es claro que son lineal-

mente independientes (problema 4.7.2) y que generan R? (ejemplo 4.6.1): si ( :; )

es un vector génerico de R?,

()=o) (9 =rersve

Por lo tanto dim R? = 2.

1 0 0
2) Analogamente, el conjunto B = {ey, ez, e3} = 0.1 1],[0 CR3esla
0 0 1

base canonica de R3. Es obvio que son linealmente independientes (jprobar!) y
que generan R?® (ejemplo 4.6.2):

x 1 0 0
Y =x| O +y 1 +z!1 O = ze; + yes + zes
z 0 0 1

Por lo tanto dimR? = 3
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3)

4)

5)

6)

7)

1 0 0
, _ 0 1 .
Generalizando, el conjunto B = {ey,es,...,€,} = ] C R"es la

o

0 0 1
base candnica de R™. Son linealmente independientes (prob. 4.7.2) y generan R™:

I 1 0 0
o 0 1 0

=21 . + 2 : + ...+ xy : =z1€1+ ...+ znep
Tp 0 0 1

Por lo tanto dimR™ = n

i - 10 0 1 00 0 0 9%2
ElconJuntoB_{(O O)’(O O)’(l 0),...,(0 1>}CR es la

base canonica de R**2. En efecto, son linealmente independientes (jprobar!) y
generan R**? (ejemplo 4.6.3):

wow\_ (10 i 01 i 00 i 0 0
3 x4 ) P\ 0 0 200 0 V10 Vo1
Por lo tanto dim R2*2 =4

El conjunto de matrices de m x n

1 0 ... 0 01 ... 0 00 ... 0
B:{E117E12,--->Emn}:{(f )( ) """ ( )}
00 ... 0 00 ... 0 00 ... 1

es la base candnica de V = R™*". Se deja como ejercicio ver que son linealmente
independientes y que generan R™*™:

T11 T2 ... Tin
. : . =z11FE1 +z12F12 + ...+ TmnEmn

Tml Tm2 ... Tmn

Por lo tanto dim R™*™ = mn

El conjunto de polinomios B,, = {1,¢,...,t"} es la base canénica de P,. Es lineal-
mente independiente (si ag + a1t + ...+ a,t" =0=0+0t+... 40"Vt €R =
ag=a; = ...=a, = 0, por igualdad de los coeficientes de las potencias del mismo

grado) y todo polinomio p(t) = ag + a1t + ... + a,t™ € P, es combinacién lineal de
los elementos de B,,. Por lo tanto dim P, = n + 1.

Observacién. El espacio P de todos los polinomios tiene dimension infinita, ya que
ningin conjunto finito de polinomios puede generarlo.

Dado que los subespacios son espacios vectoriales, los conceptos de base y dimensién

)31 g JERMLSe

se aplican también a los mismos. Por ejemplo, sea A :( 2 31 2

mostrd en el ejemplo 4.4.1 que su espacio nulo es

1 -1 1 -1
N(A) {mg( 11)+m4( g ),z3,w4€R}C R*. Entonces B {( N )( 8 )} es
0 1 0 1

una base de N(A), ya que estos dos vectores 1) son linealmente independientes (no
son proporcionales) y 2) generan N(A). Por lo tanto dim N(A) = 2.
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También existen, por su puesto, otras bases de los conjuntos anteriores. Antes de
considerar el caso general, demostremos un teorema para R"™.

Teorema 4.8.1
Todo conjunto linealmente independiente de n vectores de R™ es una base de R™.

Demostracion.
Sea M = {wvy,...,v,} un conjunto linealmente independiente de n vectores de R" y sea u
un vector aribtrario de R". Dado que M es linealmente independiente, para mostrar que
es base solo debemos probar que genera R™. Consideremos entonces la combinacion lineal

a1V + ...+ av, = u

Utilizando la misma notacion del teorema 4.7.2, esta ecuaciéon conduce al sistema no-
homogéneo

V11 V1in V11 ... Uin (€31 Uy
ar| | Hetan| P =] | =
Un1 Unn Uni - Unpp (079 Up

es decir, Aaa = u con A la matriz formada por los n vectores y a un vector colum-
na de componentes «; (incégnitas). Por el teorema 4.7.2, A es no singular por ser M
linealmente independiente, por lo que el sistema anterior es siempre compatible deter-
minado, con solucién tnica @ = A~'u. Por lo tanto todo vector w puede ser escrito
como combinacién lineal de los v;, es decir, que M genera R™. También es claro que si el
conjunto M es linealmente dependiente, la matriz A serd singular (teorema 4.7.2) y en tal
caso el sistema anterior no sera siempre compatible, es decir, M no podra generar todo R"™.

Ejemplos 4.8.2

1) El conjunto {( ; ) , ( 2 >} es una base de R? pues son 2 vectores linealmente

1
independientes.
1 1
1) El conjunto o, 1],
0 0

) es una base de R? pues son 3 vectores lineal-
1

mente independientes (det A = 1

0

1
1|=1+0).
1

Es claro también que cualquier conjunto de m > n vectores de R™ no puede ser base
de R™ pues por el teorema 4.7.3 son linealmente dependientes. Tampoco lo puede ser un
conjunto de m < n vectores, porque aun si es linealmente independiente, no generara todo
R”™ (jjustificar!, planteando el sistema correspondiente).

Para extender los resultados anteriores a un espacio vectorial V' general, demostrare-
mos el siguiente teorema, que generaliza el teorema 4.7.3
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Teorema 4.8.2

Si B ={vy,...,v,} es una base de un espacio vectorial V', todo conjunto
M ={uy,...,uy,} de m > n vectores de V es linealmente dependiente.
Demostracion.

Dado que B es base de V', todo vector de M es combinacion lineal de los v;:
u; = [y v1+ ...+ BV t=1,....m
Reemplazando esta expresion en la combinacion lineal
aur + ... +apu, =0
obtenemos
ar1(fvr + ...+ Bpvn) + oo+ o (Bivr + oo+ B n) =0

es decir,
(Byon + .o+ Bip@m)vr + oo+ (B0a + oo+ Bn@m) Vs =0

Pero como los v; son linealmente independientes, todos los coeficientes deben ser nulos:

Bpior+ ...+ Bpm@m = 0

Este es un sistema de n ecuaciones homogéneas con m > n incégnitas aq, ..., Q,,, siendo
entonces compatible indeterminado, con infinitas soluciones no triviales para los «a;. Por
lo tanto, {w1,...,u,} es linealmente dependiente.

Como consecuencia de este teorema, tenemos el fundamental corolario siguiente:

Corolario 4.8.2

Si B=A{vy,...,v,} vy B'={uy,...,u,} son dos bases de un espacio vectorial V'

= m =n.

Es decir, todas las bases de un espacio vectorial V' finitamente generado tienen
el mismo nimero de elementos.

Demostracion.
Como B y B’ son bases, son conjuntos linealmente independientes. Pero si m > n, B’
serfa linealmente dependiente, por el teorema anterior, por lo que necesariamente m <
n. Andlogamente, si m < n y B’ es base, el conjunto B seria linealmente dependiente
por el mismo teorema anterior. Por lo tanto, necesariamente m = n. Este resultado
permitira definir la dimensién de un espacio vectorial como el nimero de elementos de
cualquier base del mismo.

Como segunda consecuencia, se obtiene la generalizacién del teorema 4.8.1:

Teorema 4.8.3
Si un espacio de V tiene dimensién n, todo conjunto M = {wvi,...,v,} linealmente
independiente de n vectores de V' es una base de V.

Demostracion.
Dado que el conjunto es linealmente independiente, solo debemos probar que genera V.
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Sea u un vector cualquiera de V. Por el teorema anterior, el conjunto de n + 1 vectores
{v1,...,v,,u} es linealmente dependiente, por lo que existen coeficientes oy, . .., ay,, f no
todos nulos tales que

oo+ ...+ ov, +Bu=0

Si g =0, la ecuacién anterior se reduce a ajvy + ...+ a,v, = 0, que implica a; = ... =
a, = 0 por la independencia lineal de los v;. Como no son todos nulos, necesariamente
B # 0, por lo que se puede despejar u como

U= _(alvl +...+ Oén'vn)/ﬁ = <_%)’Ul 4+ ...+ (—%)’U,ﬂ

Esto muestra que u € gen(M) = (vy,...,v,), es decir, que M genera V. Este teorema
generaliza el teorema 4.8.1 a todo espacio de dimensién n.

Otras propiedades importantes para un espacio vectorial de dimensiéon n que se deri-
van de los dos teoremas anteriores son:
I. Todo conjunto linealmente independiente de m < n vectores de V' puede ser extendido
para formar una base de V.
I1. Cualquier conjunto con m > n vectores de V que genere V puede ser recortado para
formar una base de V.
Se deja la demostracién de estos dos enunciados como problema.

Ejemplos 4.8.3

1) Sea V =R3y v € R3 un vector no nulo. Entonces el espacio generado por v es un
subespacio de R?® de dimensién 1, que geométricamente es una recta que pasa por
el origen, siendo B = {v} una base del mismo:

S =(v) ={av,a €R}, dimS =1 (v #0)

Por su puesto, cualquier vector aw, con a # 0, es también base del mismo (jprobarl!).
Las mismas consideraciones son validas para el espacio generado por un vector no
nulo de R™.

2) SeaV =R®y {v,w} € R® un conjunto de dos vectores linealmente independientes (o
sea, no nulos y no proporcionales). Entonces el espacio que generan es un subespacio
de R? de dimensién 2, que geométricamente es un plano que pasa por el origen, siendo
B = {v,w} una base del mismo:

S = (v,w) ={av+ pw,qa,f € R}, dimS =2 ({v,w} linealmente indep.)

3) Sea S = {(z,y,2) € R®,x +y + 2z = 0}. Geométricamente, S es un plano que
pasa por el origen, ortogonal al vector (1,1,1). Para determinar una base de S y su
dimensién (que serd obviamente 2), notamos primero que la solucién del “sistema”
r+y+z=0esz=—y— 2z conyy z libres. Por lo tanto,

S={(-y—=z,y,2),y,z € R} = {y(—1,1,0)+2(-1,0,1),y,z2 € R} = ((—1,1,0), (—1,0,1))

Entonces B = {(—1,1,0),(—1,0,1)} es una base de S, ya que estos vectores son
linealmente independientes (no son colineales) y generan S. Por lo tanto dim S = 2.
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Problemas 4.8

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Analizar si los siguientes conjuntos son base de R?:

A )AL )Gy

. Puede una base de un espacio vectorial V' contener al elemento nulo de V7
a) Dado S = { ( z ) €ER?: 3y —4dx = 0}, hallar una base de S y su dimensién, e

: o 2 6
interpretar S geométricamente. ;Pertenecen u = ( q JYv=1{g ) a S?

Si pertenecen, escribirlos como combinacion lineal de los vectores de la base.

T 1 1
b) Idem a) paraS{( )6R3:1:y+2z0},conu(3),v(3),
1 —2

¢) Idem a) paraS{( ) €R3:a:y+2z0,x+y20},

1 1
conu=| 3 |,v=| -3 |.
1 -2

Sea S el subespacio de R? generado por el conjunto {(1,0,1),(1,2,—1),(1,-2,3)}.
Hallar una base de S y su dimension (verificar si son linealmente independientes).

N R,

Sea S el conjunto de ternas (z,y,2) € R® tales que la suma de los dos primeros
nimeros es igual al tercero, y la resta de los dos primeros es igual a la mitad del
tercero. ;Es S un subespacio de R3? En tal caso hallar una base de S y su dimensién.

a 1 1
&ParaquévaloresdeaesB{( 1),(a>,( 3 )} una base de R3?
0 0 2—a

Hallar una base del espacio nulo de las matrices dadas e indicar su dimensién:

101 112 3
yAa=|21 3], i)A=[3 36 9
437 4 4 8 12

a) Sea S el subconjunto de polinomios de grado < 2 que satisfacen p(1) = p(2).
Indique si S es un subespacio de P, y en tal caso halle una base de S y su dimension.
b) Determine si el conjunto {¢,1+ ¢ + % 14 ¢ — ¢*} es base de Ps.

Determinar la dimensién y una base de los siguientes subespacios:
a) El susbespacio de R?*? de matrices simétricas (AT = A).

b) El susbespacio de R™*" de matrices simétricas.

c) El susbespacio de R?*? de matrices antisimétricas (A7 = —A)
d) El susbespacio de R"*" de matrices antisimétricas.
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10) Sea B = {by, by, b3} una base de un espacio vectorial V' real, y sean «;, 3; reales.
a) Mostrar que B’ = {a1b;, asbs, azbs} es base de V' siempre y cuando ajanas # 0.
b) Mostrar que B” = {by,bs + a1by, bz + 5,b1 + Byb2} es base de V'V «ay, B, Bs.
Interprete estos resultados geométricamente.

11) Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Muestre que:
a) Ningun conjunto con menos de n vectores puede generar V.
b) Un conjunto de n vectores linealmente dependiente no puede generar V.
¢) Todo conjunto linealmente independiente de m < n vectores de V puede ser ex-
tendido para formar una base de V .
d) Cualquier conjunto con m > n vectores de V' que genere V puede ser recortado
para formar una base de V.

Comentario

Las bases candnicas parecen ser las mas simples y las mas naturales para ser utilizadas. Sin
embargo, en algunas aplicaciones resulta conveniente utlizar otras bases, como veremos
en capitulos posteriores. Esto nos lleva a la necesidad de poder realizar cambios de base,
tema que se discutira en la proxima seccion.

4.9. Coordenadas de un vector en una base y cambio
de base

Sea V un espacio vectorial finitamente generado y B = {vy,vs,...,v,} una base de
V. Todo vector w € V puede escribirse como combinacion lineal tinica de los vectores de
la base, ya que estos vectores generan V' y son linealmente independientes (teorema de
unicidad ):

U= v+ ...+ Q,v, (4.9.1)

Los escalares aq, . . ., a, se denominan coordenadas del vector u en la base B. Se los
escribe normalmente como un vector columna [u]p € R™:

aq
[ulp =
Oy,
En este contexto, se sobreentiende a B como una base ordenada B = (vy,...,v,), tal

que los subindices de los elementos de la base indican el orden de los mismos. Asi, a; es
la coordenada asociada a v, a» la asociada a v, etc.

En particular, si V' = R™ y B es la base canonica ordenada B, = (ey,...,e,), el vector
de coordenadas de w € R” en la base candnica es el mismo vector u (escrito como vector
columna). Por ejemplo, en R?

u = o =T 0 i) 1 = Tre; Yyea
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1 0
cone=| | e={, , por lo que
x
o= ()

Si consideramos ahora una base distinta, por ejemplo B = (vy,v5) = (( ; ) , ( ? ))

(la cual es base pues son dos vectores linealmente independientes de R?), tendremos

u = 2 = X1V QU9 = (X1 9 [6%) 1

Para obtener las nuevas coordenadas oy, as, se debe entonces resolver el sistema
1 2 aq . I
2 1 (6) o T

Alulp = [ulp

es decir,
donde A = ([v1]p., [v2]B,) :< ; ? ) es la matriz de coordenadas de los vectores de la

nueva base B en la base canénica. Esta matriz es no singular por ser B linealmente inde-
pendiente (Teorema 4.7.2), existiendo entonces su inversa. El sistema anterior tendrd asi la
solucién tnica,

] = a; \ (1 2 ! r1 ) 1 -1 2 r1 0\ 1 —x1 + 219
B (6) o 2 1 To o 3 2 —1 i) N 3 21’1 — T
es decir, ay = =222, =

_ L1 _ —x1+2x0 1 221 —x2 2
() == (o) (1)

), obtenemos a; = 1, as = 0, ya que u = v; = 1lv; + Ovs.

2“3_‘”2. Por lo tanto,

Por ejemplo, si u = 9

La interpretacion grafica de las nuevas coordenadas se muestra en la figura. Todo vec-
tor w del plano R? se puede escribir como combinacién lineal de los vectores de la base
candnica e, es, u = r1€] + To€y, pero también como combinacion lineal de los vectores
v1, vy de cualquier otra base de R?, o sea, u = a;v; + av,, donde vy, vs deben ser no
nulos y no paralelos.

En el caso general de R", para encontrar las nuevas coordenadas aq, ..., «, reescribi-
mos la ecuacién (4.9.1), en forma matricial, tal como en el teorema 4.7.2:

Uy V11 Vin Y11 ... Vin aq
= : + ...t oy : =

Un, nl Unn Un1 -+ Unn (7%

<

139



=A 2
I R T e A
N N e - S = avirany,
I I I I I I - ]
A 1 T R @V /i
S S S S S S S o
| | | | | | [
I I I I I I I
A rol
I | I I I I [
At S Bttt st s At ;!
I I I I I I I
I I I I I I I I
I I I I I I | |
I I I I I I
[ A S A R |
/ A !
&/ oL |
o | | | | | i
ofer. | x| 0O xier
I I I I I I

Figura 4.6: Coordenadas de un vector en la base candnica y en una base arbitraria.

0 sea,
Alulp = [u]s,
Uy
donde hemos escrito [u|g, = : y
Un,
V11
A= ([vi]g,,. -, [vnB.) =
Un1

Vin

UTLTL

es la misma matriz de los teoremas 4.7.2 y 4.8.1, es decir, la matriz que contiene las
coordenadas de los n vectores de la nueva base expresados en la base canodnica. Esta
matriz es no singular por ser B linealmente independiente (Teorema 4.7.2). Por lo tanto,

las coordenadas en la base B pueden obtenerse como

[ulp = A [u]p

c

(4.9.2)

En este contexto la matriz A se denomina matriz de cambio de base:

La expresién anterior se extiende en forma directa a cualquier espacio vectorial V
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finitamente generado:

Teorema 4.9.1 Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita n y sean
B = (vy,...,v,), B'= (v],...,v)) dos bases ordenadas de V. Dado u € V| si

u = ov+...+o,v,

! / !/
— Oél’Ul + e _l_ Oén’Un
las coordenadas de u en estas bases,

[u]pr = A u]s (4.9.3)
donde
vy ... U,
A= ([vp, ..., [v,]s) = R
(A

es la matriz de coordenadas de los vectores de la base B’ en la base B. Esta matriz es no
singular, por ser B y B’ conjuntos linealmente independientes.
Asi, vemos que A™! es la matriz de cambio de base de B a B', vy A la de B’ a B.

Demostracidn. Es similar a la realizada para R™. Reemplazando v, = v{;v; +. ..+ v/,v, para
1 =1,...,n en la segunda expresion para u, obtenemos

/ / / / / /
u = oj(vvr 4. v+ F o (v + 0, Un)

! ! / / / ! ! /
= (v]10] +v,00)v1 4+ ..o+ (V) . U, a0 ) s

Por lo tanto, por unicidad de las coordenadas en la base B, obtenemos el sistema

v .o+ al = o

v+ el = ay
es decir Alu|p = [u]p, de donde se obtiene la expresion (4.9.3). Nétese también que si u = 0,
entonces ; = ... =a, =0,a] = ... = o], =0, por ser B, B’ linealmente independientes, es
decir [0]p = [0]p = 0. Esto implica que A debe ser necesariamente no singular, para que la

solucién trivial [u]p = 0 sea la dnica solucién del sistema A[u]p = 0.
Ejemplo 4.9.1: Rotacién.

Un ejemplo corriente de cambio de base es el originado por una rotacién del sistema de
coordenadas. Dado v = (;), icuales son sus coordenadas en un sistema rotado?
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y VEXxe+ye
=X €1+y' €y
y \Y}
y ______
0 -7 2 X
RSP
1 - I
y'\ A& :
62' ,e:l' 0 I
e X X

Figura 4.7: Coordenadas de un vector en la base candnica y en la base canénica rotada.

En V = R? vemos de la figura que si (e, e3) es la base candnica y (e}, €)) la base
canoénica rotada un angulo 6 antihorario, tenemos

o cosf \ ;_ —senf \ _
€ = (Sene)—cosee1+sen6’ez, 62—( cosd )— senf e + cosf e,

Por lo tanto, la matriz de cambio de base A toma la forma

Y , [ cost) —sent
A= (e el = (g oo’ )
Esta matriz tiene filas y columnas ortonormales, por lo que A=' = AT (que implica

reemplazar 6 por —6, ya que la inversa de una rotacién de angulo 6 es una rotacion de
dngulo —f). Dado v = (!) € R?, podemos escribirlo como

! ! ! !
v = xe;tyey=xe t+ye,

donde las coordenadas en la base rotada estaran dadas por

'\ a2 cosf) senf x\ [ xcost+ysenf
vy ) y /] \ —senf cosf y /] \ ycosf —xsend
es decir,

2 =xcosh+ysenf, y =ycosl — xsinb

Como aplicacion, consideremos el problema de determinar la ecuacién de una parabola
con vértice en el origen pero rotada un angulo # en sentido antihorario (figura 4.8).

Si en el sistema rotado su ecuacién es

r=cy? ¢>0
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Figura 4.8: Parabola rotada. Mediante cambio de base resulta inmediato escribir la ecua-
cién de la misma.

utlizando las férmulas anteriores vemos que su ecuacion en el sistema original sera
rcosf 4+ ysend = c(ycosf — xsen )’

es decir, rcosf + ysen d = c(y? cos? 6 + x? sen?  — 2xy sen f cos ).

Ejemplo 4.9.2: Si § = 7/4, cosn/4 = senw/4 = 1/4/2, por lo que

-5 (1) ()

Por lo tanto, las coordenadas de un vector v = () = ze, + ye; en la base rotada son

()55 06)-%0G2)

: /I xty
es decir, ' = a0 Y
es entonces

= %, tal que v = 2’'e| + y'e). La ecuacién de la parabola rotada

V2(z +y) = (y — 2)°
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Problemas 4.9

1)

2)

3)

4)

5)

Hallar las coordenadas de v = ( 1 ) € R? en la base B = {( ? > ) ( ; )}

e interpretar el resultado geométricamente.

x 1 1 1
Hallas las coordenadasdewv = | y | € R®enlabase B = o], 11,11
z 0 0 1
2
Hallar en particular las coordenadas de v = 1 | e interpretar graficamente.
1

Encontrar las coordenadas 2,y de un vector v = ({) en un sistema de coordenadas
rotado un dngulo de i) 45° antihorario y ii) 30° horario.

Determinar la ecuaciéon de una elipse de semieje mayor a y semieje menor b, centrada
en el origen y rotada un angulo 8 antihorario, tal que su ecuacion en el sistema rotado
es 2/%/a® 4+ 1/* /b? = 1. Verificar que si a = b (circunferencia) la ecuacién permanece
invariante.

Considerar una rotacién de dngulo 6 alrededor del eje y en R®. Determinar las
coordenadas de un vector v = (z,y, z)* en la base rotada.
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4.10. Espacio fila, espacio columna y rango de una
matriz
Retornamos ahora al mundo de las matrices y sistemas de ecuaciones. Utilizaremos los

conceptos de espacio vectorial, independencia lineal y base para lograr una comprension
mas profunda de los sistemas de ecuaciones lineales.

ail N AT
Definiciones. Sea A = oo e Rmxm,
aml .- Amn
aij
Vectores columnas de A: Son los n vectores : € R™ j=1,...,n, correspondientes
Qg
a las columnas de A.
Vectores filas de A: Son los m vectores (a;,...,a;) € R™ @ = 1,...,m, correspon-

dientes a las filas de A.

Espacio columna de A: Es el subespacio de R™ generado por los n vectores columna
de A, o sea el conjunto de todas las combinaciones lineales de las columnas de A:

ail aln a1l Q1n
EC’(A):< : e : >: o1 : +...+ap : ,a €R

am1 Amn am1 Gmn

Espacio fila de A: Es el subespacio de R™ generado por las m vectores fila de A, o sea el
conjunto de todas las combinaciones lineales de las filas de A:

EF(A) = ((a11y---,a1n)s -« (@m1y -y amn)) = {a1(ai1, ... a1n) + ... + @m(@mi, - - o, Gmn), @ € R}

1 21

Ejemplo 4.10.1 Sea A = < 01 1

). El espacio fila de A es

EF(A) = ((1,2,1),(0,1,1)) = {a(1,2,1) + 5(0,1,1),a, 8 € R}

que es un subespacio de R? de dimensién 2, pues las filas son linealmente independientes
(forman una base del espacio que generan). Geométricamente, corresponde a un plano
que pasa por el origen.

Las columnas de A son en cambio linealmente dependientes. El espacio columna es

e = AG) GG ) ()= lo ) oo (3) ey

es decir, es todo R?, ya que las dos primeras columnas son linealmente independientes y
por lo tanto ya generan R?. Su dimensién es también 2.
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Rango de una matriz. La igualdad de las dimensiones de los espacios fila y columna
en la matriz del ejemplo anterior no es una casualidad, sino una consecuencia del siguiente
teorema, que demostraremos luego.

Teorema 4.10.1. Las dimensiones del espacio fila y del espacio columna de una matriz
A de m x n son iguales:

dim EC(A) =dim EF(A) = r(A)

La dimensién r(A) del espacio fila o columna de la matriz se denomina rango de la matriz.

Notese que los espacios fila y columna de una matriz no son necesariamente iguales,
tal como se vi6 en el ejemplo anterior. Sélo sus dimensiones son siempre iguales.

El rango de una matriz es pues el “ntimero de filas linealmente independientes” o el
“nimero de columnas linealmente independientes”, los cuales siempre coinciden. El rango
no puede entonces superar al minimo entre el nimero de filas m y el de columnas n:

0 < r(A) < Min[m, n]

Por ejemplo, si A € R¥* = r(A) < 2.

Si el rango es igual al nimero de filas m, entonces m < n y las n columnas generan
todo R™*! ya que dim EC(A) = m. Si el rango es igual al niimero de columnas n, entonces
m > n y las m filas generan todo R™", ya que dim EF(A) = n. Resumiendo,

Si 7(A) = m (ntmero de filas) = m < ny EC(A) = R™*L
Si 7(A) = n (ntmero de columnas) = m >n y EF(A) = R>".

Podemos verificar el teorema 4.10.1 en el caso particular de matrices cuadradas no
singulares, a partir de los teoremas previos 4.7.2 y 4.7.3:

Corolario 4.10.1
Sea A € R™"™. Si A es no singular (det(A) # 0) tanto las n columnas de A como las n
filas de A son conjuntos linealmente independientes, por lo cual

det A£0=1r(A)=n

con EF(A) =R>" EC(A) =R
En cambio, si A es singular (det(A) = 0) tanto las n columnas de A como las n filas de
A son conjuntos linealmente dependientes, por lo cual

det A=0=1r(A)<n

Demostracion. Por el teorema 4.7.2, si A es no singular las n columnas de A son
linealmente independientes, formando entonces una base de R™*! segiin el teorema 4.8.1.
Por lo tanto dim EC(A) = n, con EC(A) = R™*L,

Como det(AT) = det(A), los mismos resultados son vélidos para las filas de A, ya que
las columnas de la matriz traspuesta A’ son las filas de A. Por lo tanto, las n filas son

también linealmente independientes, formando entonces una base de R™ ™, por lo que
dim EF(A) = n = dim EC(A), con EF(A) = R"*%,
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Por el contrario, si det(A) = 0 las columnas de A son linealmente dependientes (teo-
rema 4.7.2), por lo que dim EC(A) < n. Como esto implica det(A”) = 0, las filas de A
son también linealmente dependientes y entonces dim EFF(A) < n.

111

Por ejemplo, si A = 1 3 2 |, detA = —1 # 0, por lo cual r(A) = 3. Tanto
1 21

las filas como las columnas de A son linealmente independientes, generando entonces R3
(identficando R¥*! y R'3 con R?).

Matrices escalonadas reducidas.
Resulta también facil verificar el teorema 4.10.1 en el caso de una matriz escalonada
reducida U. Por ¢j., si U es de la forma

1wy wiz ug uss
0 1 ups ugg us
U=1]1 0 0 0 1 s (4.10.1)
0 0 0 0 0
0o 0 0 0 O

se observa que:

1) La filas no nulas de U son linealmente independientes (ninguna puede escribirse
como combinacién lineal de las restantes), constituyendo entonces una base de EF(U).
2) La columnas con un elemento “pivote” (la 1, 2 y 4 en 4.10.1) son linealmente
independientes y constituyen una base de EC(U), ya que las restantes columnas (3 y
5) pueden escribirse como combinacién lineal de estas columnas.

3) El nimero de filas no nulas y el nimero de columnas con pivotes es el mismo (3 en
este caso), ya que cada elemento pivote estd asociado a una fila (y columna) distinta.
Entonces 1)+2)+3) implican

dim EF(U) = dim EC(U) = r(U)

siendo 7(U) el nimero de filas no nulas de U, o equivalentemente, el nimero de
columnas de U con un elemento pivote.
Estas consideraciones se aplican a toda matriz escalonada reducida.

Para encontrar una base del espacio fila en el caso general, es 1til el siguiente teorema:

Teorema 4.10.2. Sean A y B dos matrices € R™*™. Si A y B son equivalentes por filas
= tienen el mismo espacio fila:

EF(A) = EF(B)

Remarquemos, no obstante, que el espacio columna de B no es necesariamente igual al
espacio columna de A.

Demostracion. Si B es equivalente por filas a A, B se obtiene de A por medio de una
secuencia finita de operaciones elementales por filas (permutacién de filas, multiplicacién
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de una fila por un escalar no nulo y suma a una fila de otra fila multiplicada por una
constante), por lo que las filas de B son combinaciones lineales de las filas de A y por ende
EF(B) C EF(A). Como A es también equivalente por filas a B (todas las operaciones
por fila son invertibles) tenemos FF(A) C EF(B). Por lo tanto, EF(A) = EF(B).

Por otro lado, las columnas de B no seran en general combinaciones lineales de las de A.
Por ejemplo, A = (33) v B = (19) son equivalente por filas (estdn relacionadas por una
permutacién de filas), pero el espacio columna es claramente distinto.

Corolario 4.10.2 Si U es la matriz escalonada reducida obtenida a partir de A por opera-
ciones elementales de fila, las filas no nulas de U forman una base del espacio fila de A.

Demostracion. Por ser U escalonada reducida, las filas no nulas de U son una base del
espacio fila de U, que por el teorema anterior, coincide con el espacio fila de la matriz
original A. Por lo tanto, son también base de EF'(A).

Y para encontrar una base del espacio columna, existen dos formas: Una es encon-
trar una base del espacio fila de la traspuesta AT por el procedimiento anterior, ya que
FEF(AT) = EC(A) (identificando vectores columna con vectores fila de la misma longi-
tud). La otra, més facil ya que no requiere una nueva reduccién, es utilizar el siguiente
resultado, que también demostraremos luego junto con el teorema 4.10.1:

Corolario 4.10.3 Si U es la matriz escalonada reducida obtenida a partir de A por
operaciones elementales de fila, las columnas de la matriz original A correspondientes a
las columnas con pivotes de U son una base del espacio columna de la matriz original A.

Remarcamos que mientras las filas no nulas de U son una base del espacio fila de A,
las columnas con pivotes de U no son en general una base del espacio columna de A. Si lo

son, en cambio, las correspondientes columnas de A (por ejemplo, las columnas 1, 2 y 4
de A si U tiene la forma (4.10.1)).

Ejemplo 4.10.2

1 2 3 4
Consideremos A= 1 3 1 1 |.Reduciéndola por filas, obtenemos:
1 4 -1 =2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
A= 1 3 1 1 — 101 -2 -3 ] —101 -2 -3 |=U
1 -4 -1 -2 0 2 —4 —6 00 0 O

Por lo tanto, r(A) = 2 (nimero de filas no nulas de la dltima matriz), siendo
BF = {(17 27 37 4)7 (07 17 _27 3>}

(las filas no nulas de U) una base del espacio fila EF(A) y

1 2
Be = 11,1 3
1 4
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una base del espacio columna FC(A) (son las columnas 1y 2 de A, que corresponden a
las columnas con pivote de U). La dimensién de EF(A) y EC(A) es entonces 2.

Comentarios: Las bases de EF(A) y EC(A) no son, por supuesto, unicas. Por ejem-
plo, puede también llevarse A a la forma escalonada reducida de Gauss-Jordan,

1 2 3 4 1 2 3 4 1 0 7 10
A=|113 1 1 —...—>l0o1 -2 -3]—[(01 -2 -3 ]|=U
1 4 -1 =2 00 0 O 00 0 O

y en tal caso B = {(1,0,7,10),(0,1,—2,—3)} es también una base de EF(A).

Ademas, dado que dim FF(A) = dim EC(A) = 2, cualquier par de vectores fila lineal-
mente independientes € EF(A) forman una base de EF(A) y similarmente, cualquier par
de vectores columna linealmente independientes € EC(A) forman también una base de
EC(A). Por ejemplo, Bj. = {(1,2,3,4),(1,3,1,1)} es también una base de EF(A), pues
€ EF(A) y son linealmente independientes, y

1 3 2 4
By, :{< 1 )( 1 )}, B, :{( 3 )( 1 )} son también bases de EC(A), dado que
1 -1 4 -2

€ EC(A) y son linealmente independientes.

Ejemplo 4.10.3 Encontrar la dimensién y una base del espacio S generado por el
conjunto de vectores M = {(1,2,3,0),(1,3,1,1),(1,4,—1,2),(0,1,—-2,1)}.

El método estandar es entonces formar una matriz A con los vectores puestos por fila
y realizar la reduccion por filas de la matriz resultante. Obviamente, si fuesen linealmente
independientes generarian R*, pero este no es necesariamente el caso:

12 3 0 12 3 0 12 3 0
13 1 1 01 -2 1 01 -2 1
A=174 192|702 42700 0o oY
01 -2 1 01 -2 1 00 0 0

Esto implica que los 4 vectores generan en realidad un subespacio de R* de dimensién 2,
siendo B ={(1,2,3,0),(0,1,—2,1)} una base del mismo.
Todo vector v € S puede entonces escribirse como

v=a(1,2,3,0)+ 5(0,1,-2,1)

con «, 3 € R.
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4.11. Teorema Rango-Nulidad

Recordemos que el espacio nulo de una matriz A (seccién 4.4) es el conjunto de
soluciones del sistema homogéneo asociado: N(A) = {v € R*, Av = 0}.

Se denomina nulidad de una matriz A a la dimensién de su espacio nulo N(A):

n(A) = dim N(A)

Ejemplo 4.11.1

2 3 4

3 1 1 |eR¥
1 4 -1 -2

Para resolver el sistema Av = 0 realizamos la reduccion por filas de la matriz ampliada,

1
Consideremos nuevamente la matriz del ejemplo 4.10.2, A =| 1

1 2 3 4 10 10 7 100
Ao=[13 1 1]/0]—...—[01 =2 =30 | =0
14 -1 =20 0 0 O 0|0
que conduce a la solucion x; = —7x3 — 1024, x9 = 223 4 314, con x3, x4 libres:
—Tx3 — 10x4 -7 —10
2 2
N(A) = 3+ 324 , 23,24 ER } = < x3 + x4 3 ,x3, T4 €R
T3 1 0
T4 0 1
-7 —10
B 2 3
o 1 ’ 0
0 1
Por lo tanto, n(A) = 2, ya que los dos vectores que generan N(A) son linealmente

independientes, formando una base de N(A).

Vemos entonces que cada una de las variables libres tiene asociada uno de los vectores
que generan N(A), los cuales son, por construccién, linealmente independientes.
Por lo tanto,

La nulidad n(A) es el nimero de variables libres del conjunto solucién del
sistema homogéneo Ax = 0.

El resultado anterior es valido para toda matriz A de m x n. Por el teorema 4.4.1, la
nulidad es también el nimero de variables libres del sistema no homogéne Ax = b cuando
este es compatible.

Si A es una matriz de n X n no singular, la tnica solucién del sistema homogéneo
Av = 0 es la solucién trivial v = 0, por lo que en este caso N(A) = {0} es el subespacio
nulo y la nulidad es 0: n(A) = 0.
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El rango de la matriz r(A) y la nulidad estén relacionados por el siguiente teorema:

Teorema 4.11.1 (Rango-Nulidad).
Para toda matriz A de m x n se verifica

r(A) +n(A) =n

es decir, el rango mas la nulidad es siempre igual al niimero de columnas de la matriz.

Demostracion. El sistema Av = 0 es equivalente al sistema Uv = 0, donde U es la
matriz escalonada reducida por filas derivada de A. Si r(A) = r = U tiene r filas no
nulas, existiendo entonces r variables dependientes y n — r variables independientes o
libres. Pero la dimensién de N(A) es justamente el nimero de variables independientes,
por lo que n(A) = n —r. Por lo tanto,

r(A)+n(A)=r+n—-r)=n

Asi, en el ejemplo anterior 4.11.1, tenemos r(A) = 2 y n(A) = 2, verificindose que

r(A) + n(A) = 4.

Ejemplo 4.11.2. Si el sistema reducido final Uv = 0 es de la forma

1 0 ui1s 0 Uis 0
0 1 Uu23 0 Uu2s5 0
(Uo)=] 0 0 0 1 wus|0
00 0 0 0|0
00 0 0 0|0

entonces posee tres variables dependientes (x1, 22, 4) asociadas a las columnas con pivote,
cuyo numero es igual al nimero de filas no nulas de U, es decir al rango r(U) = 3, y dos
variables independientes (x3 y x5), lo que implica n(U) = 2. Por lo tanto, se verifica

r(U)+nU)=3+2=5

El conjunto solucién es x1 = —u13x3 — U15T5, Lo = —UggTy — UsTs, Ty = —UgsTs, CON T3,
x5 libres, o sea,

—u13 —U1s —u13 —U1s
—u23 —U25 —u23 —U25

N(U) = x3 1 + x5 0 ,x3, x5 ER 3 = 1 s 0
0 —U3s5 0 —Uuss

0 1 0 1

4.11.1. Interpretacion geométrica

El teorema rango-nulidad tiene una clara interpretacién geométrica. Sea A € R™*™.
Dado que todo vector v € R™ solucion de Av = 0 es ortogonal a todas las filas de A,
el espacio nulo N(A) es el conjunto de todos los vectores ortogonales a las filas de A, es
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decir, es el subespacio ortogonal al espacio fila EF'(A) (o sea, el subespacio EF| (A)
“complementario” al espacio fila). Por lo tanto, la suma de la dimensién del espacio fila,
que es el rango 7(A), més la dimension del espacio nulo, que es la nulidad n(A), debe ser
la dimension del espacio completo, n:

dim EF(A) +dim N(A) =n

1 00

Por ejemplo,si A= 0 1 0
0 00

camente al “plano zy”, mientras que N(A) = {(0,0,z2),z € R} = ((0,0, 1)) corresponde

geométricamente al “eje 27, es decir, al subespacio de R? ortogonal al plano zy. Se verifica
entonces r(A) +n(A) =2+1=3.

= EF(A) =((1,0,0),(0,1,0)) corresponde geométri-

En el ejemplo 4.11.1, se verifica que los vectores (—7,2,1,0) y (=10,3,0,1) € R* que
generan N(A) son ortogonales a todas las filas de A y por lo tanto de U. Ellos generan
entonces el subespacio de R* ortogonal al espacio fila FF(A). Dado que dim EF(A) = 2
= dim N(A) = 2, para que su suma sea 4.

Y en el ejemplo 4.11.2 se verifica también que (—uq3, —ug3, 1,0,0) y (—u1s5, —uos, 0, —uss, 1)

€ R’ son ortogonales a todas las filas de U. Dado que dim EF(U) = 3 = dim N(U) = 2,
para que su suma sea 5.

Finalmente, notemos que si A de n x n es no singular, los n vectores fila son linealmen-
te independientes, por lo que no existe ningin vector no nulo ortogonal a todas las filas.
Asi, el tinico vector ortogonal a todas ellas es el vector nulo 0, por lo que N(A) = {0}.
El subespacio ortogonal a todas las filas tiene entonces dimensién 0 (n(A) = 0).

Figura 4.9: Esquema geométrico de un posible espacio fila y espacio nulo de una matriz
de 3 x 3. En la figura, FF(A) es un plano que pasa por el origen (dim EF(A) = 2) y
entonces N(A) es la recta perpendicular a FF(A) que pasa por el origen (dim N(A) = 1).
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4.12. Aplicacién a sistemas de ecuaciones lineales

Aplicaremos ahora los conceptos y resultados anteriores a sistemas de ecuaciones li-
neales. Sea A una matriz de m x n. Consideremos el sistema asociado de m ecuaciones
con n incégnitas

Axr =0b
es decir
air ... Qip T bl
Aml - Qmn Tn b

El lado izquierdo puede escribirse como una combinacion lineal de columnas de A,

an Q1n by
ol |+t =] (4.12.1)
am1 Qmn bm
donde los coeficientes de la combinacién lineal son las n incognitas xq, ..., z,.

A partir de esta expresion se deducen los siguientes teoremas:

Teorema 4.12.1
Sea A € R™*" y b € R™. El sistema Az = b es compatible si y sélo si b € EC(A).
(O sea, tiene solucion si y sélo si b pertenece al espacio columna de A).

Demostracién. Es evidente de la ecuacion (4.12.1): Si @ es solucién del sistema, en-
tonces existe una combinacion lineal de las columnas de A que es igual al vector b, por
loque b € EC(A). Y sib e EC(A), existird una combinacion lineal de las columnas de
A que sera igual a b, por lo que el sistema tendra solucién.

Los sistemas Ax = b incompatibles (sin solucién) son entonces aquellos en los que b
no pertenece al espacio columna de la matriz A. Esto puede ocurrir sélo si EC(A) no es
todo R™, sino un subespacio propio de R™ con dimensiéon menor que m, o sea, si el rango
satisface r(A) < m.

Como consecuencia, en los sistemas compatibles el rango de la matriz ampliada
(formada por A y el vector b) es igual al de la matriz A (pues b € EC(A) y entonces
el espacio columna de la ampliada coincide con el de A) mientras que en los incompatibles
los rangos difieren (pues b ¢ EC(A)).
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1
Ejemplo 4.12.1: Consideremos el sistema Ax = b, con A :< 2
1

[ Ry
N—
<
S
I
/-~
o o0 O
W N =
N—

Reduciendo por filas obtenemos

1 1] 11 by 1 0| by—b
2 1 b2 — 0 —1 bg — 2b1 — 01 2b1 — bQ
1 0|bs 0 —1| b3—01 0 0|bs—ba+0;

En este caso r(A) = 2 < m = 3, y existe solucién sélo si by — by + by = 0, o sea sdlo si

1 1
bs = by — b1, que es justamente la condicién para que b € EC(A) —<( 2 ) 7 ( 1 >> El

1 0

mismo puede ser escrito también como EC(A) :{ ( z ) T,y € R} (jprobar!).
y—x
Si b € FEC(A), la solucién tnica del sistema es x1 = by — by, x9 = 2by — by, es decir
1 1 b1
_( by—b .y . . . |
x —( o ), cumpliéndose que x1< ? )+ :vg( (1) )—( b > (jverificar!)

bs

Teorema 4.12.2.
Sea A € R™*", Kl sistema Ax = b es compatible V b € R™ si y sélo si las columnas de
A generan R™ (EC(A) = R™), es decir, si y sélo si el rango de A es m (r(A) =m).

Demostracion. Este caso puede darse sélo si m < n, es decir, si el nimero de filas es
menor o igual que el nimero de columnas, para que el rango pueda ser igual al niimero
de filas m. Si 7(A) = m entonces dim EC(A) = m, por lo que las n columnas generan
R™ (EC(A) = R™). Por lo tanto, todo vector b € R™ podré ser escrito como combinacion
lineal de las columnas de A, por lo que existird solucién de Az =bVbeR™. Ysi Az =b
tiene solucién V b € R™, entonces todo vector b € R™ puede ser escrito como combinacion
lineal de las columnas de A, por lo que estas generan R™ (EC(A) = R™), en cuyo caso

r(A) = dim EC(A) = m.

Ejemplo 4.12.2: Consideremos el sistema Ax = b, con A :( 1 f é ) y b :< Z; )
Reduciendo por filas obtenemos

1 2 1|h N 1 21 b1 N 1 0 —1|2b—10b
1 1 0]be 0 1 1|b—bo 0 1 1 | b—b

En este caso 7(A) = 2 = m, por lo que EC(A) = R?, existiendo entonces solucién
Vb € R2. El conjunto solucién es x; = 2by — by + x5, x5 = by — by — x5, con x5 libre:

2by — by 1
T = b1 — by +x3| -1 |,z3€R},
0 1

verificdndose que x1(}) + 22(3) + 23(5) = (Z;) (jprobar!). Notese que la nulidad es n(A) =

3 —r(A) = 1. El espacio nulo es justamente el segundo término en la solucién anterior:
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1 1
N(A): xrs3 -1 ,r3 €R :< -1 >

Teorema 4.12.3.

Sea A € R™*". El sistema Ax = b tiene a lo sumo una solucion (o sea, tiene solucién tunica
0 no tiene ninguna) para todo b € R™ si y sélo si las n columnas de A son linealmente
independientes, es decir, si y s6lo si el rango de A es n (r(A) =n)

Demostracion. Este caso sélo puede darse si m > n, para que el rango pueda ser n. Si
el sistema Ax = b tiene a lo sumo una solucién, entonces el sistema homogéneo Ax = 0
tendra como tnica solucién la solucién trivial & = 0, lo que implica, segin (4.12.1), que
las n columnas son linealmente independientes, es decir, r(A) = dim EC(A) = n.

Y sir(A) = n = dim EC(A) = n, por lo que las n columnas son linealmente indepen-
dientes. En este caso todo vector b € EC(A) se escribe de forma tinica como combinacién
lineal de estas columnas (Teorema 4.7.4), por lo que el sistema Az = b tendra solucién
tnica Vb € EC(A). Y no tendra solucién si b ¢ EC(A).

Ejemplo 4.12.3
Consideremos primero el sistema del ejemplo 4.12.1. Las dos columnas de A son lineal-
mente independientes, con r(A) = n = 2 < m. Se verifica que el sistema o bien tiene
solucién unica (cuando b € EC(A), o sea cuando by = by — b;), o bien es incompatible
(cuando b ¢ EC(A), o sea, by # by — by). Nétese que la nulidad es n(A) =n —r(A) = 0.

Consideremos ahora el sistema del ejemplo 4.12.2. Aqui las columnas de A son li-
nealmente dependientes, con r(A) = 2 < n = 3, y se verifica que el sistema es
compatible indeterminado, es decir, no tiene solucién unica. Nétese que la nulidad es
n(A) =n —r(A) =1, indicando que el conjunto solucién tendra un pardmetro libre.
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Demostracion del teorema 4.10.1

Estamos ahora en condiciones de demostrar la igualdad de las dimensiones de los
espacios fila y columna. Sea A una matriz de m x n. Si dim EF(A) = r, la matriz U
escalonada reducida por filas de A tiene r filas no nulas y entonces r coeficientes 1 como
pivotes, siendo las r columnas que contienen estos pivotes linealmente independientes.
Estas columnas forman una base del espacio columna de U, pero en general no del
espacio columna de A, ya que los espacios columna de U y A no son necesariamente
coincidentes.

Sea U, la matriz de m x r obtenida de U borrando las restantes n — r columnas (las
asociadas con las variables libres) y A, la matriz de m x r que se obtiene de A borrando
las mismas columnas. A, y U, siguen siendo equivalentes por filas, por lo que sus espacios
fila son coincidentes, teniendo entonces la misma dimensién r.

1 2 3 4 1 0 7 10
En el ejemplo 4.11.1, enel que A= 1 3 1 1 |, U=|0 1 -2 -3 |,
1 4 -1 -2 00 O 0
obtenemos
1 2 10
A=113], =] 0 1
1 4 0 0

Los sistemas A, x = 0 y U, x = 0 tienen el mismo conjunto solucién, por ser A,
y U, equivalentes por filas, que es la solucién trivial & = 0 ya que las r columnas de
U, son linealmente independientes (Teorema 4.12.3). Esto implica, nuevamente por el
teorema 4.12.3, que las r columnas de A, son linealmente independientes. Por lo tanto,
dim EC(A,) = r y entonces dim EC(A) > dim EC(A,) = r = dim EF(A), o sea,

dim EC(A) > dim EF(A)

Aplicando el mismo razonamiento a la matriz traspuesta A’ se obtendria
dim EC(AT) > dim EF(AT). Pero como EC(AT) = EF(A) y EF(AT) = EC(A), esto
implica

dim EF(A) > dim EC(A)
Por lo tanto, la tinica posibilidad es que
dim EF(A) = dim EC(A)

Vemos entonces que las r columnas de A,., que eran linealmente independientes, forman
también una base de EC(A), ya que dim EC(A) =r.
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4.12.1. Sistemas n X n

En el caso de matrices cuadradas A € R"*", los resultados anteriores implican:

1. Si A es no singular = det(A) # 0 y tanto las n filas como las n columnas de A son
linealmente independientes, por lo que el rango de A es n y la nulidad 0. Ambos
conjuntos son entonces base de R", por lo que EF(A) = EC(A) =R".

En este caso se cumplen simultdneamente los teoremas 4.12.2 y 4.12.3 (r(A) = m = n),

por lo que el sistema
Az =0b

tiene solucién tinica V b € R".

2. Si A es singular = det(A) = 0 y tanto las n filas como las n columnas son li-
nealmente dependientes, por lo que el rango de A es menor que n. En este caso ni las
filas ni las columnas son base de R", por lo que EF(A) y EC(A) son subespacios de R"
de dimensién < n, no necesariamente coincidentes. La nulidad es > 1.

El sistema Az = b sera por lo tanto incompatible si b ¢ EC(A), y compatible indeter-
minado (infinitas soluciones) si b € EC/(A).

Estos resultados se pueden resumir en la siguiente tabla:

Matrices A € R"*"

A no singular (3A~1) A singular (A1)

det A#£0 det A=0

rango 7(A) =n rango r(A) <n —1

nulidad n(A) =0 nulidad n(A) > 1

r(A)+n(4) =n

Tanto las n columnas como las n filas de A
son linealmente independientes y generan R”

Tanto las n columnas como las n filas de A
son linealmente dependientes y no generan R

EC(A) = EF(A) = R

EC(A) #R", EF(A) £R"

Sistema Ax = b tiene solucién Unica V b € R"

Sistema Ax = b incompatible si b ¢ EC(A)
y compatible indeterminado si b € EC(A)

157




4.12.2. Sistemas m X n

En el caso de matrices no cuadradas A € R™*™ los teoremas anteriores implican:

1. Si m < n entonces las n columnas son linealmente dependientes, ya que el rango
de la matriz satisface r(A) < m < n. Las m filas son linealmente independientes sélo si
r(A) = m. La nulidad es entonces no nula: n(A) = n — r(A) > 1. Esto implica que el
sistema

Ax =0b

que posee mas incdgnitas que ecuaciones (subdeterminado) no puede tener solucién
unica. Si 7(A) = m = EC(A) = R™ y el sistema sera compatible indeterminado
V b € R™ Pero si r(A) < m, las columnas no generan R™, por lo que el sistema
serd compatible indeterminado cuando b € FC(A) e incompatible en caso contrario.

2. Si m > n entonces las m filas son linealmente dependientes, ya que el ran-
go de la matriz satisface r(A) < n < m. Las n columnas son linealmente independientes
sélo si r(A) = n, y no pueden generar R™, ya que n < m. Esto implica que el sistema

Ax =0

que posee mas ecuaciones que incégnitas (sobredeterminado) no puede ser compati-
ble V b € R™. El sistema serd compatible sélo cuando b € EC(A), siendo en tal caso
compatible determinado si 7(A) = n (columnas linealmente independientes, nulidad 0) y
compatible indeterminado si 7(A) < n (columnas linealmente dependientes, nulidad > 1).

Estos resultados se pueden resumir en la siguiente tabla:

Matrices A € R™*"

ail...ain
ail S alin
m<n, A—( : : ) m>n, A=
Gt e G
am1 --.-Amn
rango 7(A) <m rango r(A) <n
nulidad n(A) >n—-—m >1 nulidad n(A) > 0
r(A) +n(A) =n
Las n columnas son linealmente dependientes Las n columnas no pueden generar R™
Generan R™ sélo si r(A) =m Son linealmente independientes sélo si 7(A) =n
EC(A) =R™ sblosi r(A) =m, EF(A) #R" EC(A) #R™, EF(A) =R" s6losi r(A) =n
Sistema Ax = b no puede tener solucién tnica | Sistema Ax = b no puede ser compatible V b € R™
Compatible V b € R™ sélo si r(A) =m Con solucién tunica sélo si 7(A) =ny b e EC(A)
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Problemas 4.12

1) Determinar el espacio fila, el espacio columna, el espacio nulo, el rango y la nulidad
de las siguientes matrices. Determinar también una base de los espacios indicados.

2)

3)

4)

5)

6)

a)A_<;) i) b)A_<; j), ¢) A=

1 2 1
HAa=[11 -2, e)A:<:134218;>’
01 3
0 ... 0 1
g A= . [ eR™" h)A=] :
0 0 1

Indicar para qué valores de o pertencera

1 20

340

001
1
3
4

i) (1, ) al espacio fila de las matrices a), b) y f) anteriores.
ii) (1) al espacio columna de las matrices a), b) y e) anteriores.
iii) (1,2,a)” al espacio columna de las matrices c), d) y f) anteriores

A partir de 2) iii), indique para qué valores de « el sistema
Az = b, con b= (1,2,a)T, serd compatible determinado, compatible indeterminado
e incompatible, si A es la matriz de i) 1 ¢), ii) 1 d), iii) 1 f).

Indique, en caso de que existan, los valores de k& y « para los que los siguientes
sistemas seréan i) compatibles determinados, ii) compatibles indeterminados y iii)
incompatibles, hallando la solucién en los casos compatibles e indicando en cada
caso el rango y la nulidad de la matriz de coeficientes.

rHy+z = 1 T4yttt
a) 2c—y+z = 2 b 20—y + 2z + 3t

br—4dy+kz = « Sx —4y + kz + 8t

Determine una base y la dimensién del espacio generado por los conjuntos: a) M

{(1,2,0),(2,3,1),(1,3,—1)}
b) M ={(3), (), )}

au-i(E 1) (1 L)(80)

d) M ={1+tt+t*—1+t+2t*}

Mostrar que el conjunto de vectores columna (by, by, b3)” para los que el sistema

3z —2y—4z = b
T+2z = by
20 — 2y — bz = b3

es compatible es un subespacio de R3. Encontrar también su dimensién y una base

del mismo.
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7)

8)

9)

10)

11)

12)

a) Probar que dos matrices poseen el mismo espacio fila si y sélo si, luego de llevarla
a la forma reducida de Gauss-Jordan, poseen filas no nulas idénticas.

b) Determinar si los espacios generados por los conjuntos M = {(1, 2, 3),(2,1,1), (3,0,

y M'"={(3,3,4),(0,3,5), (1, —1,—2)} son iguales.

Indique la forma de las matrices A de m X n que tienen:
i) rango r(A) = 0, ii) rango r(A) = 1.

a) Mostrar que V A € R™" el rango de A y AT son iguales.
b) Probar que si A € R™*", el sistema Ax = b es compatible V b € R™ si y sélo si
r(A) =

c) Probar que si A € R™™ y r(A) = n = si el sistema Az = b es compatible, su
solucién es unica.

a) Muestre que V matriz A € R™*",

i) el rango satisface r(A) = r(aA) V a # 0.

ii) r(MA) =r(A) ¥ matriz M € R™*™ no singular.

iii) r(AS) = r(A) ¥ matriz S € R"*" no singular.

b) Muestre que si U escalonada reducida tiene rango r, entonces contiene una sub-
matriz de r X r con determinante no nulo, mientras que toda submatriz de m x m
con m > r tiene determinante nulo.

¢) Muestre que si A, B son dos matrices € R™*" el rango verifica

0<r(A+B)<r(A)+r(B)

a) Muestre que si @; es una solucién del sistema de m x n Ax = b = ax; es una

solucién del sistema
Ax = ab

b) Muestre que si & es una solucién del sistema de m xn Ax = by y x5 una solucién
del sistema Ax = by = a1 + aaxo es una solucion del sistema

Ax = Oélbl + Oégbg

c¢) Discuta la utilidad y significado de las expresiones anteriores. ;Cudl debe ser el
rango y la nulidad de A para que dichas soluciones sean las tinicas?

1 1 3
Dada A= | -1 21,1=|-1],bo=1(3],
1 5 3 1 8
a) Determine la solucién de los sistemas Ax = by y Az = b,.

b) A partir de las soluciones anteriores, encuentre la solucién de los sistemas
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Capitulo 5

Transformaciones Lineales



5.1. Introduccion

Estudiaremos aqui una clase de funciones denominadas transformaciones lineales,
que transforman un vector v de un espacio vectorial V' en otro vector w de un espacio
vectorial W, cumpliendo con ciertas condiciones. Es decir, son casos especiales de funciones
F :V — W entre dos espacios vectoriales. Se las puede puede pensar como funciones de
“una sola variable”, donde el argumento de la funcién es un vector del espacio vectorial
V, y el “valor” de la funcién es un vector del espacio vectorial W.

Si V =W, de modo que transforma un vector v de V' en otro vector w del mismo
espacio V, la transformacién lineal se denomina usualmente operador lineal.

Usaremos la notacién L : V' — W para describir una transformacion lineal:

Liv)=w, veV, weW

Veremos que una transformacion lineal L de un espacio vectorial n-dimensional V' en
otro espacio vectorial m-dimensional W podra representarse por una matriz A de m x n.
Esto permitira trabajar con la matriz A para discutir las caracteristicas y propiedades de
la transformacién L, como asi también, en ciertos casos, determinar las propiedades de la
matriz A a partir de las propiedades de la transformacion lineal que representa.

5.1.1. Definicion general

Definicién.
Una funcién L : V — W de un espacio vectorial V' en otro espacio vectorial W (ambos
sobre el mismo conjunto de escalares) es una transformacién lineal si satisface

L (OéVl + /BVQ) =alL (Vl) + ﬁL (V2>
para todo par de vectores vi y vo de V' y todo par de escalares «, . Es decir,

L(vi+vy) = L(viy)+L(vy) paratodovyyveenV

L(av) = aL(v) paratodovenV y « escalar
\ w
X ® > o | (X)
ax+py e o ol (X)+LL(Y)
L:V—W

Figura 5.1: Esquema de una transformacion lineal L entre espacios vectoriales.
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En particular, para o = 0 la tltima ecuacién implica que toda transformacion lineal
L:V — W satisface
L(0y) = Oy

con Oy y Oy los vectores nulos de V' 'y W, ya que L(0y) = L(0v) = 0L(v) = Oy.

5.1.2. Transformaciones geométricas en R?

Ejemplos 5.1.1: Transformaciones lineales de R? en :?
Comenzaremos con algunos ejemplos basicos:

1. Transformacién de dilatacién (escalamiento):

. T . . .
Si X =ux1€; + x9€9 = ( ) es un vector de R?, definimos, como primer ejemplo,
Ta

== (57)

L es una transformacion lineal, ya que

L(ax) = 3(ax)=a(3x)=al(x)
Lx+y) = 3(x+y)=3x+3y=L(x)+L(y)

verificindose que L(0) = 0. Geométricamente, L tiene el efecto de “dilatar” el vector
x, multiplicando su longitud por un factor 3 y conservando su direccién y sentido:

X2

LX) = 3x

X1

Figura 5.2: Dilatacién (Escalamiento).

Podemos expresar L(x) en forma matricial como (jverificar!)

-39

2. Proyeccién ortogonal sobre el eje x;:

L(x) =10, = <“61>

Definimos ahora
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: T Y1 ary + By
Six = Ly = , entonces ax + = . Luego
(962) Y (yQ) oy (CV@ + ﬁyz) s

L(oax+py) = (ax1+ Byr)er = a(rier) + [ (y1e1)
= aL(x)+BL(y)

lo que prueba que L es una transformacion lineal.

Geométricamente, L (x) es la proyeccién del vector x sobre el eje x;

X2

-l— X,
LX) = X161

Figura 5.3: Proyeccién ortogonal sobre el eje x.

Podemos expresar L(x) en forma matricial como (jverificar!)

=, 1) ()

3. Reflexién respecto del eje x;:

Definimos
L(X) = T1€1 — X2ey — ( 1 )

Esta tranformacion satisface

Liax+fy) = (_?§;2+f}5;2))

- (5) ()
— aL(x)+AL(y)

= L es un operador lineal.
Geométricamente, L (x) es la reflexion del vector x respecto (o a través) del eje ;.

Podemos expresar L(x) en forma matricial como (verificar)
. 1 0 I
=0 5) ()
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X2

X1

L(X)

Figura 5.4: Reflexion respecto del eje x.

4. Rotacién de dngulo 7/2 antihorario:

. I .
Six =mx€e; + 19€y = (x ) definimos
2

1

L(x) = —mye; + 7189 = (_xx2>
Vemos que cumple
s = (i) <o (00) oo ()
= aL(x)+ SL(y)

= L es una transformacion lineal.

Geométricamente, L (x) representa la rotacién de angulo 6 = 7/2 (en sentido anti-
horario) del vector x:

Podemos expresar L(x) en forma matricial como (verificar)

- (0 7))

5. Transformacién de escalamiento general

En general, el operador L. definido por

con ¢ un escalar fijo, es una transformacion lineal, como podra el lector probar
facilmente.
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X2

LX)

/2 X

X1

Figura 5.5: Rotacién de dngulo 7/2 antihoraria en el plano.

Sic >0, L. tiene el efecto de multiplicar la longitud del vector x por el factor de
escala ¢, dilatando el vector un factor ¢ si ¢ > 1 y contrayendo el vector un factor ¢
si 0 < ¢ < 1, pero siempre conservando su direccién y sentido.

Si ¢ = 1, la transformacion resultante
L (x)=x

se denomina operador identidad y se la denota como I: I(x) =xV x € V.
I no modifica ningin vector.

Si ¢ = 0, la transformacion resultante
LO (X) =0

se denomina operador nulo. Envia a todos los vectores de V' al vector nulo 0 = 0y,.

Sic <0, L. tendra el efecto de invertir el sentido del vector, dilatandolo si ¢ < —1,
contrayéndolo si —1 < ¢ < 0 y conservando su longitud si ¢ = —1, en cuyo caso
coincide con el operador de inversion.

Podemos expresar L.(x) en forma matricial como

0= ¢) (2)
e )

La linealidad de L es inmediata:

vy = (C o) =a(2) 5 (70)
= al(x)+BL(y)

. Inversién:

Corresponde a
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X2

X1

LX) = —=x

Figura 5.6: Inversion.

Geométricamente, L (x) es el vector opuesto a X.

Podemos expresar L(x) en forma matricial como

—1 O T
Observar que el operador de inversion puede obtenerse como caso particular de otras

transformaciones. Por ejemplo,

1. La transformacién de escala con ¢ = —1

2. Una rotacion de angulo 7 (en sentido anti-horario o sentido horario)

Esta tltima puede también lograrse mediante dos rotaciones sucesivas de angulo 7/2 (por
ejemplo, ambas en sentido antihorario): Si R rota al vector x en /2 antihorario, entonces

_ —Z2 I a3 I
nme=n () = (2) =
Si definimos el cuadrado L? de un operador L (transformacién de V en V') mediante
L* (x) = L(L (x))

entonces el operador de inversion L puede expresarse en términos del operador de rotacion
previo como

L=R
Ejemplos de transformaciones no lineales:
1. Si
F(x) = —xy190€1 + 29€9 = (_212@)
obtenemos
F(ax) = —(ar)(axs)e; + (axs) e =« (ag;;b)

# «aF (x) (excepto paraa =00 10 x29 =0)

= F' no es una transformacion lineal.

167



2. Traslacién:

La traslacion T, suma a todo vectir x un vector fijo a:
T.(x)=x+a

Si a # 0, T, no es una transformacion lineal, ya que por ejemplo, T,(0) =a # 0y
Ta(Xl + X2) =a+Xx;+ Xy 7é Ta(Xl) + Ta(XQ).

Asi, no podra representarse directamente mediante una matriz aplicada a x.
Problemas 5.1.1

1. (i) Definir la proyeccién ortogonal en R?® sobre el plano-zy y mostrar que es una
transformacion lineal. Graficar.
(ii) Definir la proyeccién ortogonal en R? sobre el eje x y mostrar que es una trans-

formacién lineal. Graficar.
(iil) ¢ Qué es la proyeccién al origen? ; Puede considerarse una transformacién lineal?

2. Considerar la transformacién L : R> — R? dada por

x x/2
L =
(y) <y/ 3)
i) Verificar que es lineal. Expresarla en la forma matricial L(x) = Ax.
ii) Hallar las imagenes L(v) de los vectores (3), (%), (1)
iii) Dar una interpretacién geométrica de L.

iv) La imagen por L de un conjunto de vectores C' se define como
L(C) ={L(v), v € C}. Probar que la imagen L(C) bajo esta aplicacion de la elipse

c={(5) 1w+ 2o =1}

es una circunferencia de radio 1.

Ejemplos de Transformaciones de R” en R™

X

1. Sea x = ( ) y L : R* — R!, definida por

Z3
L(x) =z + x9
L es una transformacion lineal, ya que

L(ax+By) = (axi+ Byr) + (avy + Bys2)
= a(z+22) + By +12) = L (x) + BL(y)

L asocia a cada vector x € R? un escalar dado por x; + 5. Puede ser expresada en

forma matricial como L(x) = (1 1) (il)
2
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Z2
2. Sea L : R* — R? definida por L (x) =|
T+ X2
Se verifica facilmente que L es lineal (jprobar!) y que puede ser escrita también como

0 1\ ,
Lx)=[1 0 QQ
11 2

5.1.3. Otros ejemplos

1. Dado un espacio vectorial V arbitrario, el operador identidad [ : V' — V se define
por

I(v)=v paratodoveV

Es, obviamente, una transformacién lineal (jverificar!).
Notar que no existe [ : V—— Wi W # V aunsi Vy W tienen la misma dimensioén.

2. La transformacién nula 0 : V' — W se define por
0(v) =0y paratodoveV

Es, obviamente, una transformacion lineal (jverificar!), que generaliza el operador
nulo Lgvisto anteriormente.

3. Transformacion definida por una matriz A.
Dada una matriz A de m x n, se puede definir una transformacién lineal asociada
L :R" — R™ dada por
L(x)=Ax

Es facil ver que L cumple las propiedades de linealidad:
L(ax+fy) = Afax+ By)

aAx + SAy
— aL(x)+BL(y)

Por lo tanto, cualquier matriz A de m x n puede verse como asociada a una trans-
formacion lineal L : R* — R™. Méas aun, veremos luego que toda transformacion
lineal L : R* — R™ es de la forma anterior (para alguna matriz A de m x n).

4. Sea L : Clyy — R* definida por

L(f)=/abf(x)dw
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L es oviamente una transformacion lineal, ya que si f y g son dos vectores cuales-
quiera de Clqy), entonces

b
L(af+pBg) = /(af+69)()

- /f da:+ﬂ/

= aL(f)+BL(g

A diferencia de las anteriores, esta transformacion lineal, cuyo dominio es un espacio
vectorial de dimension infinita, no puede representarse mediante una matriz.

5. Sea D : O — (C® el operador derivada en el espacio C* de funciones reales
f : R — R derivables a todo orden, definida por

D(f) =t

es decir, D(f)(z) = f'(x). Se la suele denotar directamente como D = <.

D es obviamente un operador lineal, ya que si fy g € C*,

D(af + Bq) = (af + Bg) = af' + Bg' = aD(f) + BD(g)

Nétese que D? es el operador derivada segunda -2 dxg

D*(f) = D(D(f)) = D(f') = [

Dado que C® tiene dimensién infinita, D no puede representarse mediante una
matriz (pero si se restringe el dominio a un subespacio de C* de dimensién finita, tal
como el espacio P, de polinomios de grado < n, D si podra representarse mediante
una matriz, como veremos luego).

Importante: Si L : V — W es una transformacion lineal, se cumplen siempre las si-
guientes reglas o propiedades:

1. L(0y) = Oy
2. Sivy,...,v, €V, entonces

L(ayvi+ -+ apvy) =a1L(vy) + -+ a,L(v,)
3.

L(-v)=—-L(v) VveV

Se dejan las demostraciones para el lector.

Problema 5.1.2
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1. Sea L : V — W una transformacién lineal y sean w; = L(v),...,w, = L(vy) las

iméagenes de k vectores vq,...,v; de V.

a) Mostrar que si el conjunto de los vectores {vy, ..., v;} es linealmente dependiente
= {w;, ..., w;} es linealmente dependiente.

b) Mostrar que si {vy, ..., vx} es linealmente independiente = el conjunto {wy, ..., wy}

no es necesariamente independiente. Dar un ejemplo (considere proyecciones orto-
gonales sobre un cierto eje o la transformacién nula).

5.2. Imagen y nucleo de una transformacion lineal

Sea L : V — W una transformacion lineal

1. Ntcleo de L: es el conjunto de vectores v de V' que son transformados o enviados
al vector nulo Oy de W. Es decir,

Nu(L)={veV:L(v)=0y)

2. Imagen de un subespacio S de V: es el conjunto de vectores w de W que son
imagen por L de vectores v de S, es decir,

L(S)={weW :w=L(v)paraalgin v € S} = {L(v), ve S}

3. Imagen de L: Es la imagen L (V') de todo el espacio vectorial V:
Im(L) =L(V)={L(v), ve V}C W
Notar que la imagen por L del Nu(L) es el vector nulo Oy de W: L(Nu(L)) = {Ow }.

Cada uno de estos conjuntos de vectores es un subespacio en los respectivos
espacios vectoriales:

V wW V W
Nu(L) S L(S
_
L:V—W L:.V—W

Figura 5.7: Esquema de Nicleo e Imagen de una transformacién lineal.
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Teorema
Si L:V — W es una transformacion lineal, entonces

1. Nu (L) es un subespacio de V

2. Si S es un subespacio de V', L (.5) es un subespacio de W. Esto implica en particular
que la imagen Im(L) = L(V') es un subespacio de W.

3. Si V es de dimensién finita, la suma de la dimensiéon de la imagen Im(L) y la
dimensién del nicleo Nu(L) es la dimension del espacio V:

dimIm (L) + dimNu (L) = dim V/

Demostraciéon de 1. En primer lugar, L(0y) = Oy, por lo que Oy € Nu(L). Ademaés,
sivyy ve € Nu(L),

L(V1+V2) = L(V1)+L(V2) :0W+OW :OW
L(avy) = aL(vy) =0y

por lo que vi + vy v avy € Nu(L). El ntcleo es pues cerrado por la suma y multiplicacién
por un escalar, siendo entonces un subespacio.

Demostracién de 2. L(S) contiene al Oy pues L(0y) = Oy. Ademds, si w; y Wy son
vectores en L (5), existen vy y vo en S tales que wy = L(vy), wo = L(v3). Entonces

aw; = alL(vy)=L(avy) parav; €S

Wi+ Wy = L<V1)+L(V2):L<V1+V2> para v; y vop € S

Como S es un subespacio, ambos av; y vy + vy pertenecen también a S, por lo que
awy € L(S) y wi +wy € L(S). Luego, L (S) es cerrado por la suma y multiplicacién por
un escalar, siendo entonces un subespacio.

Demostracién de 3. Partiendo de una base B = {vy,..., Vg, Vii1,...,V,} de V tal que
{vk41,...,V,} es una base de Nu(L) (L(vgy1) = ... = L(v,) = Oy ), todo v € V puede
escribirse como v = a vy + ...+ apVg + Qpi1Viel + - - . + a, v, Entonces,

L(v) = Llapvi+ ...+ Ve + g1 Veer + - .-+ @ vy)
= oy L(vi)+ ...+ L(vi) + g1 L(Visr) + .o+ ap L(vy)
= a1 L(vy)+ ...+ arL(vg)

por lo que {L(vy),...,L(v)} genera Im(L). Ademés, {L(vy),..., L(vy)} es linealmente
independiente, pues si Oy = ay L(vy) + ... + apL(vi) = L(agvy + ... + Vi) =

a1vy + ...+ apvg € Nu(L) y entonces vy + ...+ apvy = Vg1 + ... + 5, V. Pero por
ser los v; linealmente independientes, a; = ... = o = 8, ., = ... = 3, = 0. Por lo tanto,

dimIm(L) + dimNu(L) =k+ (n—k) =n=dimV
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Ejemplos 5.2

1. Sea L : R?> — R? definida por

(operador de proyeccién). Es obvio que L(x) = 0 siy sélosiz; = 0, es decir,

X = (il) € Nu(L) siysblosi x; = 0. Por lo tanto, Nu (L) es el subespacio
2

1-dimensional de R? generado por el vector e; = ((1]), es decir, es el eje x5, como

es obvio geométricamente (jgraficar!):

Por otra parte, dado que L(x) = z;eq, la imagen Im(L) = L(V) es el conjunto de
vectores proporcionales a e;, es decir, el subespacio 1-dimensional de R? generado
por el vector e, que geométricamente es el eje x1:

Se verifica que dimIm(L) + dimNu(L) =1+ 1=2=dimV (V = R?).
Nétese que L(x) = Ax, con A = (}9), y que Nu(L) coincide con el espacio nulo de
A= (}9), mientras que Im(L) coincide con el espacio columna de A.

2. Sea L : R® — R? definida por
L(x) = (xl + xQ)
Ty + T3

T+ X9

. Resolviendo el sistema, si la variable
To+ T3 = 0

Si x € Nu(L), entonces{

t 1
independiente es x3 = t, se tiene x9 = —x3, r1 = x3, es decir, x = (t) =t (1) :

Por otro lado, vemos que
1 0 1
L(X) =X (0) + x3 <1> + T2 (1)
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con x1, To, T3 arbitrarios, por lo que la imagen serd R%:

o= (o) ()-()) = (6)- () =

Se verifica que dimIm(L) + dimNu(L) = 2+ 1 = 3 = dimV (V = R3). Nétese
también que L(x) = Ax, con A :((1) 1 (1)>, coincidiendo Nu(L) con el espacio
nulo de A y Im(L) con el espacio columna de A (ver problema 5.2.7).

Problemas 5.2

1. Verificar que las siguientes transformaciones L : R®¥ — R? son lineales, y determinar
Nu(L), laimagen Im(L) y sus dimensiones, junto con una base de los mismos:

v x o 2¢ 4y
@ plv)= (i) o ee]=(208)

2. Idem 1. para las siguientes transformaciones L : R* — R?%:

T Y x 0
a) L = b) L =
Interprételas geométricamente.

3. Importante: Sea L : R” — R™ la transformacion lineal definida por una matriz A
de m x n:

L(x) = Ax

Probar que:

a) El nicleo Nu(L) es el espacio nulo de la matriz A.

b) La imagen Im(L) es el espacio generado por las columnas de la matriz A (o
sea, el espacio columna de la matriz).

¢) La igualdad dim Im(L) +dim Nu(L) = dim V es equivalente a

rango (A) + nulidad (A) =n

d) Verifique estos resultados para las transformaciones del ejercicio 2., escribiéndolas
en la forma L(x) = Ax.

4. Determinar si son lineales las siguientes transformaciones L : R**? — R. En caso
de que lo sean halle su nicleo e imagen.

(a) L( (OCL Z)) =a+d (Traza de la matriz)
(b) L( (CCL 2)) = ad — be  (Determinante de la matriz)

5. a) Determine si la traza de una matriz cuadrada A de n x n, definida por

TT(A) = Zaii =ay1+ ...+ ayy
=1
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es una transformacién lineal 7' : R"*" — R.
b) Indique si el determinante det(A) de una matriz cuadrada A de n X n, es una
transformacion lineal det : R**" — R.

. Halle el nicleo e imagen del operador identidad I : V' — V| y del operador nulo
0:V —=V.

. Mostrar que una funcién f : R — R cuya grafica es una recta no es necesariamente
una transformacién lineal L : R — R (considere por ejemplo la recta y = mx + 1).

. Mostrar que V k > 1, la derivada k-ésima D* = d*/dt* en el espacio P de polinomios
(de grado arbitrario) es una transformacién lineal. ;Cudl es su nicleo e imagen?

. Importante: Propiedades geométricas de una transformacion lineal.

a) Pobar que toda transformacién lineal L : R*> — R? con Nu(L) = {0y} transfor-
ma rectas R = {ro+tn, t € R}, n # 0, en rectas, y segmentos () = {ro+itn, t €
[to, t1]}) en segmentos. ;Qué puede suceder si dim Nu(L) > 17 ;Siguen siendo
validos estos resultados en R3? ; y en R"?

b) Probar que toda transformacién lineal L : R*> — R? con Nu(L) = {0y} trans-
forma rectas y segmentos paralelos (caracterizados por un mismo vector n # 0
pero distintos ry) en rectas y segmentos paralelos. Generalizar a R? y R™. j Pue-
de extenderse el resultado a planos paralelos en R3?

c) Si L(x) = (—;@)7 determine la imagen por L de las rectas paralelas y = 2z y
1

y = 2x + 1. Grafique e interprete el resultado.

d) Dados u,v € R?, i) probar que el segmento de recta que los conecta es el
conjunto @ = {tv+ (1 —t)u, t € [0, 1]}. Verifiquelo para u = (1,0), v = (0, 1).
ii) Mostrar que su imagen L(Q) bajo una transformacién lineal L : R> — R? es
el segmento de recta entre L(u) y L(v). Generalizar a R® y R™.
ii) Si L(x) = (;172), determine la imagen por L del segmento de recta entre
1
u=(1,0) y v=(0,1). Graficar.

e) Un subconjunto C' C R™ es convexo si para cualquier par de puntos de C' el
segmento de recta que los conecta yace enteramente en C', es decir,

ueCvel = tv+(1—thu € CVtel0,1]

Por ejemplo, todo subespacio de R™ es un conjunto convexo (jprobar!). Pero un
conjunto convexo no necesariamente es un subespacio. Por ejemplo, en R? un
circulo “lleno” C'= {(z, y) € R% 2%+ y* < 1} es un conjunto convexo (jprobar!).
En cambio, el circulo {(x, y) € R, 2%4+y?= 1} no es un conjunto convexo.

Probar que toda transformacion lineal L : R* — R™ transforma un conjunto
convexo en un conjunto convexo. Dé un ejemplo.
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5.3. Propiedades fundamentales

1. Si L : V. — W es una transformacion lineal, con V' un espacio vectorial de di-
mension finita n y B = {vy,...,v,} una base arbitraria de V, entonces L queda
completamente determinada por los n vectores {L(v1), ..., L(v,)}, es decir, por las
n imagenes de los vectores de la base.

En efecto, si v € V, entonces
V=V +...+a,V,
y por lo tanto
L(v) = Llayvi+ ...+ a,vy) = an L(vy) + ... + a, L(vy)

es decir, L(v) es una combinacién lineal de los n vectores L(vy), ..., L(v,).
La imagen L(V') es entonces el espacio generado por estos n vectores:

L(V)={(L(vy),...,L(vy))

Noétese, no obstante, que el conjunto {L(vy),..., L(v,)} puede ser linealmente de-
pendiente (por ej., algunos vectores L(v;) pueden ser nulos), en cuyo caso no sera una
base de L(V).

2. Una transformacién lineal L : V' — W es inyectiva (o monomorfismo) si
L(vy) # L(vy) YV vy # vy. Es fécil ver que es inyectiva si y sélo si Nu(L) = {0y }.
En efecto, L inyectiva = L(v) # L(0v) = Ow V v # Oy, por lo que Nu(L) = {0y }.
Y si Nu(L) = {0y} = L(vy) — L(va) = L(vy — va) # Ow ¥V vy # Vg, por lo que L
es inyectiva.

3. Si Nu(L) = {0y} vy {vi,...,vk} C V es linecalmente independiente, el conjunto
{L(v1),...,L(vg)} es linealmente independiente. En otras palabras, si la trans-
formacion lineal L es inyectiva, conserva la independencia lineal.

En efecto, si

Ow = anL(vy) + ...+ apL(vy) = L(agvy + ... + agpvy)

entonces a1vy + ... + ag vy € Nu(L), por lo que oy vy + ... + ag vy = Oy. Pero esto

implica a1 = ag = ... = oy = 0 por ser {vy, ..., vy} linealmente independiente. Por
lo tanto, {L(v1),..., L(vg)} es linealmente independiente.
En particular, si {vy,...,v,} es una base de V' = {L(vy),..., L(v,)} es una base

de la imagen Im(L) = L(V), pues por lo anterior, es linealmente independiente y
por la propiedad 1, genera la imagen. Por lo tanto, para L : V — W inyectiva,
dimIm(L) = n y dim Nu(L) = 0, verificindose que

dimIm(L) + dimNu(L) =n+0=n=dimV

Esto también implica que si L : V' — W es inyectiva, necesariamente
dimV < dim W pues Im(V') C W.
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4. Si L : V. — W es una transformacién lineal y L(V) = W = L es sobreyectiva
(epimorfismo). En este caso la imagen L(V') es todo el codominio W, es decir, cubre
todo W, por lo que el conjunto {L(vy),...,L(v,)} genera W.

Ademas, en este caso se cumple que
dimV = dimIm(L) 4+ dim Nu(L) = dim W + dim Nu(L)

por lo que necesariamente dim V' > dim W.

5.3.1. Isomorfismos

1. Si L : V = W es una transformacion lineal biyectiva, es decir, que es a la vez
inyectiva (Nu(L) = {0y}) y sobreyectiva (L(V) = W) = se dice que L es un
isomorfismo. Si V = W al isomorfismo se lo denota automorfismo.

Si L es un isomorfismo y dim V' =mn, con B = {vy,...,v,} una base de V =

{L(v1),...,L(v,)}

es una base de W, pues son linealmente independientes (por ser L inyectiva) y
generan W (por ser L sobreyectiva). Un isomorfismo transforma entonces cualquier

base de V en una base de W.

Por lo tanto, V' y W deben tener la misma dimensién n (cuando son de dimen-
sién finita). Para un isomorfismo se verifica entonces que

dimIm(L) +dimNu(L) =n+0=dimV =dim W

2. Una funcién L : V. — W tiene inversa L™' : W — V si y sélo si L es biyectiva.
Por lo tanto, si L : V' — W es una transformacion lineal, L tendra inversa
L™ :W — V si y sélo si L es un isomorfismo:

Lv)=w=v=L"w)
cumpliéndose que
LIL'w)=L(v)=w YweW
LY L(v)=L'w)=v VveV

es decir,
LL'=1Iy, L'L=1I,

donde Iy, y Iy son los operadores identidad en W y V.
Lainversa L~': W —— Vde un isomorfismo L es también un isomorfismo
(jprobar!), es decir, una transformacion lineal biyectiva.

3. Se dice que dos espacios vectoriales V', W son isomorfos si existe un isomorfismo L :
V —— Wentre ellos. Si V'y Wson de dimensién finita = V'y W son isomorfos si y s6lo
si tienen la misma dimension (jprobar!).
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Ejemplo 5.3 Sea L : R? = R? la transformacién dada por
L(x) = (a:l + :1:2>
T — X2

Se verifica en primer lugar que L es lineal y que V x = (901

X2

L(x) = (2) + (_“T;Q) =7 G) + (_11) — 2,L(e1) + z2L(ey)

con L(ey) = G) , L(ey) = (_11), por lo que basta conocer L(e;) y L(ez) para determinar

) = 11€] + 196y € RZ,

L(x) para cualquier x € R%.
Se comprueba también que Nu(L) = 0, pues si z1+2o=0y z1—22=0= 21 =25=0
(jverificar!). Por lo tanto L es inyectiva. Y finalmente, vemos que la imagen de L es

1=t ()1 e ~{(1) ()

por lo que L es también sobreyectiva. Este resultado puede también obtenerse directa-
mente de
dimIm(L) =dimV —dimNu(L) =2-0=2

L es entonces un automorfismo, es decir, un isomorfismo entre V y V, con V = R2.
L tendra entonces inversa L~1: R? —— R? dada por (jverificar!)

-1 (% :1 T1+ T2
T2 2\ 71 — X2

Notemos finalmente que podemos expresar L(x) como

w0=( ) ()
ve=3( 4) ()

siendo la matriz que representa a L~! la inversa de la matriz que representa a L.

y L™1(x) como

Problemas 5.3

1. Si L:V — V es un operador lineal y {vy,...,v,} es una base de V', probar
(a) Si L(v;) = 0 para cada elemento de la base entonces L es la transformacion
lineal nula.
(b) Si L(v;) = v; para cada vector de la base entonces L es la identidad.
(c) Si existe un escalar r tal que L(v;) = rv; para cada vector de la base entonces
L(v) = rv para todo los vectores en V.
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2. Sea L:V — W una transformacién lineal y supongamos que L(vy) = wy, ...,

L(vy) = wy para vectores vy, ..., v, de V.
(a) Si{wy,...,wg} genera W, jdebe {vy, ..., v} } generar V7 Pensar, por ejemplo,
en transformaciones de i3, sobre R2.
(b) Si{vy,...,vi} genera V', jdebe {wy,..., Wy} generar W? Pensar por ejemplo

en L: R — N3
(c) Si ahora L es un isomorfismo (que implica dim V' = dim W en espacios de
dimensio6n finita) ¢ cudl es la respuesta a (a) y (b)?

3. 81 L : V. — W es inyectiva, mostrar que la imagen L(S) de un subespacio de
dimensién m de V' es un subespacio de dimension m de W.

4. Importante: Sea L : R" — R™ la transformacion lineal definida por una matriz A

de m x n:
L(x) = Ax

probar que:

a) L es inyectiva si y sélo si rango(A) = n. Esto implica n < m.

b) L es sobreyectiva si y sélo si rango(A) = m. Esto implica n > m.

¢) L es biyectiva (isomorfismo) si y sélo si rango(A) = m = n, es decir, si y slo si
A es una matriz cuadrada no singular.

d) Probar que en c), L™! : R* — R™ est4 dada por

L'(x) = A (x)

e) Discuta las implicancias de los resultados anteriores para el sistema de ecuaciones
lineales (de m x n)
L(x)=b

En particular, muestre que

i) Es compatible si y sélo si b € Im(L).

ii) Es compatible ¥ b € R™ si y sélo si L es sobreyectiva

iii) La solucién, cuando existe, es tnica si y s6lo si L es inyectiva

iv) La solucién existe y es tinica V b € R™ si y sélo si L es biyectiva (isomorfismo),
es decir si y sélo si m =n y A es no singular.

5. Importante: Sea ' un espacio vectorial de dimensién n, con {vy,...,v,} una base
(ordenada) de V, tal que siv € V,

V=x1Vi+...+2,V,
Sea L : V — R" la transformacion lineal definida por

T

Es decir, L(v) = [v]p es el vector columna de coordenadas de v en la base B.
a) Mostrar que L esta bien definida, es decir, que [v]|p existe y es tinico Vv € V.
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b) Mostrar que L es una transformacién lineal.

¢) Mostrar que L es un isomorfismo (es decir, Nu(L) = {0y}, Im(L) = R").

Este resultado muestra en forma explicita que todo espacio V' de dimensién n (con
escalares reales) es isomorfo a R", es decir, que existe una correspondencia biyectiva
entre ambos.

d) {Cudl es la inversa L'?

6. Mostrar que dos espacios V', W son isomorfos si y sélo si tienen la misma dimension.

7. Mostrar que la inversa de un isomorfismo L : V' — W es un isomorfismo, es decir,
que L~ es lineal y biyectiva.

5.4. Representaciéon matricial de transformaciones
lineales

Veremos ahora que cualquier transformacion lineal L entre espacios vectoriales de dimen-
sion finita V' y W se puede representar mediante una matriz A, que dependera de las
bases que se consideren en V' y W.

En primer lugar consideramos transformaciones de R® en R™:
L:R"—R™

Asumimos primero que la base en V' = R" es la base canénica B, = {ey, ..., e,}.
Dado x € R", podemos representarlo como

I
X = : =T1€1 + ...+ Tpey

Tn
Como L es lineal,

L(x) = xL(e))+...+z,L(e,)

Luego si para cada e;j, j = 1,...,n, se tiene
Qayj
L(ej)=a;=1 :
(mj
entonces
a1q Q1n
Lix) = m +.. Ty
am1 Qmn
aijy ... Qip T
Qm1 Qmn Tn,
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es decir,

con A la matriz de m X n

aml1 --- Amn

La matriz A se denomina representacion matricial de L en la bases candnicas de
R™ y R™. Queda completamente determinada por las n imédgenes L(e;) de los vectores de
la base canoénica. Se emplea también la notacién

A= L]

o simplemente A = [L]p,. La representacién de L con respecto a otras bases serd una
matriz diferente, pero también de m X n.

Ejemplos 5.4

1+ X2
To + X3

1 1 0 1 0 0
a; = L (el) =L1|0 = (0) s Ay = L1 = (1) s az — L]0 = <1>
0 0 1

Por lo tanto,

1. Sea L : R® — R?, definida por L (x) = ( ) (ejemplo anterior). Tenemos

Verificacion:
x
(1 10 _ (Tt T2
AX_(O 1 1> 22 _(x2+x3)_L(X>
3

2. Dada A de m x n, consideremos la transformacién lineal L : R — R™ dada por

L(x) = Ax
Es facil ver que
0
ay; ... Qi ... QAip Qayj
Am1l oo+ Qmj - Gmm : Amyj
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con a; la columna j-ésima de A, por lo que la representacién matricial de L en
las bases candnicas de R” y R™ es precisamente A:

L5 = (L(er), ..., L(ez)) = A

. . a b
Por ejemplo, si A = (c d)’

y entonces

por lo que (aj,a) = A.

El problema 5.2.3 implica entonces que la imagen Im(L) de una transformacién
lineal L : R® — R™ es el espacio columna de A = [L] gz (es decir, el espacio generado

por los vectores columna de A) mientras que el nicleo Nu(L) es el espacio nulo de
A.

3. Rotacién general en R2. Tomemos la transformacién L : R2 — R2, tal que a cada
vector x lo hace rotar un angulo #, en sentido antihorario:

X2 X2

LX)

= X1

X1 e

Figura 5.8: Rotacién de angulo 6.

ven= () v vt = ()
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Por lo tanto
cosf) —sin 9)

sinff cos®

A—<L<e1>,L<ez>>—(

Entonces, para rotar un angulo 6 un vector x de R? en sentido antihorario, se debe
multiplicar A por x:

_ _ _ (cos® —sin@\ (x1\  (x1cost — xosinf
Probl y5—4L(x) = Ax = (Sinﬁ cos 6 ) <:c2> N (:cl sin @ 4 x5 cos (9)
roblemas 5.

1. Hallar la matriz que representa, respecto de las bases candnicas, las siguientes trans-
formaciones lineales y escribir la forma explicita de L(x):
(a) La aplicacién L: R? — R? que representa una dilatacién con factor ¢; a lo largo
del eje = v c9 a lo largo del eje y.
(b) La reflexién L: R? — R? respecto de la recta y = .
(c) La rotacién L: R? — R? de dngulo 7/4 antihorario.
(d) La rotacién L: R* — R? de dngulo 6 antihorario alrededor del eje 2.
(e) Idem anterior pero alrededor del eje y.
(f) La proyeccién L : R* — R3 sobre el plano zy.

1 1 0 -2
. R2 2 1; - _ _
(g) L:R* — R? lineal, definida porL(O) = <1),L<2> —(2>.
1 1 1 1 1 0
(h) L:R®— R? lineal, definida por L :<>,L :( ),L 1 :<>
0 ! 0 ! 1 0

(i) Determinar la imagen y nicleo de las transformaciones anteriores.

2. Mostrar, determinando las imagenes L(e;) y L(ey), que la siguiente matriz

4= (ot sz )

representa en la base canénica la reflexién L : R? — R? respecto de la recta y = ma
que forma un angulo 6 con el eje x (m = tan ). Verificar resultados previos.

5.4.1. Caso general

Consideremos una transformacién lineal general L : V' — W entre espacios vectoria-
les V y W de dimensién n y m respectivamente. Sean

By = (vi,...,Vy,), By = (W1,...,Wp,)

bases ordenadas de V' y W. Cualquier vector v € V puede escribirse en términos de los
vectores de la base By:
V=1V +...+TpVy
1
siendo [v]p, =| : |= x el vector de coordenadas de v con respecto a la base By .
In

Por lo tanto, para L lineal,

L(v) =x1L(vy) + ...+ x,L(vy,)
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Si ahora escribimos L(v) y L(v;) en términos de los vectores de la base By,

L(V) = YW1 +... ‘H/me

L(V]) = aleI‘f'--“*‘aijm, j:]_’.“7m

tal que sus vectores de coordenadas en la base By, son

n Q1
[L(V)}BW = =Yy, [L(V])]BW = = a;
ym am]
obtenemos
y=I[L(V)lyw = w[L(vi)lBy + -+ o[L(Va)] By
ai Q1n
= I + ...+ x, :
am1 Amn
air ... Qin T
Am1 Amn Tn
= Ax
es decir,

donde A es la matriz de m x n

A= ([LVDlBys - [L(Va)lw) =

Am1  --- Amn

Esta matriz A se denomina representacion matricial de L respecto de las bases

By de V' 'y By de W. La denotaremos también como A = [L]g‘va. El resultado se puede

resumir en el esquema grafico de la Fig. (5.9).
Ejemplos 5.4.1

1. Sea L : R® — R? la transformacién lineal definida por
L(X) = l‘lbl + (ZEQ + (L‘g) bg

donde x = x1€; + x9ey + T3€3 Y
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Figura 5.9: Esquema de una transformacion lineal y su representacién matricial.

Tenemos

L(el) = b1 = 1b1 + Ob2
L (eg) = L(eg) = b2 = Ob1 + ]_bg

Por lo tanto, la representaciéon matricial de L con respecto a las bases B. = (e, eq, e3)

deV:R3yBW:(b1,b2) deW:R2 €S

A=[Llg, = ([Le)]sy), [L(e2)] sy [L(es)]py) = ((1) (1) (1)>

[L(x)] By = ((1) (1) ?) E B ($2ilx3)

que implica justamente L(x) = z1b; + (22 + 23)bs.

En cambio, en la base canénica de R* obtenemos (jprobar!).

Ao = [L]Be = (L(ey), L(es), L(es)) = G —11 _11>
soan= (3 ) () - (2552)

es decir, L(x) = (1 —xy—x3)e1+(z1+x2+23)eq, que coincide con x1by + (xo+x3)bs.

185



2. Sea D : P, — P; el operador derivada D = % en el espacio de polinomios de grado
< 2. Como base ordenada de P, consideramos B = (1, z, z?). Tenemos

010
A=[DIg = (D)), [D(x)]s,[D(z*)]p) = [0 0 2
0 0O
Qo
Para p(z) = ag + a1 + a2 € P, tenemos [p|gp = | a1 | y entonces
a2
010 ap a
[D(p)lp =Alpls= [0 0 2 ay | = | 2as
0 0 O ao 0

que implica D(p) = a1 + 2asx + 02?2 = a; + 2asx. Al ser P, de dimensién 3, todo
operador lineal en P, puede entonces ser representado por una matriz de 3 x 3, tal

como un operador en R3.
1

Notar que el espacio nulo de A es <(0) >, que corresponde al subespacio de los
0

polinomios de grado 0 (p(x) = ay), es decir, al nicleo de D, mientras que su espacio

1 0

columna es < (O) , (1) >, que corresponde al subespacio de polinomios de grado 0
0 0

v 1, es decir, a la imagen de D. Esta correspondencia se discute a continuacion.

Relacion entre las propiedades de L y la matriz de representacion

Sea L : V — W una transformacién lineal, con dim V =n, dim W =m, y
A=[L]g,

la matriz que la representa con respecto a bases By de V' y By, de W. El rango y la
nulidad de A no dependen de las bases elegidas, pues coinciden, respectivamente, con
la dimensién de la imagen y del niicleo de L (los que no dependen de la representacion).
En efecto, los n vectores columna a; € R™ de A son las coordenadas de las n imagenes
L(v;) € W en la base By,. Como la correspondencia entre vectores y sus coordenadas en
una base es un isomorfismo (Problema 5.3.5), la dimensién del subespacio de R™ generado
por las n columnas de A (es decir, el rango de A) es la misma que la del subespacio
de W generado por las n imdgenes L(v;), es decir, la misma que la dimensién de la
imagen Im(L). Analogamente, los vectores x € R" del espacio nulo de A (Ax = 0) son
las coordenadas de los vectores v € V' del nicleo Nu(L) (L(v) = Oy ), y por lo tanto la
dimensién del espacio nulo de A (la nulidad de A) coincidira con la del nicleo de L.
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Se cumple entonces que
rango(A) = dimIm(L), nulidad(A4) = dim Nu(L)
para cualquier representacion matricial A = [L]gy de L. Por lo tanto, la relacién
dimIm(L) + dimNu(L) = dim V'

resulta equivalente a

rango (A) + nulidad (A) = n

Los vectores € R™ de una base del espacio columna de A son las coordenadas en la
base By de los vectores de una base de la imagen Im(L), mientras que los vectores € R”
de una base del espacio nulo de A son las coordenadas en la base By de los vectores
de una base del nicleo Nu(L). Por lo tanto, pueden obtenerse bases de estos espacios
mediante los métodos ya conocidos para obtener bases de los espacios columna y nulo de
una matriz. Y la ecuacién L(v) = w es equivalente al sistema lineal A[v]g, = [W]g,,.

Problemas 5.4 (continuacion)

1. 3. A partir de consideraciones geométricas, encontrar la representacién matricial L]

1 1 e
respecto de la base B = {(1> , (_1>} de la transformacién lineal L : R? — R?
que refleja todo vector respecto de la recta y = x. Mostrar que dicha matriz es

diagonal. Comparar con la matriz que la representa en la base canénica [L] gz.

2. 4. Sea D : P; — Pj el operador derivada en el espacio de polinomios de grado < 3.
a) Determine su representacién matricial A en la base B = {1, x, 22, 23},
b) Halle el ntcleo y la imagen de D en este espacio, y su relacién con el espacio
columna y nulo de A.

5.5. Cambio de base

Determinaremos ahora en forma explicita la relacion entre las representaciones matri-
ciales de una transformacion lineal L en distintas bases. La ventaja de “cambiar de base”
es la posibilidad de encontrar una base en la que la matriz representativa de L sea simple
(por ejemplo, diagonal) y por lo tanto sus propiedades esenciales (rango, imagen, etc.)
resulten evidentes.

Consideremos primero un operador lineal L : V' — V', con V de dimension finita n.
Recordemos que si B = vy,..., v,y B'=v],..., v/ son dos bases de V', podemos escribir
cualquier vector v € V' en las formas

vV = x11vVi+...+x2,V,

o [ !
= rvy+...+x,v,
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Las coordenadas x = [v]p = | ¢ | y X' = [v]g = | | en estas bases se relacionan

por

o en forma equivalente,
x = Sx

donde
S= (s, -, [Vils)

es la matriz de cambio de base (0 matriz de transicién), de n X n y no singular, formada
por las coordenadas de los vectores de la base B’ en la base B. Por lo tanto, escribiendo

L(v) = pywvi+...4+ Yy
= yvi+...+y v,

cony = [L(v)|p = Ax = Alv]p, ¥y = [L(V)]p = A%’ = A'[v]p , obtenemos

y = STl
= S'Ax
= STASY
es decir,
Si A = [L]% es la representacién de L en la base By A’ = [L]5, su representacion en la

base B’, las matrices A y A’ se relacionan por
A'=S1AS

donde S = ([v]p ... [V.]p) esla matriz de cambio de base.
Notar que si se conoce A', la relacién anterior permite obtener A como (jprobar!)

A=SA'S
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L:V—V

veV e = 0 \W=[ (V)
x=[v]g ® > 0 Y=AX
) AeRT s
s s
: Y
X'=[V]g® P oy =A'X'
eR" A'=S'ASe R™ =[W]g

Figura 5.10: Esquema del cambio de base para la representacién matricial.

Ejemplo 5.5.1 Consideremos nuevamente la reflexién L : R? — R? respecto de la

recta y = x. En la base B’ = ! , ! , formada por el vector v = ! pertene-
1 1 1 1

ciente a la recta y el vector v, = perpendicular a la recta, la representacion es

—1
1
obvia, ya que L(v}) = v{ mientras que L(v}) = —v), (véase problema 5.4.3):

, (1 0
=4

Para hallar la representacion matricial A de L en la base candnica B = {((1)) , (O)},

determinamos primero la correspondiente matriz de cambio de base,

s=wila o = (] 1)

y su inversa S™! = % (_11 1) Luego

A=SAST = G _11) ((1) —01) (—11//22 ig)
-

Este resultado coincide con el hallado previamente (problema 5.4.1 (b)).
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5.5.1. Matrices semejantes

Dos matrices A y A’ de n X n son semejantes si y sélo si existe una matriz no singular

S tal que
A= 87148

Si A" es semejante a A, entonces, multiplicando la igualdad anterior por S a izquierda y
por S~! a derecha, obtenemos

SA'S™ = S(STLAS)S! = (SSTHA(SS™)
- A

es decir, A= R7'A'R , con R = S~!, por lo que A es también semejante a A’.

Por lo tanto, las matrices A y A’ que representan a un operador lineal L en dos bases
distintas son semejantes.

Dos propiedades fundamentales sobre matrices semejantes son las siguientes:

1. Las matrices semejantes tienen el mismo determinante:
det(A") = det(A)
En efecto,

det(A") = det(SAS)
= det(S™!)det(A)det(S)
= (det(S)) 'det(A)det(S)
= det(A)

Esto implica que el determinante det(A) es una propiedad del operador lineal L
representado por A, permaneciendo invariante frente a cambios de base.

Asi, comprobamos en el ejemplo 5.5.1 que det(A’) = det(A) = —1.
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2. Las matrices semejantes tienen la misma traza:
TTA =TrA

donde la traza Tr(A) = Y"1 | a; es la suma de los elementos diagonales.

En efecto, probemos primero que para matrices A de n x m y B de m X n, se cumple

Tr (AB) = Tr (BA)

Demostracion:
i=1 =1 j=1 j=1 =1 j=1
Luego

Tr A =Tr(SAS™) = Tr ((AS™1)S) = Tr (A(S™'9)) =Tr A

Este resultado implica que la traza es también una propiedad del operador L representado
por A, permaneciendo invariante frente a cambios de base.

Asi, comprobamos en el ejemplo 5.5.1 que Tr (A") = Tr(A) = 0.

Finalmente, mencionemos una tercera propiedad relacionada con 1.:

3. Si Ay A’ son matrices semejantes de n x n e I, es la matriz identidad, entonces
det (A" — \I,,) = det(A — \I,,)
para cualquier escalar \.

Este determinante (que es un polinomio de grado n en A denominado polinomio carac-
teristico) juega un rol central en la teoria de autovalores, como veremos luego.
Demostracion:

det(A' — M) = det(S™'A'S — \I,) = det[S™' (A — AI,,)S]

= (det(S')det(A — AI,,)det(S)
= det(A — \I,)

Asi, comprobamos en el ejemplo 5.5.1 que
1—A 0
0 1=

-2 1
1 —=A

det(A' — \I,) = =(1=-AN)(=1=-X)=)N~-1
l \

det(A — \) = ' ‘ =\ — 1 =det(A — \)
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Problemas 5.5

1. Dada L : R?* — R? definida por

2 20
Lix)=Ax, A=(1 1 2
11 2

21

a) Obtener la expresion explicita de L(x) para un vector x = | 22
L2

1 -2 1

b) Hallar su representacién A’ en la base B’ =< | =1, 1 |, |1
0 1 1

Verificar que L(v}) = 0, L(v}) = vi, y L(v}) = 4v}, y que por lo tanto, A" es
diagonal.
c¢) Usar esta representacion diagonal para hallar su nicleo e imagen.
d) Usar esta representacién diagonal para interpretar L geométricamente.
0
e) Indique si el vector v =[ 1 | pertenece a la imagen de L.
1
f) Verifique que la traza y determinante permanecen invariantes frente al cambio de

base: Tr(A) =Tr(A’), det (A) = det (A4).

2. Silamatriz A del problema anterior representa ahora una transformacion L : P, — P
en la base canénica de Py, con P, el espacio de polinomios reales de grado < 2 (y su
base canénica dada por {1, x,z?}), dé una expresién para L(p) y determine la base
B’ de P, donde la representaciéon A’ es diagonal (utilice resultados previos).

3. Considere la reflexién L : R? — R? respecto de una recta que pasa por el origen y
que forma un dngulo @ con el eje z, dada por y = mx, con m = tan 6 (graficar).
a) Determine, a partir de consideraciones geométricas, su representacién matricial

A’ en la base B’ :{ <§?§ Z) , <_Czlsn96>} formada por un vector perteneciente a la

recta y otro perpendicular a dicha recta (jverificar!). Muestre que A’es diagonal.
b) Utilice a) y cambio de base para obtener la representacién matricial A en la base
canénica. Verifique que se obtiene el resultado del problema 5.4.2.

B2 9 . 1y (2 0y (1
4. Sea L : R — R* definida por L <0> = <2>, L <1> = <1>

a) Encuentre su representacién matricial en la base canénica de R* y dé una expre-
sién para L(x).

b) Encuentre su representacién matricial en la base B’ ={ <_12> , G) }, v verifique

que es diagonal. ¢) Determine su nicleo e imagen.

5. a) Muestre que la representacién matricial A = [I]8 del operador identidad [ : V — V
con respecto a una base arbitraria B de un espacio vectorial V' de dimensién n, es
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siempre la matriz identidad I,,.
b) Muestre que la representacion matricial del operador nulo 0 : V' — V en cualquier
base B de V es la matriz nula de n x n.

6. Muestre que si una matriz B es semejante a una matriz A, entonces:
i) B? es semejante a A?.
ii) Si A no singular, B es no singular y B~! es semejante a A~

7. Dada L : V — W y A su representacion matricial respecto de bases By de V' y
By de W (con dimV = n, dimW = m) muestre que su representacién matricial A’
respecto de bases B{, de V' y By, de W es

A= R 'AS

con S = ([Vilsy,---,[V,]B,) la matriz de cambio de base en V' (de n x n, no

singular) y R = ([Vi]By,-- -, VL], ) la matriz de cambio de base en W (de m x m,
no singular).

5.6. Composicién de transformaciones (operaciones
sucesivas)

Consideremos dos transformaciones lineales L : V. — W, G : W — U, con V, W,
U espacios vectoriales. Supongamos que primero aplicamos L sobre un vector v € V| y
luego aplicamos G sobre el vector resultante w = L(v) € W. El resultado es el vector

u = (G L)(v) =G(L(v)) (5.1)
que pertenece al espacio vectorial U:

VoW —U
L G

En (5.1), GL : V — U denota la composicion de G con L (también escrita como
G o L), que es también una transformacién lineal.

Problemas 5.6.1
1. Demostrar quesi L:V — W y G : W — U son transformaciones lineales, entonces
G L :V — U definida por (5.1) es también una transformacién lineal (probar que
satisface (G L)(avy + fvy) = a(G L)(v1) + B(G L)(v2)).
2. Si L : R® — R? estd definida por L(z,y,2) = (x + y,y + 2),

y G : R? = R? estd definida por G(x,y) = (x + ¥y, 2z — 2y), encontrar una expresion
para (G L)(z,y,z) = G(L(z,y, 2)).

193



5.6.1. Representacion matricial de la composicion

Consideremos primero que V =R" W =R™ y U = RP, y sean Ay (de mxn)y Ag (de
p X m) las representaciones matriciales de L y G en las bases candnicas correspondientes,
tal que L(v) = Apv, G(w) = Agw. Entonces

GL(v) = G(L(v)) = G(ALv) = Ag(ALv) = (AgAL)v

por lo que la representacion matricial de la composiciéon G L con respecto a las bases
canonicas de V' y U es el producto AgA; de las matrices que representan a G y a L:

Agr = Ag Ap (5.2)

Observar que la matriz Ag se aplica a la izquierda de la matriz A . El producto esta asi bien
definido.

Ejemplo 5.6: En el problema 5.6.2, en las bases canénicas de R y R?, obtenemos las
representaciones matriciales (jverificar!).

110 11
AL_(O 1 1)’ AG_(z —2)

tal que

Por lo tanto,

B (1 2 1 ) v
“\20 —2)\Y
z
[+ 2y+2z
o (2x—22) (5-3)

L2 >,con (GL)(x,y,2) = (x + 2y + 2,20 — 22).

O sea, AGL:AgAL = < 2 0 _12

En el caso general, para representaciones matriciales en bases arbitrarias By, By y
By de V., W, U, se obtiene también (se deja la demostracién para el lector)
[GLIE = AgAL con Ap=[L]5" , Ag=[G]p"

Este resultado es véalido para espacios vectoriales generales de dimensién finita.
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5.6.2. Potencias de operadores lineales

Recordemos que si W =V, la transformacion lineal L : V' — V se denomina también
operador lineal o endomorfismo. Queda en este caso definido el cuadrado L? = L L como
la composicion de L con L:

L*(v) = L(L(v)) (5.4)
Si Ay es la representacion matricial de L en una cierta base de V', los resultados anteriores
implican que la representacién matricial de L? es el cuadrado de la matriz Ay

Ap=Ap AL = A3 (5.5)
En general, la potencia L* ¥V k > 2 queda definida por
L*(v) = L(LF ' (v)), k>2
y su representacion matricial es
Ape = Ap App = A

es decir, la potencia k de la matriz A;. Por definicién, L° = I, con I el operador identidad.
Y si L es un operador lineal inversible (o sea un automorfismo: un isomorfismo de V' en
V), de forma que existe la transformacién inversa L™ (tal que L™'L = Iy/) entonces

ALfl - Azl (56)

yva que A;-1A; = I,. La representacién matricial de la inversa L' es la inversa de la
matriz Ay que representa a L, como se vibé previamente.

Ejemplo: Si L : R? — R2esta dado por L (m) _ ( 2r +y ) . su representacién

. - —x—2
matricial en la base candnica es (jprobar!) 4 Y

2 1
v=(45)

La representacién matricial de L? es entonces

== (2 )(2 )=(3 )
e (3)=(55) ()= G) =2 ()

es decir, L*(x) = 3z, lo que equivale a L? = 31, con [ el operador identidad.

de forma que

Ademas, como A es no singular, L es inversible y la representacion matricial de su

inversa esta dada por
_ 1 2 1
‘%”:Aﬁzﬁ(—1—2>

e (=34 L))

o sea, L™!' = L/3. Se verifica entonces L™'L = 1.

de forma que
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Problemas 5.6.2

1. Si L:R® — R® queda definido por L(z,y,z) = (y,z, —z),
i) mostrar que en la base candnica,

0
0
-1

Ap =

i )
o O =

ii) Hallar A% y verificar que L? es el operador identidad.

2. Sea P, el subespacio de los polinomios reales de grado < 2.

Si D : P, — P, denota el operador derivada (D = ),

i) Hallar las representaciones matriciales Ap y Ap2 de D y la derivada segunda D?
en las base canénica {1, x,z*} y verificar que

Ap: = ApAp = A%,

5.6.3. Composicién de transformaciones lineales en R?

Consideremos ahora algunos ejemplos de operadores lineales L : R> — R2. La reflexion
de un vector v respecto de la recta y = x esta dada por (jrecordar!)

(=00 (6) =)

. . .. L. 01
siendo su representacion matricial en la base candnica Aj = ( .

10
Es evidente de la definicion que L*(}) = L(L()) = () V , y, o sea, L? = I (operador
identidad), verificandose que (jprobar!)

, (10
4= 1)

Es, decir, la inversa de una reflexion L es la misma reflexiéon L, como es obvio geométri-
camente.

La rotacién de dngulo 7/2 en sentido antihorario de un vector v estd dada por

(-0 )(0)- ()

. . .. . 0 —1
siendo su representacion matricial en la base candnica A = ( :

1 0

Consideremos ahora la transformacién lineal R L que primero refleja un vector respecto de
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X2

R(V)

zt/2

X1
Vs
Vs

Figura 5.11: Reflexion respecto de la recta y = = (izquierda) y rotacion de angulo /2
antihorario (derecha).

la recta y = x y luego lo rota un dngulo de 7/2 en sentido antihorario. Su representacién
matricial en la base candnica sera

= ana= (V5 ) (Y 6) = (5
re() = (5 1) G) - ()

Esto representa una reflexiéon respecto del eje y (jmostrar!).

y por lo tanto,

Por otro lado, la transformacion lineal L R, que primero rota un vector un angulo de
7/2 en sentido antihorario y luego lo refleja respecto de la recta y = z, queda representa-

da por la matriz
0 1 0 -1 10
ALR:ALAR:<1 0)(1 0):(0—1>

eni) (o 5) ()= ()

Esto representa una reflexion respecto del eje = (jmostrar!).

y por lo tanto,

Por lo tanto, vemos que el resultado final depende del orden de la composicion, lo
que se refleja en la no conmutatividad del producto matricial asociado.

Se define el conmutador de dos operadores L : V — V, G : V — V como
G, L] =GL - LG

que es en general un operador no nulo. La matriz que lo representa en una base de V es
el conmutador de las matrices que representan a G y L en dicha base:

197



X2 X2

RL (V)

X1

X1

LR(V)

Figura 5.12: No conmutatividad de la composicion de la reflexion y rotacion.

Ajgr) = Ag A — A Ag. En el ejemplo anterior se obtiene

-1 0 1 0 -1 0
ARAL_ALAR_(O 1)‘(0—1)‘2(0 1)
que implica RL — LR = 2RL, es decir, LR = —RL.

Recordemos finalmente que la proyeccién ortogonal de un vector sobre el eje x estd dada

por (jgraficar!)
r( =09 () =)

y la proyeccién ortogonal de un vector sobre el eje y estd dada por
x 00 T 0
P = =
’ (y) < 0 1 ) (y) (y)

1. a) Hallar la representacion matricial en la base candnica de la inversa de los opera-
dores R y L anteriores.
b) ;Tienen P, y P, inversa?
c¢) Encuentre la representacién matricial de P, P, y P,P,. Justificar el resultado.

Problemas 5.6.3

2. Sea F : R? — R? el operador lineal que primero rota todo vector un dngulo /2
en sentido antihorario y luego lo proyecta sobre el eje x. Hallar su representacién
matricial en la base canénica y una expresién para F(j).

3. Sea G : R? — R? el operador lineal que primero proyecta todo vector sobre el eje

x y luego lo rota un angulo 7/2 en sentido antihorario. Hallar su representacion
matricial en la base candénica y una expresién para G(3).
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4. Recordando que la representaciéon matricial en la base candnica de una reflexién
respecto de la recta y = mx, con m = tanf, es

cos20  sin26
sin26 — cos 20
a) Halle su determinante.

b) Muestre que la composicién de dos reflexiones es una rotacién.

5. Recordando que la representaciéon matricial en la base candnica de una rotacién de
angulo 6 en sentido antihorario es

cosf) —sind
sinf cos®
a) Halle su determinante.

b) Muestre que la composicién de dos rotaciones es otra rotacion.
¢) Muestre que la composicién de una reflexién con una rotacién es otra reflexién.

6. Encuentre, a partir de las figuras, la representacion matricial en la base candnica de
las siguientes transformaciones lineales L : R? — R?:

X2 X2
L)
L)
2 -\
C
! C
0 X
a) 1 15 “ b)
X2 X2
1
C
1
¢ d
7 L(C) .
0 C
0 X1 1 X1
c) d)
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