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Introduccion

Resulta necesario acompaniar la trayectoria de los estudiantes con un material acorde a las
caracteristicas particulares que presenta la materia. Una matematica contextualizada a las
carreras de los alumnos, y en funcion del tiempo de duracién del curso. La matematica y la
lengua materna, son fundamentales en el desarrollo de los estudiantes y son conocidas como
las areas que en forma especial ayudan a aprender a aprender y a aprender a pensar.
Ademas, dan al estudiante incumbencias necesarias para incorporarse en el mercado laboral.

Aqui intentaremos que la matematica ya no sea un “dolor de cabeza”.

Hace varios afios en la catedra, se vienen disefiando distintas estrategias para mejorar la
calidad de ensefianza en pos del aprendizaje de los alumnos y en funcién de poder utilizar a la
matematica como una herramienta general en su quehacer profesional.

La posibilidad de tener, de antemano, el material que guiara la cursada, no sélo da el marco
para trabajar en el aula, sino que posibilita fuera de ella seguir la légica de la actividad
presencial, pudiendo revisar con mayor detalle y haciendo previsiones para la proxima clase.

La relevancia de dicho material reside en la presentacion de una situacion del ambito de las
carreras a resolver, siendo necesaria para la misma la utilizacion de los elementos de matematica.

La forma como se aprende, se convierte en la forma como se vive la matematica.

El compromiso con los ideales democréticos se alcanza si en el aula se trabaja en un
ambiente donde es posible la discusion y la argumentacion sobre las diferentes ideas. Lo cual
favorece el desarrollo individual, como medio de autonomia intelectual, al tomar conciencia del
proceso constructivo de la matematica para intervenir en la realidad.

En cuanto a los nexos con el mundo externo, es importante trabajar con miras a preparar
graduados para desempefiarse en la sociedad, y que sean aptos para la investigacion, el ejercicio
de la docencia y la aplicaciéon de la tecnologia. Esto ultimo es lo que pretende el presente libro;
darle al estudiante la posibilidad de tener al alcance de sus manos, un material guiado sobre los

contenidos que necesita apropiar a la hora de cursar Elementos de Matematica.



Prélogo

A lo largo de mis afios como estudiante de Matematica los estudiantes le preguntamos
muchas veces a nuestros docentes “;De dénde puedo estudiar este tema?” Invariablemente la
respuesta era “De la bibliografia que figura en el programa”, cosa que si bien era cierta
presentaba un sinnumero de dificultades: el acceso a los libros era muy limitado, a veces por su
costo, o por no existir suficientes ejemplares en la biblioteca, o porque sencillamente esos
textos no podian conseguirse por estar agotados.

Nuestra frustracion se conformaba entonces con tomar apuntes en clase (que siempre eran
incompletos) y comprar los apuntes (en esa época mimeografiados) del Centro de Estudiantes
que los confeccionaba con arduo trabajo, sin poder evitar errores que ocasionaban largas
pérdidas de tiempo tratando de interpretar lo escrito por otros.

Mas recientemente el acceso a Internet y las fotocopiadoras posibilitaron una mejora
sustancial en conseguir el material de estudio, pero a costa de hacer crecer la informacién
disponible en forma incontrolada, por lo que su depuraciéon insume valioso tiempo
necesario para estudiar.

Algunas catedras, (las menos) contaban con apuntes “oficiales” de temas revisados por los
docentes de la misma, y muy pocas de ellas tenian un LIBRO DE LA CATEDRA.

Afortunadamente hoy la UNLP brinda la oportunidad de publicar esos textos que siguen el
programa de las materias confeccionados por los mismos docentes que estan al frente de ellas.

En el caso particular de Matematica las dificultades son muchas:

Una gran variedad de temas de la disciplina que se encuentran desperdigados en Algebra,
Geometria Analitica, Analisis Matematico, etc. son la base de las aplicaciones a las Ciencias
Naturales, y deben ser estudiados, comprendidos y aprehendidos con cierta solvencia en el
lapso de un ciclo lectivo por nuestros estudiantes.

Por otro lado, es necesario mostrar a los alumnos aplicaciones de esos conceptos eligiendo
ejemplos de las Ciencias Naturales cuya complejidad no sea tan grande como para “tapar” la
posibilidad de su resolucion por ser demasiado largo el proceso de calculo.

Al mismo tiempo, los ejemplos deben ser motivadores desde las disciplinas cientificas que
se estudiaran y no simples aplicaciones de lo enunciado, para no caer en eso de que “si la
Unica herramienta que tengo es un martillo todo lo demas debe ser necesariamente un clavo” y
las soluciones son s6lo mecanizacion de un procedimiento.

En este texto se resuelven con éxito todas las cuestiones enunciadas:



Unir los conceptos necesarios de la Matematica sin entrar en rigurosas demostraciones,
que interesantes per se ocupan mucho tiempo, sin perder de vista el entrenamiento de
calculo necesario.

Presentar ejemplos de las Ciencias Naturales motivadores cuya resolucion matematica lleve
indefectiblemente a la posterior discusién de los resultados y su validacion.

Una gradacion sistematica de dificultad en los trabajos propuestos, que por su variedad
podrian clasificarse en ejercitaciones, (resolucion automatica) problemas (traduccion a lenguaje
matematico del enunciado, resolucion, discusién del resultado) y cuestiones (situaciones que
requieren una pequefia investigacion y busqueda de datos para poder resolverlas, tal como es
necesario en la investigacion cientifica).

Es por todo esto que el Libro de Catedra que hoy se presenta es un acertado aporte que
ayudara a la formacion de los futuros profesionales, ahorrando tiempo valioso por contener casi
toda la informacién y ejercitacién necesarias en un solo lugar, sin perjuicio de las adendas

actualizadoras que necesariamente habran de producirse en el futuro.

Prof. Ricardo Alberto MASSUCCO
La Plata, septiembre de 2016
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Capitulo 1
Nimeros

Romina Herrera, Anyelen Di Paolantonio y Guillermo Lamenza

NuUumeros Reales

Nuestro sistema de numeracion se compone de varios conjuntos numericos. El primero que

conocemos en los primeros aprendizajes es el de los numeros naturales. Son aquellos que

utilizamos para contar y ordenar: 1, 2, 3,...

La ampliacion de este conjunto numérico esta dada por la inclusién del cero y los numeros

que llamamos negativos: 0,—1,—2,—3,—4,... A la unién de estos conjuntos mencionados la

llamamos conjunto de los nimeros enteros. Asi, los enteros son ...,—3, —2, —1, 0, 1, 2, 3,...

Sin embargo, este conjunto no es suficiente para describir cualquier situacion de la

cotidianeidad. Para ello debemos considerar a los nimeros denominados racionales que son
. . a
aquellos que pueden ser expresados como cociente entre dos numeros enteros: Z,b;tO.

Estos numeros también se pueden escribir en forma decimal, es decir efectuando la division

entre el numerador y el denominador de dicha fraccion. De esta manera obtenemos numeros

decimales con finitas cifras decimales: _Z = —0,75, o con infinitas cifras decimales periédicas:

5
7 =0,714285714... donde, luego de cierta cifra decimal, la secuencia se repite.

Este conjunto numérico contiene a los dos mencionados anteriormente ya que a todo entero

- m
m se lo puede escribir como T

No obstante, hay nimeros que no pueden ser expresados como racionales, es decir como

cociente de dos numeros enteros. A estos numeros los denominamos nameros irracionales y

1"



tienen la caracteristica de tener infinitas cifras decimales no periddicas. Algunos con los que

estamos mas familiarizados son: \/5 =1,4142... o e=2,71.

La union del conjunto de los numeros racionales con los irracionales da por resultado el
conjunto de los nimeros reales.

En antropologia muchas veces tenemos que referirnos a hechos que sucedieron en el pasado.
Existen diversas maneras de medir el tiempo y de posicionar algun evento en un punto dentro de un
eje temporal. Tal vez el mas conocido, de uso en la vida cotidiana, refiere a la utilizacién del
nacimiento de Cristo como punto de partida para contabilizar el paso del tiempo. Asi, dentro de ese
marco de medicion, en este momento estamos en el afio 2016 d.C. (después de Cristo). Del mismo
modo, si queremos referir a un hecho sucedido con anterioridad a nuestro punto de partida, como
por ejemplo el comienzo del Periodo Inicial en el Valle del Hualfin, decimos 500 a.C. (alrededor de
500 anos antes de Cristo). Si graficamos estos afios en una recta numérica veremos que cuando

decimos 500 afios antes de Cristo estaremos representando -500, un nimero negativo.

1 1 1
| | |
-500 0 2016

v

Otra manera de medir el tiempo, siempre desde la éptica de la temporalidad occidental, esta
en relacién con el desarrollo del método de datacion radiocarbénica. En este caso el punto de
partida es 1950.

Para conocer un poco mas la historia de los numeros: “La maravillosa historia de los
numeros” http://hdl.handle.net/10261/112435

Algunos ejemplos del uso de los numeros:

¢ “Se estudia la estructura de la poblacién prehistérica del NOA a través del analisis de la
variabilidad fenotipica a nivel regional. La muestra esta constituida por 961 individuos
deformados y no deformados artificialmente, de ambos sexos, de edades post-
reproductivas, pertenecientes a cuatro subregiones (Puna, Quebrada de Humahuaca,
Valliserrana y Selvas Occidentales). Se emplearon 35 caracteres métricos del neuro y
esplacnocraneo. Se muestran algunos datos en la siguiente tabla:”

Tabla 1. Noroeste Argentino. Composicion de la muestra empleada de acuerdo con la
subregion, el sexo, la edad y la deformacion artificial

Puna ' Quebrada ? Valliserrana? Selvas 4 Total
Sexo
Masculino 155 213 116 25 509
Femenino 188 151 94 1 452
Edad
Adulto 187 195 88 21 491
Maduro 143 152 120 14 429
Senil 13 17 2 9 41

Fuente: Varela y otros, 2004, p. 321"

' La variabilidad entre poblaciones se evalu6 mediante el empleo de diferentes técnicas de andlisis estadistico
multivariado, tales como analisis discriminante, D2 de Mahalanobis, andlisis de agrupamiento, y correlacién entre
matrices de distancias. Los resultados indican que las relaciones bioldgicas entre subregiones no cambian cuando
son obtenidas con craneos deformados artificialmente o con craneos sin deformacion. Ademas, se comprueba la
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e En el campo de aplicacion de la antropologia bioldgica trabajamos constantemente con
distintos tipos de numeros. Por ejemplo en osteometria se utilizan métodos estandarizados
de medicion. La mayoria de estas medidas refieren a distancias entre puntos establecidos
en las diferentes piezas 6seas. Tomando el fémur se releva la longitud maxima, la longitud
bicondilar, anchura epicondilar, entre otras medidas de utilidad para describir la morfologia y
realizar distintos tipos de estudios. Por convenciones establecidas internacionalmente estas
medidas deben ser registradas con un instrumental especifico y con una unidad de medida
establecida. Siguiendo con el ejemplo del fémur (Desantolo et al. 2013), se utilizan distintas
medidas e indices para aproximar la identificacion de un individuo en un caso de reclamo de
tierras ancestrales.

A continuacion, un extracto de “Folia Historica del Nordeste”. Nro. 21, pag. 163

Aportes bioantropologicos para la identificacion

La estimacion de la morfologia craneana se realizé a través del relevamiento
morfométrico pormenorizado del craneo (Buikstra y Ubelaker, 1994). El calculo de
indices indicadores de forma permiten caracterizar al individuo como sigue: cabeza
de capacidad media (1373.55 segan formula de Lee v Pearson). alargada en sentido
anteroposterior (Indice Craneano Horizontal = 70.33), alta en relacién a la longitud
(Indice Craneano Vértico-Longitudinal = 75.27) y alta respecto a la anchura (indice
Craneano Vértico-Transversal = 107.03). de frente ancha (Indice Fronto-Parietal =
85.16) con crestas temporales intermedias (Indice Frontal Transversal = 87.15). con
region maxilar no saliente (Indice Gnatico = 102.04), cara baja y ancha (indice Facial
Superior = 44.93), nariz alta y estrecha (Indice Nasal = 40.71), orbitas medias (Indice
Orbitario = 83.33), arcada alveolar superior ancho (Indice Arcada Alveolar = | 16.00) v
paladar ancho vy corto (Indice Palatino = 97.56).

Estimacion de la estatura

La relacion entre la longitud de los huesos largos y la estatura del individuo,
a todas las edades, ha servido a los osteblogos para reconstruirla a partir de valores
métricos obtenidos en diferentes elementos oseos post craneanos (White y Folkens,
2005). La estimacion de la estatura se realizo a partir del fémur izquierdo utilizando la
féormula de Trotter (1970).

Trotter, 1970
Masculino 2.38 x (fémur) + 61.41= estatura +/- 3.27
238x43.7+61.41=165.416(162.14 - 168.68)

Representacion

La representacion de los numeros reales se hace sobre una recta denominada recta real.
Se considera un punto de origen al que se le asigna el 0, se elige cierta longitud como unidad,

y se ubican los nUmeros deseados.

existencia de dos conglomerados biolégicos, uno integrado por Valliserrana y Selvas Occidentales y otro constituido
por Puna y Quebrada de Humahuaca. Por ultimo, se demuestra que este modelo es globalmente consistente con el
obtenido a partir de caracteres discretos del craneo.
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Observemos que los reales negativos aparecen a la izquierda del cero.

La representacion de los numeros irracionales no es tan directa como la de los numeros

racionales. ¢ Por qué?

Por ejemplo, algunos numeros irracionales tal como \/5 se pueden representar de esta

manera:

Se puede demostrar que existe una relacién biunivoca entre la recta real y los nimeros
reales, es decir que a cada punto de la recta real le corresponde un unico numero real, y a

cada numero real un unico punto de la recta.

Propiedades
El conjunto de los numeros reales satisface la siguiente lista de axiomas:

e Sia,b €eR,entonces a+b ER (Cerradura en la suma)

e Siab eR,entonces a+b=b+a (Conmutatividad en la suma)
e Siab,c €R,entonces (a+b)+c=a+(b+c) (Asociatividad en la suma)
e Existe 0 de maneraque a+0=a paratodoa €R (Neutro aditivo)

e Paracada a € R existe un elemento —a € R talque ¢ Tad = 0 (Inverso aditivo)
e Siab €R,entonces a.b € R (Cerradura en la multiplicacion)

e Siab €R,entonces a-b=>b-a (Conmutatividad en la multiplicacion)
e Siab,ceR, entonces (a-b)-c=a-(b-c) (Asociatividad en la multiplicacion)

e Existe 1 € R de maneraque a-1=1-a =a paracualquier a € R (Neutro multiplicativo)

e Paracada a#0, a €ER , existe un numero b €R talque a-b=b-a =1 Yy escribimos

1 - -
b=— ob=a lde manera que a-a =1 (Inverso multiplicativo)
a

1
Ejemplo: Sea a = 3, existe el nimero b =§ de manera que a-b = 3-5 =1

14



1 _
Notar que la expresién 6 00 lno esta definida. En otras palabras, no podemos dividir

por cero y no atribuimos ningun significado a los simbolos mencionados anteriormente.

e Sia €R entonces el producto a -0 = 0 y esta definido.
o . 0 .
El producto de cualquier numero por O es 0. Por otra parte, sib € R, b # 0, entonces — esta

definido y es igual a 0.
e Siab,c €ER, entonces (a +b)-c =a-c+b-c (Propiedad distributiva de la multiplicacion

en la suma)

e Siab €R,entonces se cumple sélo una de estas: (Tricotomia)

e a>b
e a<b
e a=b
e Siab,ceER,a<byb<c entonces a<c (Transitividad)
e Siabc€Rya<bh,entonces d+c<b+c (Monotonia en la suma)

e Siabc€R,a<b
e ¢>0 entonces a-c<b-c (Monotonia en la multiplicacion)

e ¢<0 entonces a-c>b-c (Monotonia en la multiplicacion)

Un ejemplo de estos dos ultimos axiomas es:

Si tenemos la desigualdad: 1< 3. Como 2 > 0, tenemos también 2-1<2-3.Pero -2 es
negativo, y si multiplicamos ambos miembros por —2 obtenemos -2 > —6.

En la representacion de los nimeros reales sobre la recta, —2 se encuentra a la derecha
de -6 . Esto nos muestra que —2 es mayor que -6 .

Daremos también un ejemplo que nos muestre como determinar nimeros que satisfagan

ciertas desigualdades. Para esto necesitamos alguna terminologia.

Sean a y b dos nimeros y supongamos que a < b .

e La coleccién de numeros X tales que a < x < b se llama intervalo abierto entre a y b ,
y se denota (a,b) .

e La coleccién de numeros X tales que g < x < b se llama intervalo cerradoentre a y b ,
y se denota [a,b] . Un punto sélo se llamara también intervalo cerrado.

En ambos casos, los numeros @ y b se denominan extremos de los intervalos. Algunas

veces deseamos incluir solamente uno de ellos en el intervalo y entonces definimos:

15



e La coleccion de los numeros X tales que a < x < b como un intervalo semicerrado, lo

mismo para los numeros X talesque a < x < b .

Finalmente, si @ es un nimero:

e La coleccion de los niumeros X > a xza,X <a 6 x £ a sedenomina intervalo infinito.

En resumen
Notacion de Notacion de . i :
3 . Grafica Tipo de intervalo
conjunto intervalo
{x/a<x<b} (a.b) (e ) Intervalo abierto
0 b
{x/a<x<b} [a. b] s pona Intervalo cerrado
a 0 b
{x/a<x<b} [a.b) g ) Intervalo cerrado en ay abierto
a 0 b en b
{_‘. la<x< b} (a. b] L -------- CI) ------- g Intervalo abierto en a y cerrado
en b
{x/x2b) [b.4+0) oo Intervalo infinito
b +oc
{1 /x< b} {__f__.b] _____________________ , Intervalo infinito
B b
{_‘- [ x> b} (b.+) FESEEEIER aisiaii Intervalo infinito
b +r
{x/x <b} o) | s ) Intervalo infinito
- b
Mostramos algunos dibujos de intervalos
a b a b
Cerrado Abierto
a b a b
Semicemrado Semicerrado
a
Intervalo Infinito
o
b

Intervalo Infinito

Un ejemplo muy comun de intervalos en antropologia puede ser el de los intervalos en los

métodos de datacion. Cada método tiene su respectivo rango temporal de utilidad. El carbono
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14 puede medir hasta 60000 afios “C AP mientras que la termoluminiscencia puede medir
hasta 200000 afios y el Potasio-Argén puede llegar a millones de afos.

Actividad 1
1.1 Escribir el conjunto que satisfacen las siguientes condiciones y representar en la recta:
1.1.1  Numeros reales mayores que -2 y menores o iguales a 5
1.1.2 Numeros reales menores que -2 0 mayores o iguales a 5.
1.1.3 Numeros reales mayores que 3 y menores que 1.

1.1.4 Numeros reales mayores que 3 0 menores que 1.

1.2 Escribir la desigualdad que representa el intervalo:

121 (—o0,—1) 124 (2,6]

122 [-6,) 125 (10,)

1.2.3 (-,3] 1.2.6 [-1,4]
Inecuaciones

Se llaman inecuaciones lineales a aquellas desigualdades que contienen una variable. Una
inecuacion se resuelve hallando el conjunto de valores que verifica la desigualdad.

Algunos ejemplos son:

8
o —3x>2 o—le—l o3x—§<4-x
4
-3x:(-3)<2:(-3) 1 3
5 ——x(—-l)S—l(—-l) 3IX+X<4d+-
= 4 . \, 3
X< ——
3 x<4 20
¢/ ~»° 4x < —
s=[_x__:] s=(~0.4] 3
3 20
; x<—:4
3
5
»' <3
3

Valor Absoluto

El valor absoluto de un numero nos indica la distancia que existe entre dicho numero y el 0.

asia>0
Se define al valor absoluto o médulo de un niumero @ como: |a| = { . 0
—asia<
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Representaremos el valor absoluto de un nimero colocandolo entre dos barras verticales.

Asi, el valor absoluto de un numero a se simboliza como |a|.

Observemos que cuando a es negativo, —a es positivo. Asi pues, el valor absoluto de un
numero es siempre un numero positivo o cero.

Por ejemplo

o|3|=3 yaque 3>0
o |-5| = —=(-5) yaque -5<0

Para determinar los nimeros que satisfacen la condicion |x + 1| = 2 aplicamos la definicién:

x+1=2 —(x+l)=2

x=2-1 o) x+1=-2

x=1 =-2-1
x=-3

Solucién = {—3;1}

Hallemos los intervalos de nimeros que satisfacen la desigualdad: |x + 1| > 2

Esta desigualdad es equivalente a las dos desigualdades:
x+1>2 —(x+l)>2

x>2-1 o) x+1<-=2

x>1 x<-2-1
x<-3
Hay dos intervalos infinitos que verifican la desigualdad: x>1 yx<-=-3.

En notacién de intervalo: S = (—o0;—3)U(1;+0)

Actividad 2
2.1 Resolver las siguientes inecuaciones, escribir la solucion en notacion de intervalo y

representarla en la recta real.

214 A={x/|x|<3} 214 D={x/|x-5>2}

212 B={x/|x+1<6] 215 E={x/|x—1]<4]

213 C={x/]3x-2|<5} 2.1.6 F={x/[2x—1|>3]|
Sucesiones

Diremos, provisoriamente, que una sucesion es un conjunto ordenado de nimeros, de modo
que alguno de ellos se identifica como el primero y asi siguen uno a continuacion del otro. En el

Capitulo 2 daremos la definicion formal de este concepto.

18



El conjunto de los nimeros naturales es una sucesion de infinitos elementos.
N ={1;2;3;4;5;6;...}
A cada uno de los elementos de una sucesién se los denomina términos.

Otro ejemplo es:

1 3 5
2’ 5 2’ 2; 27 3
3 & J J d d
a, a, a, a, as ag

En general a dichos términos se los escribe como: «,,a,,a,,4,,...
Algunas sucesiones tienen cierta regularidad de manera que se puede encontrar el término
general a, también llamado término enésimo. Dicho término tendra una expresion que nos

permitira calcular el valor de cualquier término conociendo el lugar que ocupa.

L35 - n
En la sucesiéon —;1;—;2;—;3;... el término general es a, =—
22 2 2

1
Si el término general de una sucesioén es a, =—, entonces la sucesion sera:
n

L1
b 29 39 49 b 9°°°

1
n

DN | —
AN

Sucesion o Progresion Aritmética

Es aquella en la cual cada término de la misma se obtiene sumando al anterior un nimero
constante r llamado razén aritmética.
a, =a,+0r

a,=a, +1r

a,=a,+r=a,+r+r=a,+2r _—
El término generala, es

a,=a,+(m-Dr

a,=a,+r=a,+r+r+r=a,+3r

a,=a, +tr=a,+r+r+..+r

n-1veces

Por ejemplo 3, —*% 59 ¢ 515 I%6 491 2% y97 ... — Sucesion aritmética

conr=26

La diferencia entre dos términos consecutivos es lo que define la razon:

a,-a,=a;-a,=..=a,-a,,=r conneN-{1}
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Sucesién o Progresion Geométrica

Es aquella en la cual cada término se obtiene multiplicando al anterior por un numero

constante r llamado razén geométrica.

= = . . = . 2
ay=a,"r=a,-r-r=a-r

Eltérmino general g, es

_ _ _ 3
a,=a,-r=a,-r-r-r=a-r

a,=a, , r=a.-r-r-..r
—_—

n

n-1veces

Por ejemplo 5, (2) -10, “10(=2) >20, 20(=2) >—40, ~0(2) >80,...

geométrica con » = -2

Para que una razén sea geométrica debe verificarse que:

a4 _a _

t =rconne N —{1}
a, a, a

n—1

Actividad 3

7

—> Sucesion

3.1 Un equipo de arquedlogos esta relevando un conjunto de terrazas de cultivo en la ladera

de un cerro. La primera terraza esta contenida por un pircado2 de 15 metros de largo y abarca

30m? de superficie disponible para cultivo. En la segunda terraza se visualiza un pircado de 20

metros y cuenta con una superficie de 60m? para cultivo. La tercera terraza cuenta con un

pircado de 25 metros y dispone una superficie de 120m? para cultivo. Siguiendo cuesta abajo

se pueden visualizar 3 terrazas altamente afectadas por un desmoronamiento.

3.1.1. En base a los datos determinar si estan en progresion aritmética o geométrica.

Explicar.

3.1.2. Para poder poner a resguardo y delimitar el area de excavacion el equipo

necesita conocer cual es la medida del pircado de la ultima terraza.

3.1.3. Se necesita alambrar todos los pircados para contenerlos y evitar mayores
desmoronamientos. Calcular los metros de alambre que se utilizaran.

3.1.4. Para proteger el area se necesita cubrir todas las superficies de las terrazas con
rollos de polietileno. Calcular cuantos m®de polietileno se utilizaran.

3.1.5. Para obtener una muestra de sedimento se necesita excavar el 10% de la

superficie de la cuarta terraza. Calcular cuanta superficie hace falta excavar.

2 Pircar: cerrar un lugar con muro de piedra en seco.

20



3.2 Se ha estudiado la variacion morfoldgica craneana de la especie sudamericana Caiman
yacare a lo largo de la ontogenia. A partir de este estudio se determinaron dos regiones
particulares a analizar, la orbitaria y la del hocico. Se seleccionaron las variables: largo del
hocico y largo de la drbita ocular para determinar si hay un cambio de forma del craneo a lo
largo de la vida del animal. Si el aumento de dichas variables es lineal (modelo isométrico),
entonces sélo hay un aumento de tamafio de esas regiones del craneo a lo largo de la
ontogenia; por el contrario, si el crecimiento es geométrico (modelo alométrico), entonces hay
un cambio ontogenético de forma.

Se utilizd una muestra de 14 ejemplares de caimanes en tres distintos estadios
ontogenéticos (juvenil, subadulto y adulto). De dicho analisis se obtuvieron los siguientes

promedios para cada variable en cada estadio:

Largo del Hocico (mts) Largo de la orbita (mts)

. 1 1
1° estadio — —
20 40
2° estadio i L
16 16

, 45 1
3° estadio — —
64 10

Aclaracién: Se han aproximado algunos valores reales para que la complejidad del ejercicio
resulte de los modelos a aplicar, y no de los calculos que permiten arribar a las soluciones.

Mediante el uso de progresiones aritméticas y geométricas, determinar a qué modelo, de
los mencionados anteriormente, se ajusta cada variable. En cada caso, escribir la expresion

que relaciona los distintos estadios.

3.3 En el depdsito del Museo se guardaron las urnas funerarias de una coleccion en
estantes. En la base hay 50 de ellas, en la siguiente fila hay 49, en la siguiente 48, y asi

sucesivamente hasta la ultima fila de 20 urnas. ¢ Cuantos estantes se ocuparon?

Sistema de coordenadas Cartesianas

El sistema de representacion mas utilizado en matematica es el denominado sistema
de coordenadas rectangular o plano cartesiano, en honor al matematico francés René
Descartes.

Descartes, cuyo punto de partida era la desconfianza de toda fuente de conocimiento que
no fuera la razén, es la racionalizacion del espacio. Descartes no inventa el sistema de

coordenadas, pero es el primero que comprende que la sustitucion de un punto del plano por
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un par de nimeros constituye el caso mas simple de interpretacién en términos abstractos, de
un dato de la intuicién del espacio.
Dicho plano cartesiano estda compuesto por dos rectas reales que se cortan formando

angulos rectos. Los pares ordenados de la forma (x,y) de numeros reales son los que

identifican cada punto de dicho plano. Por convencion se adopta que la primera coordenada
del par, el numero x, es un valor de la recta horizontal llamada “Eje x”, y la segunda
componente es un valor de la recta vertical llamada “Eje y”. Su punto de interseccién es el

origen. Los dos ejes dividen el plano en cuatro cuadrantes.

eeY

Cuadrante |l Cuadrante |

eje X

Cuadrante 1| Cuadrante IV

“[...]1 EI numero x representa la distancia dirigida desde el eje ¥ hasta el punto, y el nimero y,
la distancia dirigida desde el eje x hasta el punto. Para el punto (x, y) , la primera componente

representa la coordenada x o la abscisa y la segunda componente, la coordenada ) o la
ordenada. Por ejemplo, la siguiente figura muestra las posiciones de los puntos

(-1,2);5(3,4);(0,0);(3,0) v (—2,-3) enel plano cartesiano.” (Larson, 2001. Pag. 733)
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5 E.
41 o
3 E.
Cuadrante || 1.2 Cuadrante |
@ 21
1 ;.
(0, 0) (3,0
' : : - ® . ; © .
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
eje X
-1 4
-2 4
(-2, -3)
] -3
Cuadrante Ill Cuadrante |V
-4 4

Se adopta desde el origen de coordenadas hacia la derecha en el eje x y hacia arriba en el
eje y el sentido positivo. A la izquierda del origen sobre el eje x y hacia abajo del origen sobre

el eje y el sentido negativo.
Observemos que la forma de representar un par ordenado (a,b) es analoga a la forma
que utilizamos previamente para denotar un intervalo abierto. Sin embargo, esto no deberia

ocasionar inconvenientes dado que los contextos en los que se presenten uno u otro son

bien diferenciados.

Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos cualesquiera del plano cartesiano se puede hallar a partir de
la relacion pitagorica.
Recordemos el teorema de Pitagoras:

Sean b y c los catetos y a la hipotenusa de un tridngulo rectangulo. Estos estan

. . 2 2 2 ’ . 2 2 2
relacionados por la igualdad a” =b" +c¢”. Reciprocamente, si a” =b" +c”, entonces el

triangulo es rectangulo.
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(94

U

Teorema de Pitagoras

Para determinar la distancia d entre dos puntos (x,,,)y(x,,y,) del plano, se construye
con dichos puntos un triangulo rectangulo de manera que la longitud de un cateto del triangulo
es |y2 - y1|, y la otra es |x2 - x1| . Del teorema de Pitagoras, se sigue que:

d* = ‘|x2 —x1|2 +|yz _y1|2

d =\/|x2 —x1|2 +|y2 -V

|2

eje Y

e
¢ - — - — - - - -
L8]

eje X

Sistemas de coordenadas Polares

Si bien el sistema de coordenadas cartesiana permite modelizar y dar respuesta a muchas

situaciones, no es el Unico sistema utilizado en matematica.
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Una forma distinta de representar puntos del plano es utilizando un sistema de coordenadas
constituido por un polo O y un eje polar x , al cual se lo llama sistema polar. En este sistema,
la posicion de un punto queda determinada por la distancia que surge de unir dicho punto P

con el polo O y el angulo que forman la direccion positiva del eje polar con el segmento trazado
desde P hasta O. La longitud del segmento OP recibe el nombre de radio vector Py el angulo

recibe el nombre de argumento @.

P=(p,9

"3
o) \ X

v

Equivalencia entre los sistemas Cartesiano y Polar

o

Por las propias caracteristicas con las que quedan definidos ambos sistemas, se puede
determinar una equivalencia entre ellos. Dibujando los sistemas superpuestos, de forma tal
que el origen coincida con el polo y el eje x con el eje polar, se puede demostrar mediante
las relaciones trigonométricas y el Teorema de Pitagoras la validez de las siguientes

formulas de transformacion:

. . 2 2 .
e  Sise conocen las coordenadas cartesianas @ y b, p=+a” +b” , siendo su valor la

longitud del segmento oP.

El angulo @, que forma el semieje positivo de x con la direccién del segmento OP se

b b
obtiene de la relacion trigonométrica 12 =— siendo @ = arctg (—)
a a
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e Sise conocen las coordenadas polares (p,go), estableciendo las correspondientes
. . - a b
relaciones trigonométricas cos@p=— y sen@=— , obtenemos a=p-COSQ vy
P
b=p-seng

Hacemos notar que, desde lo estrictamente matematico tienen la misma posicion sobre el

plano todos los pares ordenados de forma (p,ng— 2k7z), siendo k£ un numero entero, pero

aqui se ha tomado una uUnica solucién considerando un solo periodo de 0 a 21T.
Hallaremos las coordenadas polares del punto P, si sus coordenadas cartesianas son
a=3,b=-5

ejeY 34

-2 -1 1 2 3 4 5
eje X

p=Na +b =3 +(=5)7 =-/34
b 5 iy . -

@ =arctg| — |=arctg —5 . Por ser a positivo y b negativo, el punto estara ubicado
a

en el cuarto cuadrante, resultando ¢ =300°58".

Entonces es punto (3;-5) en coordenadas cartesianas es equivalente a (v/34;300°58") en
coordenadas polares.
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eeY o]
"1 ¢=300°58"
LN
-1 & 1 2 B 4
' gje X
_1_ I
|
|
_2. I
|
p |
N I
|
|
-4 4 |
|
|
S{-—-—-—-—-——- P=(3, -5

Hallaremos las coordenadas cartesianas del punto P cuyas coordenadas polares son

(4,120°)

a=p-cosp=4cosl20° = 4(—%} =-2

b=p-sen¢=4sen120°=4?=2\/§

en consecuencia las coordenadas cartesianas de P son (—2,2\/5) .

eY
eje 5 |
4-
P = (4; 120°)
————— 233
| 3
|
|
| 21
l p
|
| 14
| @ =120
| _ \
-2 -1 0 1 2
eje X
-1
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Actividad 4

4.1 Dados los siguientes puntos del plano expresados en coordenadas cartesianas:
4.1.1. Representarlos.

4.1.2.  Calcular la distancia entre AyC; CyD; EyG.

4.1.3. Transformarlos a coordenadas polares.

4.2 Dados los siguientes puntos del plano expresados en coordenadas polares:
H(8,60°);1(10,120°);J(10,180°); K(6,315°); L(\/5,45°)

Transformarlos a coordenadas cartesianas.

Es muy comun en una excavacion arqueoldgica tener que relevar la morfologia del sitio,
estructuras y la distribucién de los artefactos dentro del mismo. Esto se realiza utilizando
técnicas topograficas con instrumental especifico. La mayoria de estos instrumentos utilizan el
sistema de coordenadas polares para determinar los puntos que van a conformar el mapa.
Como vimos, las coordenadas polares se obtienen midiendo una distancia y un angulo. La

primera se puede medir con pasos o cinta y la segunda con brujula o teodolito, entre otros.

4.3 La siguiente tabla forma parte de una libreta de campo que tiene los resultados del
relevamiento de la distribucidn de los restos arqueoldgicos recuperados. Con esta
informacion, confeccionar un mapa de distribucion en coordenadas cartesianas y describir
lo que puedes inferir.

Punto Azimut Distancia Observaciones
1 40 4 Carbon
2 55 6 Ceramica
3 43 9 Oseo faunistico
4 120 5 Roca granitica
5 135 6 Roca granitica
6 140 7 Roca granitica
7 125 8 Roca granitica
8 230 3 Lasca de obsidiana
B 245 2 Oseo faunistico
10 330 12 Enterratorio humano

Ecuaciones e inecuaciones en el plano

Una ecuacion lineal en el plano queda representada por una recta. Una desigualdad lineal
en el plano queda representada por una region.
Una solucion de una desigualdad con dos variables es un par ordenado de numeros que

verifica la desigualdad.
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Para mostrar que un par ordenado (x,y) es una solucién de una desigualdad lineal

sustituimos en dicha desigualdad el par ordenado.

Para determinar si (—3,2) es una solucion de 5x—4y <13 se reemplaza x por -3 e

y por 2.
5x-4y <13
5(-3)-4(2)<13
—-15-8<13
—23<13

Como -23 es menor que 13, el par ordenado (—3,2) cumple la desigualdad y es una solucién.

Las graficas de desigualdades lineales de dos variables se pueden utilizar para resolver
muchos problemas, en especial aquéllos relacionados con la optimizacién de cantidades.

Para representar graficamente una desigualdad lineal, primero trazamos la grafica de la
ecuacion lineal correspondiente.

Por ejemplo, representaremos graficamente y <x .
En primer lugar, trazamos la grafica de la ecuacién y = Xx . Esta recta sefala la frontera

entre los puntos que satisfacen la desigualdad y los que no la satisfacen. Trazamos la recta

punteada ya que los puntos sobre ella no se encuentran en el conjunto solucién de y <Xx
Para cualquier punto por encima de la recta y > x . Para cualquier punto por debajo de la
recta y <Xx. Por consiguiente, la gréfica es el semiplano bajo la recta fronteriza y =Xx. Esto

lo mostramos sombreando el semiplano inferior.
La grafica de cualquier desigualdad lineal de dos variables es un semiplano o un semiplano

junto con su frontera, la recta.

rd
4
10 y
/.r
,/
V.
£
5 /’
/’/
S
s
s
-10 -5 /o 5 10

rd -10 -
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Representaremos graficamente —1< y <2.
Se trata de una conjuncion de dos desigualdades.
y>-1 A p<2
Como nuestra desigualdad es una conjuncion, su grafica es la interseccion de las graficas

de las dos desigualdades.

N

Actividad 5
5.1 Encontrar el conjunto solucién de las siguientes inecuaciones. Graficar.

|
511. y<2——x
ey

512. y<2x-4

5.2 Una empresa fabrica dos productos distintos, A y B. Cada unidad del articulo A
producida requiere dos horas de trabajo en una taladradora, y cada unidad del articulo B
requiere cinco horas de trabajo en la taladradora. La empresa tiene un maximo de 40 horas de
trabajo para la taladradora por semana. Si la limitacion de la produccion es el uso de la
taladradora, graficar la relacion que muestra las combinaciones de los productos que la

empresa puede producir semanalmente.
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CAPITULO 2
Funciones

Romina Herrera y Anyelen Di Paolantonio

Conjuntos

Un conjunto es una coleccion de elementos que comparten alguna caracteristica comun.
Por ejemplo:

e Los alumnos de Elementos de Matematica forman un conjunto. La caracteristica comun
es ser alumno de la materia, no importa a qué carrera pertenecen, si son ingresantes o si son
recursantes.

e Los dias de la semana; las letras del abecedario; los niumeros naturales; los numeros
naturales mayores que 5 y menores a 10; las vocales; forman cada uno un conjunto.

A los conjuntos se los suele nombrar con una letra mayuscula y los podemos representar de
distintas formas, por ejemplo:

Diagrama de Venn: Consiste en encerrar los elementos que forman parte del conjunto con
una linea y se indica el nombre del mismo. Tomando los dos ultimos ejemplos mencionados

quedarian:

Se los puede nombrar:
e Por extensidn: consiste en detallar todos los elementos que forman parte del conjunto.
A={6;7;8;9} B={a;e;i;o;u}
e Por comprensidn: consiste en describir la caracteristica que define al conjunto.
A={x€eN/5<x <10}
B = { x es alguna vocal}
Un conjunto puede escribirse como una lista de elementos, pero cambiar el orden de los

elementos no define un conjunto nuevo. Por ejemplo:
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S = {Lunes, Martes, Miércoles, Jueves, Viernes} = {Martes, Viernes, Jueves, Lunes,
Miércoles}

C = {Rojo, Naranja, Amarillo, Verde, Azul, Violeta} = {Amarillo, Naranja, Rojo, Verde,
Violeta, Azul}

Los conjuntos pueden ser finitos o infinitos. El conjunto de los nimeros naturales es infinito,
pero el conjunto de los dias de la semana es finito, tiene siete elementos.
Los conjuntos pueden combinarse mediante operaciones, de manera similar a

las operaciones con numeros.
Los conjuntos han sido el concepto fundamental de la Matematica Moderna. Mediante ellos

pueden definirse objetos matematicos, como los numeros y las funciones, entre otros. Su

estudio detallado requiere la introducciéon de axiomas y conduce a la teoria de conjuntos que

no abordaremos en este libro.

Producto Cartesiano

Dados dos conjuntos A y B; llamamos producto cartesiano de A y B (en ese orden),
denotado AxB, al conjunto cuyos elementos son todos los pares ordenados que se
pueden formar, de modo tal que el primer elemento pertenezca a A y el segundo a B. Esta

definicion se simboliza:
AXBz{(a,b)/a EA/\bEB}

Veamos un ejemplo:
Tenemos los conjuntos A = {6; 8} B = {5;9; 1}. El producto cartesiano AxB sera:
AxB = {(6,5); (6,9); (6,1); (8,5); (8,9); (8,1)}
El producto cartesiano BxA sera:
BxA = {(5,6); (5,8); (9,6); (9,8); (1,6); (1,8)}
Al comparar AxB y BxA podemos decir que el producto cartesiano no es conmutativo.
Cuando los conjuntos son finitos, la cantidad de elementos del conjunto producto
cartesiano es igual al producto de la cantidad de elementos de los conjuntos A y B. En el

ejemplo anterior 2x3=6, entonces AxB tiene 6 pares ordenados.

Relaciones

Al vincular elementos de dos conjuntos, o elementos del mismo conjunto se establece una
relacion entre los mismos.
Dar una relacion R entre A y B es fijar una cierta ley que permita decir cuales son los pares

de elementos que se vinculan. Si a (elemento de A) esta relacionado con b (elemento de B)
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escribimos a R b para indicar (a,b) € R. Una relaciéon entre A y B es un subconjunto del
producto cartesiano AxB.

Se llama relacion R de A en B a toda terna compuesta por un conjunto A llamado "conjunto
de partida", un conjunto B denominado "conjunto de llegada" y el conjunto G llamado "grafica",
cuyos elementos son pares ordenados, tales que su primera componente pertenece al conjunto
Ay la segunda a B.

R=(A,B,G)

Representacion de Relaciones

Tomemos los conjuntos: A = {a;B8;¢0}; B = {1,2,3,4} y una cierta relaciéon del conjunto A
con el conjunto B que puede expresarse mediante:

e flechas en Diagrama de Venn: “las flechas” indican los elementos que se relacionan:

A |l o | o] B | o | -
B [ 3 [ 4 1 1 2
A | B
o | 3
a | 4

B
o | 1
2

° una tabla de doble entrada o matriz:
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e puntos del plano en coordenadas cartesianas ortogonales. Se representan los pares
ordenados de la relacion G = { (a,3); (a,4); (9,1)}

8| (o [ [ 1a)
4 El ® &
3 L] L] &
—— AxB
2 L] L] @
IR
. i
a B ¢ A

Dominio e Imagen

Sea R una relacion de A en B. Llamamos dominio de R al subconjunto de A formado por
aquellos elementos que estan vinculados mediante la relacion dada con uno o mas elementos de B.
DomR={a/ac A A (a,b) eR}
Llamamos imagen de R al subconjunto de B formado por aquellos elementos de dicho
conjunto vinculados mediante la relacion dada con algun elemento de A.
ImR={b/beBA (ab)eR}
Tanto el dominio como la imagen de una relacién pueden coincidir eventualmente con los
conjuntos de partida A y de llegada B, respectivamente.
Del ejemplo anterior, A = {a; B; ¢}; B ={1234}; G ={(a,3); (0,4); (¢,1)}, resulta:
DomR={a;p} elmR={1;3;4}

Actividad 1
1.1Sea A={-1, 0, 3, 4} y B= {0, 2, 4} y sea Ry la relacion definida por:

R, ={(x,y)/xeA, yeB A xSy}
1.1.1  Escribir Ry como un conjunto de pares ordenados.
1.1.2 Mostrar R sobre un diagrama de Venn.
1.1.3 Representar la relacion en un Sistema Cartesiano Ortogonal.
1.1.4 Determinar el dominio y la imagen de R;.
1.2 Sean los conjuntos:
A = {Lebn, Escherichia coli,levadura, Ceibo, Trypanosoma cruzi }
B = {Fungi, Plantae, Animalia, Monera, Protista}
Indicar qué pares ordenados (x, y) de A x B verifican la relacidén “x es un organismo que se

clasifica dentro del reino y”.
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Relaciones definidas en A

Algunas relaciones se establecen entre los elementos del mismo conjunto. Es decir, el
conjunto de partida y de llegada coinciden. En tal caso escribimos R = (A, G) siendo A el
conjunto de partida y de llegada, y G la grafica de la relacion.

Por ejemplo, si A = {5,6,8} tal que G = {(6,5),(8,5),(8,8),(6,8)} podemos representar en un

unico diagrama de la siguiente manera:

Otro ejemplo que podemos considerar es la relacion expresada por x <y en el conjunto
A={1,2,3,4}. Los pares ordenados que forman la grafica de la relacion son:

G ={(1,2),(1.3),(1,4).(2,3),(2,4).(3.4)}

El dominio de la relacion R es: Dom R ={1,2,3}

Laimagen de larelacion Res:ImR={2,3,4}

Actividad 2
2.1 Dado el conjunto 4 = {2, 3,4,6, 9} y las relaciones en A:

R, = {(x, )/ x es divisor de y}
R, ={xy)/x<y}
R, ={x,)/y=x|

Escribir la grafica y determinar el dominio e imagen de: Ry, R,y Rs.

Propiedades de las relaciones definidas en A

Propiedad Reflexiva: una relacion definida en A es reflexiva si y solo si todo elemento de A
esta relacionado consigo mismo. Esta definicion se simboliza:
R =(A,G) es reflexiva< {Vx/x € A =(x,x) e G}
Por ejemplo, entre los alumnos de la clase establecemos la relacién: " x tiene la misma edad que
y". La relacion asi definida es reflexiva, ya que toda persona tiene la misma edad que si misma.

Otro ejemplo pero ahora entre conjuntos numeéricos:
SeaR=(A,G)con A={1,2,3}y G ={(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}
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La relacidon es reflexiva ya que se verifica que todo elemento de A esta relacionado
consigo mismo. En un diagrama de Venn se puede visualizar que si la relacion es reflexiva, en

todos los elementos de A debera verificarse la existencia de un lazo.

A

Propiedad simétrica: Una relacion en A es simétrica cuando se verifica que si un par
ordenado pertenece a su grafica, aquel que se obtiene por permutacion de sus
componentes, también pertenece.

En simbolos: R =(A,G) es simétrica <=>[VX, Vy € A: (X,y)eG=(y,x)eG]

Y

X y

/

Desde el punto de vista de su diagrama, la simetria implica que si existe una flecha que
vincula dos elementos (por ejemplo de x hacia y), debe existir una flecha de vuelta; dicho de
otra forma, el par (y,x) debe pertenecer a la grafica de la relacion.

Volviendo al ejemplo " x tiene la misma edad que y ", esta relacion resulta ser simétrica ya que:
"Manuel tiene la misma edad que Agustin" entonces, "Agustin tiene la misma edad que Manuel".

(Manuel, Agustin) e G=>(Agustin, Manuel) € G.

Otro ejemplo: Sea A={1,2,3}y G ={(1,1),(2,3),(3,2)}, la relacién es simétrica:

(23)eG=>(3,2) G
1,1)eG=>(1,1)eG

Propiedad transitiva: Una relacion definida en A es transitiva, si los pares (x,y) e (y,z)
pertenecen a su grafica, entonces también pertenece el par (x,z).

Simbdlicamente: R = (A, G) es transitiva < [Vx,Vy,Vz € A: (x,y) € G A (y,2) € G =(x,z) €G]

N
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La relaciéon " x tiene la misma edad que y” establecida en un conjunto de personas es
transitiva: si "Manuel tiene la misma edad que Agustin" y "Agustin tiene la misma edad que
Lautaro", entonces "Manuel tiene la misma edad que Lautaro".

(Manuel, Agustin) e G A (Agustin, Lautaro) eG = (Manuel, Lautaro) G.

Otro ejemplo: SeaA={1,23} y G={1,1),1,2),(2,3),(1,3)}

La relacion es transitiva ya que:

(1,2) e G A (2,3) e G = (1,3) e G.

Observamos que la propiedad transitiva se verifica aun cuando los elementos que
intervienen en el estudio no sean distintos. Para el conjunto {1,2}, si G = {(1,1); (1,2)}, la
relacion resulta transitiva ya que 1.1)eGAr(1,2)eG=(1,2) G

Puede justificarse la transitividad para las relaciones establecidas en el conjunto {1,2} que
tienen como gréficas  G¢={(1,2);(2,1)} ; G2={(2,1);(1,2)} y G5 = {(1,1)}

Propiedad Antisimétrica: Una relacién definida en A es antisimétrica si se verifica:
R = (A,G) es antisimétrica [vx, Vy e A (x,y) e G A (V,X) eG = x=Yy]
Por ejemplo la relacion de menor o igual es antisimétrica; en efecto:

A<b Ab<a = a=b

Relaciones de equivalencia
R = (A,G) es una relacion de equivalencia si y solo si es reflexiva, simétrica y transitiva.
Resumiendo: R es de equivalencia si se verifican simultaneamente:
1) Vx e A; xRx (reflexividad)
2) xRy = yRx (simetria)
3) xRy AnyRz = xRz (transitividad)

Volviendo al ejemplo " x tiene la misma edad que y " (relacién de igualdad). Esta relacion,
como hemos visto es reflexiva, simétrica y transitiva, resultando ser una relaciéon de
equivalencia.

Un ejemplo geométrico es la relacion de paralelismo entre rectas del plano. Esta relacion es
de equivalencia ya que verifica:

1) vr:ir||r (reflexividad).
2) Vri;Vrp: r]lre = rnln (simetria).

3) VriVr; Vs D rlre A r2]lrs = rq||rs (transitividad)

Relaciones de orden

R = (A,G) es una relacion de orden si y solo si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
1) VxeA: xRx (reflexividad)
2) xRy A yRx =x=y (antisimétrica)

3) xRy A yRz = xRz (transitividad)

Por ejemplo, la relacion de "menor o igual" en un conjunto numérico es de orden.

38



Actividad 3

3.1 Sea el conjunto 4 = {a, b, c, d}. Considerar las siguientes relaciones en A:
R, = {(a,a), (a, b), (b, a)}
R, = {(a’ C)}

R, ={(a,a),(b,b),(c,c)|
R, ={(a, ), (a, b), (a, c), (b,b), (b,c),(c,c)}
R, =AxA4

Determinar en cuales se cumplen la reflexividad, la simetria y la transitividad.

3.2 Decidir justificando si:
3.2.1 La relacion en el conjunto de personas con la condicion de “ser herman@ de”
es simétrica.
3.2.2 La relacién en el conjunto de los humanos constituida por los pares (x, y) tal
que “x ama a y” es simétrica.

3.2.3 En un conjunto de objetos, la relacion “tener el mismo peso que” es reflexiva.

3.3 Decidir si las siguientes relaciones son de equivalencia. Justificar la respuesta:
3.3.1 Relacién de perpendicularidad entre las rectas del plano.

3.3.2 La relacion “es herman@ de”.

Funcion

Muchas veces escuchamos o hemos dicho:

o La funcioén del docente es explicar los temas...

e El éxito de la temporada esta en funcidn de la cantidad de turistas ...
e Larecaudacion esta en funcién de los espectadores ...

e Lafuncién del corazén es bombear sangre a todo el organismo...

e La funcion de las 14hs. se suspendio...

Si miramos el diccionario:

Funcion® *

Del lat. functio, -6nis.

1. f. Capacidad de actuar propia de los seres vivos y de sus 6rganos, y de las
maquinas o instrumentos.

2. f. Tarea que corresponde realizar a una institucion o entidad, o a sus 6rganos o
personas.

3. f. Acto solemne, especialmente el religioso.

® http:/dle.rae.es/?id=IbQKTYT 7/10/2016
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4. f. Representacion de un espectaculo, especialmente teatral, o proyeccién de una
pelicula. U. t. en sent. fig.

5. f. Obra teatral representada o pelicula proyectada.

6. f. Fiesta mayor de un pueblo o festejo particular de ella.

7. f. Convite obligado de los mozos.

8. f. Escandalo o alboroto que se produce en una reunion.

9. f. Ling. Papel relacional que, en la estructura gramatical de la oracién,
desempefia un elemento fénico, morfoldgico, Iéxico o sintagmatico.

10. f. Ling. Finalidad de los mensajes verbales. La funcién expresiva del lenguaje.

11. f. Mat. Relacion entre dos conjuntos que asigna a cada elemento del primero un
elemento del segundo o ninguno.

12. f. Mil. Accién de guerra.

La palabra funcién es de uso cotidiano y tiene distintos significados. En Matematica, ¢ qué
entendemos por funcion? El concepto esta relacionado con la definicion 11, pero ésta no es del
todo correcta.

Una relacion R es una funcidn de A en B si y soélo si todo elemento de A esta relacionado
con uno y soélo un elemento de B.

Cuando R es una funcion de A en B, se utiliza f en lugar de R y se simboliza: f : A — B.
Ademas de la letra f, se utilizan para indicar funciones las letras g, h, etc.

Para que una relacién sea funcion deberan cumplirse, de acuerdo a la definicién, dos
condiciones:

e Existencia: Para todo elemento a € A, debe existir un elemento b € Bque le
corresponda.
¢ Unicidad: Ese elementob € B, debe ser unico.

Si se considera una funcién f : A~ B y se sabe que un par de valores (x,y) satisface esa
relacién funcional, se escribe y =f(x) que selee"y esigual a fde x”.

Otra forma de definir funcion es a partir de variables en lugar de conjuntos. Decimos que:

Una funcion entre dos variables es una relacién que asocia a cada valor de la variable
independiente uno y sélo uno de la variable dependiente; o bien: una variable y, se dice que es
funcién de una variable x, cuando a cada valor de x le corresponde uno y sélo un valor de y.

Lo simbolizamos: y=f(x) donde x representa la variable independiente e y la variable

dependiente.

La funciéon f toma un valor x de la variable independiente y devuelve un valor de la variable

dependiente, y.
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Dominio e Imagen

El conjunto de valores que puede tomar la variable independiente se llama conjunto de
partida o dominio de la funcién. Se suele simbolizar Dom f

La imagen es el conjunto de valores que toma la variable dependiente.

Algunos ejemplos son:

e Larelacién representada por el diagrama de Venn no es funcién ya que el elemento 3
perteneciente a A no esta relacionado con ningun elemento del conjunto B. En este caso no se

verifica la condicidon de existencia.

A B

e Larelacién representada en el diagrama de Venn de la figura tampoco es una funcién
porque no cumple la condicion de unicidad, ya que del elemento ¢ de A parten dos flechas al

conjunto B

e La relacién de la figura es funcién, ya que se cumplen las dos condiciones
establecidas: existencia y unicidad. Dicho de otro modo, una relacién es funcional si de cada

elemento del conjunto A de partida sale una y sélo una flecha.

Del analisis de los ejemplos anteriores, concluimos que para decidir si una relacién establecida

entre los elementos de dos conjuntos es una funcion, basta con observar el conjunto de partida.
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0 EE—— 0 —— @ —
o ¢ q 0 Te—
No es funcion No es funcion Es funcion

Si una relaciéon entre conjuntos es una funcion, su dominio y el conjunto de partida

deben coincidir.

Actividad 4
41 Sea A= {4, 5,6,7, 8} y B= {10,11, 12, 13}. Determinar si la siguiente tabla define

una funcién de A en B. Justificar la respuesta.

4.2 Indicar cuales de las siguientes relaciones son funciones. Justificar.
421.F:R->R F={(x,y)/x ER,yERAY =x}

422.F:N>N  F={@y)/xeNyeNAy=>2x]

423.F:N->N F={xy)/xeN,yeENAy=6x+4}
4.2.4. Sea A = {habitantes de la ciudad de La Plata}
F ={a; es padre de a;}

4.2.5. A cada ciudad de la provincia de Rio Negro se le asocia la cantidad de
habitantes segun el ultimo censo.

4.2.6. A cada rio de Argentina se lo vincula con las provincias cuyo territorio recorren.

4.3. Dar dos conjuntos A y B y una relacion entre los elementos de ellos que:
4.3.1 Si sea funcion. Representarla en la forma mas conveniente.

4.3.2 No sea funcién. Representarla en la forma mas conveniente.

4.4 Dados los conjuntos:
A = {Santa Rosa, Cérdoba, Parana}
B = {Entre Rios, Cérdoba, La Pampa, Misiones}

La relacién de A en B “es capital de” 4 verifica las condiciones para ser funcion? Justificar.
4.5 Considerar las siguientes graficas G: R—> R

4.5.1. Indicar cuales corresponden a funciones. Explicar.

4.5.2. De aquellas que sean funciones, indicar dominio e imagen.
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De lo visto anteriormente, decimos que una funciéon puede definirse a través de una férmula,

un grafico, una tabla, o un texto.

Funciones numéricas

Las funciones que estudiamos en general tienen como conjunto de partida y conjunto de llegada
a los numeros reales. Estas funciones se conocen como funciones reales de variable real.
Una funciéon numérica tiene como dominio el subconjunto mas amplio de los nimeros reales

en el que tiene sentido la férmula que la define.

Actividad 5
5.1 Hallar el dominio de las siguientes funciones dadas a partir de su expresién algebraica.

Graficar en forma aproximada. Determinar la imagen de cada una de ellas.
1
511 f(x)=—
X

x* =25
x+5

513  f(x)=+x"—4
514  f(x)=+x+3

51.5  f(x)=x"+2
516  f(x)=2x

512  f(x)=

5.2 Dada la siguiente gréfica establecer cuél debe ser el dominio para que:
-1

5 -

r
—
=]
-
"
w
&
L
=
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5.2.1 Sea una funcién.

522 No sea una funcion.
Funcion lineal

Las funciones definidas por la expresion de la forma: f(x) =mx + b con m y b nimeros

reales se las llama funcién lineal, donde f:R - R
La representacion de la funcién lineal en el plano cartesiano es una recta.

La ecuacion explicita de la recta es y =mx+b donde m es la pendiente y b la
ordenada al origen.

La pendiente de una recta es el cociente entre la variacion de la variable dependiente (Ay)

y la variacion de la variable independiente (Ax) de cualquier par de puntos de la misma.

:—yz_yl :ﬂ
xX,—x, Ax

—>m

Ay

Observando la representacion y el triangulo rectangulo que se forma, podemos decir que la
pendiente de la recta es la tangente del angulo que forma la recta con el eje de abscisas. En
simbolos: m = tg «

El valor de la pendiente determina que una funcidon sea creciente, decreciente o

constante.

45



tga =0
m =10

funcién creciente

tga < 0 Juneion constante

m < ()

funcidn decreciente
\_&\

~

Por ejemplo, en la funciéon f: R>R / f(x) = 2x — 1 la pendiente es 2. Podemos decir entonces

que tg x= 2y el angulo que forma con el eje x es de 63°26° 5. La ordenada al origen es y=-1.

Para graficar una recta alcanza con conocer dos puntos pertenecientes a la misma.

La recta que representa a esta funcion esta dada por la grafica:

L5 ]

f(x)=2x-1

La interseccion de una curva con el eje de abscisas se denomina abscisa al origen, cero o

raiz. En ese punto la ordenada toma

valor cero. Por eso, para encontrar este valor se iguala la

ecuacion a cero y se despeja el valor de la variable independiente. En el caso de la recta este

punto es unico.

Para nuestro ejemplo la abscisa al origen esta en x=0,5; es decir, la recta pasa por el

punto (0,5;0)

La interseccion con el eje de ordenadas se denomina ordenada al origen. En ese punto la

abscisa vale 0. Por eso, para encontrar este valor se reemplaza la x por cero. En nuestro caso

la segunda componente del par (0,-1) es la ordenada al origen.
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Otro ejemplo, f: R ->R / f(x) = -x
La pendiente es -1.
La ordenada al origen es y=0

La funcion decrece en todo su dominio.

f(x) = -x

Jox 135°

(5]
[
-

(&)

Actividad 6

6.1 Representar graficamente las funciones lineales f:R —> R de la forma
f(x)=mx+b con m,be R

6.1.1 f(x)=2x-3 6.1.2 f(x)=-2x-3

6.1.3 f(x) =4 6.1.4 f(x)=1x

6.1.5 Hallar en cada caso, los valores f(-2)y f(2)y el &ngulo que forma con el eje
de abscisas.

6.2 Hallar la formula de la funcion lineal que cumple las siguientes condiciones:

6.2.1 Pasa por el origen de coordenadas y tiene pendiente m = —%

6.2.2 Pasa por el punto (0, 2) y tiene pendiente m =3
6.2.3 Pasa por el punto (-3, 5) y es paralela al eje x.
6.2.4 Forma un angulo de 120° con el eje de abscisas.
6.2.5 Corta alos ejes en los puntos P(5, 0) y Q(0, -3).
6.2.6 Pasa por los puntos (2, -3); (-4,3)
6.2.7 Pasa por los puntos (-4,3); (0,0)
6.2.8 Pasa por los puntos (1/3 , 1/2) y (-5/6 , 2/3)
6.2.9 Pasa por los puntos (-2,1; 0,3); (2,3; 1,4)
6.3 Resolver y graficar. Justificar la respuesta:
6.3.1 Escribir la ecuacion explicita de la recta que no pasa por el origen de

coordenadas y forma un angulo de 60° con el eje de las abscisas.
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6.3.2 ¢ Puede una recta tener ordenada al origen negativa?
6.3.3 ¢ Puede una recta tener ordenada al origen nula?
6.3.4 Si una recta tiene pendiente nula ¢ cual es su ecuacion?

6.3.5 En un mismo grafico representar las siguientes rectas:

6.3.5.1 y=0
6.3.5.2 y=-3
6.3.5.3 y=0,5
6.3.5.4 x=0
6.3.5.5 x=4
6.3.5.6 x=-7/2

En cada caso indicar pendiente y ordenada al origen, si existen.

6.4 Una represa cuya capacidad es de 116 millones de litros de agua, tiene una filtracion.
Desde el primer dia del mes pierde agua de manera uniforme®*, a razén de 18 millones de litros
diarios, aproximadamente.

6.4.1 Se desea hallar la féormula de la funcion que describe la cantidad de agua que
permanece en la represa cada dia. Graficar la funcién. Indicar dominio e imagen.

6.4.2 ;En cuanto tiempo se podria vaciar la represa, en el caso que no se solucione el
problema de la pérdida de agua?

6.4.3 ¢ En cuanto tiempo la represa tendria 70 millones de litros de agua?

6.5 En las viboras hembras Lampropeltis Polizona, se sabe que la longitud total “casi” varia
linealmente respecto de la longitud de la cola. A partir de los siguientes datos experimentales

obtener la ecuacion de la recta que representa la longitud total de la cola.

x = longitud de la cola y = longitud total
60 mm 455 mm
140 mm 1050 mm

6.6 Un antropdlogo puede utilizar las funciones lineales para estimar la estatura de una
persona, dada la longitud de alguno de sus huesos. El humero es el hueso del brazo entre el
hombro y el codo. La estatura, en centimetros, de un hombre y de una mujer con un humero
de longitud x, esta dado por M(x) =2,89 x +70,64 y F(x) =2,75 x + 71,48 respectivamente. Se
desea saber cudl seria la estatura si el hueso encontrado era de 35 cm.

6.6.1 En el caso de una mujer.

6.6.2 En el caso de un hombre.

Sugerimos leer el capitulo 9: “Estimacién edad a partir de colecciones osteolégicas

documentadas”, donde se presenta una funcion lineal.

6.7 A fin de estimar las anchuras faciales inferiores (diametro bigonial en cm) para nifas

de 6 afios de edad a partir de datos extraidos a los 5 afios, se procedié a tomar esta

* uniforme cuando su velocidad es constante en el tiempo, dado que su aceleracion es nula.
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medida en 10 nihas de 5 anos, repitiendo la operacion en las mismas nifias un afo
después. Los resultados obtenidos en el estudio se presentan a continuacion. Cada

registro corresponde a una nifia en particular.

Registro N° 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
De 5 afios 7,33 |7,49 |7,20 |7,9 |7,50 (7,80 (7,16 |7,10 |6,94 |7,40
De 6 afios 753 |7,70 |7,40 8,20 (7,80 |8,10 |7,70 |7,20 |7,10 |7,70

Ubicar en un grafico de coordenadas cartesianas los pares ordenados correspondientes a cada
registro utilizando, como primer elemento del par, al diametro bigonial a la edad de 5 afios.

En dicho grafico podra observar que los puntos se disponen siguiendo un patrén bien
definido de tipo rectilineo, pero con cierto grado de error (generado fundamentalmente por
diferencias en el genotipo y/o fenotipo de las nifas, y errores de medicion cometidos en la
recoleccion de los datos). El paso siguiente en la investigacion es el de modelizar dicha

relacion lineal (y =mx+b). En este sentido, es necesario encontrar los valores numéricos

para la pendiente (m) y la ordenada al origen (b) que definan la recta que mejor ajuste los
datos. A tal fin, se puede recurrir a expresiones asociadas a técnicas estadisticas, que
permiten estimar los valores buscados a partir de los datos de estudio.
Con los valores anteriormente calculados, podemos decir que la recta que se ajusta es:
y =1,0949 x — 0,4397
Hallar la posible anchura facial que tendra una nifia de 6 anos si a los 5 anos tiene un ancho
de 7,43cm.

6.8 De los anales del registro civil se obtuvieron los siguientes datos de matrimonios y

nacimientos para distintos afos:

Registro 1 2 3 4 5 6
Nacimientos 1920 3528 2000 2500 5000 5600
Matrimonios 5200 7801 3106 4620 9000 11600

Repitiendo los mismos pasos que en el ejercicio anterior con estos datos, utilizando el
numero de matrimonios como variable x, la relacion queda expresada como
y=1,9152x + 328,99

Estimar utilizando la recta obtenida, el numero de nacimientos para un afno en el que hubo
4923 matrimonios.

Nos preguntamos: ¢ Son pertinentes los resultados?

En el caso de las nifias es esperable que crezcan y si bien no necesariamente todas
ellas lo hacen con el mismo ritmo parece bastante légico que al aumentar su edad

cronolégica aumente su mandibula, pero en el caso de los nacimientos y los matrimonios el

49



problema no es tan sencillo. Cabe esperar que si aumenta el nUmero de matrimonios habra
mas nacimientos (diferidos en al menos 9 meses), pero el hecho de nacer depende
también de otros factores, como puede ser una crisis econémica que desaliente el tener
descendencia, o lo contrario, es decir una prosperidad que haga atractivo vivir en
matrimonio pero sin hijos para poder viajar en cualquier momento. También existe la
posibilidad de nacimientos sin que provengan de matrimonios registrados, ya que ésta es
una cuestion de origen cultural. Para estudiar el caso deberiamos contar con algunos otros
elementos de juicio. No siempre los calculos matematicos dan respuesta a los problemas,

la soluciéon depende de las “condiciones de contorno”.

Funcién cuadratica
La funcién definida de la forma f(x) =ax’ +bx+c con a# 0, a,b y c nimeros reales se

denomina funcién cuadratica; siendo su grafica una parabola. El dominio esta dado por los
numeros reales.

La caracteristica fundamental que define a esta funcion es la simetria.

Podemos determinar el eje de simetria con la siguiente expresion: x,=— e

El vértice se encuentra sobre el eje de simetria y tiene coordenadas V(x,; f(x,))

Si a > 0 la parabola “se abre” hacia arriba. En este caso, la funcion decrece de (—o0;x,,) vy
crece de (x,; +0). Decimos que la funcién es céncava.

Si a < 0 la parabola “se abre” hacia abajo. En este caso, la funcién crece de (—x;x,) VY
decrece de (x,; +). Decimos que la funcién es convexa.

Las raices se encuentran al igualar la férmula de la funcion a cero. Recordemos la

expresion que nos ayuda, llamada férmula resolvente o formula de Bhaskara:

—b++b* —4dac

2a

ax® +bx +c¢ =0 X, X, =

Si estos valores existen se puede escribir la expresion de manera Factorizada asi:
f(x) = a(x —xl) : (x —xz) donde x4 y X, son las raices de la ecuacion.

Por ejemplo, si tenemos la funcion f: R >R / f(x) = 2x? +4x- 6

Como la expresion es polinémica, vemosquea=2 b=4 c=—-6

Aplicando la férmula para hallar el eje de simetria obtenemos x,= -1. Luego, para obtener el
vértice reemplazamos este valor en la férmula: f(-1)= -8. Entonces el vértice estara en el punto
V (-1;-8). Lo ubicamos en el sistema de ejes cartesianos.

Como el valor de a es positivo, las ramas iran “hacia arriba”. Observando el vértice y esta
condicién, nos damos cuenta que cortara dos veces al eje x. Para hallar estos valores,
aplicamos la férmula resolvente, y obtenemos: x4=-3 y x,=1

La ordenada al origen la hallamos haciendo f(0); obtenemos y= -6. Este valor coincide con
el término independiente de la formula.

La imagen de esta funcion esta dada por: [—8; +)
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Decrece: (—o; —1) Crece: (—1; +»)

Otra forma de representar graficamente la funcion cuadrética consiste en tomar los puntos

de una tabla de valores:

X f(x)
-4 10
-3 0
-2 -6
-1 -8
0 -6
1 0
2 10
3 24

Vemos que existen elementos pertenecientes al dominio de la funcion que tienen la misma
imagen: (-4,10) y (2,10); (-3,0) y (1,0); (-2,-6) y (0,-6); esto nos muestra que el eje de simetria
estara entre esos pares. Para ubicar la posicion del eje de simetria, se toma cualquier conjunto
de pares ordenados que tengan la segunda componente igual y se efectia la semisuma de las

primeras componentes:

-2+0 -2
Por ejemplo, para los pares (-2,-6) y (0,-6): — x = > = > =-1
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El eje de simetria resulta ser el conjunto de puntos {(x,y)/xz —1} que corresponde a una

recta paralela al eje y.

La intersecciéon de la parabola con el eje de simetria es el vértice; en nuestro caso la

abscisa es x = —1 vy la correspondiente ordenada sera —> f(—l) =-8

El vértice es el punto(—l; —8)

La pardbola es concava debido a que el coeficiente principal es positivo.
Por ser los ceros de la funcion -3 y 1, y el coeficiente principal a = 2, la funcién puede

expresarse de manera factorizada asi:

fiR—>R/ f(x)=2(x+3)-(x—1)

Veamos otro ejemplo: : R >R/ f(x) = —x? + 3x

La expresion se puede factorizar asi: f(x) = —x(x — 3). De esa expresién podemos “leer”
que las raices estaran en x = 0 y en x = 3. De ello deducimos que el eje de simetria estara en
x,= 1,5. El vértice tendra como ordenada f(1,5) = 2,25; sera el punto V(1,5; 2,25). La ordenada
al origen coincide con una raiz (0;0). Como el coeficiente principal es negativo (a=-1), las
ramas iran “hacia abajo”. Con estos puntos podemos graficar la parabola:

La imagen sera (—o; 2,25]

(8]

N
o
(5B
L

>

§
()

Crece: (—x; 1,5) Decrece: (1,5; +)

Otro ejemplo: f:R »R / f(x) = x? — x + 2
a=1b= —-1c= 2

-(n_1

El eje se simetria: x,= O
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El vértice estara en V(0,5; f(0,5))es decir, en V(0,5; 7/4)
Como a es positivo, las ramas seran hacia arriba. Con esta informaciéon y el vértice,
podemos decir que no cortara al eje x; es decir, no tiene raices.

La ordenada al origen estara en f(0)= 2

La imagen esta dada por: E; +00)

(5]
-
o
-
[
w

Decrece: (—;0,5) Crece: (0,5; +)

Actividad 7
7.1 Representar las siguientes parabolas, indicar eje de simetria, vértice, ordenada al

origen, ceros, concavidad, crecimiento, decrecimiento e imagen:
741 y=x"+3 712y =—4x>+1 713 y=x"+2x 714y=x"—4x-5

7.1‘5y:2(x+1)2_1 7.1.6y:x2 —2x 7A7y=x>+x+1 71.8y=—x"+6x-9

7.2 Estudiando la composicion del aire entre las hojas de un campo de hierba alta se ha
observado que la concentraciéon de anhidrido carbénico varia a lo largo del dia. Se han tomado
datos durante las 24 horas del dia y se ha concluido que la concentracion media C medida en
v.p.m. (volumen por millén) en funcion de la hora del dia t, viene dada por la expresion:

C(t) = 2t* -48t + 550.

7.2.1 i En qué momento se alcanza la menor concentracion?;De cuanto es?

7.2.2 Explicar en qué tiempo la concentracion aumenta y cuando disminuye.
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7.2.3 Graficar de manera aproximada. Indicar dominio e imagen.

7.2.4 ; Qué interpretacion tiene la ordenada al origen y las raices en esta situacion?

7.3 Se estudiaron los efectos nutricionales sobre ratas que fueron alimentadas con una dieta
que contenia un 10% de proteina. La proteina consistia en levadura y harina de maiz. Variando

el porcentaje P de levadura en la mezcla de proteina, se estimé que el peso promedio ganado

(en gramos) de una rata en un periodo fue de f(P) , donde:

f(P):—iP2 +2P+20  0<P<100
50

7.3.1 ¢ Cual fue el maximo peso ganado? s Con qué porcentaje de proteina se alcanz6?
7.3.2 Indicar con qué porcentaje el peso aumenta y cuando disminuye.
7.3.3 Graficar de manera aproximada. Indicar dominio e imagen.

7.3.4 ¢ Qué interpretacion tiene la ordenada al origen y las raices en esta situacion?

Funcion exponencial

Las funciones exponenciales tiene la siguiente expresion: f(x) =a"" cona>0nra# ly
b € R — {0}

El dominio son los numeros reales.
X
. xX)=a
e Funciones de la for ma f( )

0 < a <1 fynciones decrecientes.

oy = (2

-3 -2 -1 0 1

L8]
w
Y
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La imagen son todos los reales positivos.

a > 1 funciones crecientes

-

También la imagen es:(0;+ o)

e Funciones exponenciales de la forma: f(x) = k.a* A k € R — {0}

El valor de k modifica el valor de la ordenada al origen.

Las funciones exponenciales aparecen en el estudio de muchas poblaciones. Veamos el

siguiente ejemplo:
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Un equipo de bidlogos esté interesado en estudiar la reproduccién de unas aves migratorias
que llegan a una reserva de Costa Rica. Estas aves tienen un solo periodo de reproduccion al
afio. Realizan el conteo de la poblacion al final del periodo de reproducciéon desde 2005 hasta

2011 obteniendo los datos que aparecen en esta tabla:

Ano Tiempo t Poblacion | Incremento | Porcentaje de
desde 2005 (en afos) | en el afio t crecimiento

2005 0 230

2006 1 264 34 0,149
2007 2 303 39 0,148
2008 3 348 45 0,149
2009 4 400 52 0,149
2010 5 460 60 0,153
2011 6 529 69 0,150

La poblacion no crece de manera lineal, ya que por cada afio que transcurre el nimero de
individuos no aumenta la misma cantidad. Es decir la relacion entre el tiempo y la cantidad de
aves no es proporcional, por eso el modelo lineal no se adapta a esta situacion.

Si miramos los datos, la relacion que se da entre el incremento de la poblaciéon y la
poblacién al iniciar el afo, es practicamente la misma para todos los anos.

incremento anual
~ 0,15

poblacion al inicio del aio

Es decir, el porcentaje de variacidn se mantiene constante alrededor del 15% (ultima
columna de la tabla).

Bajo ciertas condiciones podemos suponer que la poblaciéon se incrementa en el mismo
porcentaje (no la misma cantidad) para el mismo periodo de tiempo. La expresiéon que describe
esta relacion esta dada por:

F(t) = Py(1 + 1)t

Donde t representa el tiempo, P, es la poblacién inicial para el tiempo t = 0 (es decir, el
inicio del estudio) y r es el porcentaje de crecimiento (o de decrecimiento) para el tiempo t. Si
es crecimiento, se suma r, pero si es decrecimiento se resta r.

Volviendo al ejemplo, podemos decir que la poblacion, a medida que transcurre el tiempo se
describe mediante la expresién: F(t) = 230(1,15)¢ siendo la poblacion inicial de 230, y la razén
de crecimiento 0,15.

Si calculamos los datos segun este modelo y los comparamos con los tomados tenemos:
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Afo Tiempo t Poblacion F(t)
desde 2005 (en afos) | en el afio t
2005 0 230 230
2006 1 264 264,5
2007 2 303 304,18
2008 3 348 349,80
2009 4 400 402,27
2010 5 460 462,61
2011 6 529 532

La siguiente grafica muestra los puntos que representan los datos reales y la curva que se

ajusta a ellos describiendo un modelo.

600

500

400

Poblacion

Actividad 8

8.1 Una especie de mamiferos se reproduce una sola vez al afio. Al inicio de la

investigacion se encontraron 436 individuos y al afio, 567. Si cada afio el incremento es el

mismo porcentaje.

Tiempo desde el 2005 (en afos)

8.1.1 ¢, Qué modelo describe este comportamiento?

8.1.2 ;Qué poblacion habra al cabo de 10 afios?

8.1.3 Graficar de manera aproximada. Indicar dominio e imagen.

8.1.4 ; Qué representan los ceros y la ordenada al origen?

8.2 Una poblacion de aves se incrementd de 3200 ejemplares a 3254 al cabo de un ano.

Suponiendo un periodo de reproduccién anual con una tasa porcentual anual constante. ¢ Cual

es ese porcentaje de incremento?

Los organismos nacen y mueren sin tener una fecha especifica para hacerlo, esto hace que

el conteo de la poblacién debe considerarse como un fendmeno continuo en el tiempo y no

discreto, es decir, no se produce mediante saltos.
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Veamos un ejemplo:

Una poblacion de 10000 bacterias en un cultivo se reproduce con una tasa porcentual
constante del 5% semanal.

El modelo se representa mediante la expresion: F(t) = 10000(1,05)"

a) ¢ Cual sera la poblacion de bacterias al cabo de dos semanas suponiendo que se
reproducen una vez cada semana?

Tenemos que calcular F(2):

F(2)= 10000(1,05)*= 11025

Las bacterias al cabo de dos semanas seran 11205.

b) ¢Cual sera la poblacion de bacterias al cabo de dos semanas suponiendo que se
reproducen una vez por dia?

En esta situacion tenemos que pensar una tasa porcentual diaria. Considerando una
semana de 7 dias, la tasa de crecimiento por dia sera el cociente entre la tasa semanal y el
numero de dias:0,05/7. Ademas, como se pide para dos semanas, t = 14

Reemplazando: F(2)= 10000(1 + 0,05/7)"= 11047,78

c) ¢Cual sera la poblacion de bacterias al cabo de dos semanas suponiendo que se
reproducen una vez por hora?

d) ¢ Cual sera la poblacion de bacterias al cabo de dos semanas suponiendo que se
reproducen una vez por minuto?

e) ¢ Cual sera la poblacion de bacterias al cabo de dos semanas suponiendo que se
reproducen una vez por segundo?

Presentando estos valores en una tabla, podemos observar que la cantidad de bacterias a

lo largo del tiempo tiende a estabilizarse:

Tasa
porcentual Cantidad de
Tasa de Tiempo para 2 constante bacterias al
reproduccion semanas semanal/Tasa cabo del
de tiempo t
reproduccion
Semanal 2 0,05 11025
Diaria 14 0,007142857 11047,7815
Por hora 336 0,000297619 11051,5448
Por minuto 20160 4,96032E-06 11051,7064
Por segundo 1209600 8,2672E-08 11051,7091

Las situaciones anteriores pueden describirse mediante el modelo F(t) = Po(1+r/k) donde k

representa el periodo de tiempo tomado.

Para periodos de reproduccion mas rapidos, la poblacién tiende a estabilizarse.

Si se quiere predecir el comportamiento de la poblacion a escala de tiempo pequefio, k debe

tomar valores muy muy grandes.
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El modelo que toma en cuenta esta situacion se lo denomina modelo exponencial continuo y

tiene la siguiente expresion: F(t)= Poe"

V4
. 1 .
8.3 Calcular los valores de la funcién u = [1+— con z € N que formen una progresién
z

geométrica cuyo primer término z, =q, =1 y su razén r =10, continuando hasta

a, =1.000.000=10°

¢ Qué se observa?

8.4 La poblacion de una ciudad en 2005 fue de 35,4 millones de habitantes. Si la tasa de
crecimiento era de 1,5% anual. Suponiendo que se mantiene constante.
8.4.1 Calcular la poblacién diez anos después, utilizando el modelo exponencial continuo.

8.4.2 Suponiendo esa misma dinamica poblacional, ¢ cuantos habitantes habia en 20027

8.5 Atacando determinadas esporas bacterianas con fenol al 5%, se obtuvieron los datos de
la tabla adjunta, que indican el numero de bacterias sobrevivientes, por gota de una mezcla del
cultivo con el desinfectante:

Tiempo (hs)0,5 1 25 3 4
Bacterias 300 220 92 68 38
8.5.1 Comprobar que la ley que rige el proceso es aproximadamente exponencial.
Determinar los parametros de la funcién a partir de su grafico.
8.5.2 ¢ Cudl era la cantidad inicial de esporas por gota de mezcla?
8.5.3 ¢ Cuantas esporas quedan después de 2 horas de comenzada la desinfeccion?
8.5.4 ;Cuanto tiempo debe transcurrir para que queden 10 esporas por gota?

8.6 Una colonia de hongos se reproduce de manera tal que la superficie cubierta crece
exponencialmente a medida que transcurre el tiempo. A las doce horas de detectados, el area
afectada es de 0,17mm?, y a los 3 dias es de 1,35mm?>.

8.6.1 Determinar analiticamente la funcién que rige este crecimiento
8.6.2 ¢En qué momento el area afectada habra sido 0,82mm??

8.6.3 ¢ Cual sera el area cubierta después de 11 dias?
Funcion logaritmica

Se define funcién logaritmica de base a, a la funcion inversa de la funcién exponencial de
base a.

fx)=y=logx & a’=x cona#1Aa>0

Un caso particular con base 2: f(x)=y=log,x=2Y=x . Donde
Domf = (0,+o) Imf =R
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X f(x)=log,x
0,25 -2 y = log, (z)
0,5 -1
1 0
2 1
4 2
8 3 -

En la interseccion con el gje x, f(x) =0, entonces log, x=0=2"=x=x=1.
En x =0, hay asintota vertical.

Un caso particular con base e: f(x) =y =lnx & e¥ = x (Si la base es el niumero e, se

simboliza Inx y se llama logaritmo natural o neperiano)

Domf =(0,+0) AIm f =R

En la Interseccion con el eje x, f(x) =0, entonces Inx=0=e’=x= x=1.

En x=0 hay asintota vertical.

Actividad 9

9.1 Representar graficamente las funciones y analizar desde la grafica qué ocurre con las
curvas obtenidas:
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11y=3 x _
911y 912y=(%) 9.1.3) y=e

9.1.4 y=log, x 9.1.5 y =logx 9.1.6y = Inx

9.2 La hipétesis de Malthus postula que la poblacion humana crece a razén geométrica,
mientras que la produccion de alimentos lo hace a razén aritmética, lo que llevaria
inevitablemente a una hambruna mundial. Esta hipotesis no es aceptada actualmente y ha sido
sustituida por otra que supone que actuan factores represivos, que obran paulatinamente, y de
tal manera, que al aumentar la poblacién por encima de cierto tamafio tiende a disminuir la tasa
de crecimiento. Este ultimo fendmeno ha sido respaldado por los datos de las estadisticas de
poblaciones humanas del ultimo siglo en distintos paises. La funcion que mejor describe estas
situaciones de crecimiento poblacional se conoce como funcidn logistica, dada por la férmula:

_ k
Cl4cee™
Se trata de una curva monétona creciente, que tiene la forma de una S, en la cual se

prolonga la rama superior, asintdticamente a la recta horizontal de ecuacion y = k .

5000

9.21 Representar graficamente el caso particular =
Y 2400

9.2.2 ¢, Cual es a poblacion inicial?

9.2.3 ¢ En qué valor tiende a estabilizarse?

La funcidon exponencial se utiliza para explicar también el decaimiento radiactivo de una
sustancia en funcién del tiempo transcurrido.

Los atomos de ciertos elementos son inestables y se transforman en otros elementos cuyos
atomos son mas ligeros emitiendo distintos tipos de particulas, como las a, B y y. Por ejemplo,
el isotopo de radon **Rn es un elemento radioactivo. Rutherford descrubrio que si y, es la
cantidad original de una muestra de material radiactivo, y si y(t) es la cantidad de material

radiactivo presente en una muestra t horas después de iniciadas las observaciones, entonces:

t

y(®) = yoe™*

Esta expresion se conoce con el nombre de “ley de decaimiento radiactivo” y expresa la
cantidad de material radiactivo presente como funcién del tiempo. La constante A, se llama
constante de desintegracién radioactiva del elemento.

Por ejemplo, si queremos calcular cuanto material radiactivo hay en una muestra de 10
gramos de ®Rn luego de 10 dias.

Para el ®Rn,la constante radiactiva es A= 0,0077 hora™

Consideramos como cantidad original yo= 10, t = 240 horas

La formula que describe la situacion es y(t) = 10e~%%977t Al reemplazar t por 240,
obtenemos 1,58 gramos.

Entonces, luego de 10 dias en la muestra quedan 1,58 gramos de dicha sustancia.
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Si tenemos una masa inicial de K, gramos de radio(Ra), después de transcurridos t siglos,
parte de la sustancia se habra desintegrado, quedando un cantidad remanente expresada por
f(t) = Kolefo’mr. Determinar el tiempo necesario para que se haya desintegrado la mitad de

la masa inicial. Este lapso se conoce como vida media y es una constante caracteristica de
cada elemento radiactivo.

La funciéon exponencial se utiliza también para fechar minerales y fésiles, es decir, para
determinar el tiempo en el que vivieron organismos o para determinar la edad de una roca. El
método de datacién del carbono hizo que W. Libby obtuviera un Premio Nobel en 1960. El
método consiste en tomar la proporcidon de carbono 14 (*C ) respecto al carbono 12 (*°C )
presente en un tejido muerto. Como el "C decae en'®C, esta proporcion disminuye respecto a

la presente en la atmésfera.

9.3 El ™C, es un isétopo radioactivo del carbono cuya vida media (tiempo en que su
cantidad se reduce a la mitad) es, aproximadamente de 5750 afios. Si calculamos cuanto Yc
contienen los restos de un organismo que vivié hace mucho tiempo, es posible determinar qué

porcentaje corresponde a la cantidad original cuando murié. Una vez conocida esta
informacién, la férmula y = Ae" nos permite fechar la edad de los restos. La datacién se hace

después de determinar la constante k. Como la cantidad de Yec después de 5750 afos es A/2,

tenemos que:

A — Lo s | = In0,5

2 5750

Si sustituimos el valor de k en y = Ae* obtenemos la siguiente formula con la que se calcula
la cantidad de "C que queda después de t afios.

an,S)

y = Ae(ﬁ
9.3.1 Si se analiza el esqueleto de un animal y se ve que contiene cerca de la tercera
parte de su "C original. ;Qué edad tiene el esqueleto?
9.3.2 Se analiz6 una momia egipcia y se encontré que contenia 60% de su Yc original.
Calcular la antigiiedad de la momia, con precision de 100 afios.
9.3.3 Un esqueleto de gliptodonte contiene la centésima parte de su cantidad original

de "C. Calcular su antigiiedad.

9.4 Al estudiar el crecimiento de una poblacion de roedores por primera vez, se encontré que
la poblacion era de 22000. Se determiné en estudios posteriores que esta poblacion

crece en funcion del tiempo (expresado en anos) de acuerdo a la siguiente férmula
N =(22000)(10%°'%%)

9.4.1 ; Cuanto tiempo pasara para que la poblacion se duplique?

9.4.2 ; Cuanto tardaré en triplicarse?
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9.5 Un cultivo bacteriano crece de acuerdo a la férmula y =10000 e”* | siendo t el tiempo en

dias. Estimar la cantidad de bacterias después de una semana.

9.6 En un cierto cultivo bacteriano, si f(t) bacterias se encuentran presentes a los t minutos,

entonces f(t) = Be”™" . Si hay 2000 bacterias inicialmente.
9.6.1 ¢ Cuantas habra después de una hora?

9.6.2 4, Cuanto tiempo pasara hasta tener 36.000 bacterias en el cultivo?
Sugerimos leer del capitulo 9: “Estudios de crecimiento y desarrollo”

Funciones trigonométricas

Se denomina circunferencia trigonométrica a una circunferencia de radio 1 con centro en
el origen de coordenadas.

La rotacién de la semirrecta op, con centro en el punto (0,0) y angulo de giro & , corta a

A
la circunferencia en un punto P = (xl,yl) y determina un triangulo rectangulo ox.p-

-

Razones Trigonométricas | Funciones definidas en la
circunferencia trigonométrica
. catetoopuesto A~V A
senQ = ——— sena == = sena =y,
hipotenusa op
. _ catetoadyacente N A
cosa = - CoOSQ ==— = COSU = X,
hipotenusa op
.  catetoopuesto N
a= go = el
catetoadyacente X,
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Positividad y negatividad de las funciones trigonométricas
Para determinar el signo de las funciones trigonométricas se debe conocer a qué cuadrante

pertenecen el angulo y los signos de las coordenadas del punto P = (x,y)

Cuadrante | send | cosa tga
[ + + +
| + - -
I - - +
v - + -

Representacion grafica de algunas funciones trigonométricas

La funcién seno: f(x) = sen x

\\.:‘ .1 0 1 2 H 4 5/ 7
L
- — . el

Dom f:RAIm f:[-11]
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La funcion coseno: f(x)=cos x

24

/ B 0 1 2 3 4 5 [
X

s

Dom f:RAIm f:[-L1]

La funcién tangente: f(x)=1tg x

[

—.__._
o

Domf:R—{x/x=%+k7rAkez}/\Imf:R

Amplitud, periodo y angulo de fase
f(x) = Asen(Bx—C)+D

A: modifica la amplitud de la curva
B: Modifica el periodo
C: Desplaza la funcion con respecto al eje x

D: Desplaza la funcion con respecto al eje y
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Amplitud

|A| . es el promedio de la diferencia entre los valores maximo y minimo de la funcion.

funcion A | Conjunto Imagen
f(x)=sen x 1 [—1, 1]
f(x)=2senx | 2 [—2,2]
f(x)=-sen x | -1 [—1, l]
f(x):%sen X % {—%,%}

y=2senx

Periodo
B: nos dice cada cuanto se repite la porcion principal de la gréfica.

2r
B | Periodo T=-—
g

f(x)=sen x 1 27

f(x)=sen (2x) | 2 T

4z

N | =

f(x)=sen (% xj
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y=1/2 senx

T=m

=9
-3 T=2w

T=4m

Angulo de fase

E: desplaza la funcion con respecto al eje x; si es positivo, hacia la derecha y si es
negativo, hacia la izquierda.

La grafica de la funcién coseno coincide con la grafica de la funcién seno de x+r/2 Es decir,

podemos considerar a la funcidon coseno como una “funcién seno desplazada”.

C ]
— Angulo de fase
B
S(x)=sen x 0 0 no se desplaza
T
f(x)=sen | x—— Z | Z hacia la derecha
4 4 4
T T |
x)=sen | x +— —— | — hacia laizquierda
f(x) ( 4] K

y=sen(x+ m4)

/ e m
) 0 1 2 3 5 y 8 N\
y=sen (x-1/4) 3
-1 4

-2

-3 4

Desplazamiento respecto del eje y
D: desplaza la funcién respecto del eje y; si es positivo hacia arriba y si es negativo, hacia abajo.
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D Desplazamiento
f(x)=ysen x 0 no se desplaza
f(x)=senx + 1| 1 1 unidad hacia arriba
S(x)=senx—-2 | -2 | 2unidades hacia abajo

3
y=sen(x) +1
2 /— _____\\ = e

y=s&n (x)-2

Actividad 10

10.1 Realizar un analisis similar al anterior para la funcion f(x) =cos x

10.2 Graficar las siguientes funciones para al menos tres ciclos. Determinar su amplitud y
periodo. Ademas, indicar en qué intervalos la funcidon es creciente y en cuales decreciente,

donde la grafica de la funcién es céncava hacia abajo y donde céncava hacia arriba.

10.2.11(x) = sen [x—%j

102.2f(x) = cos(x+§j
10.2.3f(x)=—3sen 4x

10.2.4 f(x) =—cos %x

Sugerimos leer del capitulo 10: “Estudio de la diabetes”, donde se vincula las funciones

trabajadas en este capitulo.
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CAPITULO 3
Limites y Derivadas
Viviana Cappello

Nocion intuitiva de limite

Una persona se contagia una enfermedad y entra en contacto con varias personas que a su
vez se contagian y estas contagian a aquellas con las que tuvieron contacto. Cuanta gente se
contagiara de la enfermedad? Un inicio apropiado para responder la pregunta es recopilar
datos y al graficarlos se obtiene lo siguiente5:

ados
L]
L ]
L ]
L ]
L ]
L ]

i
L ]

o
=

Conta

1 5 Semanas 10 15

Podemos observar que a medida que transcurren las semanas, el numero de contagios
aumenta sin sobrepasar los 700 casos.

En simbolos, decimos que: 0 < y < 700

Suponemos que tenemos el mismo conjunto de datos anterior, pero deseamos conocer
cuanta gente se contagio el miércoles de la tercera semana. Tenemos la informacion exacta
para el sabado de la semana 2, 50 casos, y el sabado de la semana 3, 200. ;Qué podemos
decir acerca del miércoles de la semana 3?7 Si hacemos la suposicién de que la tasa de
infeccidn crece con una cierta regularidad, entonces el patréon de crecimiento debe obtenerse a
partir de la grafica. De hecho, podemos decir que se obtiene uniendo los puntos con una curva
suave, por ejemplo, como en el grafico de siguiente.

® Esto es una curva logistica. El crecimiento no es exponencial porque habra personas en la poblacién inmunes, y otras
que estén ya enfermas por lo que no se volveran a contagiar.
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200

700
600
500
400
300
200
100 [
|
Semanas
1 2.5 5 15

Como el sabado de la semana 2 habia 50 contagiados; el sabado de la semana 3 habia 200
contagiados y el miércoles de la semana 3 esta entre esos dias, es de esperar que el numero

de contagiados esté entre 50 y 200. Es mas, podriamos estimar que sea 150.

Al analizar el comportamiento de las funciones para valores muy grandes o en la proximidad
de un numero, hemos utilizado expresiones como: “tiende a...”, “se aproxima a ...”, “se acerca
a ....". Este lenguaje informal hace referencia a una propiedad de las funciones que
estudiaremos en lo que sigue de manera especifica y desde un punto de vista mas formalizado,

pero sin dejar de ser intuitivos: el limite de las funciones.

Funcién dada a partir de su expresion algebraica

Si tenemos la funcion  f:R — R; f(x) = x? — 3x

Queremos saber como se comporta la funcién cuando x se aproxima a -1

A o X f(x)
© D <
®
2 -% -1,01 4,0501 o
c O ©
o N c
= 5 -1,001 4,005001 2
x a -3
-1,0001 | 4,00050001 =
‘_I ..... <
@® E @©
g8 : S
c o )
& ° . =
=5 <
x a =
-0,9999 | 3,99950001
-0,999 3,995001
-0,99 3,9501
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Los valores de la funcidon estan proximos a 4 para valores de x suficientemente
cercanos a -1.
Simbdlicamente: lim,,_,_; (x* — 3x) =4
¢Interesa el valor de la funcién cuando x es igual a -17?

f=1) =4

El valor de la funcién en x = - 1 coincide con el valor del limite

41

—
—

2 1 2 3
Si ahora analizamos la funcién: f(x) = 3::3
El dominio esta dado por: R — {1}
¢A qué valor se acerca f(x) cuando x se aproxima a 1?
X f(x)
09 5,7
©s 0% | 58
E s 0,99 5,97
= 0,995 5,985
% 70999 | 5997
1 No existe
” 1,001 6,003
5 'F‘: 1,005 6,015
§ g 1,01 6,03
gs 105 6,15
=% T 63
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(5]

—_—

. 0 . 3x2-3
Simbdlicamente: hmx_,lﬁ =6
Es decir, el limite de la funcién f(x) cuando x tiende a 1 es igual a 6.
La funcion no esta definida en x=1, sin embargo, cuando x toma valores cercanos a 1 la

funcion tiende a 6.

Definicion de limite

El limite de la funcién f(x) cuando x tiende al nimero real a es igual al numero L, si al
aproximarse x a a por la izquierda y por la derecha, siendo x # a, resulta que f(x) se aproxima o
incluso es igual a L.

Escribiremos:
limf(x) =L
x—a

Limites laterales

Limite por derecha

lim )

Expresa el valor al que se aproxima f(x) cuando x tiende a a tomando valores mayores que

a (a la derecha de a).
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Limite por izquierda
lim f(x)

x—a

Expresa el valor al que se aproxima f(x) cuando x tiende a a tomando valores menores que

a (a la izquierda de a).

Para que exista el limite de una funcién, deben existir los laterales y dichos limites deben

coincidir.

Teorema de Unicidad de Limite

Siuna funcién y = f(x) tiene limite en un punto dado, el mismo es unico.

Actividad 1

La siguiente grafica muestra una funcion.

(5]

(5]
o
N 1
&
x

O
1.1.Determinar los siguientes limites:

1.1.1 lim, 1+ f(x) =
1.1.2 lim,_- f(x) =
1.1.31lim,_,, f(x) =
1.1.4.1im,_ g+ f(x) =
1.1.5 lim,o_ f(x) =
1.1.6lim_, f(x)=
1.1.7 lim,,_+ f(x) =
1.1.8lim,_- f(x) =
1191im__, f(x) =
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1.2. En la gréfica de la funcién f dada encontrar los siguientes limites:

o™

>
S ]

4 3 2 1 0 1 2 3 4 \ 5
\\
124 lim f(x)= 122 lim f(x)=  1231lim f(x)= 124 lim f(x)=
x—2" x—2% x> x—>—2"
125 lim f(x)= 1:26lim f(x)= 1271im f(x)= 1.281im f(x)=
x—>-2" x—>— x—>3" x—>37"
129 lim f(x) = 1210lim f(x)= 1211 lim f(x) =
x— x—>0" x—=>1"

1.3. Dada la funcién determinada por la grafica siguiente:

Calcular los limites de la funcién en los puntos de abscisax = 2, x = 4yx = 8.
1.4. Analizar qué le sucede a f(x) = x? + 1 cuando x se acerca a 2.
Para ello:
1.4.1 Construir una tabla con valores de x cercanos a 2 (por derecha y por izquierda).
¢, Cuanto vale f(2)?
1.4.2 Graficar.

1.4.3 Utilizar la notacién de limite para expresar esta situacion. Sacar conclusiones.
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2

cuando x se acerca a 2.

X
1.5. Analizar qué le sucede a f(x)= 5
x —

Para ello:

1.5.1 Construir una tabla con valores de x cercanos a 2 (por derecha y por izquierda).
¢ Cuanto vale f(2)?

1.5.2 Graficar.

1.5.3 Utilizar la notacion de limite para expresar esta situacion. Sacar conclusiones.

1
1.6 Analizar qué le sucede a f(x)=— cuando x se acerca a 0.
b

Para ello:

1.6.1 Construir una tabla con valores de x cercanos a 0 (por derecha y por izquierda).
¢ Cuanto vale f(0)?

1.6.2 Graficar.

1.6.3 Utilizar la notacién de limite para expresar esta situacion. Sacar conclusiones.

1.7 Representar graficamente la funcion y encontrar si existe el limite indicado. Justificar.

3x+2 si x#0
1.7.1 f(x):{S si. x=0
lim f(x) 5 lim f(x)
-x-1 Si x#0
1.7.2 .

Il
(e

2x+1 Si X
lim f(x) 5 lim f(x)
-1 Si x<0
f(x)=sgn(x)=<0 Si x=0
3

1.7 1 Si x>0
lim 1 (x)
() 2x+1 si x<3
X) =
1.7.4 10—x si x=3
lz'ng f(x)
x2+1 si x=20
f(X)={ .
1.75 - X si x<0
lz'ng f(x)

76



Enunciados sobre el calculo de limites
de algunas funciones particulares

Hallar los limites utilizando la definicion formal excede las incumbencias del curso. Para
facilitar el calculo desarrollamos los siguientes enunciados.

1. Sifeslafuncién identidad f(x) = x, entonces para cualquier valor de a se verifica que:

limf(x) =limx =a
xXx—a x—a
2. El limite de la funcion constante f(x) =n , es la misma constante, cualquiera sea el
valor al que tiende:
lim f(x) =limn =n
X—a

x-a

3.  Ellimite de una funcién polinémica p(x) es igual al valor numérico del polinomio para x = a

limp(x) = p(a)
Los limites de muchas funciones algebraicas se pueden calcular mediante la sustituciéon
directa, es decir: lim,_, f(x) = f(a)

Siendo a un ndmero del dominio de la funcion:

. lim ,_,senx = sena

e lim ,,,cosx =cosa

e lim ,, ,tgx=tga

e lim ,,,logy,x=1log,a

e lim . ,b*=b"

o limpVx=+a

SikeRylim,_, f(x) =L, ylim,_, g(x) = L, entonces:

o lim,_ kf(x) =klim,, f(x) =k.L,

lim,,,(f(x) + g(x) = limy_,q f(x) + lim,_,, g(x) = L; + L,

lim, o (f (x) — g(x) = limy_,q f(x) — lim,_,4 g(x) =L, — L,

limy o (f (%) . g(x) = limyq f(x). limy . g(x) = Ly. L,

. fx) _ limyogf(x) L1 _. .
e lim,_, 0 meag L S limy,,,g(x) #0

Limites indeterminados

Cuando el resultado del limite no puede anticiparse al reemplazar la variable por el valor al cual

. . o _,0, oo
tiende, se generan indeterminaciones del tipo ”6", "—" "0.00", "o0.00". El resultado de estos
o0
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limites no puede saberse de antemano: puede ser un nimero, oo; —co0; 0 no existir. Para calcular

estos limites se realizan procedimientos algebraicos para “salvar la indeterminacion”.
L . .0,
Indeterminacion del tipo 6

Algunas posibilidades:
o factorizar numerador y denominador para luego simplificar y asi eliminar la

indeterminacion.

x2-25 . (x—5)(x+5) _

Por ejemplo: limx_,sﬁ= lim, s 5 10

e crear un factor comun multiplicando el numerador y el denominador por la expresion
conjugada de la que se presenta en uno de ellos.

(x=3) Vx+1+2 _
X3 xri-2 JxFit2

. s X-3 .
Por ejemplo: lim,_,; T, im

Actividad 2

2.1 Calcular los siguientes limites:
CoxT+3x . x*—6x+5 . x> =3x+2

244 lim ———— - 24.2lim=———~ 24.3lim——————~
-1 x+3 =l 2x° =2 =l x” —4x+3
. 3h* +2h P41

214 lim————= 2.1.5 lim Sx#l2 = 2.1.6 lim x2 =
-0 h> +3h x>-42x° +128 -l x? —]

2 —A4—

2.1.7 lz'muz 218 lim2 VA=t 2100m L1 )

=2 x—2 =0 2t =0 R\ 3 3+h

Limites en el infinito

A partir de las siguientes gréficas de funciones, indicaremos el comportamiento de las
mismas cuando x va tomando valores cada vez mas grandes y cuando x va tomando valores

cada vez mas chicos.

o

Si x crece indefinidamente, la funcién f(x) se acerca a 0
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Si x decrece indefinidamente, la funcién f(x) se acercaa 0
La recta y=0 es asintota horizontal de la funcion

La recta x=2 es asintota vertical de la funcién

»

{ =31

Si x crece indefinidamente, la funcién f(x) se acerca a 1
Si x decrece indefinidamente, la funcion f(x) se acerca a 1
La recta y=1 es asintota horizontal de la funcién

La recta x=-2 es asintota vertical de la funcién

05

0s 1 15 2 25 3 35 4 45 -]

Si x crece indefinidamente, la funcién f(x) se acerca a 2
Si x decrece indefinidamente, la funcién f(x) se acerca a -2

Las rectas y = 2 e y = —2 son asintotas horizontales de la funcién
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Si x crece indefinidamente, la funcién f(x) se acerca a 1
Si x decrece indefinidamente, la funcién f(x) se acerca a 1
Larectay =1 es asintota horizontal de la funcién

La recta x = 0 es asintota vertical de la funcién

Actividad 3

3.1 En biologia pesquera, es una practica relativamente normal, estimar el nimero de peces
que desovan en la época reproductiva en ciertos rios. Esta informacién se utiliza para predecir
el numero de peces reproductores o reclutas que retornaran al afo siguiente para desovar. Si S
es el numero de peces hembra y R el nimero de reclutas, la funcion de Beverton y Holt®
establece que R(S)=S/(a.S+B) en donde a y B son constantes positivas. Demostar que esta
funcion predice un reclutamiento mas o menos constante cuando el nimero de hembras es lo

suficientemente grande.

3.2 En el estudio del crecimiento de las poblaciones animales, se supone que el nimero de

K

organismos aumenta a lo largo del tiempo siguiendo la funcion N (t) = N m—
+a e

donde «k, a y B son parametros. Determinar el nUmero de animales que predice esta funcion

cuando el tiempo transcurrido sea lo suficientemente grande.

Limites infinitos en el infinito

En el siguiente grafico se observa que en la funcién representada, a medida que x toma

valores cada vez mas grandes (o mas chicos), la funcién toma valores mayores.

® La ecuacion de diferencia de Beverton-Holt tiene amplias aplicaciones en crecimiento de la poblacién
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5]

0

En otras palabras y en simbolos matematicos:
f(x) crece cada vez mas a medida que x aumenta: Esto se expresa:lim,_, 4 f(x) = +o

f(x) crece cada vez mas a medida que x disminuye: Esto se expresa:lim,_,_,, f(x) = +o

(5]

ra

-34

Para este nuevo ejemplo:
f(x) decrece cada vez mas a medida que x aumenta: Esto se expresa:lim,._,, f(x) = —o0

f(x) decrece cada vez mas a medida que x disminuye: Esto se expresa:lim,_,_., f(x) = —
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En este ejemplo:
f(x) crece cada vez mas a medida que x aumenta: Esto se expresa:lim,_ ., f(x) = +

f(x) decrece cada vez mas a medida que x disminuye: Esto se expresa:lim,_,_., f(x) = —

El limite de una funcién polinémica en el infinito, es igual al limite del término de mayor

exponente.

Indeterminacion g de cociente de funciones polinomiales
Se divide numerador y denominador por x™ siendo n el mayor de los exponentes de las
funciones polindmicas. Luego se aplican las propiedades de los limites.

Ejemplos:

lim xS 43x24xt-1
X2F® y4x3-3

xS +xt—-2 1
AL T3 3
8x2+5

x—l>Toox3+3=

Actividad 4
4.1 Calcular los siguientes limites:
5
, x> —3x , 2
411 lzmz—: 4.1.2 llm5——2:
X—0 4X + 5 X—® x
2- 8—x
. X _ 414 [Im ——— =
413 Xliﬂo x2+1 - xaoo1+4\/;
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4.2 La cantidad de una droga en la corriente sanguinea x horas después de inyectada

. . .y 10. . .
intramuscularmente esta dada por la funcién f(x) =x2—f1. Al pasar el tiempo, ¢cual es la

cantidad limite de droga en sangre?

4.3 La poblacion de una colonia de bacterias (en millones) esta dada por: y = TreoE

4.3.1 4 Cual es la poblacion inicial de la colonia?
4.3.2 ;A medida que transcurre el tiempo, la poblacién crece indefinidamente o tiende a

estabilizarse?

Sugerimos leer del capitulo 10: “Estudio del crecimiento tumoral’, donde se vincula los

limites trabajados en este capitulo.

Continuidad

Las funciones pueden se clasificadas en continuas y discontinuas. Para que nos hagamos
una idea, una funcién continua en todo su dominio sera aquella que se pueda dibujar de un
so6lo trazo sin levantar el lapiz del papel.

Pero muchas de las funciones van a presentar discontinuidades, o sea, van a ser continuas

so6lo en algunos “trozos” de su dominio.

Veamos las siguientes funciones:
225

fR={5) = R; f(x) = =—=

. S

(5]

(3]
o
(5]
w
&
o
(-]

4
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x2-25 .
g:R - R; g(x) = {—x—S six #5

6six=25
10
]
8
7
-]
5
4
3
2
1
1] 1 2 3 4 5
x?—-25
h:R - R;h(x) ={ 5 _g SiX#5>
10six =5
4
3
2
[
1
1 ] 1 2 4
4l
-2
-3
-4
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Decimos que una funcion dada por y = f (x) es continua en un punto de abscisa x = a si

se cumplen las siguientes condiciones:

1) La funcién esta definida en x = a, es decir, a pertenece al dominio de la funcion.

2) Existe el limite lim f(x)

3) El limite para x tendiendo a a, es igual al valor de la funciéon en el punto:

lim £ (x) = £ (a)

Actividad 5

Dadas las siguientes graficas de funciones indicar si son continuas o no, en todo su

dominio, y en el caso de discontinuidad explicar por qué se produce.

5.1

5.2

5.3

A

wY

Y

[EE Mot SRSENEES PRESUER SRR BRI TS SRS e
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5.4 Para las siguientes funciones trazar la grafica, luego observando donde hay saltos
determinar los valores de la variable independiente en los cuales la funcién es discontinua e

indicar por qué no se satisface la definicién de continuidad.

xX—x-6 .
3 & x#3 x’ si x<3
541 f(x)= 54.2 f(x)=
8 S1 x=3 8 Si x>3
2 2
x -4 Si x#2 sz S1 x# -2
x—2 x+2
54.3 f(x)= 544 f(x)=
4 Si x=2 -3 Si x=-2
L S x#1
x—1
545 f(x)=
3 Si x=1

Tipos de discontinuidades

Evitables: Se da cuando existe el limite de la funcion en x = a. Puede no estar definida la
funcién en x = a o puede no coincidir con el valor del limite. La funcién puede modificarse
adoptando como f(a) el valor del limiteen x = a .

Se presenta cuando la grafica se interrumpe en un punto donde no hay imagen, o la imagen
esta desplazada del resto de la grafica. Aqui la tendencia de la funcién a la izquierda y a la
derecha de x = a si coincide, sin embargo, es f(a) el valor que no coincide con dicha tendencia

O que ni siquiera existe.

Esencial (inevitable): no existe el limite en x = a.

Una discontinuidad esencial de salto finito se presenta cuando en un valor de x = a, se
observa una separacién entre dos trozos de la funcién. Esto es debido a que la tendencia de la
funcion a la izquierda del punto x = a es diferente de la que tiene a la derecha.

Una discontinuidad de salto infinito se presenta cuando en un punto de la curva observamos
que la tendencia a la izquierda o a la derecha (0 ambas) es alejarse al infinito (+« 0 -),

entonces nos encontramos con una discontinuidad de salto al infinito en el punto de x = a.
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Actividad 6
6.1 Demostrar que la funcion es discontinua en el punto x= a. Luego determinar si la

discontinuidad es evitable o esencial.

x’—4
6.1.1 f(x)= ; a=2
x—=2
2
x—3
6.1.2 f(x)= a=3
8 Si x=3

El nimero e

Una sucesion es toda funcién cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales ’

n
En especial la sucesion u, = [ 1 + —) permite definir al nimero irracional e,
n
n—>0 n

que se obtiene como el resultado del limite cuando n tiende a infinito: e = lim(l + —j

Para tener una idea del comportamiento, cuando n crece, calcularemos valores

aproximados de u,, para valores cada vez mas grandes de n.

" 1+l Ly
n u, = (1 + ;)
10 1+i 1,1"° = 2,59374
10
100 1 1,01 = 2,70481
1+ﬁ
1000 1 1,001"°%° = 2,71692
l+m
10000 1 1,0001'%%= 271814
l+m
100000 1 1,00001"%%°%= 2,71826
b 100000
1000000 . 1 1,000001'9°°°%= 2 71828
1000000

z
Si bien hemos supuesto que n € N, en general se verifica: lim,_, (1 + é) =e?8

" Esta definicion completa el concepto visto en el capitulo 1
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La pendiente de una curva

Tomemos un punto P sobre una curva. Queremos definir:

o pendiente de la curva en ese punto y recta tangente a la curva en ese punto.

Las siguientes curvas muestran la recta tangente en un punto de la curva:

P

P o ,:—/7-< \ T -

¢ Qué observamos en cada una de las figuras?

Para definir la pendiente de la curva en el punto P, debemos considerar lo que sucede en un
punto Q que esta cerca de P. Miremos la siguiente grafica: Tomemos un punto Qq, distinto de
P, de la curva y = f(x). Los dos puntos determinan una recta con pendiente que depende de P
y Q. Si el punto Q;, se aproxima al punto P sobre la curva, entonces cuando Q; llega cerca de
P, la pendiente de la recta que pasa por P y Q, ahora debe aproximarse a la pendiente, que no

conocemos, de la recta tangente, que tampoco conocemos, a la curva en P.

Recta tangente

Si el limite de la pendiente formada por P y Q, existe cuando Q se aproxima a P, entonces
debe ser considerado como la pendiente de la propia curva en P.

Dada una curva y = f(x) y P un punto sobre esa curva. La pendiente de la curva en P es el
limite de la pendiente de las rectas entre P y otro punto Q sobre la curva, cuando Q se
aproxima a P.

Si la curva es una recta de ecuacidn y = mx + b, la pendiente entre dos puntos de la
misma es m.

Por ejemplo, sila curva es y = f(x) = x2, vamos a encontrar la pendiente en el punto P (2;4).

8 El namero e, de manera formal lo definimos como el limite de la sucesién 1 + 1/n ,cuando n tiende a infinito,
concepto trabajado en el capitulo 2.
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Para ello buscamos un punto “préximo” a P, por ejemplo six =2,1 — f(2,1) = (2,1)? =
4,41. Es decir, la curva pasa por el punto Q(2,1; 4,41).

. . - 4,41—-4
La pendiente entre estos puntos sera: m = 22221 = —— =41

Xp—x1

La abscisa de un punto proximo a (2,4) puede escribirse como 2 + Ax, donde Ax es un

nimero pequefio (positivo o negativo), pero distinto de cero. Entonces: f(2+ Ax) =
(24 4x)? = 4 + 44x + Ax?.

Es decir, el punto (2+A4x; 4+4Ax +Ax ) se encuentra sobre la curva. Si Ax es positivo, la

recta que une esos puntos sera:

Si Ax es negativo, entonces 2 + Ax es menor que 2, la recta que une esos puntos tendra el

siguiente aspecto:

e

La pendiente de la recta que une los puntos (2;4) y (2 + Ax; 4 + 4Ax + Ax?) sera:
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_AHAM ot AC -4 4t A
m= T ax—2  ax X

Cuando el punto cuya abscisa es 2+4x se acerca al punto (2;4), el nUmero Ax tiende a cero.
Cuando 4x se aproxima a cero, la pendiente de la recta se aproxima a 2, que es la pendiente
de la curva en el punto (2;4) por definicion.

Busquemos ahora la pendiente de la misma curva en otro punto, por ejemplo (-3;9).

Tomamos un punto cercano (—3 + Ax; 9 — 64x + Ax?)

La pendiente sera: = —6 + Ax
Cuando 4x se aproxima a 0, la pendiente de la curva en ese punto se aproxima a -6

¢ Hay una sola recta tangente a una curva?

Actividad 7
7.1 Hallar las pendientes de las siguientes curvas en los puntos indicados.
7.1.1y =x? en el punto (-2;4)
7.1.2y =3x — 1 en el punto (1;2)
7.1.3y = x3en el punto (1;1)

La derivada

Siguiendo con el ejemplo de y = f(x) = x%, tomamos un punto cualquiera de la curva,
(x; f(x)) - (x; x?). Tomamos un punto cercano de abscisa x+A4x para Ax pequefio (distinto de

cero). La ordenada de ese punto sera:
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flx + Ax) = (x + Ax)? = x? + 2xAx + Ax?

x242xMe+Ax?-x?  2xAx+Ax?
X+Ax—x Ax

La pendiente de la recta sera: m = = 2x+Ax

Cuando 4x tiende a cero, 2x+4x se aproxima a 2x.
En particular cuando x=1, la pendiente sera 2. Cuando x sea 3 la pendiente sera 6. Y asi, a partir
de la expresion encontrada podemos decir cuanto sera la pendiente para cualquier valor de x.

En forma general para cualquier funcion f(x), formamos el cociente:

flcta) =7 () = flcta)-f () , lamado cociente de Newton

X+Ax—X A

Este cociente es la pendiente de la recta entre los puntos (x,f(x)) y (x + Ax, f (x + 4x)). El
limite cuando Ax se aproxima a 0, se llama derivada de f de X, y se dice que f es derivable en x.

Esto se expresa asi:

= i LA =10

Ax—0 Ax

Una funcion f es derivable cuando lo es en todos los puntos en que esta definida. Siguiendo

con la funcion f(x)=x?, su derivada es 2x.

Otra forma de expresar la funcion derivada: f'(x) = %

Interpretacion geomeétrica de la derivada

En la figura hemos trazado una curva y una secante a la misma que pasa por los puntos Py C.

-
-
-
-
-

-
—~ ~ Recta tangente

Si dejamos fijo P y tomamos nuevas ubicaciones para C de modo que C’, C”, etc., recorran

la curva acercandose cada vez mas a P, vemos que las sucesivas secantes que pasan por PC’,
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PC”, etc., se aproximan a una posicion limite que es la que definimos como recta tangente a la
curva en P.

En el siguiente gréafico, con el triangulo PQC, podemos determinar la pendiente de la recta
que une Py C.

ajey

fla+dx)

Recta tangente

f(a)

/ .
- 0 eje x
/ a a+ix
C A
—Q =Y 1gw
PO Ax
_ . A\
por lo tanto, la derivada en el punto P es: f"(a)= lim = = lim tge

A—0 Ax A0

pero cuando Ax —> 0, C recorre la curva acercandose a P de modo que las secantes se
aproximan a la recta tangente y si ¢ es la inclinacion de ésta ultima entonces o—.
Es decir:

f'(a) = lim Ly =limigow =limigw =1gp ;
>

A—0 Ax CoP

luego, la derivada en un punto se interpreta geométricamente como la pendiente de la recta

tangente en el punto considerado.

Actividad 8
8.1 Calcular la derivada de f(x) = 3x — 1
8.2 Hallar la derivada de f(x) = 3x? + 3. Expresar la recta tangente que pasa por el punto (1;6)

8.3 ¢ Cual sera la derivada de la funcion f(x)=|x|?

Analisis fisico de la derivada

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia o la Economia, son funciones que
relacionan una variable “dependiente” y, con otra variable ‘independiente” x, que suele

escribirse de la forma y = f(x). Si la variable independiente cambia de un valor inicial a, a
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otro x, la variable y lo hace de f(a) a f(x). La razén de cambio promedio de y = f(x) con

respecto a x en el intervalo [a, x] es:

F&-f(@)

x—a

Razdén de cambio promedio

Con frecuencia nos interesa considerar la razéon de cambio en intervalos cada vez mas
pequenos. Esto lleva a definir lo que podemos llamar “razén de cambio puntual de y = f(x) con

respecto a x en el punto de abscisa a” como:

f&-rf@

lim
xX—>a x—a

El ejemplo mas conocido, es el de un mévil que se mueve a lo largo de una recta sobre la
cual hemos elegido un origen. Sea s(t) la posicion del mévil en el tiempo t, la razén de cambio

promedio tiene en este caso una interpretacion fisica natural:

s(a+h) —s(a)
h

Es la velocidad media del mévil en el intervalo de tiempo comprendido entre a ya + h.
Parece intuitivo que, en cada instante, el movil se mueve con una determinada velocidad
instantdnea. Pero no hay manera de medir directamente una velocidad instantanea; un instante
quiere decir una posicion en la recta: la velocidad instantanea del mévil para t =a es la
velocidad que tiene cuando estd en la posicion s(a). La velocidad instantdnea es una
abstraccion de una caracteristica fisica del movimiento, pero no es una magnitud que podamos

observar directamente. La definicién de velocidad instantanea es la razén de cambio puntual.

s(a+h) —s(a)
ah h

Veamos un ejemplo: ;Con qué rapidez baja el nivel del agua contenida en un depdésito
cilindrico si estamos vaciandolo a razén de 3000 litros por minuto?
Sea r el radio del cilindro y h la altura medidos en decimetros. Sea V(t) el volumen de agua,

medido en litros (dcm3), que hay en el cilindro en el tiempo t, medido en minutos. La informacion

que nos dan es una tasa de variacion
V(t+1)—V() =—3000 litros por minuto
En este tipo de situacion la tasa de variacion se interpreta como una derivada:

V() = —3000
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Observamos que V(t + t,) — V(t)=V'(t,). El signo negativo de la derivada es obligado ya
que el volumen disminuye con el tiempo. Como el radio es constante pero la altura del agua

depende del tiempo, tenemos:

V(t)=r r* h(t)
y deducimos:
V> (t) = —3000 =7 r?h(t)

Por lo tanto:

0 . .
decimetros por minuto

h(t) =

—-300
mwr2

Lo que realmente hemos calculado es:

V(t+1)-V(t) _ —3000
r2 r2

Vit+1)=V()=nr?(h(t+1) = h(t)) > h(t+1) —h(t) =

que es la tasa de variacion de la altura en un intervalo de 1 minuto. Pero, en esta situacion

se identifica la tasa de variacidon con una derivada, lo cual es una aproximacion.

Reglas de derivacion

e Seaf(x) = c, dondec €R;
ffx) =20

“La derivada de la funcion constante es cero”

e Seaf(x) =u(x)ztv(x),dondeu = u(x) y v = v (x) son funciones derivables.
Fo) = + v

“La derivada de una suma o diferencia de funciones derivables es la suma o diferencia

de sus derivadas.” Esta regla se puede extender facilmente a un ndmero finito de funciones.

e Derivada de la funcién potencial

fx)=x* f(x)=nx"*! conn eR

e Derivada del producto de funciones

Seaf (x) = u(x).v(x),dondeu = u(x) y v = v (x) son funciones derivables.

fex)y=(w.v)y =v.v+uv
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“La derivada del producto de funciones es la derivada de la primera funcion por la

segunda sin derivar, mas la primera sin derivar por la derivada de la segunda”

e Derivada del producto de una constante por una funcién

(ke f () = (k). f@)+k(fX) =0.f(x) +kf (x) =k f&)
“La derivada de una constante por una funcién es igual a la constante por la derivada de

la funcién.”

e Derivada del cociente de dos funciones (con denominador no nulo)

Seaf(x) =u(x)/v(x), donde u =u(x) yv =v(x) son dos funciones
derivables.

v—u.v

f'(x)=uT

“La derivada del cociente de funciones es la derivada de la primera por la segunda sin
derivar, menos la primera sin derivar por la derivada de la segunda; todo sobre la segunda
elevada al cuadrado”

e Derivada de la funcién logaritmica

1
xIna

f(x) =logax; f'(x) =

e Derivada de la funcién exponencial

f(x) = a* f'(x) = a*.lna

e Derivada de las funciones trigonométricas

f(x) = senx f'(x) = cosx

f(x) = cosx f'(x) = —senx
) = tgx () = —
Actividad 9
9.1 Derivar las siguientes funciones:
9.1.1 y=3x"+5x-2 9.1.2y=£+§
x

9.1.3 y=\/_—3iz 9.1.4 y:%—x%+§
915 y=37"+x" +e 916 y:sen(x)+5-ln(x)
917 y=x-¢e" 9.1.8 y = v/x - In(x)

95



9110 y = cos(x)- Sen(x)

Jx +x2

018 y="5—

e Derivada de la funcién compuesta
Una funcién compuesta es aquella en donde la variable independiente no es x, sino que es

otra funcion.
Expresamos en general:

donde son funciones derivables.

y = flg()] y=f(u) y u=g(x)
y =f(w.g'x)=f@w.u

9.2 Derivar las siguientes funciones compuestas:

902 V= sen’(x) 923 Y= cos(In(x))

9.25 y= 1llnixi

9217V =Se”(x3)

9.24 y= tg(\/senixi) 9.26 y= ll’l(\/xz +1)

2

9.29 y= e 2 -ln(x)

! 928 y=x>-e¥ +e ”
927 y= o

Tabla de derivadas

Funciones elementales Funciones compuestas
fx) f () f) conu = u(x) f ) = f(w.u'(x)
Ax)=k S[(x)=0
Ax)=x f(x)=1
f(x)=x" peR [(x) = px*! fu)=u" peR S(u)= pu”'u'
f(x)=Inx f'(,ﬂ:i f(x)=Inu _f'(_-q:i
x u
f(x)=log, x JS(x)= f(x)=log, u [f(x)= 2
xlna ulna
fix)=e" f(x)=e* Sf(u)=e" S(u)=e"u'
f(x)=a" f(x)=a" Ina f(u)=a" f(u)y=a"Inau
f(x) = g(x)"™ £(x) = h(x) g(x)""" g'(x)+ g(x)"" Ing(x) /' (x)
fix)=senx Sf'(x)=cosx Ax)=senu f(x)=cosuu
Ax)=cosx f(x)=-senx fix)y=cosu fli(x)=-=senuu
j'(_,ﬂ:[gx f'(x]: l: = f(.\'}=lglf _f'(—t)= “: .
cos” x cos” u
=l+tg’x =(l+tg  u)u
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CAPITULO 4
Aplicaciones de la Derivada
Viviana Cappello

Crecimiento y decrecimiento de una funcién

Los términos creciente y decreciente permiten describir el comportamiento de una funcién
cuando se la analiza de izquierda a derecha a lo largo de su gréfica.

e Una funcién f es creciente en un intervalo si para dos valores cualquiera x; y X, del
dominio, se verifica que: si x; < x, entonces f(x;) < f(x;)

e Una funcion f es decreciente en un intervalo si para dos valores cualquiera x4 y x, del
dominio, se verifica que: si x; < x, entonces f(x;) > f(x;)

44

y=(f)

f es flecreciente
f es creciente

f es creclente

i
L]

f crece en (-<;-1,21) y (V2; +)

f decrece en (-1,21;%%)

Observamos la imagen de la funcién para saber si crece o decrece, pero anotamos valores

del dominio.
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Relacion del crecimiento de la funcién con la derivada

Sabemos que f’(x) nos da la pendiente de la recta tangente a la grafica en el punto
(x; f(x)). Sabiamos de rectas, que si la pendiente es positiva, la funcién es creciente y si la
pendiente es negativa la funcion es decreciente. Entonces una derivada positiva para todo x del
intervalo analizado implica que la pendiente de la recta tangente en cada punto de ese intervalo
es positiva; y una derivada negativa, que la pendiente es negativa.

Podemos decir que si la derivada de una funcion es positiva entonces la funcién crece, si la
derivada es negativa, la funcion decrece. Un poco mas formal decimos:

Si una funcién f es derivable en un punto de abscisa x = a, y f'(a) > 0 entonces f es

creciente en el punto.

decrece (-=,0) 3 crece (0,+=)

f'(x) negativa " f'(x) positiva

Si f es derivable en un intervalo | y f’ > 0 en ese intervalo, entonces f crece en |.

El reciproco no se cumple en general; por ejemplo: la funcion y = x3 cumple que es
creciente en todo su dominio, y sin embargo f '(0) = 0.

Analogamente si f es derivable en un punto de abscisa x = a y f ‘(a) < 0 entonces f es
decreciente en a.

Si f* < 0 en todo un intervalo |, f es decreciente en |.
Maximos y minimos relativos (o locales)
de funciones derivables
Sea f una funcion definida en un intervalo (a; b) y ¢ un punto en (a; b)

eLa funcién f(x) tiene un maximo relativo en x = c si f (¢) >f (x) para todo x de un intervalo

abierto (por pequefio que sea) que contiene a ¢
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e La funcién f(x) tiene un minimo relativo en x =c¢ si f (c) <f (x) para todo x de un

intervalo abierto (por pequefio que sea) que contiene a ¢

Si una funcién tiene un maximo o minimo relativo (o local) se dira que tiene un extremo relativo.

2>
maximo
y=(f) (3,1)
-4 -3 2 1 0 1 2 3 4
(-3,-1)
-1 4
minimo
-2 4

Condicién necesaria de extremo. Criterio de la derivada primera

Si f tiene derivada en el punto de abscisa x = a y f tiene en a un extremo relativo, entonces
f (a)=0.

Si no fuera cierto y por ejemplo f’(a) > 0 entonces f seria creciente en un entorno del punto
a, que contradice la existencia de extremo. La condicién no es suficiente.

La funcién y = x3 es creciente en 0, entonces, no tiene extremos, sin embargo f ’(0) = 0.

Criterio practico
Hay extremo relativo en el punto si la derivada de la funcién en ese punto es cero
(condicion necesaria f ‘(a) = 0) y en dicho punto cambia el crecimiento. Esto se conoce como

criterio de la derivada primera.

S1 a hay minimo relativo en (a, f(a))

f S minimo ~

S a hay maximo relativo en (a, f(a))

—* méximo
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Condicion suficiente de extremo. Criterio de la derivada segunda

Sea f una funcién derivable en a y f {(a)=0:

e Sif”(a) > 0 entonces f tiene un minimo relativo en el punto de abscisa x = a.

e Sif “(a) <0 entonces f tiene un maximo relativo en el punto de abscisa x = a.

Esto nos da también un método para resolver los problemas de maximos y minimos para
funciones derivables.

En la siguiente tabla mostramos los signos de la derivada que nos permite concluir el

comportamiento de la funcion:

f(x) crece MAXIMO decrece
f'(x) + 0 -
f(x) - - -
f(x) decrece MINIMO crece
f'(x) - 0 +
f7(x) + + +

Los extremos locales se pueden encontrar también en los puntos en los que la funcién
no es derivable.

Se llaman puntos criticos a aquellos puntos en los que la derivada es cero o no esta
definida. En simbolos escribimos: f'(x) =06 f'(x) #

Asi encontramos (las abscisas de) los puntos criticos.

x3+xsi—-2< x<1

—x+3.sil< x<3 su dominio es (-2,3)

Veamos un ejemplo. La funcion: f(x) = {

L
-
(=)
-
(8]
W

¢ Tiene extremos locales? En caso afirmativo en qué puntos se alcanzan? ;Qué pasa con

la derivada?
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Concavidad y convexidad. Puntos de inflexiéon

Una funcién es convexa en x = a, si existe un intervalo que contiene al punto a, tal que la

diferencia entre la ordenada de la funcién y la ordenada de la tangente a la grafica de f en el

punto (a, f(a)) es positiva en dicho intervalo.

Analogamente se dice que es concava cuando dicha diferencia es negativa.

54

1-(2)=3

2

(8]
w

1-(-1)=2
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Se dice que f tiene un punto de inflexién en x = a si existe un entorno de a en donde la
diferencia entre la ordenada de f y la de la tangente en a tiene distinto signo a la izquierda que
a la derecha.

Por lo tanto, f tiene un punto de inflexion en a si en dicho punto la tangente atraviesa la grafica.

En la grafica aparece la funcién y = x3 y la tangente en el punto x = 0. Se aprecia que en
dicho punto la grafica posee una inflexion. Es céncava de (0,+«~) y es convexa de (-, 0)

Si la funcién es derivable en x = a 'y f”(a) > 0 se verifica que f es convexa en a.

Analogamente si f es derivable en x = ay f”’(a) < 0 se verifica que f es cdncava en a.

Criterio practico

Para calcular los puntos de inflexién se halla la derivada segunda de f, se iguala a cero y se
resuelve la ecuacion. Se analiza el signo de la segunda derivada a derecha e izquierda de cada
solucion. Si cambia el signo hay punto de inflexion, es decir cambio la curvatura.

A modo de sintesis:

f(x) + 0 -
f(x) Convexa Punto de inflexion Céncava
o M

Aplicacion de la derivada para representacion grafica
de funciones

El analisis de una funcion nos permite realizar su grafica, los siguientes items nos orientan,
ademas de ofrecernos una informacidn exhaustiva de la misma. Para ello estudiaremos la

funcioén, la derivada primera y la derivada segunda.

[) Estudio de f
1. Determinamos el dominio de f.
2. Hallamos los puntos de corte con los ejes.
3. Analizamos los signos de la funcion (regiones en las que varia el signo). Buscamos los
intervalos donde la funcién queda por encima o por debajo del eje x
4. Analizamos la simetria.
o Sif(—x) = f(x), funcion par, simétricas respecto del eje de ordenadas.
e Sif(—x) = —f(x), funcién impar, simétrica respecto del origen.
5. Hallamos las asintotas
e \Verticales
Si existe a tal que lim,_,, f(x) = o, x = a es la ecuacion de una asintota vertical.

e Horizontales
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Si existe b tal que lim,_,, f(x) = b, y = b es la ecuacion de una asintota horizontal.
e Oblicuas

Si existe lim,_,, % =m ylim,,(f(x) —mx) =n, y =mx +n es una asintota oblicua

II) Estudio de f’

1. Determinamos el crecimiento y decrecimiento.
e Sif’'(x)>0,fescreciente.
e Sif’(x) <0, fesdecreciente.

2. Hallamos los maximos y minimos relativos.

[ll) Estudio de f”
1. Evaluamos la concavidad y convexidad, f ” > 0 convexa U, f” < 0 concava N

2. Sif”(x,) =0y endicho punto cambia la curvatura es un punto de inflexion.

Por ejemplo: analicemos la funcion y = vy

I) Estudio def
1. Domf =R

2. Puntos de corte: (0,0)

3. Signo de f, negativa en x<0 y positiva para x>0.

4. Simetrias, f(—x) = —f (x), luego es simétrica respecto del origen.
5. Asintotas:

No hay verticales porque el dominio es el conjunto de todos los nimeros R
Horizontales y=0
No hay oblicua

II) Estudio de f’

_ (x%+1)-2xx

f(x)= e f(x)=0 - —x?>+1=0,dedonde x = +1
X -00 -1 1 e
£'(x) - 0 0 -
f(x) decrece | MINIMO crece | MAXIMO | decrece

f decrece en los intervalos (-0, -1) y (-1, ) y crece en (-1,1)
Tiene un minimo relativo en el punto (-1,- %2 ) y un maximo relativo en el punto (1,
V2).
Ill) Estudio de f”
C=2x (P12 -2+ 1)2x(—x*+ 1) 2x® —6x
xz+1)4 x%2+1)3

ff)=0
x=0yx:i\/§

£(x)
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X - -3 0 +/3 o0

f - 0 + 0 - 0

f ) inflexion U inflexion o) inflexion U

La grafica que obtenemos aproximadamente, con estos datos es:

N
o
N
w
4

Actividad 1

1.1 Realizar el analisis completo de las siguientes funciones y representar graficamente.

144 [ =x"=3x°
142 S =x"-2x’

114 f(x) =%x4—x3+E

4
115 f(x):(2—x)3
5—2x six<3

116 f(x) = {3x— 10 six >3

_(2x+9 six £ -2
1"|'7f(x)_{x2+1 six > —2

1.1.8 f(x) = Vx2

1.2 El volumen del agua a una temperatura t, comparado con su volumen inicial VO a 0°
viene dado por la formula de Hallstrdn V, = V,(1 — 0,0000576¢ + 0,0000076t% — 0,00000004t3 )

Determinar la temperatura que hace el volumen minimo

1.3 El niumero de bacterias de un cultivo varia con el tiempo, expresado en minutos, segun
la ecuacién N = 500 + 50t — ¢t parat € [0,35]

1.3.1 ¢ Cual es la velocidad de crecimiento de la poblacion en el instante t=7 min?

1.3.2 4 Cual es la velocidad de crecimiento de la poblacién en el instante t=25 min?

1.3.3 ¢ Cual es la velocidad de crecimiento de la poblacién en el instante t=30 min?
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1.4 Para alcanzar una pelota que se encuentra a 12 metros de altura, un delfin sale del agua y se
dirige verticalmente hacia arriba con una velocidad de 16 m/s. La posicion del delfin h (t) (en metros)

sobre la superficie del agua después de t segundos esta por dada h (t) = 16 t — 4.9t
1.4.1 ;Cual es la velocidad y la aceleracién del delfin a los t segundos?

1.4.2 4 Cuél es la velocidad y la aceleracion del delfin justamente en t = 1 segundo?
1.4.3 ;Cual es la altura maxima que alcanza el delfin?
1.4.4 ; En qué instante toca el delfin la pelota?

1.4.5 ; Cuanto tiempo dura el salto del delfin?

Actividad 2

2.1 Probar que el producto de dos numeros de suma constante es maximo cuando ambos
son iguales.

2.2 Un terreno rectangular se va a cercar por 3 lados y un rio servird de limite para el
cuarto lado. Calcular las dimensiones de la seccidon mas grande que se pueda cercar con

240 m de alambre.

t
20t2+50t+80

2.3 La funcionf(t) = (definida para t >0) expresa la concentracion en sangre de

una droga t horas después de haber inyectado una determinada dosis. Analizar las variaciones
de dicha concentracioén con el paso del tiempo, indicando los intervalos de tiempo en los cuales
la concentracion aumenta y aquellos en los cuales disminuye.

2.4 Un antropdlogo ha calculado que el costo total de repartir x raciones para alimentar a

una poblacion esta dada por la expresion:C(x) = 2x + —217:00

2.4.1 Si la unidad de reparto puede transportar como maximo 300 raciones, hallar el
numero de unidades que hara minimo el costo del transporte.

2.4.2 ; Qué ocurriria si la unidad pudiera transportar hasta 400 raciones?

Sugerimos leer del capitulo 9: “Velocidad de crecimiento del seno frontal”, donde se muestra

la derivada de una funcion.
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Diferenciales

Supongamos que la funcion f(x) tiene derivada f'(x). Vamos a definir diferencial x y
diferencial y, que simbolizaremos dx y dy respectivamente de la siguiente manera:
dx = Ax
dy = f’(x) 4x
es decir, el valor de dx coincide con el incremento de x y el valor de dy depende de la
derivada de la funcién en x y del incremento Ax.

Graficamente resulta:

Ay
X
dv=Ay BA=BC dy < Ay : BA<BC
El diferencial de y (dy) puede ser mayor, igual 0 menor que Ay.
De la definicion de diferencial tenemos que: dy = f' (x)dx
d

Esta igualdad expresa a la derivada como cociente de dos diferenciales. f‘(x) = d_y

x
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Calculo de errores mediante diferenciales

Si dos magnitudes x e y estan vinculadas por y = f (x), a una variacién Ax corresponde una
variacion Ay. Si Ax es el error cometido en la medicidn de x, Ay sera el error cometido en f (x).
Enlugarde calcular Ay = f(x + Ax) — f (x) es mas cémodo calcular dy que, si bien no es

idéntico a Ay, se aproxima cuando se consideran pequefios incrementos de X, es decir dy = Ay.

Por ejemplo, una forma de aproximar la raiz cuadrada de un nimero x.

y=+x dy——dx

24x
= Jx+Ar —x

Ay = dy, de donde:

Vx+ Ax X =

dx
2\/§

X+ Ax ;de+\/;
24x

Aproximaremos /10 usando diferenciales.
Elegimos como valor de x un cuadrado perfecto: 9 y como dx = 1.

Por lo tanto:

Ji0 =771 =

32

2J_(
m:é+3
J10 =316

El valor exacto es 3,1623......
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CAPITULO 5
Integrales

Anyelen Di Paolantonio y Guillermo Lamenza

Integracién de funciones

¢, Qué es integrar una funcion?
Entenderemos a la integracion como una operacién matematica que resulta ser la operacién
inversa a la derivacion, asi como la division lo es a la multiplicacion, o la radicacién lo es a la

potenciacion. Para ello, definiremos algunos conceptos analizando un ejemplo:
. . s 3 . 4 2
Consideremos la funcion f(x)=x" cuya derivadaes f'(x)=3x".

. . . . . s s 2
Pensemos ahora en el camino inverso, es decir si tuviéramos la funcion f(x)=3x",y

quisiéramos saber de qué funcién derivada se obtuvo. 4 Cual es el procedimiento a realizar?

Pensar qué funcion derivamos para obtener ese resultado.

f(x) =3x” es una funcién polinémica, con lo cual su derivada, por regla, se obtuvo de
derivar F(x)=x".

A ésta dltima funcién que obtuvimos se la llama primitiva o antiderivada de la funcion
f(x)=3x".

En general, a una funcion F'(x) se la denomina primitiva o antiderivada de la funciéon f(x),
si y solo si al derivar F'(x) se obtiene f(x)en un intervalo real I.

En simbolos, F(x) es una primitivade f(x) < F'(x)= f(x),Vxel

Sin embargo, f(x) no tiene una unica primitiva, sino que todas las funciones de la forma

F(x)+C, es decir, que difieren en una constante C real, son primitivas de f(x) dado que la

derivada de una constante es cero.

Teorema: Familia de primitivas

F(x)+Cson las primitivas de f(x) siy solosi (F(x)+C)= f(x)

110



La operacion de hallar todas las primitivas de una funcion f(x) se llama integracién

indefinida o antiderivacion. Simbdlicamente: If(x)dx =Fx)+C

Algunas propiedades de la integracién

o [k fGode=k- j F(x)dx

La integral de una constante multiplicada por una funcién es igual a la constante

multiplicada por la integral de la funcion.

o [(F@£g(0))dx =[ f(x)dx [ g(x)dx

La integral de la suma o resta de dos funciones es igual a la suma o resta de las
integrales de cada funcién.

Lista de algunas primitivas
Observamos que, si leemos en sentido inverso la tabla de derivadas, obtenemos el

siguiente listado.
o [kdx=kesC

n+l

+CAn#-1

’ '[x”dx:n+1

. Ildx = ln|x|+C
X

X

a

. J.axdx: +C

Ina

. Icosx dx=senx+C

. Isenx dx=—-cosx+C

Actividad 1
Hallar las primitivas
11 [x?dx = 12 [ X dx= 1.3 [Vxdx =
14 [Z= 1.5 [ VxZdx = 1.6[%:

cosx 3 4 2
17 [—dx= 18 [ 2_t_2+t_4 dt = 19 by"(y—a)dy =

x> +1 1
1.10f(2 + x)%dx = 111 [ dx = 1.12 [ (sen u—Ecos u)du =
X
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Métodos de integracion

Generalmente sucede que las funciones a integrar no tienen una familia de primitivas
que se pueden hallar directamente. Para ello, existen métodos que nos permiten encontrar

dichas primitivas.

Integracién por sustitucion

En algunos casos nos podemos encontrar con integrandos que son el producto de una

funcion y su derivada o parte de ella.
Consideremos la funcion f(x)=~/x" +1-3x>.

Si llamamos u =u(x)=x"+1, su derivada es du =u'(x)dx =3xdx. El método de

sustitucion nos permite hacer lo siguiente:

'[f(x)dx = '[\/x3 +1-3x°dx =J'«/u(x).u'(x)dx =I Judu — simplificando la notacion.

1 3
—41 2
2 u?

1
La resolvemos aplicando reglas: J\/;du = qudu = il +C= 3 +C
—+1 -
2 2

Y por ultimo, reemplazamos por lo que originalmente habiamos llamado u = u(x) = X +1:
3

j £(x)dx :u +C

N W +

Otro ejemplo:

Resolver I2x . e(xz+1)dx

Para resolver esta integral podemos usar el método de sustitucion porque en ella

‘. 2 .
encontramos la funcion x” +1 y su derivada 2x .

A la funcién la llamamos u=x"+1 y con la derivada y el dx formamos el du:
duzd(x2+1):2xdx.

Reemplazando la integral que queremos resolver:

x2+l)

I2x . e(xm)dx = Je”du =e"+C= e< +C
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Actividad 2

Calcular aplicando el método de sustitucion:

x2
2.1 [2x(x? + 4)3%dx = 22 ijil dx = 23 [xe zdx =
dx bx 1+inx
24_{@: 25fmdx= 26f7dx=
2.7[27%%dx = 2.8 cosxsenxdx = 2.9 asen(wt)dt =

Otro método muy utilizado para la resolucion de integrales indefinidas es el siguiente.

Integracién por partes

Este método nos es util cuando reconocemos en el integrando el producto entre una funcién

y el diferencial de otra. Se deduce de la derivada por regla de un producto de funciones.

Consideremos la siguiente funcion: f(x) =x-e*

Supongamos que queremos derivarla por regla, entonces tomamos: u(x)=x y v(x)=e"

La eleccion no es arbitraria, se hara de manera que se simplifique al maximo la integral que

quede por resolver.

Recordando la derivada de un producto: f'(x) = [u(x) . v(x)]': u(x) - v(x)+u(x) -v(x)'y

aplicandola a la funcion obtenemos: f"(x)=1-e' +x-e".

Si tomamos la regla del producto y la integramos:

If'(x)dx = J-[u(x) . v(x)]'dx = “u(x)v(x) +u(x)- v(x)']dx = Iu(x)'-v(x)dx + J-u(x) -v(x) dx

la integral de una
derivada es la
misma funcion

u(x)v(x)

Entonces  u(x)-v(x)= Iu(x)'v(x)dx + .[u(x) -v(x) dx

ésta es la integral
que queriamos
resolver

Despejando:

J.u(x) v(x)dx =u(x)-v(x)— J. v(x).u(x) dx

Veamos el ejemplo con el que estabamos trabajando.

Tomamos la derivada y la integramos:
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J‘f’(x)dx =J(1-ex +x-ex)dx=jl-exdx+ Ix-exdx

%,_J %/_/
la integral de la integral que
la derivada es queremos
la funciéon resolver
—_— e
S(x)=x-e" [x-e*dx
Entonces:
Ix~exdx:x~ex —jexdx
Ix-e"dx:x-ex —e" =ex(x—1)+C
Actividad 3
Calcular utilizando el método de integracion por partes
3.1 [Inx dx = 3.2jx2 In x dx= 3.3J‘x2e’C dx =
X
3.4jx cos x dx = 3.5Ix e’ dx= 3.6jln — |dx =
2

Previamente habiamos definido a la integracion como la operacién inversa a la derivacién y
calculamos integrales indefinidas hallando su familia de primitivas. Ahora desarrollaremos el
concepto de integral como calculo de areas.

Existe una cantidad muy importante de funciones para las cuales tiene interés particular el

calculo del area bajo su grafica, algunos ejemplos son:

e Las ganancias de una compania de electricidad durante el primer semestre del afio, se

representa en la siguiente grafica:

T Millones de $

&,
(&)

A

Ene Feb Mar Abr May Jun meses

114



Si queremos conocer las ganancias acumuladas al finalizar el mes de marzo, sélo tenemos
que calcular el area bajo la curva de ganancias para los tres primeros meses:
5+4,5+4 =13,5 millones de pesos.

e La figura representa la potencia, en kW, que se esta empleando en cada momento en

un cierto local, a lo largo del dia

'y
Potencia (kW)

14

-
| T = | |
7 89 10 11 12 13 14 15 Tempo (horas)

. Queremos calcular el consumo de energia entre las 0 horas y las 4,5 horas de la mafana.
La energia, en kWh, es el area bajo la curva de potencia y, para nuestro caso es
aproximadamente:
(12,1 kW).(4,5 horas) = 54,45 kWh

Terminamos de ver dos ejemplos en los cuales el area bajo la curva de una determinada
funcién tiene, en cada caso, un significado especial:
o El area bajo la curva de ganancias nos da el monto de las ganancias acumuladas

o El area bajo la curva de potencia, nos proporciona la energia consumida.

De los ejemplos anteriores podemos entender que el calculo de area bajo una curva
puede resultar de mucha utilidad. Esto nos lleva a averiguar como puede calcularse el
area. Para ello, conociendo la ecuacién de una curva y = f (x), veremos cdmo hallar el area
entre dicha curva, el eje de las x y dos rectas que pasan por los puntos cuyas abscisas

sonx=ay x=b.
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x=h

Una primera aproximacién es calcular el area mediante un rectdngulo con base en el eje
x y altura equivalente al minimo valor que toma la funcién en todo el ancho del
correspondiente rectangulo.

Queremos calcular el area encerrada por la curva de la funcidn f(x), el eje de las x vy las
rectas de ecuacion x=a y x=b.

En este caso calcularemos el area del rectangulo cuya base sera el segmento ab y cuya
altura sera el valor f(x,,) siendo x,, la abscisa para la cual la funcion f(x) asume su valor
minimo en el intervalo considerado; de manera que tal area sera menor que el area que

pretendemos calcular.

Am = f.(xm)- (h = il)

|
: Ao
|
|

A esta area la llamaremos A,,. Esta sera el producto de f (x,,) por (b — a). Es decir 4,, =

f Q). (b = a)
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De manera analoga tomaremos el rectangulo de base ab y f(x), siendo xy la abscisa
donde la funcién toma su valor maximo; en tal caso el area calculada superara el valor del

area bajo la curva.

(%)

Am = f(x.'tf)' (b o) a)

X
a K b

Si consideramos una divisién del intervalo dado [a,b] en subintervalos y calculamos areas
de rectangulos que se ajusten a la curva, obtendremos una mejor aproximacion al area exacta
que define la funcion f(x).

Para esto debemos definir que es una particion de un intervalo [a,b] tomando n+1 valores
X;, pertenecientes a dicho intervalo, tales que:

a=X, <X, <Xy <ievrrenn <X, <X, <..x,=b

a la cual llamaremos particion de orden n, denotando como P, al conjunto de estos
subintervalos definidos por dos valores sucesivos x;.

P = {[xo,x1 ], [xl,)c2 ], ......... [xH,xl. ], ...... [xH,xn ]}

Llamaremos longitud del intervalo [a,b] al nimero: b — a , y entonces la longitud del

subintervalo i — ésimo sera el nimero:
Ax, =x; — X,

Ax

Se define norma de la particion al mayor nimero de los ~ 7, es decir la norma N es:

N = maximo Axi
De manera que nos proporciona la longitud del mayor subintervalo.
También debemos definir el aumento de una particion en un intervalo [a,b].

Dada una particion P, llamaremos aumento de dicha particion al conjunto de numeros
t

Lyyurennns »li....., 1, pertenecientes cada uno a un subintervalo distinto de la particion. En

1°

simbolos:

tal que cumplan las condiciones:
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Volviendo al calculo del area bajo la curva y haciendo ahora una particion P, del [a,b],

definiendo en ella un aumento T, y tomando como area la suma de las areas de los rectangulos
elementales: 4, = f(ti )Ax

i

I
" AY Ax, Ax, Ax, Ax, Ax, Ax, 1w

10N #:_)_(_—) DU . St i § <-—-:>:
f)r=-=--- .t?m —————————————
f(fe) """"""

En la figura el area aproximada esta dada por la suma 4, = ZAZ. como 4, = f(ti )Ax
i=1

;
entonces 4, = Z f (t,. )Ax

i=l1

Suma de Riemann

Sea una funcion f(x) definida en el intervalo cerrado [a,b], P, una particién de ese intervalo y

T, un aumento correspondiente a esa particion. Se toma el producto entre la longitud Ax; y el

valor de la funcion f(x): f(t,) Ax,

1

Llamaremos suma de Riemann a la suma de todos estos productos:

S = f(t,) Ax,+f(t,) AxyHen. +f(t,) Ax+.... +f(t,) Ax, que en forma

abreviada escribiremos:S, = i f(tl.) Ax
i=1

El valor que toma la suma dependera de la funcién f(x) considerada, de los valores de a 'y b, de

la particion especifica P, que se haya elegido, y también de los valores t; tomados para el aumento.
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Integral Definida

Continuando con la idea de dividir al intervalo en el cual queremos calcular el area,
seleccionando rectangulos que mejor se ajusten a la curva, iremos tomando distintas
particiones P, cada una posterior a la otra a medida que n, el nimero de sub-intervalos crece.
Consecuentemente, aumentando el niumero de intervalos haciendo tender n a infinito, pero
teniendo la precaucion de no dejar ningun subintervalo sin subdividir. Para lograr esto, por
ejemplo, se puede hacer que cada particion posterior se obtenga de una anterior por una
subdivision de cada subintervalo en dos.

Ademas, si a medida que aumentamos n haciendo tender la norma N a cero, estamos
asegurando que ningun subintervalo permanezca sin subdividir.

Teniendo en cuenta estas consideraciones sobre la forma particular de hacer tender n a

infinito, podemos definir la integral definida como el limite I al cual tiende la suma de Riemann,

siempre que dicho limite exista. Si el limite I existe, decimos que f(x) es integrable sobre [a,b]

Si una funcién es continua sobre [a,b] entonces se puede demostrar que es integrable sobre

dicho intervalo, cuando el niumero de subintervalos n tiende a infinito.
lim t.) Ax, =1
im” /0) &
b
y para expresarlo usaremos el simbolo de Leibnitz: [ = I f(x) dx

que se lee “integral entre a y b de f de x, diferencial de x”. El simbolo J. proviene de una

deformacion de la S de suma; el nimero “a” recibe el nombre de limite inferior de integracién y

“b” el de limite superior.
Llamaremos intervalo de integracion, al intervalo [a,b] y a f(x), integrando.

n

b
Entonces: I flx) dx= limz f(tl.) Ax; usando el concepto de norma, esto mismo

n—o0 &
i=1

n

se podra escribir: jb f(x) dx= limz 1) Ax,

N—-0%
i=1

Se puede demostrar, que una vez aplicado el limite sobre la suma de Riemann, el valor
resultante, es decir la integral, ya no depende de la particion ni del aumento particularmente
tomado, sino solo de la funcion f(x) y de los extremos a y b. Se hace notar especialmente que
el calculo de una integral definida es un nuamero, el que resulte del limite propuesto sobre la
suma de Riemann.

Si volvemos sobre el calculo del area bajo la curva planteado anteriormente, en donde
7

obtuvimos como resultado: Aapmx = Zf(ti )Axl. , intuitivamente nos damos cuenta que el area
i=1

aproximada A,prox S€ ajustara cada vez mas al area A bajo la curva a medida que mayor sea el
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numero de intervalos de la particion. También es intuitivo que, en el limite, cuando el nimero

de los rectangulos elementales tiende a « , la suma dara exactamente el érea A.

—hme Ax If

n—>0
Como conclusion obtenemos:
Si f(x) es continua y no negativa en el intervalo cerrado [a,b], el area de la region limitada

por la grafica de f(x), el eje x y las rectas verticales x = a y x = b viene dada por:

Area= ij(x)dx

Algunas propiedades de la integral definida

e Intervalo de integracién de longitud nula: r f(x) dx=0
e Aditividad de los intervalos de integracion:
b c b
j flx) dx= j flx) dx +j f(x) dx sices un punto del intervalo [a,b]
e Intercambio de los extremos de integracion: J. f = —j f

e Propiedad lineal de las integrales definidas:

e Propiedad de aditividad o superposicion:

[ 1) ax+[ glx) ax=[ [f(x)+e(x)] ax

e Propiedad de homogeneidad:

Lb K f(x) dszLb flx) dx

Si f(x) es una funcion continua en [a,b], xe[a,b] entonces se puede definir la funcion

integral  A(x) = jx f(x) dx donde A(x) es una primitiva de f(x); 0 sea: A' (x) = f(x)

Esta definicion nos es Util para la demostracion del siguiente teorema.
Teorema Fundamental de Calculo Integral

Sea F(x) una primitiva de f(x), entonces se verifica que

F'(x)=f(x)
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por la definicion anterior la funcion integral A(x) es otra primitiva de f(x) o sea:

A(x)=fx)

y sabemos que dos funciones que tienen igual derivada difieren de una constante. Por lo
tanto de las ecuaciones (I) y (ll) podemos plantear:

() 4(x)= j:f(x)dx = F(x)+C

Para calcular la constante C hacemos x = a.

L“f(x)dx =F(x)+C

Usando una de las propiedades de la integral definida
0=F(a)+C

de donde

C=-F(a) (IV)

Reemplazando (IV) en (lll)

[ 16) o= F)- Fla)

c

y haciendo x = b, resulta

Ib f(x) dx = F(b)— F(a) (V) conocida con el nombre de:

Regla de Barrow

Recordemos que F(x) es una primitiva de f(x).

La expresion (V) vincula el concepto de integral definida y el de antiderivada, que como
sabemos, se calcula mediante integracion indefinida. El uso de esta regla simplifica
notablemente el calculo de las integrales definidas.

Resulta comodo usar la notacion:

F(b)-F(a)=F(x) |,

a

con ello la regla de Barrow puede escribirse:
[ 1) ax=F(x) 7

2
Por ejemplo, para hallar .[1 x® dx

2 ‘T 8 (1
I v =2 :——(——j:3
-l 3], 3 3

Actividad 4

Hallar las siguientes integrales definidas aplicando la regla de Barrow:
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1
41 jj)édx - 42 jfz-\/tz F1dt =

-1

d 44| x-e'dx=
4.3j_°2 - f3 - J
4.5_[01(ex +e_x)dx= 4.6J.1€2x-ln(x)dx=

Calculo de areas por integraciéon definida

Las areas, siendo numeros que representan una medida de superficie, es decir el nimero
de veces que cabe la unidad de superficie, no pueden ser negativas.
Las integrales definidas en cambio, si pueden dar como resultado un numero negativo. Esto

ocurre precisamente toda vez que la funcién asume valores negativos en la totalidad del
intervalo de integracion.

Por ejemplo, integremos la funcién f(x) = (x —3)2 —2 entre los valores 2 y 4 y el eje x

4

jj[(x_3)2 —2]dx=.[(x2—6x+7)dx:{%3—3x2 +7xj ]4:

> 2

(%—48+28j—(§—12+14j=E—E=—E

_2.

Dentro de ese intervalo la funcién toma exclusivamente valores negativos y el valor

resultante de la integracion es un niumero negativo; sin embargo, el area entre la curva y el eje
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no puede ser negativa; en consecuencia, debe tomarse el valor absoluto del resultado de la
integral cuando lo que se esta calculando es un area. El valor negativo de la integral en estos
casos lo unico que indica es que la curva esta por debajo del eje x.
10‘ 10
313

En estos casos, tomamos el valor absoluto del resultado: . Este sera el valor del

area que encierran las curvas dadas.

La dificultad se presenta cuando a lo largo del intervalo de integracion la funcion cambia de
sigho de modo que parte de la curva queda debajo del eje x y parte encima de él. Si no se
tiene la precaucion de graficar la curva y con ello evidenciar este hecho, se cometera el error
de suponer que la integral esta dando el area entre la curva y el eje x, cuando en realidad el
resultado de la integral estara dando la diferencia entre las areas que estan por encima del eje
x Yy las que estan debajo.

En el ejemplo, ocurriria esto si integramos entre 0 y 6. Para evitar este inconveniente
debemos dividir el intervalo de integracién en tantos subintervalos dentro de los cuales la
funcién tenga un mismo signo; integrar entonces separadamente sobre cada intervalo y sumar

luego los valores absolutos de cada resultado.

. , .. 2 .
Por ejemplo, calcularemos el area limitada por y = x” —2Xx, el eje x y las rectas x=0 y x=3
1) Hallamos las intersecciones de la curva con el gje x.

x*=2x=0=x(x—2)=0resulta x, =0 y x,=2

2) Calculamos la integral definida en [0,2]

* LT 8 4
4 :‘|A02()c2—2x)alx=x?—xz}0 =§—4:—§

Tomamos el valor absoluto del resultado obtenido:

3) Calculamos la integral definida en [2,3]

3 T 27 8 4
4, =L ()cz—2yc)dx=x?—x2}2 :?—9—(3—4j:§

Finalmente se suman los resultados que obtuvimos:
4 4 8

A+A4 =—+—==
3 3 3
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-2

Calcularemos el area encerrada entre larectay = x y la parabola y = X’
El area debera obtenerse como diferencia entre el area bajo la recta y el area bajo la
parabola, entre los limites que marcan las intersecciones de ambas graficas, es decir: X2 = Xx

ox2-x=0 que tiene como raices 0 y 1

0 0
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Actividad 5
Hallar el area limitada por:

51 y=x"—5x
52y=x—-x%>+6

53 y=x"—x—2

54y =In(x)
5.5 y =senx
56y= x—x°
57y =6x—x?

y el eje x

y el eje x
y=0,x=1yx=3

el eje x en el intervalo [1,€]
y=0,x=0,x=27

ey=-x

ey=x%2—6x+10

Integracién numérica

En general sucede que no se puede hallar el valor exacto de una integral, ya sea porque el
caso de aplicacién no lo requiere 0 mas comunmente porque las funciones a integrar no tienen
primitiva facilmente calculable. Dado que la integral de una funcién puede obtenerse hallando

el limite de una sucesion, para aproximar dicho resultado se emplea el mismo procedimiento

tomando un término de la sucesion suficientemente avanzado.

Partimos el intervalo [a,b] en n sub-intervalos igual de longitud Ax y tomamos el valor de

la funcién en el extremo izquierdo de cada intervalo, de manera que la integral tiene como

valor aproximado:
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j‘:f(x)dx"="Ax[f(a)+f(a+A.r)+f(a+2Ar)+----+f(a+(n—l)Ar)]

1
Por ejemplo, calculando la integral: '[O x dx

AL

1 X
a) Por el método exacto: J.o xdx=—

2

2 2
PO
2 2

0

1-0
b) Por el método aproximado: hacemos n = 100 para lo cual resulta Ax = m =0,01

1 1 1 2 98 99
I x dx 0+ + 4+t +
100 100 100 100

= =0,495 (el valor exacto es 0,5)
0 100
Un método de célculo aproximado que mejora el de tomar rectangulos de igual base y

alturas correspondientes al valor de la funcién en el extremo izquierdo (o derecho) de los

subintervalos es el llamado:

Método de los Trapecios

Este método reemplaza cada uno de los rectangulos elementales por un trapecio de altura
igual a la longitud Ax comun de los sub-intervalos y bases respectivamente iguales a los
valores de la funcion en los extremos de cada uno de los sub-intervalos, consiguiéndose, de

este modo una mejor aproximacion al valor exacto de la integral.
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a=Xp X3 Xa X3 X4 X5 Xg Xn3  Xn2 X,y b=X,

Suponemos entonces conocidos los valores que toma la funcién en los puntos situados a
igual distancia xq, X1, ..., X, siendo AX = X; — X;.1,

Un primer valor aproximado del area limitada por los puntos Ag, An, Xn, Xg puede obtenerse
sumando las areas de los trapecios inscriptos en cada una de las superficies parciales.

Area (yo, Y1, Xo, X1) = Y2 Axx(yo + y1); la suma resulta:
[ py vz SEa(n 420,420, 442y, +yn)=Ax(E+P+]j

siendo E = suma de las ordenadas extremas; P = suma de las ordenadas de subindices
pares; | = suma de las ordenadas de indices impares.

1
Por ejemplo, calcularemos: I (esta integral no puede hallarse facilmente con la
0

dx
N2+ x°
Regla de Barrow)

1
Siendo f(x)= — tomando Ax = 0,1 puede construirse la siguiente tabla:
2+x

X 0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 07 0,8 0,9 1

f(x)|0,7071 10,7053 | 0,7001 | 0,6917 | 0,6804 | 0,6666 | 0,6509 | 0,6337 | 0,6155 | 0,5965 | 0,5773

E 0,7071+0,5773
Resultando E = >

P+1=5,9407
y
jol £(x)dx=0,1%6,5829 = 0,65829

=0,6422
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1
El area aproximada bajo la curva f(x):—2 en el intervalo [O,l] es de
2+x

0,65829cm” .

Férmula de Simpson

En la formula de los trapecios, hemos sustituido la curva por una poligonal inscripta. Una
mejor forma de aproximaciéon es sustituir la curva por arcos de parabola. La formula de
Simpson, aproxima el calculo del area bajo la curva, sustituyendo la curva por una parabola,

resultando para el célculo la siguiente expresion:
, Ax
Area = ?( E+4I+2P)

teniendo E, | y P significado analogo al descripto para la férmula de los trapecios.

1d
Por ejemplo, calcularemos: J- —x; tomando Ax = 0,1 como en el método de los
02 +x?
trapecios, podemos hallar (usando la tabla construida para dicho método):
E=0,7071+0,5773 =1,2844

4] = 4(0,7053+0,6917+O,6666+O,6337+O,5965) = 13,1752

2P :2(0,7001+0,6804+0,6509+O,6155) = 5,2938

A= 0?’)1 (1,2844+13,1752+5,2938) = 0;1 *19,7534 = 0,6584
El area aproximada bajo la curva f(x) = ;2 en el intervalo [O,l] es de 0,6584cm’ .

2+x

Sugerimos leer del capitulo 10: “Estimacion del trabajo que realiza el musculo cardiaco
durante un ciclo” y “Calculo de la fotosintesis”, donde se vincula la integracion estudiada en

este capitulo. Y del capitulo 9: “Areas y volumenes de piezas arqueoldgicas”.

Actividad 6
6.1 Aplicando la férmula de los trapecios, hallar el valor aproximado de las siguientes

integrales definidas, tomando un total de 10 intervalos entre los extremos de integracion

dx _
ln(x)

6.1.1 j;e‘xz cdx = 6.1.2 LS
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b
6.2 Aplicando la férmula de Simpson J. f(x)dx;%(E+4]+2P) calcular

aproximadamente la longitud de arco de la curva Y =€* en el intervalo [-1,1] (n = 10).

Otro campo de aplicacion donde nos puede resultar de suma utilidad la formula de Simpson
es para calcular el volumen de algun cuerpo o estructura. Como puede encontrarse en el
ambito de las geociencias (Malvi¢ et al. 2014; Slavini¢ y Cvetkovi¢ 2016; entre otros) podemos
utilizar este método de integracion numeérica, por ejemplo, para relevar el volumen una
estructura arqueoldgica. Pensemos en una practica en terreno de un sitio arqueoldgico donde
comienza a excavarse con niveles artificiales de un espesor de 5cm, una cuadricula en la cual
se puede discriminar una estructura de combustion.

Se desea calcular el volumen del fogdn teniendo como dato una representacién del mismo
sobre un plano por medio de un sistema llamado curva de nivel.

Un sistema de este tipo esta basado en la proyeccidn sobre un plano de comparacion de las

intersecciones entre la superficie del sitio y un conjunto de planos paralelos y equidistantes

>
>

1,55m

1,50mn

1.65m

1,60m

a
48 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48

-

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60
E

Figura 1

La primera aparicion de la estructura de combustion fue evidente a los 150cm de
profundidad; a 170cm estaba su limite inferior.

En un corte vertical su forma aproximada es:
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Su dispersion fue mapeada mediante el empleo de un sistema cartesiano ortogonal donde
los ejes representan los sentidos E y N en la cuadricula. Los puntos que se reconocieron estan
remarcados en la Figura 1.

Nos proponemos, como ya dijimos, calcular el volumen aproximado utilizando la férmula de
Simpson. Para lograr el objetivo propuesto debemos calcular primero las areas de cada una de

las superficies encerradas por la curva de nivel. Ver los cuadros I, 11, lll y IV.

Cuadro |

Profundidad: z =150cm

n=10  .a=8.b=48 ;h:bTaz%zqcm]
ABSCISAS ORDENADAS
E I P
8 0
12 11
16 17
20 22
24 26
28 28
32 15
36 21
40 16
44 12
48 0
2 0 94 74
4] + 2P 376 148
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El dreaa 1,5 m sera: A150 = ?(0 +376+148) = 698,67[cm* ] = 7,00[dm*]

Cuadro Il

Profundidad: Z = 195cm

b-a 56
n=14  .a=2.b=58 “Th g o
ABSCISAS ORDENADAS
E I P
2 0
6 16
10 24
14 29
18 35
22 40
26 42
30 42
34 42
38 40
42 37
46 29
50 25
54 18
58 0
z 0 214 205
4] + 2P 856 410
El area a 1,55 m sera:
A155 = %(o +856 +410)=1688[cm?] = 16,9]dm?]
Cuadro Il
Profundidad: £ = 160cm
_40-16 _ agem]
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ABSCISAS ORDENADAS
E | P
16 0
20 12
24 18
28 20
32 14
36 12
40 0
) 0 44 32
4] + 2P 176 64

El area a 1,60 m sera:

A160 = %(1 76 +64)=320[cm?] = 3,2[dm?]

Cuadro IV

Profundidad: Z=165cm

36-24
n=6 a=24  .b=36 " g oM
ABSCISAS ORDENADAS
E I P
24 0
26 6
28 8
30 7
32 5
34 3
36 0
2z 0 16 13
4] + 2P 64 26
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El area a 1,65 m sera:
A165 = %(64 +26)=60[cm?] = 0,6[dm?]

A170=0

Calculo del volumen
Para comprender el procedimiento que seguiremos para hallar el volumen, volquemos los

resultados obtenidos sobre un grafico en el cual sobre el eje de ordenadas anotamos las areas

2
de las curvas de nivel en dm y sobre el eje de abscisas las cotas del fogdn en dm.

16,9

Aldm2]

Z[dm]
La integral definida:
V= '[1157 A(z) -dz nos dara el volumen buscado.
Aplicando Simpson con:
n=d a=15  .b=17 ;h:17415=0’5[dm]
ABSCISAS ORDENADAS
E I P
15,0 7,0
15,5 16,0
16,0 3,2
16,5 0,6
17,0 0
) 7,0 17,5 3,2
41+ 2P 7,0 70,0 6,4
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El volumen de manera aproximada sera:

V O—:’4}5(7 +70+6,4)=139[dm’]
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CAPITULO 6
Nociones sobre Ecuaciones Diferenciales

Romina Herrera y Verénica Amor

Existe una relacién conocida desde hace muchos afios, entre la temperatura y el ritmo con
el que los grillos chirrian: una mayor frecuencia de los chirridos indica una temperatura mas
alta. En 1898, A.E. Dolbear comprobo que los grillos chirrian en el campo de forma sincrénica y
publicé un trabajo en el que proponia una férmula que relacionaba linealmente la temperatura

(T) en °F con el numero de chirridos de los grillos (N). La férmula es:
N-40
4

Otros autores publicaron trabajos similares. Por ejemplo, se encontré esta relacion:

T =50+

T = 0.21N + 40.4, que es muy parecida a la propuesta por Dolbear.
Estos modelos matematicos representan a la temperatura como una funcién de la
frecuencia de los chirridos de los grillos.
La siguiente grafica muestra como se ajusta la recta propuesta a los datos, representados

por los puntos.

80 -
Temperatura
80 -
Chirridos por minuto
0 50 100 150 200

Si comparamos el modelo de Dolbear con la ecuacidon encontrada observamos ligeras
diferencias entre los coeficientes, pero esto podria deberse al tipo de grillos que se analizé. Sin
embargo, si comprobamos que las observaciones de dos clases de grillos diferentes son muy
parecidas, entonces el modelo puede ser un buen termédmetro biolégico. A la hora de su
aplicacion, su uso esta limitado, ya que los grillos sélo chirrian durante unos pocos meses al

afo y ademas cuando la temperatura es superior a 10°C.
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Modelos matematicos

La Matematica es muy util para investigar fenémenos; como el movimiento de los planetas,
la desintegracion de sustancias radiactivas, la velocidad de las reacciones quimicas, los
patrones meteoroldgicos, la dinamica de poblaciones, entre otros.

Con frecuencia se quiere predecir el comportamiento de un fendbmeno o de un proceso
tomando como punto de partida los valores actuales. Aparecen asi ecuaciones que relacionan
la funciéon desconocida y una o alguna de sus derivadas. Este tipo de ecuaciones se llaman
ecuaciones diferenciales. Cuando la ecuacién diferencial se utiliza para describir un
fenémeno fisico, decimos que es un modelo matematico.

Un modelo representa aspectos relevantes de una situacion que se quiere estudiar. Cuando
se emplea el lenguaje matematico decimos que es un modelo matematico. Veamos algunos
ejemplos de estos modelos que utilizan ecuaciones diferenciales.

dy

Si y = f(x) es una funcidon que relaciona las variables x e y, entonces su derivada y" = —

nos indica la tasa de cambio o velocidad de cambio de la variable y con respecto a la variable x.
Les presentamos algunos modelos matematicos con ecuaciones diferenciales que

utilizaremos para describir distintas situaciones.

Modelo del tipo f* = kf

La expresion establece que la primera derivada de la funcién es proporcional a la funcién.

Veamos qué situaciones puede modelizar.

Ejemplo 1
Consideremos poblaciones de idénticos individuos, cuya razén de reproduccion no depende
del tiempo y es igual para cada uno. (Podemos pensar que se reproducen por biparticién).
Suponemos en este caso que los individuos no interfieren entre si, no se mueren y tienen
recursos suficientes para subsistir.
La rapidez con que la poblacion crece es proporcional a la poblacion presente en cada
instante, la expresion para describir esto sera:
dP
T
Veamos los elementos de la ecuacion diferencial:

kP

dap . . . . g . .y
- €S la expresién de la velocidad de crecimiento de la poblacién (la derivada de la funcion).

P representa la cantidad de poblacion en el tiempo t:  P=P(t) (la funcién).

k es la constante de proporcionalidad que nos indica la razén de crecimiento o
decrecimiento de la poblacion.

La resolucién de la ecuacién consiste en encontrar una funcién P que verifique que su

derivada es un multiplo de ella. ; Qué tipo de funciones tienen esta caracteristica?
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Ejemplo 2

Una sociedad protectora de animales necesita trasladar un leén marino a otra ciudad. El
animal ira cubierto durante el viaje con una manta mojada. En cualquier tiempo t, la manta
perdera humedad debido a la evaporacion, a una razén proporcional a la cantidad de agua
presente en la manta.

Llamando A(t) a la cantidad de agua en la manta en el tiempo t, la razén de cambio de
A’(t), sera proporcional a A(t). Es decir:

A(t) = kKA

donde la constante de proporcionalidad k es negativa, ya que la cantidad de agua disminuye
con el tiempo. Inicialmente, la manta contendra 42 litros de agua de mar .Por lo tanto, el
modelo sera:

A'(t) = kA(t), k <0, A(0) = 42
La incorporaciéon de la condicion de k y el valor inicial son consecuencia de la situacién

particular que se describe.

Ejemplo 3

Todas las sustancias tienen la propiedad comun que la velocidad de descomposicién radioactiva
en cada instante es proporcional a la cantidad de sustancia existente en ese instante.

Deseamos encontrar una funcion y = f(t) que nos exprese la masa existente de la

sustancia al cabo del tiempo t.
. . e d
Si expresamos la velocidad de descomposicién como d—f entonces:

dy
dt
donde k>0 se llama constante de desintegracion. El signo negativo de la derivada de la

masa, respecto del tiempo, indica que la funcion cantidad de masa esta decreciendo.

Modelo del tipo f* = KF(f)

Ahora consideramos poblaciones que comienzan creciendo exponencialmente pero luego

. . - . dp . ~ e
se nivelan hacia un valor maximo M. Es decir: P aP si P es pequefia (esto sucede al inicio) y

dapP . .y . . .y .
prin 0 si la poblacién tiende a la capacidad de contencion del espacio y los recursos.

En este modelo suponemos que la razén de crecimiento no es constante, depende del
tamafio de la poblacién, es decir, esta velocidad es funcién de la poblacién. Lo podemos
expresar asi: % = F(P)

Si la rapidez de crecimiento es proporcional al tamafio de la poblacién y a la diferencia entre
poblacion maxima y poblacion existente, la expresion sera:

dP

— = kP(M—P)

Esta ecuacion se llama ecuacion logistica diferencial.
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Si la poblacion es nula no puede crecer, es decir P(t)=0 es una solucién de la ecuacion.
Si la poblacion llegd al limite, M, tampoco puede crecer, es decir P(t)=M también es
solucién de la ecuacién.

Si la poblacion inicial esta entre 0 y M, la poblacion crece ya que M-P sera positivo,
quedando la derivada positiva.

Si la poblacién inicial sobrepasa M, M-P sera negativa y la poblacién decrecera.

Estos tipos de modelos analizan las variables que intervienen como continuas. Esto es
posible cuando las poblaciones son muy grandes y se reproducen continuamente con las

generaciones sucesivas, superponiéndose unas con otras.

Sugerimos leer del capitulo 10: el modelo minimo de “Estudio de la diabetes”, donde se

vincula las ecuaciones diferenciales que estudiaremos en este capitulo.

Conceptos basicos de ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que incluye expresiones o términos que
involucran a una funcién matematica (que desconocemos) y alguna de sus derivadas.

Simbdlicamente se puede escribir:

Flx,,,9",..,y") =0

Siendo x la variable independiente, la funcion y = f(x) y sus derivadas y’,y”, ...

Si la funcién desconocida es de una sola variable independiente, la ecuacién se llama
ordinaria.

El orden de una ecuacion diferencial es el mayor orden de la derivada que contiene una
ecuacion diferencial.

Se denomina grado de la ecuacion al exponente de la derivada de mayor orden.

En este libro trabajaremos con ecuaciones diferenciales ordinarias.

Algunos ejemplos de este tipo de ecuaciones son:

¥y +3xy=0 ordenl gradol
xy” —4y +x3y = cosx orden3 gradol

Z_i’ +x?y+x=0 ordenl gradol

Si no preguntamos ¢ cuales seran las curvas que verifican que la pendiente en cada uno de
sus puntos es igual al doble de la suma de las coordenadas del punto? La condicion se puede

plantear de esta manera:

a

v
x



dy
—=2(x+
y (x+y)

x
/ y'=2(x+y)
derivada de la _ funcion
variable d "
funcion y independiente esconocida

Solucidén de una ecuacion diferencial

La resolucion de ecuaciones diferenciales es un tipo de problema matematico que consiste en
buscar una funcién que cumpla una determinada condiciéon expresada en la ecuacion diferencial.

Nos centraremos en las ecuaciones diferenciales de primer orden F(x; y; y) = 0

Si pensamos en las ecuaciones que conocemos, las soluciones de la misma, como por
ejemplo la ecuacién X2 - 4x + 3 =0 sera {1, 3}; ya que verifican la igualdad.

En las ecuaciones diferenciales, no buscamos numeros reales que verifiquen la igualdad,
sino que buscamos funciones que cumplan esa condicion.

El proceso de determinar todas las funciones que son soluciones de una ecuacién
diferencial, es resolver la ecuacion diferencial.

Una ecuacion diferencial tiene generalmente un ndmero infinito de soluciones que recibe el
nombre de solucidn general. En ocasiones, se desea encontrar una solucion particular que
satisfaga ciertas condiciones adicionales llamadas condiciones iniciales. Las condiciones
iniciales especifican los valores de una solucion y de cierto numero de sus derivadas en un

valor concreto de la variable x.

1
Verifiqguemos que la funcién y = — es solucion de la ecuacion y’ +% =0
X

Derivamos la funcion dada: y'=——

X
Reemplazamos en la ecuacion diferencial la funcién y su derivada:
1
| - I 11 1 1
-——++=05>-S+——=0>-=+—5=0->0=0
x° X xT xx x° X

1
Se verifica la igualdad, por lo tanto, y = — es solucion de la ecuacion diferencial dada. ¢Es
X

la Unica solucion?

Actividad 1
1.1 Probar que las funciones y = x2, y = x2 +1 e y =X+ C son soluciones de la

ecuacion y = 2x

1.2 Probar que las funciones y = 2e*, y = C.e* con C, constante son soluciones de la

ecuaciony'=y
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Valores iniciales

Podemos enunciarlo de la siguiente manera: y* = f(¢t; y) y los valores iniciales estan
dados por y(t,) = ¥,

Estamos interesados en saber si dicho problema tiene solucién y en caso afirmativo si ésta
es unica.

Veamos el ejemplo:
, . . c
La ecuacion diferencial fy'+y =1 admite como solucién general y=—+1, ¢ € R, en
t
cualquier intervalo que no contenga al cero. Para verificarlo, derivamos la funcion y(t):
=< v+ L
y = —— y = —— —_=
£ t t
Si queremos determinar la soluciéon que pasa por el punto (1; 2) tenemos que imponer la

condicién y(1) = 2. El valor de ¢ que cumple con el requisito anterior es ¢ = 1, con lo cual la
. : : 1
solucion particular pedidaes: y=—+1
t
En consecuencia, la funcién es una solucién del problema de valores iniciales:

ty'+y=1cony1)=2.

c ,
Como eny =—+1, ceR, estan todas las soluciones de la ecuacion diferencial ty'+y =1,
t

entonces el problema particular tiene solucion unica.

En cambio, no es posible encontrar una soluciéon que pase por el punto (0; 2). En este caso
diremos que el problema de valores iniciales ty'+y = 1; y(0) = 2; no tiene solucién.

De manera mas formal podemos decir:

Dada la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y” = f(x). Si la funcién f es continua
en algun intervalo I € R, se tiene que: y = [ f(x)dx + C siendo C una constante real arbitraria,
de donde resulta que la ecuacién diferencial dada tiene una familia finita de soluciones. La
solucién contiene una constante arbitraria que puede determinarse, si se conoce y(x,) = y,.

De lo expresado anteriormente, podemos decir que la integracion es una forma de

resolucion de ecuaciones diferenciales.
Actividad 2

Una curva en el plano xy verifica que su pendiente en cualquier punto (x;y) de la misma es

igual a 3x. Hallar la ecuacién de la curva sabiendo que pasa por el punto (2;1).

Ecuaciones diferenciales ordinarias de variables separables

Son ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden de la forma:

y'=g(x)-h(y) (1)
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Es decir, es el producto de una funciéon que depende Unicamente de x por otra funcién que
depende unicamente de y.

_dy ., .
Para resolverla tenemos en cuenta que ¥ = Ir entonces la ecuacion (1) puede escribirse

22— ()0

De donde para todo y , tal que A (y) # 0 se tiene que:

1
mdy—g(x)dx

Si g(x) vy son continuas, integramos ambos miembros, entonces

1
mdy—fg(x)dx

Si H (y) es una primitiva de P (l y G (x) esuna primitiva de g (x), resulta:

»)

H(y)=Gx)+C, CeR
es la solucion general de la ecuacion (1).

Esta ultima igualdad define implicitamente a y como funcion de x; si es posible,

obtendremos a y en términos de x.

Por ejemplo, resolvamos la siguiente ecuacion (1 te )yy =€ ; siendo y(0)=1

d X X
(Ite* ) yy'=e” = (l+e") y D=’ - ydy=— dx—>J~ydy:J. ©dx
dx l+e” l+e”
%yz =ln(l+e*)+C, CeR = y*=21In(1+e*)+ C,Ce R , de donde:
y=1= \/2 In (1+e”)+C :solucién general en forma explicita.
Aplicamos ahora la condicion inicial
y(O):1y4>°>1:+\/2ln(l+e°)+C —> 1=2h2+C - C=1-2In2
. . , 1 *
Operando algebraicamente, la solucion particulares  y =.| 2In E(l+e )+1
Otro ejemplo:
Para resolver la ecuacion xy'—4y = 0; con y(0)=0
Solucion:
d d d d d
xy'-4y=0 - x F_ 4y ﬂ)l=4l —>J‘—y:4J‘ LN ln|y|: 4inx+C,CeR
dx y X y X

de donde y= Cx* con € # 0
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Verificamos que y = 0 también es solucion de la ecuacion diferencial dada, entonces la
.z . 4
solucion general sera y = Cx " con CeR.

Aplicando la condicién inicial tenemos que 0=C.0, esta igualdad se verifica

independientemente del valor de C, es decir para todo C, por lo que tiene infinitas soluciones.

La desintegracion radiactiva es una situacion que se describe con ecuaciones diferenciales.
Vamos a resolver la ecuacion presentada como modelo anteriormente. Retomamos lo dicho:

Todas las sustancias tienen la propiedad comin de que la velocidad de descomposicién
radioactiva es en cada instante proporcional a la cantidad de sustancia existente en ese instante.

Deseamos encontrar una funcién y = f(t) que nos exprese la masa existente de la

sustancia al cabo del tiempo t.

. . . dy dy
Si expresamos la velocidad de descomposicion como 7 entonces 7 = —ky donde k>0
t t
se llama constante de desintegracion. El signo negativo de la derivada de la masa respecto del

tiempo, indica que la funcién cantidad de masa esta decreciendo.

. dy
Luego, separando las variables obtenemos: — = —k dt
y

e integrando miembro a miembro Id—y =—k Idt —>Iny=-kt+c
y

—kt+
Por definicion de logaritmo: ) = € ¢ y aplicando producto de potencias de igual base

c —kt
se obtiene: y=e -¢€

Donde e€ representa la masa de la sustancia existente en el instante inicial. Es un modelo
de decrecimiento exponencial.
Sugerimos verificar la solucion de la ecuacién diferencial del capitulo 10: “Estudio de la

propagacion de la infeccion por Trypanosoma cruzi”, para los triatominos.

Actividad 3

En las sustancias radiactivas, la variacion del numero de determinado atomo en el tiempo es
proporcional al numero de atomos existentes en ese instante.

3.1 Teniendo en cuenta que la variacion de la cantidad de atomos es siempre una
disminucion, y llamando A a la constante de proporcionalidad, escribir la ecuacion diferencial
que relaciona el numero de atomos N con el tiempo t.

3.2 Suponiendo que originalmente existen N, atomos, hallar la funcién que representa el
numero de atomos presentes en determinado instante.

3.3 Elisotopo ¥R del rubidio decae en ®°R al cabo de un cierto tiempo, siendo A=1,42 10"
afios™. Hallar el tiempo que debe transcurrir para que la cantidad original de atomos de una

muestra se reduzca a la mitad.
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Actividad 4

Sea una poblacion cuyo maximo es M individuos.

4.1 Escribir la ecuacion que representa el crecimiento de la poblacién suponiendo que es
proporcional al nimero de individuos y a la diferencia entre el valor maximo M y la cantidad de
individuos.

411 Esta ecuacion se resuelve por el método de reduccion a factores simples y la

solucion resulta de la forma N(t) = C constante de integracion. Demostrar que

M
1+ce~kMt

efectivamente la poblacién no supera los M individuos.

4.1.2 Representar graficamente la funcion N(t) para el mismo valor de M y C y dos
valores diferentes de k (arbitrarios). ¢Qué unidades tiene k y como influye en la estabilizacion
de la poblacion?

Actividad 5
Con frecuencia la secrecion de hormonas en la sangre es una actividad periédica. Si una
hormona se segrega en un ciclo de 24 horas, entonces la razén de cambio del nivel de

hormona en la sangre se puede modelar por el problema de valor inicial:
) T[t . —
}’(t)=a—b005(5)—kt, Yo = Yo

donde y(t) es la cantidad de hormona en la sangre en el instante t,

a es la razén promedio de secrecion,

b es la cantidad de variacion diaria en la secrecion,

k es una constante positiva que representa la razén con la que el cuerpo elimina la hormona
de la sangre, y

Yo la cantidad de hormona en la sangre en el instante inicial.

Hallar la cantidad de hormona en la sangre en cada instante sia =b =1; k = 2 e

inicialmente no habia hormona en la sangre.
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CAPITULO 7
Vectores

Jimena Lorenzo

Un automdévil verde se desplaza por calle 7 y lo hace desde la calle 54 hasta Plaza Rocha.

Otro automovil naranja, se desplaza por diagonal 73 desde Plaza Moreno hasta Plaza Rocha.

AVENEDA 133 (WUTA BROV N 111

S End avEmIna 120

Eaanny
(o

ey g

b g

cauan

AVENIDA 1 @

cang
Eaany
calny

- AVEWIDA 7
el
e
chinw
cary
caur
AVENIDA 13

(e

Eain
car
aix
ey
AVENIDA 19
cuurn
Eaien
caurn
Loy
AVEMIDA 35
ey
Bam
(P18

b
8
=
%

fhirn

é

halry

il

AVENIOA 38
caak

eaire

caira

-.Z Comerisies.
ki L 1
1 4
v 4 o - -
o a.pdf’ hf"
. &
i
Ll
[ 1
o
=4 =
[
\”
P — " h
= ¢ & el
—
-
[ =\ i & = =
la
ta
3
z
Z slg g 2 B
ES ELE 3 1
|.""'!ZEEE’:‘.’!EE"ifi"if‘é
iiiii352idifidisdiiiizsiiivis
i

“Ciudad de La Plata’

El trayecto de cada uno de los autos esta representado por un vector.

Un vector es un segmento orientado que tiene un origen y un extremo. \

Para referirnos a un vector podemos hacerlo indicando su origen y extremo: oP

O dandole un nombre con una letra: a

Todo vector esta caracterizado por una direccion, un sentido y un médulo.

La direccion de un vector esta dada por la recta que lo contiene (sobre la calle por la cual

circula el automovil). El sentido de un vector esta indicado por la orientacion de la flecha

(sentido de la calle sobre la que circula el auto). El médulo es la longitud o medida del vector

(en este ejemplo en particular es la longitud del recorrido total que realiza el auto).

° http://www.laciudad.laplata.gov.ar/turismo/accesos-y-planos/planodelaciudad
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Los vectores que tienen la misma direccién, el mismo sentido y el mismo mdédulo se llaman
vectores equipolentes.

Si dos vectores tienen la misma direccién, el mismo modulo, pero sentido contrario, se dice

que son vectores opuestos.

Actividad 1

En el siguiente mapa aparecen vectores que representan la trayectoria de distintos
automoviles.

Indicar todos los vectores que cumplen con cada una de las siguientes condiciones.

1.1 Automoviles que se desplazan en el mismo sentido.

1.2 Automoviles que se desplazan en sentidos opuestos y recorren la misma distancia.
1.3 Automoviles que circulan en la misma direccion.

1.4 Automdviles que se desplazan en la misma direccién, el mismo sentido y recorren la
misma distancia

Los vectores también suelen utilizarse para mostrar datos de manera ordenada. La

operatoria entre vectores resulta conveniente para su tratamiento. Cuando la cantidad de datos

es pequefia, las operaciones basicas entre ellos pueden resolver distintos problemas.
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Vectores referidos al origen de coordenadas
Representamos un vector ¥, de forma que el origen del vector coincide con el origen de un

sistema de coordenadas cartesiano, se obtiene una representaciéon canénica.

Las coordenadas del extremo coinciden con las componentes del vector. Por ejemplo:

v=(4,3)

e T T = S =

Modulo de un vector

El médulo de un vector se calcula mediante el Teorema de Pitagoras. Como el médulo es la

longitud de un segmento, resulta siempre que [7[>0

Para un vector 7= (4;3), su médulo es [vi=v4Z + 32=5
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Operaciones entre vectores

Suma de vectores
Las componentes del vector suma, son iguales a la suma de las componentes de los dos

vectores sumados.
U= (vy; vy)
U= (Uy;uy)

T = (0 +uy; vy, +uy)
La suma de dos vectores puede obtenerse graficamente utilizando algunos de los
siguientes métodos

Método de la Poligonal
Se traslada 1 a continuacion de ¥, haciendo coincidir el origen deu’con el extremo de v. El

vector resultante o vector suma T es el gue tiene el origen de v’y el extremo de .

1y —
Y U+y

3

Método del Paralelogramo
Se hace coincidir los origenes de % y de ¥. Luego se construye un paralelogramo que tiene
como lados a los dos vectores. El origen del vector suma T coincide con el de ambos vectores y

su extremo es el vértice libre del paralelogramo formado con dichos vectores.

3

Producto de un vector por un escalar

Un escalar es un numero real.
Si se multiplica a un vector w por un namero real k, distinto de cero, obtenemos otro vector:
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Analiticamente cada una de las componentes del vector w se multiplica por el escalar k

Actividad 2

2.1 4 Como podemos resolver la resta de vectores?

2.2 Dos personas tratan de mover una caja tirando de dos sogas. Las fuerzas que ejercen
estan representadas en la figura mediante vectores. Encuentren graficamente un vector F que

represente una fuerza cuyo efecto sea equivalente al de las otras dos juntas.

F1

F2

Producto escalar

Se define como: ¥.w=|?|.|w|.cosa
El producto escalar entre dos vectores da por resultado un nimero real y se calcula, en
funcién de sus componentes, como:
DW=(V;Vy). (Wi Wy =V WitV Wy

Por ejemplo si 7=(2;5)y w=(3;1/2) entonces v.w = 2.3+5.1/2=17/2
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Interpretacién geométrica del producto escalar
La definicién de producto escalar nos permite interpretar geométricamente esta operacion

como la proyeccion de un vector sobre otro.

v N
e _.“’ »
g il
v 'W—_lvl' w 'COFU =|v|ow'

donde w'= ‘Wio cos v

Por ejemplo, si |#] =5 y |w|=3/2 y el @=60° podemos calcular el producto escalar de la

siguiente manera: ¥.w=v/5.3/2 .cos60°=32£

-7 4
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Actividad 3

3.1 Calcular el angulo entre los vectores v = (—2;1) y W = (3;2)

44

y3

(5]

]

-
]
]

3.2 Calcular el producto escalar entre v = (2,1) y w = (-1,2). ,Qué podemos concluir a partir

del resultado?
Versores

Los vectores que tienen médulo unidad se los llama versores. Comunmente se los indica
con una letra en negrita sobre la que se coloca una v (derecha o invertida) o el simbolo 7.
Sobre cada uno de los ejes que forman el sistema cartesiano, con sentido coincidente con el
sentido positivo, se superponen los versores denominados versores fundamentales: i; j. Sus
componentes son: i = (1;0); j = (0; 1).
Todo vector @ = (ay; a,) puede escribirse de la forma d = a,i + a,j
Esta descomposicion se llama forma candénica de un vector.
3.3 Calcular el producto escalar entre cada uno de los siguientes pares de vectores. Hallar
la amplitud del angulo determinado entre ambos. Graficar.
331 d=2i+5/yb=-3(+ 2f
332 d=2i+jyb=(4-1)
333 d=(-32) yb=(-3-4)
334 d=3i+4yb=—-2i—J
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CAPITULO 8
Matrices y Sistemas de Ecuaciones

Jimena Lorenzo, Romina Herrera y Viviana Cappello

Matrices

Al utilizar una cantidad considerable de datos se hace necesario organizarlos de alguna manera
para que se puedan manipular sin dificultad. Una manera de organizarlos es disponerlos de forma
tabular. Esa disposicion corresponde a las matrices. Estas conforman un medio para resumir y
presentar nimeros que resultan ser los datos de un problema. Son “cajas numéricas” que forman
un modelo para muchas aplicaciones de las ciencias sociales, naturales, economia, etc.

En matematica se introdujo la nocién de matriz como una tabla de numeros. Las grandes
masas de datos se organizan en esas cajas numéricas. Las matrices se suman, se multiplican
por un numero, se multiplican entre si bajo ciertas condiciones.

Por ejemplo

Una empresa consultora esta comparando sus datos de admisién para los ultimos dos
afnos. Tiene interés en la distribucidon de aspirantes locales en relacion con los extranjeros y en
la cantidad por género. Las matrices A y B resumen el numero de aspirantes admitidos en los

ultimos dos afios.

M F M F
fowles (360 290 Lale 400 310
A= B =
sevaon \ 89 60 swaers . 50 90

Una matriz es un conjunto de numeros colocados en una determinada disposicion,
ordenados en filas y columnas. Las lineas horizontales de una matriz se denominan filas
(locales, extranjeros) y las lineas verticales se denominan columnas (masculino, femenino).

A las matrices se las nombra con letras mayusculas y a los elementos de las mismas con
letras minusculas.

Cuando una matriz contiene m filas y n columnas se dice que es de orden m x n. Los
elementos de una matriz se suelen encerrar entre paréntesis o corchetes. Las matrices de la
situacion anterior son de orden 2x2.

Las siguientes matrices son, respectivamente, de orden 3 x 3,3 x2,3x4y2x 3

1 2 3 3 4 3120 o o
<4 5 6);(—5 1) ;(0342) (o 5 o)
7 8 9 2 -4/ \1 58 7
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Matriz cuadrada: Es la que tiene el mismo numero de filas y de columnas, es decir de orden

n x n 0 simplemente de orden n.

De manera general, una matriz de m filas y n columnas cualquiera se escribe de la forma

aip ot Qi
siguiente:A = : obienA=(a;j)conl<i<myconl<j<n
Am1 " Qmn
Observamos que el primer subindice de cada elemento representa el nimero de la fila y el
segundo el numero de la columna a la que pertenece dicho elemento. Asi a; es el elemento

que esta en la interseccioén de la fila i con la columna j.

La matriz traspuesta de A, simbolizada A, se obtiene de cambiar ordenadamente filas por
columnas de A.

Si A tiene orden mxn entonces A' tendra orden nxm

Volviendo al problema anterior vinculado a la admisién en la consultora: si nos solicitan
hallar la admisidn total para cada categoria durante los pasados dos afios. ;Qué operacion

resuelve la situacion que hemos planteado?

Suma de matrices

Sean A y B dos matrices del mismo orden, m x n. La suma A + B es otra matriz de orden
m xn cuyos elementos son la suma de los elementos ubicados en la misma posicion de las
matrices a sumar. La resta A - B se define de forma analoga.

Por ejemplo:

2 -1 1 2 3 4 4 2 5
Si A= y B= ;C=A+B=

3 0 -1 4 2 3 7 2 2

Actividad 1

Hallar la admision total para cada categoria durante los pasados dos afos.

Producto de un escalar por una matriz

Dada una matriz A de orden m x n y un nimero c, el producto c.A es una nueva matriz m x n

que se calcula multiplicando cada elemento de A por el numero c.

Por ejemplo:

5 3

Sea la matriz A = y el escalar ¢ = 2; la operacion

1 -5
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5 3 25 23 _10 6

Y e G )

Producto entre matrices

El producto de dos matrices se puede definir sélo si el nUmero de columnas de la matriz
izquierda es el mismo que el nimero de filas de la matriz derecha. Si A es una matrizmxny B

es una matriz nx k, entonces su producto matricial A x B es la matriz mx k (m filas, k

columnas) dada por:

ay) a2z ... AQn bu bz ... bue
Ay Qyp ... da, boy by ... by

A= ) A , . B=

[(!,:,,1 H:“g a,;mJ [b;.l b,:.g b,:lg‘J

™ n n n

Z aypbp Z arpbpz ... Z aypbpk

p=1 p=1 p=1
n n n
E azpbp E azpbpz ... E azpbpk

A B = p=1 p=1 p=1

n n n

E Umphpl E “'mpbpz E ﬂrnpbpk

p=1 p=1 p=1 A

Si queremos multiplicar Ay X Bayo, debemos obtener Coy», entonces:

,
7 i bu b'!: 7

v b a aa a::] ,B :: b:' b:.:}, C: Cu C1:)
\dz dn Qu I\bss b;;J \sz C=

b31 ba
an—an Qli\ ’/f.:‘a; f‘n\
an—Qan—azs Ca—Ca J

En la interseccion de la fila 1 de la matriz A con la columna 1 de la matriz B se encuentra el

elemento cq; cuya expresion se obtiene haciendo el producto escalar:
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C11 = aq1 b1q + @12 b1 + @13 by
Ci2 = a1 b1z + @12 byp + @13 baz
C21 = @1 b1 + @z b1 + a3 bay

C22 = @21 b12+ @22 boo + @23 b3y

Por ejemplo:
1 3
2 -1 1 1 10
Sean A = 3 0 1 y B= i g A2x3x B3x2 = CZXZ = 2 5

De acuerdo a las definiciones dadas ¢ el producto matricial es conmutativo?

Por ejemplo:
1 3
2 -1 1
Sean A = y B={2 0
3 0 -1
1 4
1 10
A2x3XB3x2=C2x2=[2 SJ
11 4 14
Bax2 XA2x3=C3x3=<—1 -2 —2)
-2 2 =3
Actividad 2

2.1 La consultora del problema anterior esta esperando un aumento de un 20% en las
admisiones para cada categoria de estudiantes para el tercer afio. ¢Cual sera la nueva planta
en la consultora?

2.2 Una compania manufacturera de televisores LCD HDTV fabricé tres modelos de
diferente calidad en tres tamarios distintos. La capacidad de produccion (en miles) en la fabrica

A esta dada por la matriz A.

Modelo | Modelo Il Modelo IlI
Tamafio 32” 5 3 2
Tamano 37” 7 4 5
Tamano 40” 10 8 4

(En otras palabras, la capacidad de la fabrica es de 5000 televisores del Modelo | de 32
pulgadas, 8000 televisores del Modelo Il de 37 pulgadas y asi sucesivamente).

La capacidad de produccion en la fabrica B esta dada por la matriz B.
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Modelo | Modelo Il Modelo Il

Tamaio 32" 4 5 3
Tamaio 377 9 6 4
Tamano 40” 8 12 2

2.2.1 ;Cual es el total de capacidad de produccion de cada modelo y tamafio en las dos
fabricas?

2.2.2 ;Cual serd la nueva produccion en la fabrica A si se decide aumentar la produccion
en un 30%?

2.3. Un negocio tiene para la venta televisores LCD Sony Bravia® de varios
tamafos. Tiene 5de 40 pulgadas; 8 de 37 pulgadas; 4 de 32 pulgadas y 10 de 26
pulgadas. Los de 40 pulgadas se venden a $13950, los de 37 pulgadas a $9999, los de 32
pulgadas a $7950 y los de 26 pulgadas a $6950. Expresar el total de venta de los televisores
como un producto de dos matrices e indicar el ingreso total.

2.4 Sean
1 2 1 4 6 2 2 0 1 3
(3 -1 Oj [3 9 lj [0 2} (1 —6}

Hallar si es posible:
241 A+B=
242 B-2A=
243 C+ D=
244 A+C=
Sugerimos verificar del capitulo 10: “Estudio de la propagacion de la infeccion por

Trypanosoma cruzi”, donde se efectua el producto de matrices estudiadas en este capitulo.

Determinantes

Se llama determinante a una funciéon cuyo dominio es el conjunto de todas las matrices
cuadradas reales, y cuya imagen es el conjunto de los niumeros reales.
Calcular determinantes nos sera util para resolver sistemas de ecuaciones, hallar matrices

inversas, etc.
Determinante de una matriz de orden 2
Sea una matriz cuadrada de orden 2: A= Podemos calcular el determinante

de la matriz A de la siguiente forma:
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A_all ap | B
= =ay;.8, —a.a,,

4y ayp

es decir, la diferencia entre los productos cruzados de sus elementos. El valor obtenido se
denota también por det(A).

Por ejemplo:

=34-1.(-2)=14
4 (-2)

Determinante de una matriz de orden 3. Regla de Sarrus
a; ap g
Sea una matriz cuadrada de orden 3: A=|a, a, a, | Podemos calcular el
a; 4z 4y
determinante de la matriz A de la siguiente forma:
ay dp 4y
|A|= ay Ay Ax|=

as dz da
)10y A3y T 015 0y3.05 + Q130,05 —Ay1.0y, .03 —Ay3.05,.0), —d33.0,,.4,,

Por ejemplo:

1 -2 3
45 6]=1510+(2).6.(-7)+3.4.8-3.5(-7)—6.8.1-10.4.(~2) =367
7 8 10

Propiedades generales de los determinantes

A continuacién, vamos a enunciar una serie de propiedades que cumplen los determinantes
de una matriz cuadrada, independientemente del orden que tengan.
o El determinante de una matriz no varia si se cambian filas por columnas, es decir, el
determinante de una matriz es igual al determinante de su matriz traspuesta.
Det(A) = Det(A")

e Siuna matriz tiene una fila nula, su determinante es 0.

1 25
2 1 3|=0
0 0 O

o El determinante de una matriz diagonal es igual al producto de los elementos de la

diagonal principal:
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= abc

S O Q
S o o
c o O

Si se intercambian entre si dos filas o0 dos columnas el determinante cambia de signo

I 3 -1 3 1 -1
2 5 0=13 |5 2 0=-13
2 -2 1 =22 1

Si un determinante tiene dos filas o dos columnas iguales su valor es cero.

1 3
I 3 -1=0
2 -2 1
Si se multiplica una fila o columna por un namero el determinante queda multiplicado
por dicho numero.
Si un determinante tiene dos filas o columnas proporcionales su valor es cero.

El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de sus

determinantes

4B =|4]{8]

Actividad 3

3.1 Calcular los determinantes de las siguientes matrices:

A

1 0 1 2531 1 000
4 9 71 01 00 1000 1
=-11 0| B= C= D=
0 0 0 0010 2000 2
2 1 -1
3 2 45 0 0 01

La matriz C recibe el nombre de matriz identidad I. Esta es el elemento neutro del producto

de matrices, al igual que el niumero 1 en el conjunto de los numeros reales.

La matriz identidad se caracteriza por tener 1 en su diagonal principal y el resto de sus

elementos 0.

Menor complementario

Dada una matriz cuadrada de orden n, y uno de sus elementos a;, se llama menor

complementario de dicho elemento, y se representa a, o M;, al determinante de la matriz que

resulta de suprimir la fila i y la columna j.
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1 20
Por ejemplo, para lamatriz A=|-1 0 3|, el menor complementario del elemento a;=3
2 1 4

se calcula de la siguiente forma:

M,

Adjunto o cofactor
Dada una matriz cuadrada de orden n, y uno de sus elementos g;, se llama adjunto de a; y se

representa por A; al menor complementario precedido del signo + o — segun si i + j sea par o impar.

4, ==D)"a,

1 20
Por ejemplo, paralamatriz A={-1 0 3
21 4
. . 243 2
El adjunto del elemento a,3=3 sera 4,, = (-1) | =—(-3)=3.
. . 242 1
Y el adjunto del elemento a,,=0 sera A4,, = (1) w =

Matriz inversa de una matriz cuadrada

La definicion de matriz inversa que llamaremos A™! es A™L.A=A.A"1 =

Vamos a ver como podemos calcular la inversa de una matriz cuadrada ayudandonos de los
determinantes. Pero previamente vamos a definir el concepto de matriz adjunta.

Una forma practica para calcular la matriz inversa consiste en utilizar la matriz adjunta de
una matriz A.

Dada una matriz cuadrada A, llamamos matriz adjunta de A, y la representamos por adj A

a la matriz formada por los adjuntos de la matriz A.

All AIZ Aln
ad]A _ A21 A22 A2n
Anl AnZ Ann
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Por ejemplo:

1 2 -1
SeaA=|D0 -3 2|
2 1 5

Los adjuntos de los nueve elementos de A son:

-3 2 17 0 2 4 0 -3 5
=+ = - = - = =+ =
AH 1 5 ’412 2 5 ’413 2 1
|2 T e Ay il FERW By
S RS 27" 2 5|70 BT 2
_ 2 -1 -1 _ T -1 p _ 1 2 -3
A31_+ -3 2 - A:Q_ 0 2 - ’433_+ 0 _3_
-17 4 6
Por lo tanto, la matriz adj A sera: adjA=|-11 7 3
1 -2 -3

Para toda matriz cuadrada A, se verifica que A-(adj A)' = (adj A)' - A = |A|]

1 2 -1
Puede comprobarse con la matriz anterior: A={0 —3 2 |enlaque |A| =-15
2 1 5
1 2 -—-1\(-17 —-11 1 -15 0 0

A@dA[0 -3 2 4 7 =2|=| 0 -15 0 |=|41
2 1 5)le6e 3 -3 0 0 -15

Es decir, el producto de la matriz A por la traspuesta de su adjunta, nos da la matriz

identidad I, multiplicada por el determinante de A.
Si |A| # 0, podemos concluir que:
(adj4)'
4]

=] portanto, A :i(ade)’

y
4

Resumiendo, para calcular la matriz inversa hacemos los siguientes pasos:
1. Se halla el determinante de la matriz A. Si es cero no existe inversa.

2. Se hallan los adjuntos de la matriz dada, para obtener la matriz adj A.
3. Se forma la matriz traspuesta de la matriz adjunta.
4

Se divide la matriz obtenida por el determinante de A.

Por ejemplo:
1 2 -1
SeaA=|0 -3 2|
2 1 5
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1.- Hallamos su determinante.

1 2 -
detA=|0 -3 2|=-15+8+0-6-0-2=-1520.
2 1 5

2.- Ahora calculamos la matriz adjunta. Hay que calcular los adjuntos de todos sus

elementos. Sabemos, por haberlo hallado anteriormente, que dicha matriz es:

-17 4 6
adidA=|-11 7 3
1 -2 -3
3.- Calculamos su traspuesta:
-17 -11 1
(adjd)' =| 4 7 =2
6 3 -3

4.- Por ultimo, dividimos por el determinante de A:

s 1%5 _%5
-17 -11 1
Lo 1 /-

6 3 -3
_%5 _%5 %5

Matrices de incidencia

Sea R una relacion entre dos conjuntos finitos

Xz{xl,xz, ...... ,xn} € Yz{yl,yz, ...... ,yn} y sea G la grafica de la relacién. Se

. . . 1 Si ('xi > y/) € R
define la matriz asociada a R pora,; = : ]
caso contrario

Consideremos los siguientes graficos, que representan estructuras quimicas. En los
mismos, los vértices son atomos y las lineas uniones quimicas. Formamos una matriz cuadrada
de la siguiente forma: los atomos son numerados arbitrariamente, si hay una unién entre cada

par de ellos, asignamos un 1, de lo contrario un 0.

X~

I
~
(SR =)
co oo R
co oo R
o oo R

S O OO
N~
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Actividad 4

4.1 Armar las respectivas matrices de incidencia para:

411

4.2 Sea R:"x es descendiente de y" R: A>Acon A= {a, b,c,d.e.f, g}

Armar la matriz asociada a la relacién ;Qué interpretacién puede darse a la suma de los

elementos de una fila? 4y a la suma de los elementos de una columna?

a b
[ .
f | I Ld Bl indica hombre
c

o =
-| . indica mujer
g

4.3 Una agencia de viajes analiza distintas opciones para viajar por avidon entre cinco

provincias. El siguiente esquema indica las conexiones que la agencia puede ofrecer:

Buenos Aires

z‘

s [lierradel Fuego

e Neuquén
. /
]

Cordoba

Santa Fe lL

4.3.1 ; De cuantas formas distintas se puede viajar en avion, a través de esta agencia, de
Tierra del Fuego a Santa Fé?

4.3.2 ;Cual de ellas utiliza la menor cantidad de conexiones?

4.3.3 ; Qué representa A*?

4.4 Dado un conjunto de A individuos A4, Ay, Asy A4, definida por la relacion “A;elige a A" es:
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- o o O
— = O O
- o = O
O = =

Hallar e interpretar A?

Sistemas de ecuaciones lineales

En una fabrica de zumos en San Pedro, que se dedica a la exportacion, mezcla dos tipos de
calidades, una de 0,5 $/l y otra de 0,8 $/I. ; Cuantos litros de zumo se mezclaran de cada tipo
para obtener 120 litros con un costo de $757?

Se determinan las variables:

e x = litros de zumo de calidad 0,5 $/I
e vy =litros de zumo de calidad 0,8 $/I

Se plantean las dos ecuaciones.

Se obtienen 120 litros = x + y = 120

La mezcla tiene un costo de 75 $=> 0,5x +0,8y = 75

x+y=120
05x+08y=75

El sistema es el siguiente: {

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales que comparten
las mismas variables.

Un sistema de ecuaciones de orden 2 (dos ecuaciones y dos variables) es de la forma:

{ax+by=c
dx + ey = f

donde a, b, ¢, d, e, f son numeros dados y, x e y son las variables.

Cuando hay mas de 3 o 4 ecuaciones y/o variables, se suele utilizar una notaciéon con
subindices para designar tanto las variables como los coeficientes. Asi, un sistema lineal de m

ecuaciones con n variables se representa, de forma general:

a11 x1 + alz xz + a13 X3 + .. + aln xn = b1
a21 xl + a22 xZ + a23X3 + o + aZn xn = b2
asq Xq + as, Xy + a3 X3 + ... + Azpn Xpn = b3

Este sistema se puede escribir de forma equivalente utilizando notacién matricial:

a,, X, +a,X, +a,;X, a, 4, 43 X% b,
Ay Xy + 0y, X, + 0y, X, |=| @y Gy, Ay, || X, |=| by
a3 X, +a3,X, +a3;;X, a3 4y A3 ) \ X b,

designando:
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ay 4p diz X1 by

a3 a4z  di; X3 by

simbolizamos: A- X =B
Llamando A a la matriz m x n de los coeficientes del sistema, X a la matriz columna de
nx1 de las variables y B a la matriz columna de mx1 de los términos independientes del

segundo miembro.

Volviendo al problema de la fabrica de zumos, para responder a la pregunta: ;Cuantos litros
de zumo se mezclaran de cada tipo para obtener 120 litros con un costo de $75? Es necesario
resolver el sistema planteado, es decir encontrar (si existen) los valores de x y de y que
satisfacen cada una de las ecuaciones planteadas. Una solucion del sistema es un conjunto
de valores tales que, al sustituir las variables por estos valores, las ecuaciones se convierten
en identidades.

De la 1ra ecuacion despejando x se obtiene x = 120 — y

Sustituyendo en la 2da la x se tiene

0,5.(120 —y) + 0,8y = 75
60—05y + 08y =75
03y =15
y =50
El valorde xserax = 120 —y; x = 120 —-50,x = 70
Solucion x = 70,y = 50.

Se mezclaran 70 litros del zumo de calidad 0,5 $/I; y 50 litros del zumo de calidad 0,8 $/,

para obtener 120 litros con un costo de $75.

¢Los sistemas de ecuaciones lineales siempre tendran una uUnica solucidon? Les

proponemos analizarlo graficamente:

G M o W] .
* N

infinitas soluciones

unica solucion no hay solucion
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(Los graficos corresponden a sistemas de ecuaciones lineales con dos ecuaciones y
dos variables).
e Unica solucién: el sistema es compatible determinado.
¢ Ninguna solucién: se dice que el sistema es incompatible.

¢ Infinitas soluciones: el sistema es compatible indeterminado.

Resolucion de sistemas de tres ecuaciones lineales
con tres incégnitas

Existen varios métodos para resolver sistemas de ecuaciones. Veremos algunos de ellos:
Regla de Cramer

Se utiliza cuando la cantidad de ecuaciones es igual a la cantidad de variables y el
determinante de la matriz de los coeficientes de las variables (llamado determinante principal)
es distinto de cero.

Cada variable se obtiene dividiendo el determinante de la variable por el determinante

A

principal: x; = m Vi,i=1..n

El determinante de la variable se obtiene al sustituir en el principal la columna de los
coeficientes de la variable por los términos independientes.

2x—y—z=2
Por ejemplo: {x+3y+4z= 11
3x+y—2z=-1

2-1-1
Calculamos el determinante principal [Al=]1 3 4[=-26
3 1 =2
Como |A| # 0 podemos aplicar la regla de Cramer:
2-1 -1
= 141l = —‘_111 f _42‘:2 =-1 z=3
14] -26

Solucion: (2;-1;3)

A modo de conclusion:

e SilAl#0 o xl-=%

e Si|Al =0 y |A4;| # 0 — el sistema es incompatible.
e Si|Al =0 y |A;| =0 - el sistema sera incompatible o indeterminado.

Debemos buscar otro método para concluir.
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Método de eliminacién gaussiana

Realizamos los siguientes pasos:
a) Escribimos la matriz ampliada formada por la matriz de los coeficientes de las variables

junto con los términos independientes.
b) Reducimos la matriz por fila a la forma escalonada.

c) Escribimos el sistema equivalente.
d) Despejamos el valor de la ultima variable y luego se usa la sustitucién hacia atras para

obtener las demas variables.
Sigamos los pasos en el ejemplo 1:

2 x1 - xZ + X3 = 5
Sea el sistema X+ x;— 2x3= -3
3 xl + 2 x2 - x3 = 8
Empezamos escribiendo los coeficientes y los términos independientes.

Calculos a realizar:

2 -1 1 5

1 1 -2 -3

3 2 -1 8

Repetimos 13 Primers eCUBtion e—— 2 -1 1 s

0 30 _50) | = 1147

o > _&i*} ke
Repetimos la primera y la segunda 2 1 1 s
ecuacion del paso anterior =l

o 3 -5 -11

0 o 20 |80
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D 1‘:2-1—1-(—1)=3

— N

2 1

e =2-(-2)-1-1=-5
RREEIE
2 5

3 =2-(-3)-1-5=-11
| -3 (-3)
2 _

4 =2.2-3-(-1)=7
3 o (=D
2 1

) =2.-(-1)-3-1=-5
3 1 (=D

2 5

(*6) =2-8-3-5=1
3 8

(ﬂ>3 _5__ (&Y _ (&) —

5_3 (=5)=7-(=5)=20

w3 11
=3.1-7-(-11)=80
7 1

Escribimos el sistema equivalente

2 X1 — Xy + X3 = 5
3 Xy — 5.X3 = —11
20 x; = 80

N

Despejamos el valor de la ultima variable: 20 x; = 80 3 =

Vamos sustituyendo: 3x%-5.4=-11
3x,=20-11
2=3

y por ultimo de: 2x1-3+4=5
2 x1 =5+ 3-4
La soluciéon del sistema estda dada por la terna (2;3;4). El sistema es compatible

determinado.
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3x— 5x,4+ 1lx3 =7
Ejemplo2:{ 2x;+ 3x,+ 8x3 =4

X1 — Xy +9x3 = =3
3 5 11 7
2 3 8 4
1 -1 9 -3
3 5 11 7
0 -1 2 -2
0 -8 16 -16
2 5 11 7
0 -1 2 -2
0 0 0 0
3x1— S5x,+ 1lx; =7
El sistema equivalente es:{ X, + 2x3 = =2
Ox; =0

El sistema admite infinitas soluciones, que se obtienen dando valores arbitrarios a x;: por

esa razon es compatible indeterminado.

4 Xl + xz - X3 = 6
Ejemplo 3:[ 2% —4x,+ 6x3=75
2x1 + 4x2 - 6X3 = _2

4 1 -1 6
2 -4 6 -2
2 4 -6 -2
4 1 -1 6
0 -14 22 32
0 14 -22 -20
4 1 -1 6
0 -14 22 32
0 0 0 -168
4x,+ x,— x3 = 6

El sistema equivalente es:{ 14x, + 22x3 = 32

Ox; = —168
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El sistema no tiene solucion ya que 0 # -168, es incompatible.
Método por inversién de matrices

Sea el sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas:
all xl + a12 xZ + a13 X3 = bl (1)
A1 X1+ Ay X + A3x3 = b2 (2)
a31 x1 + a32 xz + a33 X3 = b3 (3)
Lo escribimos en forma matricial AX=B

Multiplicamos desde la izquierda a ambos miembros de la igualdad por la matriz inversa de
A, que simbolizamos como la matriz A™:

AV 4. x=4"B

. - -1 .
De acuerdo con la definicion de matriz inversa, 4~ - A =1 y siendo | es el elemento neutro
en el producto de matrices, resulta:

X=4"'B

Esto significa que, para obtener la matriz de las variables (matriz soluciéon) basta con
multiplicar la matriz de los términos independientes por la matriz inversa de la matriz de los
coeficientes de las variables.

Si recordamos que A =

Adit . C :
J| , S6lo podremos resolver por inversion de matrices aquellos

|4
sistemas en los cuales el determinante asociado a la matriz de los coeficientes de las variables
sea distinto de cero, es decir, solamente los sistemas que sean compatibles determinados.

Por ejemplo, para hallar la solucién del sistema de ecuaciones lineales:

2x—y+z= 2
x+2y—z= 3 enforma matricial el sistema se escribe:
3x+y+2z=-1
2 -1 1 X 2
1 2 -1||y|=
31 2 z -1
2 -1 1
A= 2 -1
31 2

multiplicamos la matriz de los términos independientes por

5 3 -1 5 3 -1

-5 1 3 -5 1 3
_ Adj’ -5 -5 5 -5 -5 5
A = = = ; 0 sea:
|4 2 -1 1 10
1 2 -1
3 1 2
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5 3 -1 2 20 2

L -5 1 31413 :L -10 |=| -1
10 10
-5 -5 5 -1 -30 -3
Es decir, laterna: x = 2; y = —1; z = —3 es la solucion al sistema.

Sistemas Homogéneos

Reciben este nombre los sistemas de ecuaciones lineales que tienen todos los términos
independientes nulos. Tienen el aspecto:
A1 X1+ A3 Xo+ aq3 x3 =0
Ayq X1+ Ayp Xy + Axzx3 = 0
a3q X1+ azp; X, + azz x3 =0
Se resuelven por cualquier método de los desarrollados. Muchas veces sélo se necesita
saber si el sistema es compatible determinado o compatible indeterminado, esto se logra
resolviendo el determinante asociado a la matriz de los coeficientes de las variables. Si dicho
determinante es distinto de cero, las tres ecuaciones son independientes y la solucién es Unica
(la trivial); si por el contrario el determinante resulta nulo, el sistema es compatible

indeterminado (soluciones multiples).

Sugerimos leer del capitulo 10: “Balanceo de ecuaciones quimicas por el método matricial”,

donde se efectua la resolucién de un sistema de ecuaciones, estudiadas en este capitulo.

Resolucion Matricial de sistemas incompatibles
(aplicacién del concepto de matriz pseudoinversa)

Sea el sistema de ecuaciones independientes, por lo tanto, incompatible por tener mas
ecuaciones que variables.
ax; +bx, =¢q (1)
ax +byx, =g, (2)
ayx +byxy =q; (3)

En notacién matricial:

a; b q
X
a, b, ( j: q | 4)
X
a; b, q3
Simbdlicamente:
Ax=q
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Como la matriz A tiene mayor numero de filas que de columnas, sdlo resulta posible definir
su matriz inversa (en este caso, pseudoinversa) por la izquierda.

Para despejar la matriz X se multiplican ambos miembros de la igualdad anterior por la

matriz traspuesta de 4 :

A A-x=4"-q (5)
“para el ejemplo planteado A'(2x3) - Azxz) =M (5,2)”, tiene dos incognitas, si hubiéramos

t . . . . .
hecho A(3x2) ‘A (2x3) = M(3x3) resulta que apareceria una incognita mas de las aparecen en

el sistema.”

Como la matriz A" - A es cuadrada, si su determinante asociado es distinto de cero, admite

matriz inversa (A’ . AT] ; multiplicando por esta matriz ambos miembros de (5):
(4 ) (4 a)x=(ar-a)" 4 q ®)
siendo (At -A)_1 -(At -A)z I resulta:

R )

-1
expresion en la cual (A’ -A) - A" =L, L = matriz pseudoinversa por la izquierda

Por ejemplo, sea el sistema de ecuaciones lineales:

x +x,=1

X —Xx, = 32

X, +x, :%

La primera y ultima ecuacion tienen el primer miembro igual y el segundo miembro distinto,

por eso el sistema es incompatible.

Escribimos el sistema en notacién matricial:

11 1
-1 =
1 1(x2] ’

1 1 1
multiplicamos ambos miembros por (1 { J
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1

111
|3

(1—11)4

NN
d1 =11-
I -1 1 ! ! X,
que operando nos conduce a:
3 1) (%) (3
b

Obtenido este sistema de ecuaciones, podemos aplicar cualquier método para resolverlo.

Les mostramos como queda siguiendo el método de la pseudoinversa:

resultando x; =% y X, = _%

Estos valores NO SON SOLUCION del sistema original, este era incompatible. Estos

valores muestran “el mejor ajuste” para el planteo.

N

05

05 0 25
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Actividad 5
5.1 Un fabricante de bombillas gana $0,3 por cada bombilla que sale de la fabrica, pero
pierde $0,4 por cada una que sale defectuosa. Un dia en el que fabricé 2100 bombillas obtuvo

un beneficio de $484,4. ; Cuantas bombillas buenas y cuantas defectuosas fabricé ese dia?

5.2 Una empresa que fabrica jarrones recibe un encargo para un dia determinado. Al
planificar la produccion se dan cuenta que, si fabrican 250 jarrones al dia, faltarian 150 al
concluir el plazo que tienen. Si fabrican 260 jarrones diarios, entonces, les sobrarian 80.

¢ Cuantos dias tienen de plazo y cuantos jarrones le encargaron?

5.3 Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:

3y+2x—z=1
531 43x+2z+5y =8
3z-1=x-2y
xX+2y—4z=-4
532 5x-3y-7z=6=8
3x-2y+3z=11
xX+2y-3z=6

533<2x—y+4z=2
4x+3y-2z=14

x+y+z=0
534 {2x+2y+2z=0
3x-5y+z=0

5.4 Tres diferentes tipos de insectos se crian juntos en un recipiente de laboratorio. Todos
los dias se suministran tres tipos diferentes de alimentos. Cada individuo de la especie 1,
consume 3 unidades del alimento A, 2 unidades del alimento B y 1 unidad del alimento C. Cada
individuo de la especie 2, consume 5 del A, 3 del By 2 del C. Y la especie C consume, 2 del A,
4 del B y 3 unidades del alimento C. Cada dia se suministran 500 unidades del alimento A, 900
del alimento B y 550 del C. ; Cuantos individuos de cada especie se crian juntos?

5.5 Una empresa multinacional tiene tres minas: una en Ravensthorpe, Australia; otra en
Manitoba, Canada y otra en Piura, Peru. Extrae niquel, cobre e hierro. En Australia extrae el
2% de niquel, el 4% de cobre y el 12 % de hierro. En Canada 4%de niquel, 10% de cobre y 2%
de hierro. En Pertd 2% de niquel, 6% de cobre y 2% hierro. ;Cuantas toneladas de cada mina
deben utilizarse para obtener 26 toneladas de niquel, 68 de cobre y 40 de hierro?

5.6 Dados los siguientes sistemas incompatibles ajustarlos por el método de la matriz

pseudoinversa. Interpretar geométricamente los resultados.
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x+y=2
56.192x—y =4
3x+y=9

6x—y=0
56.2< 4x+8y=2
-2x+6y=12

Sugerimos leer del capitulo 9: “Sistemas de Geoposicionamiento”
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CAPITULO 9
La Matematica en las Investigaciones
Antropolégicas Contemporaneas

Guillermo Lamenza

Introduccion

Cualquier investigacion antropolégica contemporanea incluird alguna operaciéon matematica
en parte de su desarrollo metodoldgico. De manera paraddjica es muy dificil encontrar en la
produccion cientifica, ya sean articulos en revistas, libros, tesis, presentaciones a congresos,
entre otros, casos donde la matematica basica, se muestren de manera explicita. En el mejor
de los casos nos encontraremos con la utilizacién de sofisticadas estadisticas y sistemas
informaticos que poco nos muestran la matematica subyacente que permiti6 dar con los
resultados buscados. En este capitulo buscaremos aplicaciones concretas con énfasis en el
ambito de las investigaciones antropoldgicas desarrolladas desde la Universidad Nacional de
La Plata. Tenemos la conviccion que este breve recorrido motivara la busqueda y
reconocimiento de la matematica que atraviesan todas las investigaciones, dado que su
comprension desarrolla nuestra capacidad critica y autonomia como consumidores vy
generadores de conocimiento cientifico. Veremos que muchas veces este conocimiento nos
permite pensar, abstraer y simbolizar problemas complejos; obtener representaciones, modelar
comportamientos, plantear problemas; generar nueva informacion, y muchas otras cosas mas
que descubriremos cuando la matematica alimente nuestra creatividad y la busqueda de

respuestas, desde el ambito que nos ocupa, a través del método cientifico.

Estimacién edad a partir de colecciones osteolégicas
documentadas

Conocer el comportamiento de diversas funciones también nos son de utilidad para poder
describir y explicar relaciones entre variables que representan fendmenos de la realidad que
pueden ser objeto de investigaciones antropoldgicas. A su vez, este conocimiento nos permite,
mediante las técnicas estadisticas necesarias, proyectar desde lo conocido a lo desconocido

brindando herramientas muy potentes para las investigaciones.
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La tesis doctoral de la Dra. Desantolo titulada "Validacion metodoldgica para la estimacion
de edad en restos dseos humanos adultos: analisis histomorfométrico™ tuvo por objetivo
desarrollar una ecuacion predictiva para estimar la edad de muerte de un individuo a partir de
la medida de alguno de sus huesos largos. La muestra de referencia se conformd con los
restos 6seos perteneciente a la Coleccion Osteoldgica "Prof. Dr. Rémulo Lambre™ alojada en la
Facultad de Ciencias Médicas de la Universidad Nacional de La Plata. Para realizar la
investigacion se identificaron y cuantificaron las variables: numero total de osteonas completas
(N.On), numero de osteonas fragmentarias (N.On.Fg), didmetro promedio de los conductos de
Havers (Can.Hav), porcentaje de osteonas fragmentarias (%On.Fg) y la densidad poblacional
osteonal (OPD) (Desantolo 2013). Como resultado se encontré que la mayoria de las variables
presentan asociacion significativa con la edad. De manera especifica, a partir de analisis
estadisticos multivariados se comprueba que la variable predictiva de la edad para adultos
entre 20 a 91 afios es el nimero de osteonas fragmentarias. (Desantolo 2013).

De manera sintética profundizamos sobre los resultados del andlisis de regresion lineal
multiple donde se obtuvo la ecuacion que sirve para estimar la edad de muerte de un individuo

a partir de caracteristicas cuantitativas en nivel histologico.

Edad = (2,310) * Nimero de osteonas fragmentarias por campo + 30,975
Si llamamos x = Numero de osteonas fragmentarias por campo € y = Edad , la relacion
lineal antes mencionada se simboliza:
y = 2,310x + 30,975
Ecuacion de prediccion obtenida a partir del analisis de regresion. Modificado de Desantolo
(2013)

El importante aporte de esta investigacion reside en que, a diferencia de la mayoria de los
métodos macroscopicos del esqueleto, este enfoque histomorfométrico ofrece estimaciones
precisas y efectivas para adultos mayores, justamente donde los métodos tradicionales pierden
precision. A su vez, esta metodologia tiene gran potencial donde los restos se encuentren

fragmentados o incompletos, como suele pasar en un contexto bioarqueolégico o forense.

Asi como el caso anterior encierra un alto potencial de aplicacién para el estudio de la
poblacion adulta en el ambito local también hay investigaciones abocadas a otros rangos
etarios. Por ejemplo, la tesis doctoral de la Dra. Garcia Mancuso titulada “Analisis
bioantropolédgico de restos esqueletales de individuos subadultos. Diagnéstico de edad y sexo,
validacion técnico metodoldgica” tuvo por objetivo principal evaluar diferentes metodologias
para estimar la edad y sexo en restos 6seos de individuos subadultos. Para su realizacion se
utilizaron materiales esqueléticos pertenecientes a la Coleccién Osteoldgica Prof. Dr. Rémulo
Lambre, con edades comprendidas en el periodo fetal — infantil (Garcia Mancuso 2013).

Aunque el estudio incluyd muchos otros analisis, profundizaremos en comentar aquellos
donde se utilizaron diversas operaciones matematicas para poder aproximar a la edad de

muerte de los individuos. De manera especifica se consideraron los huesos largos del
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esqueleto apendicular donde se estimé la edad a partir de sus longitudes diafisarias mediante
la implementacion de diferentes ecuaciones de regresion generadas especialmente en esta
investigacion. Estas ecuaciones predictivas se utilizaron como herramienta para la estimacion
de la edad a partir de humero, radio, ulna, fémur, tibia y fibula. (Garcia Mancuso 2013).

Para comprender el funcionamiento del analisis de regresion que permitié predecir la edad a
partir de la longitud de los distintos huesos es necesario tener conocimiento sobre las
caracteristicas de dichas funciones. Estas funciones generadas relacionan una informacion
conocida (variable independiente) y una informacion que se quiere conocer (variable
dependiente), en este caso la longitud de determinado hueso largo y la edad de muerte
respectivamente. Una exploracion grafica de los datos permitié evaluar la relacion entre las
variables y se ajustaron a ecuaciones lineales, cuadraticas y exponenciales para ver cual se
ajustaba mejor. Después de un procedimiento estadistico se seleccionaron las funciones que
mejor ajustaban la relacion entre las variables y se obtuvieron los parametros que permitieron
predecir la edad a partir de la longitud de los diferentes huesos largos. Asi, por ejemplo, el
modelo cuadratico es el mas adecuado para estimar la edad a partir de la longitud de la fibula;
el modelo exponencial para estimar la edad a partir del humero, radio, ulna, fémur y tibia
siempre que se trate del periodo desde las 20 hasta las 170 semanas. Llamando a x =
longitud del hueso largo e y = edad de muerte del individuo, las funciones generadas en
estos casos tienen la siguiente forma:

e Cuadratica
Edad = a = longitud? + b = longitud + ¢
y=ax?>+bx+c
e Exponencial
Edad = ¢ * eb*longitud
y=cxe
Los coeficientes de regresion a, b y ¢ fueron estimados a partir de distintas fuentes de

referencia y se muestran en la siguiente tabla:

Variable independiente (longitud) Ecuacion Constante (c) b a
Humero Exponencial 11,782 0,19
Radio Exponencial 8,314 0,029
Ulna Exponencial 9,324 0,025
Fémur Exponencial 15,570 0,013
Tibia Exponencial 13,369 0,017
Fibula Cuadratica 9,417 0,167 | 0,006

Modelos de regresion para estimacion de edad (modificado de Garcia Mancuso 2013)
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Estudios de crecimiento y desarrollo

Poder construir normas o valores de referencia sobre el crecimiento de las poblaciones es
uno de los campos de investigacion principal de la antropologia. Su potencial excede el ambito
académico y aporta informacion de alta significacion en salud para evaluar el estado
nutricional, condicionamientos ambientales, entre otros.

En el trabajo “Aplicacién de modelos matematicos a las curvas de crecimiento de escolares
vizcainos: un estudio comparativo” de E. Rebato y J. Rosique analizan el grado de ajuste para
peso y estatura de cinco funciones matematicas.

La evolucion de distintas variables antropométricas y fisiologicas a diferentes edades se
plasma en una curva media de crecimiento de una poblacién. Si el muestreo es representativo
de la poblacién en estudio, se puede también construir normas o valores de referencia para la
misma (Rebato y Rosique 1994).

En este caso los autores eligen un método de muestreo transversal, donde cada individuo
es examinado una sola vez. Por lo tanto la distribucion de las edades se obtiene a partir de
individuos distintos. Las curvas de distancia de la variable talla y peso, entre otras, en funcién
de la edad se pueden ajustar a distintos modelos matematicos. La estimacion de los
parametros del modelo y su interpretacion biolégica sera de utilidad para caracterizar a la
poblacion y para predecir algunos parametros valiosos, como la estatura adulta que alcanzara
la poblacion en crecimiento o la edad promedio del estiron puberal (Rebato y Rosique 1994).

Como antecedentes de esta investigacion los autores plantean que los primeros modelos
para ajustar las curvas de crecimiento se aplicaron para estudiar la talla en funcion de la edad.
Estas curvas no describian el crecimiento de manera global, sino que lo hacian para cada
periodo de crecimiento (Count 1942; Jayasekara et al. 1988). Por lo tanto, para describir el
crecimiento de forma global, se intentd6 en primer lugar, combinar diversas funciones vy,
posteriormente, se obtuvieron funciones logisticas para el proceso completo de crecimiento.

Asi Preece y Baines (1978) describen una nueva familia de funciones para ajustar dicho
crecimiento. Las mismas derivan de la ecuacion diferencial % = S(t) * (h1 — h(t))'° donde:

e h1es latalla adulta

e hes el tamafio alcanzado a la edad t

e S(t) es la velocidad de crecimiento en funcién del tiempo. La curva S(t) se aproxima

a una curva logistica a la cual se le estiman cinco parametros.

2(hl - Yc)

eSo(t—C) + SLt-0)

S(t) =h1-

" En el afo 2013, Sayers y colaboradores publican un articulo en la revista Annals of Human Biology
donde presentan correcciones del manuscrito original de 1978 para mejorar el calculo directo de la
detencion del crecimiento y el pico de velocidad de crecimiento en estatura (Sayers et al. 2013).
Recomendamos su lectura para profundizar sobre el tema.
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e S, es la asintota inferior y se relaciona con la velocidad de crecimiento prepuberal;

e S, es la asintota superior y se relaciona con el pico de velocidad maxima del
crecimiento puberal;

e c es la edad al punto de inflexidn, es decir, aproximadamente la edad al momento
en que la velocidad es maxima;

e Yces laestatura a la edad c;

e h1es latalla adulta

Funcion logistica de Preece y Baines (1978) adaptado de Rebato y Rosique (1994:230)

Para poder elaborar las curvas de crecimiento y evaluar el mejor modelo que se ajuste a la
poblacion vasca en periodo de crecimiento analizaron una muestra de 1690 individuos y

sometieron la informacién al analisis estadistico. Los modelos matematicos que probaron fueron:

a) Modelo | de Preece — Baines (1978)

2(h1 —Yc)

Y'=hl- eSo(t—-c) 4 eS1(t-c)

b) Regresion logistica (Marshall y Tanner 1986)

Y= K+

¢) Funciéon de Gompertz (Marubini et al. 1971)

a-bt

Y=P+Ke™®

d) Regresion de Reed (Berkey y Reed 1987)

Y=a+bX+cln(X)+ d/X

e) Regresion cuadratica (Jayasekera, 1988)
Y =a+ bX + cX?

Aplicando diversas técnicas estadisticas los autores evaluaron que modelo de Preece y
Baines (1978) es el que mejor se ajusta para la estatura tanto en varones como en mujeres,
quedando determinadas las siguientes funciones:

e Paravarones

2(174,521 — 161,39)
0,088(t—13,959) + eO,905(t—13,959)

Y =174,521 -
e
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e Para mujeres

2(160,909 — 151,92)
0,133(t—12,238) + el,365(t—12,238)

Y =160,909 —
e

En cambio la funcidn logistica de Marshall y Tanner (1986) explica mejor el peso en funcién
de la edad, tanto para varones como para mujeres.

e Paravarones

48,528

Y= 264+ 1+ e5967-0447X

e Para mujeres

23,307

Y =3291+ 1+ el3.642-1,149X

A su vez, los autores utilizaron estas funciones para comparar esta poblaciéon con otras y
para describir el dimorfismo sexual. Este tipo de estudios son muy importantes dado que estos
resultados permiten la deteccion de problemas de crecimiento y de salud en general ajustados

a poblaciones especificas (Rebato y Rosique 1994).

Velocidad de crecimiento del seno frontal

Un caso muy ilustrativo es el trabajo de Prossinger (2001) “Sexually dimorphic ontogenetic
trajectories of frontal sinus cross sections”. En este trabajo se cuenta con una gran cantidad de
informaciéon a partir de datos publicados sobre la seccidn transversal del seno frontal en
individuos de 3 a 11 afios (105 hombres y 87 mujeres) procedentes de Europa central para
investigar sobre su ontogenia. Hoy en dia hay dos visiones principales sobre el origen funcional
de este rasgo: los modelos espaciales de la formacién del torus supraorbital y los modelos de
stress masticatorio. Estos dos modelos no son necesariamente incompatibles. Tal vez la falta
de explicaciones para la fisiologia o el rol de los senos frontales son debido a que es un
remanente evolutivo (Prossinger 2001). Para conocer un poco mas sobre la importancia de
este rasgo para los estudios de evolucion humana recomendamos la lectura de Gould et al.
(2015) y Pandiani et al. (2015)

Aun asi, sigue siendo un rasgo muy interesante de analizar dado que estos pueden
contribuir a la comprensién de la evolucion morfoldgica del craneo humano. En este trabajo se
propone otro enfoque a los diversos estudios de este rasgo. De manera especifica se focaliza
en la curva de desarrollo (trayectoria ontogenética) del area y asimetria de los senos frontales.

Sin entrar en detalles sobre las naturalezas de las muestras y las técnicas utilizadas, cabe
aclarar que los datos relevados incluyen rayos x y morfometria geométrica. Primero grafica el
area total de la seccion transversal para hombres y mujeres por afio, con su promedio.
Después las areas del I6bulo izquierdo versus derecho, por sexo, a fin de detectar asimetrias.
Para ello utiliza un algoritmo de interpolacién lineal que asume que la ordenada es la variable

dependiente y la abscisa la variable independiente. La variable independiente se define como
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la variable con menor varianza (en sentido estadistico). Asi el area izquierda es funcion de la
derecha. Sin embargo, asume que ni la seccion izquierda ni derecha son variables
dependientes dado que los desvios estandar son comparables. La interpolacion lineal en este
caso se encuentra minimizando la funcién de mérito.

Para el modelado matematico de la ontogenia de la seccién transversal del seno frontal el
autor plantea la necesidad de conocer cémo el area total crece con la edad, o, dicho de otra
manera, cOmo es su trayectoria ontogenética. Como primer paso observa los promedios por
edad de hombres y mujeres por separado. Debido a que los senos frontales dejan de
expandirse después de una cierta edad, sugiere interpolar los promedios y aproximar la curva

de desarrollo a una funcién logistica de la forma,

A(t) =

[o'd e—T‘f

Después del analisis de regresion logistica se obtuvieron dos funciones, una para hombres
y otra para mujeres, de la forma:

e Para hombres

1
A(D) = 52,8609 ¢036214t
e Para mujeres
A(t) = !
121,404 05124t

Para dilucidar, analitica y biolégicamente, el sentido del parametro t0 se hallaron la primera
y segunda derivada de la funcion logistica.
La primera derivada es:

dA 7,.ertto

dt | erteo?

La segunda derivada es:
dZA ZrZlettO rZerttO

dt2 = 1erttod 1ertt0?

El autor hace explicito su interés cuando la segunda derivada es 0 dado que la solucion de
A”(T) = 0Oindica el momento donde T es un punto de inflexion en la curva de desarrollo. En
ese punto la tasa de crecimiento es maxima (primera derivada). Como resultado encuentra que
la tasa maxima de desarrollo es mucho mayor y se da mas tempranamente en mujeres que en
varones. Este modelo permite predecir el final del crecimiento del seno frontal. A partir de esta
investigacion el autor afirma que las mujeres desarrollan su seno frontal mucho mas rapido que

los hombres y, a su vez, completan su desarrollo mucho antes (Prossinger 2001).
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Areas y volumenes de piezas arqueolégicas

A modo de ejemplo referimos al articulo "Modelado en tres dimensiones de recipientes
arqueoldégicos a partir de sus perfiles”™ de Jorge Blancas, Luis Barba, Agustin Ortiz y Felipe
Barba donde se proponen una metodologia para el registro y modelado de vasijas
arqueoldgicas a partir de sistemas informaticos y su comparacién con técnicas mas
sofisticadas. Los autores explican de manera detallada toda la metodologia de trabajo para
registrar las piezas arqueoldgicas. Una vez fotografiada y digitalizada la pieza, se reconstruye
el perfil y se aplican diversos algoritmos con un procesador de imagenes y se obtiene un
modelo en tres dimensiones de la pieza. Con la utilizacion de estos sistemas el calculo de
volumen es automatico, aun asi, los autores tienen la consideracion de hacer explicito el
procedimiento matematico de base de la metodologia. Siguiendo a estos autores, el volumen
del sélido de revolucion se calcula al girar alrededor del eje y la regidon que esta comprendida
entre la curva x = F(y) con F(y) > 0, el eje y y las rectas horizontales y =a y y = b, donde

0 < a < b, esta dado por la integral:

b
V=2m fyf(y)dy
a
El area de la superficie generada al hacer girar una curva X = F(y) alrededor del eje y es:

2
A=2m faby (Z—;) +1 dy (Blancas et al. 2011)

Sistemas de Geoposicionamiento

Tomemos como ejemplo el trabajo de Richard Thompson Global Positioning System:
The Mathematics of GPS Receivers publicado en la revista Mathematics Magazine.
Volumen 71. N°4 de 1998. Todos los dias usamos de alguna u otra manera un dispositivo
que utiliza un sistema de posicionamiento global. Acaso alguna vez nos preguntamos de
qué manera dicho dispositivo utiliza la informacion de los satélites para determinar nuestra
ubicacién en el espacio.

La mayoria de los dispositivos que utilizamos actualmente para recibir informacién satelital
que nos permiten ubicar un punto en el espacio operan con dos sistemas, el sistema de
posicionamiento global (GPS) y el GLONASS. El primero fue desarrollado por el departamento
de defensa de los Estados Unidos y actualmente opera con 24 satélites y el segundo fue
desarrollado por la Unién Soviética y cuenta con 31 satélites. Cualquiera de los dos sistemas
funciona bajo los mismos principios matematicos.

Veamos como funciona siguiendo la explicacion de Thompson (1998). Tomemos al centro

de la Tierra como el origen de nuestro sistema de coordenadas. Como estamos trabajando en

182



tres dimensiones vamos a necesitar informacion de cuatro satélites. Los vamos a llamar
S, S,, S3y S, y suponemos que cada satélite S; esta ubicado en (X;,Y;, Z;) cuando transmite una
sefal en el tiempo T;. Si las sefales son recibidas en el tiempo T’; de acuerdo al reloj del
dispositivo receptor de la sefial, entonces ATi =T’i — Ti y consideramos a & para representar
cualquier error en nuestra medicién del tiempo. Entonces el receptor computa la distancia
d(At;, €) que indica cuan lejos estamos de cada satélite. Nuestra posicion (X,,Y,, Z,) esta
localizada en cada una de las esferas. En la mayoria de las situaciones va a haber un sdlo
valor de ¢ que permita a las esferas tener un punto en comun. Por lo tanto, nuestra localizacion

se determina resolviendo un sistema de ecuaciones.

Ko =X + (Y = Y)* + (2, - 2))° = d(bt,,¢)*
Ko = X2 + (Yo = Y2)* + (2, — Z,)° = d(At,,8)°
Xo=X3)* + (Yo = Y2)* + (2, — Z;)° = d(At;,8)°

(Xo = Xs)* + (V% = Yo)* + (2o — Z,)* = d(Aty,e)*

Cuando encontramos la solucién numérica, las coordenadas planas (X,, Y, Z,) son
convertidas a coordenadas esféricas de latitud, longitud y altitud. Para resumir, del receptor se
espera que reciba informacion sobre el tiempo y posicion de los satélites; que mantenga una
precision estable; que seleccione satélites con un buen rango de posicion; que encuentre una
aproximada soluciéon numérica para un sistema de ecuaciones y que haga una transformacion
de coordenadas (Thompson 1998).
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CAPITULO 10
La Matematica en las Investigaciones biolégicas

Verénica Amor

Introduccion

Como estudiantes, a menudo nos preguntamos para que nos sirve matematica. Nos suele
resultar una materia dificil, e incluso a veces, inentendible. Sin embargo, seria de gran utilidad
tener otra mirada sobre esta ciencia, que es, sin duda, una herramienta fundamental para el
desarrollo de investigaciones de otras disciplinas cientificas, en las cuales se incluyen la
Biologia y la Antropologia.

A través de la modelizacion matematica, es posible, por ejemplo, estudiar el crecimiento de
las poblaciones animales o celulares, la concentraciéon de un producto en una reaccién
quimica, o la dinamica de propagacion y control de una enfermedad, tales como el HIV-SIDA o
la enfermedad de Chagas, citando algunos ejemplos.

Nos puede parecer extraio que profesionales de las ciencias naturales se dediquen a
representar situaciones de la realidad en una forma matemaética artificial, pero hay razones que
lo justifican. Los modelos pueden agrupar en forma de unos pocos parametros, las propiedades
comunes importantes de un gran numero de ejemplos distintos. Estos nos permiten describir
propiedades desconocidas del sistema que se estda modelando, entender en profundidad el
fendmeno que se estudia y realizar alguna predicciéon sobre su comportamiento futuro.

En las paginas siguientes, mostramos ejemplos de modelos y situaciones en los cuales, la

matematica ha sido una herramienta de gran utilidad.

Estudio de la diabetes

La diabetes es una enfermedad grave y muy extendida en todo el mundo, siendo cada vez
mas frecuente en la poblacién. Un gran numero de investigadores tratan de encontrar métodos
para el diagnéstico y su tratamiento. Uno de los enfoques, es el disefio de modelos
matematicos que describan la cinética en sangre de las concentraciones de glucosa e insulina.

Aunque existe una gran variedad de modelos, podemos citar como ejemplo al modelo de
Ackerman y su equipo, quienes en la década de 1960, introdujeron un modelo pionero para el
estudio de los procesos fisioldgicos que tienen lugar en el cuerpo durante la metabolizacion de

la glucosa.
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El objetivo de Ackerman y su equipo era construir un modelo que describiera con precision el
sistema regulador de la glucosa en la sangre durante una prueba de tolerancia a la misma, y en el
cual, mediante un nimero reducido de parametros, se obtuviera la informacién para distinguir entre
individuos sanos, casos leves de diabetes o propensos a padecer la enfermedad.

Mediante el desarrollo de dicho modelo, obtuvieron la siguiente expresion que permitia

determinar el nivel de glucosa en sangre:

G(t) = G, + Ae % sen(wt)
donde:
G, representa el nivel de equilibrio de azucar en la sangre,
w da una respuesta de frecuencia a las perturbaciones, y
a mide la capacidad del sistema para volver al estado de equilibrio después de

haber sido perturbado.

Otro método sencillo y con pocos parametros, fue desarrollado en los afios ochenta por
Richard N. Bergman y su equipo, y se conoce como modelo minimo.

El modelo, como se propuso originalmente por los autores, pretende ser considerado como
un sistema compuesto por dos partes. La primera parte, utilizando las ecuaciones (1) y (2),
describe la evolucion en el tiempo de la concentracidon plasmatica de glucosa; para esta
primera parte, la concentracion de insulina en plasma es considerada como una funcién
conocida. La segunda parte consta de la ecuacion (3), y describe la concentraciéon de insulina
en el plasma en funcién del tiempo, representando la dinamica de la liberacién de insulina
pancredtica en respuesta al estimulo de un aporte de glucosa; para esta segunda parte, la
concentracion de glucosa en plasma se considera, analogamente como una funcién conocida.

Matematicamente es un modelo compuesto por un sistema de tres ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales.

El modelo minimo viene dado por las siguientes ecuaciones diferenciales:

dG(t)
== piG() —6) — XOGH)  G(0) = py ™
dX(t)
—= = BX(®) + pslI® =] X(©0) = 0 @)

TO = pl6M) - psl+ t — plI®O 11 10 =p, +1, (3

at
donde:
e t eseltiempo
e (G (t) es la concentracidon de sangre en el instante t
e I(t) es la concentracion de insulina en sangre

e X(t) es el efecto de la insulina activa
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e G, es la glucemia basal del sujeto

e [, eslainsulina basal del sujeto

® p, es la glucemia tedrica en el momento 0 después del bolo de glucosa

e p, es latasa de eliminacién de glucosa independiente de la insulina

e p, es latasa de eliminacion de la insulina activa (disminucién de la absorcién)
e p;es elincremento en la capacidad de absorcion debido a la insulina

e p, es latasa de liberacion pancreatica después del bolo

e p: es la glucemia objetiva del pancreas

* p, es la tasa de decaimiento para la insulina en el plasma

e p;esla concentracion tedrica de insulina en el plasma en el tiempo 0

Estudio del crecimiento tumoral

En las ultimas dos décadas, se han desarrollado numerosos modelos matematicos para la
simulacion del fenédmeno de crecimiento en tumores. Por lo general, este modelado se centra
en tumores soélidos donde el crecimiento proviene principalmente de la proliferaciéon celular.
Muchos de estos modelos tienen uso potencial en la prediccion y verificacion de diferentes
estrategias en terapias contra el cancer. Los tumores son poblaciones celulares que crecen en
un ambiente confinado donde la accesibilidad a nutrientes es limitada.

Los modelos empiricos se basan fundamentalmente en las observaciones experimentales
del fendmeno en investigacion, teniendo en cuenta distintos procesos y factores externos que
afectan las caracteristicas del fendmeno. Las ecuaciones que rigen estos modelos son
derivadas de las observaciones y pueden no ser basadas en una deduccién a partir de
primeros principios que las justifiquen. Uno de los modelos empiricos mas utilizado en la
biologia en los casos de crecimiento de individuos, células, poblaciones, es el desarrollado por
Gompertz. Dicho modelo fue propuesto originalmente para la evaluacion del crecimiento

demografico y propone que el crecimiento sigue la ecuacion diferencial ordinaria:

Z_t = BVin (g) con condicidn inicial V (en t = 0) = Vy; cuya solucién exacta es:

V) = ke
donde:
e V/(t) denota al tamafo del tumor
e V(0) representa el tamafo del tumor en el instante t=0
e [ es una constante relacionada a la habilidad de proliferacién de las células
e K esla capacidad de carga, es decir, el tamafio maximo que se puede alcanzar con
los nutrientes disponibles
El tamafio del tumor V(t) , cuando el tiempo se hace muy grande es igual a K,
independientemente de que V(0) > 0. Notemos que, en ausencia de terapias, V(0) < K,

mientras que en presencia de terapias V(0) > K.
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Estimacion del trabajo que realiza el musculo
cardiaco durante un ciclo

El trabajo sistélico del corazén es la cantidad de energia que el corazdn convierte en trabajo,
durante cada latido cardiaco, mientras bombea sangre hacia las arterias (Guyton, 2011)
El calculo del trabajo cardiaco, se puede realizar a partir del grafico que representa la

presion sanguinea en el ventriculo izquierdo en funcion de su volumen.

2 Fase |: Periodo de llenado
/¥ Volumen telesistolico: 45ml
/¥ Presion: 0 mmHg
/¥ Volumen telediastélico: 115ml
/¥ Presion: SmmHg
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/¥ Presion: 80mmHg r
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/¥ Volumen: disminuye
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" http://es.slideshare.net/sedivreyo/exploracin-fsica-cardiolgica-presentation
12 http://ricuti.com.ar/no_me_salen/TERMO/ter34.html
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Recordemos que se define trabajo como el producto de la presion ejercida (p) por cada
variacién de volumen (AV):
W =pAV
Dado que la presién no es constante, resulta necesario sumar cada pequefio cambio de
volumen multiplicado por la presién que lo causé. Para realizar este calculo, podemos utilizar la
funcion integral:
W=[pdVv
Que se lee asi: el trabajo es la suma integral (/) de todos los productos entre el valor de la
presion (p) y el pequefo cambio de volumen (dV) que esa presion produjo.
Este ejemplo relaciona la integracién con el célculo de areas. En el grafico, cada cuadrado
representa un area de 10 unidades de presion por 10 unidades de volumen, de modo que
equivale a 100 mmHg/ml. El nimero aproximado es 68 cuadrados. De modo que el area total
representa un trabajo de:
W =6.800 mmHg.ml

. , 13
Calculo de areas

Estudio de la propagacion de la infeccion
por Trypanosoma cruzi

La enfermedad de Chagas es una zoonosis producida por el protozoo flagelado
Trypanosoma cruzi. Este parasito es transmitido por insectos hematéfagos de la subfamilia
Triatominae. La tripanosomiasis constituye una infeccion cronica de dificil diagndstico,
manejo y tratamiento. Se calcula que en el mundo hay entre 6 y 7 millones de personas
infectadas (WHO, 2016). Es uno de los problemas sanitarios mas importantes de América
Latina que genera una importante carga de morbilidad y mortalidad e influye en la carga

social y econdmica.

'3 http://ricuti.com.ar/no_me_salen/TERMO/ter34.html
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La infeccion se produce cuando un insecto infectado se alimenta sobre un mamifero sano y
luego deposita sus heces u orina cargadas de T. cruzi sobre la piel o las mucosas del mismo;
los parasitos ingresan al organismo a través de las escoriaciones, por la misma picadura o por
la mucosa. Otras posibles formas de transmision son la via congénita y la relacionada con la
transfusion de sangre contaminada con el parasito.

Los perros, constituyen el principal reservorio doméstico de transmision del T. cruzi, en las
21 areas endémicas de América Latina en las que el hombre cohabita con los triatominos. A
causa del gran numero de animales silvestres que sirven como reservorio de éste parasito,
esta zoonosis no puede erradicarse.

Durante las ultimas décadas, la enfermedad se ha expandido de manera considerable
desde las areas rurales, hacia centros urbanos, debido a la inmigracion de individuos a las
ciudades. Este proceso, incrementa el riesgo de su transmision. El “Chagas urbano” es
principalmente transmitido de manera horizontal, por medio de transfusiones de sangre
contaminada con el parasito y de manera vertical, de madre a hijo.

El modelo particiona a la poblacibn humana en cuatro compartimentos: humanos
susceptibles (Hs), humanos enfermos en la etapa aguda (H,), humanos en la etapa cronica
indeterminada (H,) y humanos en la etapa cronica con patologia determinada (Hp). Se
consideran ademas las poblaciones de triatominos, particionados en triatominos susceptibles
(Vs) y triatominos infectados (V)), y la poblacién canina, dividida en perros susceptibles (Ds) y
perros infectados (D)) (Fabrizio, 2011).

Se asume que el tamano de las tres poblaciones involucradas (humana, vectorial y canina)
depende del tiempo. Para expresar los cambios temporales, en las tres poblaciones
estudiadas, se emplea un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, que representan las

tasas de cambio de la cantidad de individuos en cada compartimento, con respecto al tiempo.

a) Humana

Considerando a H(t) la poblacién total humana en el tiempo t, se tiene:

L2002 my +( bus - dus) Hs (1) + (-du) Ha + (b - dha) Hi(t) + (o — ey Hp (1) (1)
siendo my la tasa de migracion neta en humanos. De este modo la tasa de cambio en el
total de humanos es una funcion lineal multivariable de los flujos netos en cada uno de los

compartimientos.

b) Triatominos

Si consideramos a la poblacién total de triatominos, se obtiene

avee)_
dt

my + (b, —dy) V(t) (2)

Se presentan distintas situaciones.
1) Si(by—d,)=0 de la ecuacion (2) se obtiene: V(t)=myt + V,
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Por lo tanto, si la tasa de natalidad de los triatominos es igual que la de mortalidad, la
cantidad de triatominos resulta ser una funcién lineal del tiempo, dependiendo su crecimiento
o decrecimiento del signo de la tasa de migracion, si esta ultima es distinta de cero. Si,
ademas, la tasa neta de migracién es igual a cero, la cantidad de triatominos resulta ser

constante en el tiempo.

2) Si(b,—d,) #0, resolviendo la ecuacion diferencial (2), se concluye que:
(i) si, (by —d,) >0 la poblacién de triatominos crece exponencialmente;

(i) si (by —dy) <0 la poblacion de triatominos decrece exponencialmente.

c) Canina

En el caso de la poblacion canina

20 _ my (bos- dos ) (D) * bor do) D(Y)

En general, se espera que la tasa promedio de nacimientos de perros infectados sea menor
o igual que la de los susceptibles, y que la tasa promedio de mortalidad de los infectados sea

mayor que la de los susceptibles.

En epidemiologia, el numero basico de reproduccibn R, representa el numero de
infecciones secundarias producidas al introducir un individuo infectado en una poblacion
susceptible. Ademas, si Ry < 1 la enfermedad desaparece del medio (dado que cada individuo
infectado produce, en promedio, menos que un individuo infectado) y si Ry > 1 persistira en la
poblacion convirtiéndose en epidemia (cada individuo infectado en su completo periodo de
infectividad, al tener contacto con individuos susceptibles, producira, en promedio, mas que un
individuo infectado) (Leah, 2005; Fabrizio, 2011).

Matematicamente el R, puede ser obtenido a partir del radio espectral de la matriz de la
siguiente generacion, esto es: Ry = p FY™" (Leah, 2005)

La matriz de la préxima generacion (MPG) se obtiene como el producto de F (matriz de los
nuevos infectados que van surgiendo) y la inversa de Y (transferencias dentro y fuera de un
compartimento) o simbdlicamente, FY™.

El siguiente ejemplo, ilustra el calculo de dicha matriz.

Al A2 A3 A4 0\
0 0 0 0 0 |
FY'1‘0000 0‘
_ ' A5 A6 A7 0 A8 |
0 0 0 A9 A1l0/

En esta matriz, A1 denota el niumero esperado de nuevas infecciones agudas producidas por un
humano infectado que ingresa al sistema en estado agudo durante todo su periodo de infectividad
por las vias directas (transfusional y congénita); A2, expresa el aporte a los nuevos agudos de
individuos que originalmente atraviesan la etapa crénica indeterminada; A3 provee el aporte de los

individuos que estan atravesando la uUltima etapa de la enfermedad; A4 provee el niumero de
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nuevos humanos infectados provistos por triatominos infectados; A5 expresa el nimero de nuevos
triatominos infectados producidos por el ingreso de un humano infectado en la etapa aguda durante
su completo periodo de infectividad; A6 y A7 denotan los nuevos triatominos infectados producidos
por el ingreso de un humano en la etapa crénica indeterminada y cronica con patologia,
respectivamente; A8 indica la cantidad de nuevos triatominos parasitados con T. cruzi por
alimentarse de un perro infectado introducido en una poblacién compuesta sélo por individuos
susceptibles, durante su completo periodo de infectividad supuesto; A9 y A10 proveen la cantidad
de nuevos perros infectados via vectorial y congénita, respectivamente (Fabrizio, 2011)

La matriz FY™ de la préxima generacion es un vector (en el sentido matematico) cuyos
elementos denotan las cantidades de hospederos y triatominos infectados primarios que

originalmente ingresan al sistema en esos estados (HA, HI, HP, VI y DI), entonces:

/' A1 A2 A3 A4 0\ / HA \ " A1 HA + A2HI4+A3HP +A4VI
0 0 0 0 0 HI 0
0 0 0 0 0 HP 0
A5 A6 A7 0 A8 Vi A5 HA + A6 HI + A7 HP + A8 DI
0o 0o o0 A9 A0/ \ DI/ \ A10DI+A9VI |

El producto entre ambas da como resultado el vector cuyos elementos son las cantidades
de hospederos y triatominos infectados producidos por los individuos infectados durante su
completo periodo de infectividad.

A partir de este vector, se desprenden los siguientes resultados:

e Debido a la dinamica de la enfermedad, en los humanos sélo se producen infectados
en etapa aguda, generados por humanos o triatominos infectados con T. cruzi.

e Los triatominos se infectan por el contacto con humanos o caninos infectados con T. cruzi.

o Los perros se infectan por contacto con triatominos infectados con el T. cruzi y por via

congénita.

Balanceo de ecuaciones quimicas por el método matricial

En una reaccidon quimica, un conjunto de reactivos en las proporciones adecuadas, se
transforman en otros productos diferentes. En el ejemplo siguiente, se trata de calcular las
cantidades de cada producto que participan en la reaccion, igualando el niumero de atomos que
intervienen antes y después de la reaccion. Naturalmente, debe ser un numero entero de atomos.

Calcularemos los coeficientes de la siguiente reaccion quimica, correspondiente a la
fotosintesis.

aCOy + bH,0 -----memmem- cCgH4206 + d0,

El nimero de atomos de C, H y O debe ser el mismo a ambos lados de la reaccion, para

ello debemos hallar los valores de a, b, ¢ y d. Comenzamos planteando el siguiente

sistema de ecuaciones:
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C: a=6c a—6c=0
0:2a+b=6c + 2d entonces: {2a+b—6¢c—2d=0
H: 2b = 12c¢ 2b—12c=0

Se tiene asi un sistema de 3 ecuaciones con 4 incégnitas: a, b, cyd
El sistema resultara compatible indeterminado, para poder dar una de las infinitas
soluciones, operando algebraicamente, se obtiene el siguiente sistema equivalente al original y

se resuelve.

a—6c=0
2b—12c=0
6c—2d=0

Haciendo 2d =2t
c=2t/6=t/3
b=12c/2 = 12(t/3)/2 = 2t
a=6c= 2t
2d =2t

Puesto que sdlo interesan soluciones con valores enteros y lo mas pequeios posible, se elige
t =3y se tiene asi:
a=23=6; kb=23=6; ¢c=3/3=1, 2d=23=6

Quedando la ecuacioén balanceada de la siguiente forma:
6C02 + 6H20 ------------ C6H1206 + 602

Calculo de la fotosintesis

La fotosintesis es la conversion de energia luminosa en energia quimica, que tiene lugar
en los cloroplastos de las células eucariotas o en los tilacoides y el protoplasma de las
células procariotas. Implica tanto la recepciéon de energia luminica, su conversién en
energia quimica (ATP y NADPH) asi como la fijacion del diéxido de carbono en
compuestos organicos (Curtis, 2006).

Existen varias formas de estimar la cantidad de luz acumulada en un intervalo de tiempo. Un
método consiste en realizar mediciones diarias de la intensidad de luz en distintos intervalos de
tiempo y calcular la integral bajo las curvas generadas.

La cantidad de luz recibida se mide en lux/hora. El lux es la unidad derivada del Sistema
Internacional de Unidades para la iluminancia o nivel de iluminacion.

En la siguiente tabla, se muestran los valores de intensidad de luz registrados en intervalos

de una hora (At=1; n=15h). Se considera la hora 0 el amanecer (6 hs. AM)
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Hora Intensidad de luz
1 420
2 836
3 1188
4 1476
5 1700
6 1860
7 1956
8 1988
9 1956
10 1860
11 1700
12 1476
13 1188
14 836
15 420

En el siguiente grafico, se representan los datos de la tabla. Podemos estimar la cantidad de
luz acumulada, haciendo el céalculo del area total bajo la curva de la siguiente manera.
Luz acumulada = area total =
=420.1 +836.1+1188.1 + 1476.1 + 1700.1 + 1860.1 + 1956.1 + 1988.1 + 1956.1 + 1860.1
+1700.1 + 1476.1 + 1188.1 + 836.1 + 420.1 = 20860 lux/hora

El calculo representa la suma del area de cada rectangulo.

2500

2000

1500 -

1000 -

500 -
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Si queremos obtener una mejor aproximacion de la cantidad de luz acumulada deberiamos
realizar mediciones en intervalo de tiempo mas cortos. La mejor aproximacién estara dada
entonces por el limite de la suma (cuando At—0 y por lo tanto n—«) y representaria el area
total bajo la curva f(t) = —31t? + 496t, la representacion grafica de esta funcion se ajusta de

manera adecuada a los datos representados en la tabla.

2000 4
1800 4
1600
1400 4
1200 4
1000 4

800 4

600

200

Podemos decir entonces, que en nuestro problema de fotosintesis el area comprendida entre el
eje horizontal y la curva f(t) = —31t? + 496t representa la intensidad de la luz acumulada en el

periodo desde t = 0 hasta t = 16. Pero, ; podemos obtener exactamente ese valor?

El método de aproximacién que hemos usado es basico para la comprension intuitiva del

célculo integral, del cual haremos uso a continuacién:

16 —31t3  496t? 16 126976 lux
—31t%2 + t)dt = + oo =1- + - = 0/ 7=
(—31t2 + 496t)d 63488 — [0] = 21162,67

0 3 2 3 hora

El estudio y conocimiento de esta variable, puede ser util para optimizar el crecimiento,
desarrollo, productividad y calidad de las plantas
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