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Consideremos ahora el grupo SO(3), de matrices ortogonales de 3 x 3 de determi-
nante 1. Siendo un grupo (doblemente) conexo compacto, todos sus elemento yacen
sobre algin subgrupo Abeliano unidimensional, y pueden ser representados como
la exponencial de i veces un vector del dlgebra de Lie de este grupo. Si R = eA,

entonces

R=cA—RiceAsa=—a
(5.2.14)
Indet R=trlnR=trA=0.

Es decir, el dgebra de Lie de SO(3) es el espacio vectorial de las matrices reales
antisimétricas (y, en consecuencia, de traza nula) multiplicadas por —i. Se trata de
un espacio de dimensién 3 (igual al ndmero de pardmetros independientes del grupo

S50(3)), en el que podemos adoptar como base el conjunto de matrices

0 00 00 -1 010

Xi=-i|0o 01], Xo=—i|l00 0], Xa=—i|[ -100],
0 -10 10 0 000

(5.2.15)

(coincidentes con los generadores de SU(2) en la representacién adjuntal, ver (5.2.4))
de modo que A = ia*X;.
Las constantes de estructura de SO(3) correspondientes a esta eleccién de gene-

radores se obtienen ficilmente por cdlculo directo de los conmutadores
[Xi, Xj] = i eije X, (5.2.16)
de modo que también para este grupo resulta que

C, % = —€iji (5.2.17)

ij

Estas constantes de estructura son idénticas a las antes obtenidas para SU(2), de
modo que estos dos grupos son localmente isomorfos (en un entorno de la identidad).
Entonces SU(2), simplemente conexo, es el grupo de cubrimiento universal de la clase
de grupos localmente isomorfos a la que pertenece SO(3).

Cada subgrupo Abeliano unidimensional de SO(3) contiene las matrices de la

forma R(0n) = e0X , donde X = n*Xj, con 7 un vector unitario en R3. Por
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Cada elemento en el dlgebra de Lie (combinacién lineal de las 01/2) genera un
subgrupo Abeliano unidimensional. Tomemos un vector # € R?, tal que nin =1, y
llamemos & = n'o;. Su cuadrado es

oo 1, . 1, .
6% =n'nl 0,05 = én’n-" {oi,0;} = én’n] 20515 = (R)* 15 = 1. (5.2.8)
Entonces, empleando el desarrollo en serie de la exponencial, resulta de inmediato

que las matrices en el subgrupo Abeliano generado por ¢ son de la forma

&
0%
U@n) = &2 = cos (g) 15+ sin (g) o. (5.2.9)

Estas son funciones periddicas de la variable 8, de perfodo 47, para todo 7 (es decir,
para toda recta que pasa por el origen del dlgebra de Lie), lo que refleja el hecho de
que SU(2) es compacto. En particular,

-
W~
5

o] @

4

= cos (7) 1y=1,=U(04), (5.2.10)

Udrn)=e

para todo 7.
En esas condiciones, podemos describir la variedad (simplemente conexa) del
grupo SU(2) como los puntos de una esfera de radio 27 en R3, con todo su borde

identificado con el elemento —1,. En efecto,

127 — 2
U@ri)=ec 2 =cos (7") 1= —1, (5.2.11)

para todo 7. En esta variedad, los subgrupos Abelianos unidimensionales correspon-

den a didmetros de la esfera (que son lineas cerradas, ya que conectan dos puntos
sobre el borde de la variedad).

El grupo SU(2)/Z,, homomorfo a SU(2), tiene por elementos a los cosets UZy =
{+U,—U}, con U € SU(2). Dado que

—U@#) = U 2n(—i)) U@#) = U (2 — 0)(—)), (5.2.12)

vemos que la variedad del grupo SU(2)/Z, puede ser descrita como una esfera de
radio m en R?, con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identificados
entre si. En efecto, las matrices correspondientes a puntos diametralmente opuestos

pertenecen al mismo coset,
U(ri) = U@r i) Ulr (—7)) = —U(n (—#)), (5.2.13)

y consecuentemente corresponden al mismo elemento del grupo SU(2)/Z; que, de

ese modo, resulta doblemente conexo.
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ejemplo, para n* = §*3, es facil verificar que'®

100
(Xz)’=[0 10 |, (X3)*=Xs (5.2.22)
000
Entonces,
R(0é3) = et9X2 = 1, +isin(0) Xz + (cos(9) — 1) (Xa)* (5.2.23)

En particular, R(27 nig) = 13 = R(07g).

La matriz R(f73) es una funcién periédica de 6 de perfodo 27, y lo mismo se
verifica para R(6#) cualquiera que sea el vector unitario 7 € R%. De ese modo, la
variedad del grupo SO(3) puede ser descrita como una esfera de radio m en R, con
los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre si. En efecto,

R(mh) = R(2r A)R(m (—h)) = R(m (—#)), (5.2.24)
siendo SO(3) doblemente conexo.

En resumen, SO(3) es localmente isomorfo a SU(2); pero mientras que éste es

simplemente conexo, el primer grupo de homotopfa de aquél es
11, (SO(3)) &~ Zy =~ 11, (SU(2)/Z,) . (5.2.25)

Dado que el centro de SU(2) es isomorfo a Z, SO(3) sélo puede ser globalmente
isomorfo a SU(2)/Zs.

En consecuencia, SO(3) es homomorfo a SU(2) por un homomorfismo de niicleo
{15, —1,} =~ Z,. Las representaciones de SU(2) seran, en general, representaciones

proyectivas (bivaluadas) de SO(3). Sélo aquellas para las cuales

D(-U) = D(U),VU € SU(2) = D(—15) = 1, = D(1,) (5.2.26)
13Para una direccién general,
0 ng  —ng
mXeg=—i| —ng 0 my = (mXp)’=13-0®i, (5.2.18)
ny  —ny 0
¥ teniendo en cuenta que
(e Xx)A=0 (5.2.19)
vemos que, para [ > 0,
(e Xe) =13, (kX)) = (e Xp) ,  (meXe)™ 2 = (e Xe)? (5.2.20)

En consecuencia,

ROR) = 0%Xk = 15 4+ isin @ (ng Xy) + (cos6 — 1) (n Xx)2. (5.2.21)
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Si se trata del grupo SL(n,R), subgrupo unimodular de GL(n,R), sus ele-
mentos son matrices reales de determinante 1. Entonces, si M = eA, Indet M =0
implica que A tiene traza nula, trA = 0.

Los generadores de este grupo son combinaciones lineales de los generadores de
GL(n,R) con traza nula. Para k # [, trEy = 0, pero trEy, = 1. Entonces se pueden
mantener los primeros, pero es necesario tomar combinaciones de los generadores
diagonales que tengan traza nula. Por ejemplo, se puede tomar como base del dlgebra

de Lie de SL(n,R) al conjunto de generadores

Eu, k#1,
(5.3.5)
(Exk — Enn), k=1,2,..,n—1,
lo que corresponde a una dimensién dimSL(n,R) = n? — 1. Similarmente,

dim SL(n,C) = 2(n? — 1).

Para los grupos unitarios, con U = eiA, la condicién Ut = U~! implica At = A.
Es decir, el dlgebra de Lie de U(n) es el espacio vectorial de las matrices autoadjuntas
de n x n. Sus generadores son combinaciones lineales autoadjuntas de las matrices
Ejy. Teniendo en cuenta que Ejf, = (|k) (I|)' = |1) (k| = Ey, vemos que una eleccién
posible es

My = En + Ei, k>1,
(5.3.6)
Nu =1 (B —Ew), k>1,

de donde resulta que dimU(n) = (n+n(n — 1)/2) +n(n — 1)/2 = n®. Las corres-
pondientes constantes de estructura se calculan ficilmente a partir de (5.3.3)%.

Para el grupo SU(n) se debe imponer ademds la condicién de que los genera-

dores tengan traza nula, lo que requiere tomar, por ejemplo, las combinaciones de
14Por ejemplo, para el grupo U(2) tenemos

My =o00+03, Mz =00—03,
(5.3.7)
Mz =01, Noy =03,
donde ¢¢ = 13. Pero también podemos tomar como base del dlgebra de Lie de U(2) directamente
a 00,01, 02, 03, cuyos conmutadores son
[0, 05] = 2i €i5x Ok,
(5.38)
[o,00] =0, i =1,2,3.
Esta algebra se separa en dos sublgebras que conmutan entre i, lo que reficja el hecho de que
U(2) = U(1) ® SU(2), de modo que ¢l grupo no es semi-simple y su forma de Killing cs singular:
gou = tr{Mo M,.} = tr{OM,} =0, para p =0,1,2,3.
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son representaciones ordinarias de SO(3).

5.3. Algebras de Lie de otros grupos de matrices

Las representacion fundamental de cada uno de los grupos de matrices que hemos
definido ofrece una representacién matricial fiel para el dlgebra de Lie de esos grupos,
a partir de la cual es posible deducir la operacién entre vectores del dlgebra de
manera similar a como fue hecho antes para SU(2) y SO(3). Para ello, representamos

A

elementos del grupo como M = e* y establecemos, en cada caso, las condiciones
que debe satisfacer la matriz A.

Por ejemplo, para GL(n,R), grupo lineal de matrices (regulares) reales de n x n,
A toma valores en el espacio lineal de las matrices reales de n x n. Una base de ese
espacio vectorial estd dada por las matrices cuyos elementos son todos nulos salvo

uno, tomado igual a 1:
Ey = k) (| =é(é,") = (Ex)yps = Okrlis, (5.3.1)

donde los é, k= 1,2,...,n forman una base ortonormal de R, (k|l) = (&, &) = 0ui-
Existen n? de tales matrices, que pueden ser tomadas como generadores. De ese
modo, el dlgebra de Lie de GL(n,R) (y, por lo tanto, también el grupo GL(n,R))
es de dimensién n.
Para determinar las constantes de estructura asociadas con esta eleccién de ge-

neradores hay que calcular sus conmutadores. Teniendo en cuenta que
BBy = |k) {UIr) (s = 8 |k} (s], (5:32)

resulta de inmediato

[Ext, Ers] = 0 Exs — Os Er. (5.3.3)

Para obtener matrices de GL(n, C) serfa necesario considerar combinaciones li-
neales complejas de los Ejy. Pero como debemos describir a los grupos de Lie en
términos de pardmentros reales, més bien debemos duplicar el nimero de generado-
res introduciendo nuevas matrices, definidas como Ej, = iE, en lo que se conoce
como la complexificacién del dlgebra de Lie de GL(n,R). En consecuencia, el
grupo GL(n,C) tiene dimensién 2n2.

Para obtener el resto de las constantes de estructura, se deben calcular los con-
mutadores

(B, Er] = +01-Epe — 0si By,
(5.3.4)
[Ejq; Ergl = —0urEgs + 0sk Bt
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Consideremos ahora una representacién matricial del dlgebra de Lie de G, en
la cual los generadores estén representados por matrices X, que satisfacen (5.1.32).

Las matrices correspondientes a elementos a préximos de e serdn de la forma
D(a(a)) =1 +ia*X, + O0(a?), (5.1.50)

donde las o* son las coordenadas de a correspondientes a esa eleccién de una base
para el 4lgebra de Lie.
Consideremos, en particular, los elementos correspondientes a matrices de la

forma

1
g
donde los a* son pardmetros finitos dados, T toma valores continuos y N > 1. Estos

1+ z% X, +O(~), (5.1.51)

elementos pueden ser multiplicados por s{ mismos N veces para alcanzar otros que

(para N grande) estardn alejados de e y representados por matrices

T 1\~
(1 +iatX, + 0(—)) =

N N2
(5.1.52)
i kX, .
Mle N7 7 (14 0(h) =™ X1+ 0(3) .-
En el limite N — co obtenemos la matriz
D(a(ra)) := T Xu, (5.1.53)

relacién que puede ser entendida como la asignacidn de los n pardmetros Ta* al
elemento que denotamos por a(ra) € G.

Como el pardmetro 7 es arbitrario, vemos que cada recta que pasa por el origen
en el dlgebra de Lie (espacio tangente a la variedad en €) es aplicada en elementos
de G que satisfacen

N .
D(a(na))D(a(ma)) = M Xy (i720" X, _
(5.1.54)
i "
el + 7)o" Xy — D(a(re) Dla(ri0).
Hendrik Casimir (1909 - 2000) ha demostrado que toda algebra de Lie semi-simple posee un
invariante cuadratico definido por
K=g¢"X,X%, (5.1.48)
donde g** es la inversa de la forma de Killing. En efecto, a partir de (5.1.33) resulta inmediato
mostrar que K conmuta con los generadores,
[E 2] = [Xu ] X+ 0 % [£,20] =

) o o (5.1.49)
=iCprg g ¢ (X,,X., +X,X,) =0,

como consecuencia de la antisimetria de las constantes Cjo-





index-102_1.png
5.1. INTRODUCCION A LAS ALGEBRAS DE LIE 101

Como estas matrices no son periédicas en el pardmetro «, este grupo es no
compacto. Ademds, como (A% + B?) = cosha® > 1, se ve que es miiltiplemente

conexo, con II; (SL(2,R)) & Z. Por otra parte, la traza de estas matrices,
trM = 2A = 2cosha cos 8 (5.1.59)

puede tomar todos los valores reales.

En particular, este grupo contiene elementos de la forma

M(r) = " 01 , reR\{0}, (5.1.60)
E
que corresponden a tomar
r2—1
ta.n.ha:m, B=0, y=0. (5.1.61)

Mostraremos que estas matrices, con 7 > 2, no pueden ser escritas como M = e,
con A real y de traza nula’. Por lo tanto, esos elementos no yacen sobre ningin
subgrupo Abeliano unidimensional de SL(2, R).

En efecto, si M € SL(2,R) se puede escribir como M = e4, la condicién det M =

1 implica que trA = 0. Por lo tanto

A= (“ 7" ) (5.1.66)

det A= — (a® +be), (5.1.67)

su determinante es

7Si M es una matriz (regular) de un grupo de matrices conexo, es posible trazar una curva
continua sobre la variedad del grupo, M (¢) (que supondremos diferenciable), tal que M(0) = 1 y
M(1) = M. Podemos escribir

M(t+6t) = M(t) + M (t) = M(t) (1 + M~ (t)6M(t)), (5.1.62)

y para su determinante
det M (t + 6t) = det M (t) det (1 + M~1()6M (¢)) =

(5.1.63)
det M(t) (1+tr [M-1(#)SM(t)] + ... ),
a menos de términos de orden superior en 5M(t). Pero entonces,
4 M@ _d
S Indet M(1) =t [M =5~ | = Zrl M) (5.1.64)

Y como Indet M(0) = 0 = trln M(0), resulta que

Indet M = trln M. (5.1.65)
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Y como eso vale para toda representacién matricial de G (incluso para las represen-
taciones fieles), los elementos que hemos identificado como a(7a) (con o fijo y para

todo 7) pertenecen a un subgrupo Abeliano unidimensional de G.

Puede demostrarse que todo elemento de un grupo de Lie conexo compacto G
pertenece a un subgrupo Abeliano unidimensional de G. Por lo tanto, la matriz que lo
representa en una dada representacién matricial del grupo siempre se puede obtener
por ezponenciacidn de un elemento (de la representacién matricial) del 4lgebra de
Lie.

En particular, por exponenciacién de vectores en la representacién adjunta del
4lgebra de Lie obtenemos las matrices de la representacién adjunta del grupo
G considerado,

Dygila(ral, .., ra") = et T oM, (5.1.55)

que, si bien localmente fiel, no es en general una representacién fiel de G.

Nétese que para cada subgrupo de Lie unidimensional compacto la curva descrita
sobre la variedad de G por los elementos de la forma a(ra) debe ser necesariamente
cerrada. Dicho de otro modo, las matrices D(a(ra)) deben ser funciones periédicas
de 7 para toda representacién del grupo G. Las representaciones fieles de G permiten
determinar el rango de valores que toma el pardmetro 7, mientras que para las que

no lo son, en general, las matrices D(a(7a)) se repetirdn sobre ese rango.

En el caso de grupos de Lie conexos no compactos, existen elementos que no
yacen sobre ningtin subgrupo Abeliano unidimensional, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 5.1. Consideremos el grupo conexo SL(2,R). Sus elementos son ma-

trices reales de determinante det M = 1. Podemos parametrizarlas de la forma

(A+D B+C

. AB,C,DeR, (5.1.56)
C—-B A-D

de modo que
detM = (A2 D)~ (C*-B) = (A + BY) — (C*+ D) =1.  (5.157)

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad podemos escribir

A=coshacos, B=coshasinf,

(5.1.58)
C =sinha siny, D =sinha cosvy,

con @ € Ry B,7 € [0,27), de donde resulta que se trata de un grupo de Lie de

dimensién 3.





index-104_1.png
5.1. INTRODUCCION A LAS ALGEBRAS DE LIE 103

Consideremos el conjunto H de matrices regulares de la forma

M(a,b,c) := (5.1.74)

o o =
(=T
= 0 o

donde a,b,c € R. Resulta inmediato verificar que det M = 1, que la inversa de
M(a, b, c) estd dada por

1 —a —b+ac
M(a,be)™ =] 0 1 —c (5.1.75)
0 0 1

¥y que ese conjunto es cerrado frente a la multiplicacién de matrices,

1 a+ad b+V+ad
M(a,b,e )M, b,)=| 0 1 c+d s (5.1.76)
0 0 1

operacién que en ese conjunto resulta no conmutativa.

Por lo tanto, H constituye un grupo de Lie no Abeliano no compacto de dimen-
sién 3 con la topologia de R3.

A partir de la ec. (5.1.76) se ve que el centro de H, C(H), est4 formado por las

matrices de la forma
100

MO,600=]010 ], (5.1.77)
001
con b € R, lo que corresponde a un subgrupo de Lie Abeliano unidimensional inva-
riante. En consecuencia, el grupo de Heisenberg no es semi-simple.
El grupo cociente H/C(H) tiene por elementos a los cosets M (a,b, c) C(H), con-

juntos formados por los elementos de la forma

1 a b+¥
M(a,b,MOF,00=| 01 ¢ |, V¥eR. (5.1.78)
00 1

La operacién entre cosets estd definida por
(M(a,b,0)C(H)) - (M(a, ¥, ¢) C(H)) = (M(a,b,)M(d,¥,d)) C(H). (5.1.79)
El hecho de que

0 0 acd —dec
[M(a,b,c),M(d,¥,d)]=| 0 0 0 (5.1.80)
00 0
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y su cuadrado es
A? = (—det A) 1. (5.1.68)

De esto se deduce facilmente que

A — sinh(y/— det A)
M = e”* = cosh(vV—det A) 1, + EVarr A, (5.1.69)

de modo que su traza

trM = 2cosh(v/—det A). (5.1.70)

Como A es una matriz real, det A € R, y en cualquier caso trM > —2.
Pero, como hemos senalado antes, existen en SL(2,R) matrices M(r), como en

(5.1.60) con 7 > 2, cuyas trazas son

trtM(r) = —r—1/r< -2 (5.1.71)
A

¥y que, por lo tanto, no son de la forma e”*.

No obstante, M (r) puede ser escrita como®

)= — r 0 _ i oy e].n(r) o3
M) =1, ( 0 1r ) - , (5.1.73)

donde ambos factores en el miembro de la derecha son elementos del grupo SL(2,R),

puesto que son exponenciales de matrices reales y de traza nula.

El anterior resultado refleja el hecho de validez general de que todo elemento de
un grupo de Lie conexo no compacto puede ser representado como el producto de
un nimero finito (y pequefio) de elementos que yacen sobre subgrupos Abelianos
unidimensionales. En consecuencia, las matrices de una dada representacién del
grupo pueden ser obtenidas como producto de un nimero finito de exponenciales de

elementos en la correspondiente representacién del dlgebra de Lie del grupo.

En consecuencia, €l conocimiento de una representacién matricial del 4lgebra de
Lie de un grupo de Lie conexo permite reconstruir (mediante la aplicacién exponen-

cial) la correspondiente representacién matricial del grupo.

Ejemplo 5.2. El grupo de Heisenberg?® real.

3Esta matriz también puede ser escrita como una tinica exponencial de la forma
M(r) = ¢T3 In(r) o3 _ imos +1In(r) o5 (5.172)
pero en este caso el ezponente no es una matriz real y, por lo tanto, no es el producto de i por un

elemento del dlgebra de Lie de SL(2,R).
9Werner Karl Heisenberg (1901 - 1976).
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cona=a,c=vyb=p+%.

Evidentemente, X; es el generador del centro C(H) (ver ec. (5.1.77)).

La propiedad (5.1.85) hace que en este caso la férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff'! también se reduzca a un nimero finito de términos, pudiéndose de-
mostrar de inmediato que para dos matrices A y B en el dlgebra de Lie se tiene

que
(A GiB _ (A+B)-3AB] (5.1.88)

A partir de las relaciones (5.1.83) podemos obtener la representacién adjunta del
4lgebra,

000 001 000
My=i[001]|, My=—i| 000 ]|, My=[ 00 0], (518)
000 000 000

que evidentemente no es fiel (el grupo no es semisimple) y corresponde a una accién
trivial de los elementos del centro C(H) (todos ellos asociados a la matriz identidad).

Dado un niimero real positivo %, puede construirse una representacién lineal

unitaria mediante los operadores definidos sobre Ly(R) como
WM (a,b,¢)]f(z) = e e f(z —a). (5.1.90)

En efecto,

WM (a,b, )IWIM (@, ¥, ¢)]f(x) = M) cihezcitee=0) f(z — o — o) =

=W[M(a+d,b+V +ad,c+)f(z),
(5.1.91)
mientras que

| WM (a,b,0)lf (z) =1l £(z) 2 - (5.1.92)
Puede demostrarse que para cada valor de /i > 0 se obtiene de esta manera una

representacién irreducible del grupo de Heisenberg.
Nétese que la accién de los operadores W[M (a, b, c)] consiste en una traslacién de
la funcién en una cantidad a, luego una traslacién de su transformada de Fourier en

una cantidad fc, para finalmente multiplicar la funcién resultante por una constante
de médulo 1.

Las tnicas representaciones matriciales unitarias de H son representaciones uni-

dimensionales de su representacién adjunta, ec. (5.1.89), dadas por
wa,g[M(a,b,c)]v := AtBy (5.1.93)

Henry Frederick Baker (1866 - 1956). John Edward Campbell (1862 - 1924). Felix Hausdorff
(1868 - 1942).
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muestra que M(a,b,c)M(a',V/,d) y M(a',b',c)M(a,b, c) pertenecen al mismo coset,
de modo que el grupo cociente H/C(H) es Abeliano.
Para determinar el 4lgebra de Lie de este grupo debemos considerar matrices
préximas de la identidad, M = 13 + iA, donde
0 ap
A=—i| 00 4 |- (5.1.81)
000

Esa matriz pertenece a un espacio lineal de dimensién 3, cuyos generadores pueden

ser elegidos como

010 000 001
Xi=—ilooo]|, X,=—iloo1]|, Xs3=—i| 000
000 000 000
(5.1.82)
Los conmutadores entre estas matrices estdn dados por
[X1,X5] = —iXs, [X1,X3] =0, [X5,X3]=0, (5.1.83)

de donde resulta que X3 es un elemento central del algebra de Lie'.

Teniendo en cuenta que

00 ay
A2=—-lo00 0 |, A*=0, (5.1.85)
00 0

vemos que la serie que define la aplicacién exponencial se reduce en este caso a sélo

tres términos,

0 a p 1 00 ay
exp{i(@Xi +7Xe +AXa)} =1s+| 0 0 4 |+5[ 00 0 (5.1.86)
000 00 0

Comparando con la ec. (5.1.74), vemos que la aplicacién exponencial establece

una relacién biunivoca entre elementos del dlgebra de Lie y las matrices del grupo,

M(a,b,¢) = exp {i (X1 + 71X + BXa)} (5.1.87)

10Compirese este resultado con el algebra de conmutadores entre la coordenada y el impulso
conjugado de la Mecénica Cuantica,

[P,Q] =—iI. (5.1.84)

La asociacién P ¢+ X1, Q ¢+ Xa, I ¢+ X3 es lo que justifica ¢l nombre de este grupo. No obstante,

téngase en cuenta que X3 no es la matriz identidad. De hecho, el lgebra (5.1.84) no admite

representaciones matriciales. En efecto, si E fuera el espacio de una representacién de dimensién

finita, tomando la traza de ambos miembros de (5.1.84) se obtiene tr (PQ) — tr (QP) = 0 = idimE.
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para A,B e R.

5.2. Algebras de Lie de los grupos SU(2) y SO(3)

Consideremos la representacién fundamental del grupo SU(2). Sus elemento son
matrices unitarias de determinante igual a 1. Siendo un grupo de Lie conexo com-

pacto, todos sus elementos pueden escribirse como exponenciales de vectores en el
4lgebra de Lie, U = A, Entonces,

Ut = efiAi _U = A o gt A,
(5.2.1)
IndetU =trlnU =itrA=0.

Por lo tanto, el dlgebra de Lie de SU(2) es el espacio vectorial de las matrices de
2 x 2, autoadjuntas y de traza nula. Su dimensién es 3 (igual a la dimensién de
SU(2)).

Una base conveniente para ese espacio esta compuesta por las matrices de

Pauli,
01 0 —i 10 (522)
o= o= oy = 2.
o) i 0) P o a1 )

que satisfacen

0,1 =0, trog =0, 0505 = 0;5 13 + i €55 O, (5.2.3)

donde el simbolo € es totalmente antisimétrico, con €123 = 1.
Suele tomarse como generadores a Xj = 0y/2 de modo que, por célculo directo,

se obtienen (para esa eleccién) las constantes de estructura'?,

o; 05

Ok
272

2 =Gy b= —Cijk- (5.2.7)

] = i€k

12Los generadores en la representacién adjunta (ver (5.1.42)) de SU(2) son las matrices de

elementos (Mi)ji =i Cyy* = —i ez,

0 00 -1 01
Mi=—i|l 0o 01|, M=—il0o0 0| M=—i| -100], (5249
0 -10 10 00 0
las que también satisfacen
[M;, My] = i €50, M. (5.2.5)

Por otra parte, para esta eleccién de generadores la forma de Killing se reduce a
9ij = — €iki €5tk = 2035 (5.2.6)

Como gy; es positiva definida (y, por lo tanto, regular), SU(2) es semi-simple (en rigor, simple) y
compacto.
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de donde resulta que

-1

pB) _
p(0) ~

Esta densidad de elementos, determinada a menos de una constante multiplicativa,

T (5.4.10)

o (2202

a=0

permite construir una medida de integracién invariante a derecha.

La integral de esta medida invariante sobre una regién compacta de la variedad
del grupo de Lie considerado permite definir un volumen invariante a derecha
para dicha regién. En particular, el volumen invariante a derecha de (toda) la varie-

dad de un grupo de Lie compacto es finito.

En todo grupo de Lie puede construirse de manera similar una medida de in-
tegracién invariante por multiplicacién a izquierda, que distinguimos de la
anterior introduciendo los subindices R o L segtn el caso.

La densidad de elementos que aparece en la expresién de la medida invariante a

izquierda estd dada por

dpr(b) = pr(B) d"B,

e (225:2)

(5.4.11)

-1

pr(B )
pi(0)

En ambos casos suele definirse py,(0) = 1 = pg(0).

a=0

En principio, las medidas invariantes a derecha e izquierda son diferentes. Sin
embargo, en ciertos casos (como el de los grupos de Lie compactos) resultan ser
iguales.

Si trasladamos un volumen elemental tomado alrededor de e, primero por multi-
plicacién a derecha por by luego por multiplicacién a izquierda por b~!, en general no
se vuelve a la regién de partida, sino que su imagen tendrd un volumen distorsionado

por un factor de amplificacién. En efecto,

da = dyup(e) = dun(e - b) = pr(B)d"8 =

()20
(- (Bt ()

es decir,

o) — pL(B) o — o
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a rotaciones. Dos rotaciones en un mismo dngulo son conjugadas una de la otra,
siendo el elemento que las relaciona la rotacién que lleva el eje de rotacién de la
primera a coincidir con el de la segunda. De ese modo, la densidad de elementos
de SO(3) alrededor de una rotacién particular depender4 del 4ngulo de la rotacién,
pero no de la direccién de su eje de rotacién.

Entonces, sin pérdida de generalidad, consideraremos la medida de integracién
alrededor del elemento b — R(fé3) = 19 X3 Para ello debemos trasladar por

multiplicacién a derecha por la matriz

cosf sinf 0
R@é&) =e?Xa = [ _sing cosd 0 (5.5.1)
0 0 1

elementos préximos de la identidad que tienen la forma

. 1 a3 —ay
asS=d X | 4 1 @ |+0(@2 (55.2)
ay —ag 1

Tenemos entonces

R =SR(#e;) =0 Xs 1

—azsinf sz cosf —ay (5.5.3)
—aszcosf —agsinf a +0(a)?,

a;sinf + azcosf —aycosh+ azsind 0
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Si sobre el elemento de volumen resultante se realizan nuevamente las traslacio-
nes, a derecha por b y a izquierda por b~?, el volumen resultante aparecera corregido
por el factor de amplificacién (f(8))?, y en general, tras realizar N veces esa opera-
cién,

d"a®™ = (f(B)" d"a. (5.4.14)
Pero, dada la asociatividad del producto en G, ese factor es también el que corres-
ponde a la traslacién a derecha por b¥ y a izquierda por b=V,

Nétese que para todo N finito, esa transformacién es inversible, siendo su inversa
la multiplicacién a derecha por b= y a izquierda por bV, a la que evidentemente
corresponde el factor de amplificacién de volumen (f(8))™".

Ahora bien, si f(8) > 1 entonces (f(8))" resulta mayor que cualquier nimero
positivo con sélo tomar N suficientemente grande. Pero eso no es posible en un
grupo de Lie compacto, puesto que la transformacién ha de ser inversible para todo
N y el volumen de la variedad en ese caso es finito. En efecto, si f(8) > 1 en un
abierto de volumen finito sobre la variedad, el volumen de la regién imagen superarfa
al de la variedad toda con sélo tomar N suficientemente grande, y en ese caso la
transformacién no serfa biunivoca.

Con un razonamiento similar se muestra que f(3) no puede ser menor que 1. Por
lo tanto f(B) = 1, lo que implica la igualdad de las medidas invariantes a derecha e

izquierda para todo grupo de Lie compacto'®,

p(B) = pr(B) = dus(b) = dyalb), ¥b € G. (5.4.15)

El volumen invariante de un grupo de Lie compacto se define como la integral

de la medida invariante (tanto a izquierda como a derecha) sobre su variedad,
ViG] = / dug) < oo. (5.4.16)
(€]

Estos resultados permiten mostrar, en particular, que toda representacidn ma-
tricial de un grupo de Lie compacto es equivalente a una representacién unitaria,
asi como la ortogonalidad de las funciones de caracteres de representaciones irredu-

cibles no equivalentes respecto de la medida invariante del grupo.

5.5. Medida invariante para los grupos SO(3) y SU(2)

Para calcular la medida de integracién invariante sobre el grupo SO(3), prime-
o notemos que su variedad (una esfera maciza de radio m en R® con los puntos
diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre sf) es simétrica frente

16También es posible mostrar la igualdad de las medidas invariantes a izquierda y derecha de,
en particular, los grupos simples y semi-simples.
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donde R’ también puede escribirse de la forma!”

R=ci(e1 X1+ 02 Xo+ (p3+0)Xs) _ (i0Xs

—p3sinf @3 cosf - (%) — (sti%ﬂ
—p3 cos b —p3sinf 0508 — o, (=01 +0(p)%
—o1 (22F71) + 50 —py T — g (1) 0
(55.7)
Entonces, a menos de términos de orden (a)?,
Pz =03
. (5589)
2sinf/2 [ cosf/2 sinf/2 e\ [
0 —sinf/2 cosf/2 o) \a)’
de donde resulta que
P1 21
o2 | =MO) | @ |, (5.5.9)
P3 Qg
con
cosf/2 —sinf/2 0
0 .
M@B) = — sinf/2 cos6/2 0 . 5.5.10
@ 2sin6/2 2sinf/2 ( )
0 0 )

En consecuencia, la densidad p(6), que sélo depende del 4ngulo 6, estd dada por

el Jacobiano de esa transformacién,

1 4sin(0/2) .

p(0) = M@= e V. (5.5.11)

La medida invariante puede escribirse entonces como
dpsoesy (R(O)) = p(0) 6% df dSdy = 4sin(0/2) d6 s, (5.5.12)

1"Téngase en cuenta que, para nyny = 1,

0 n3  —ng

mXe=—i| —ng 0 my |, (5.5.4)
ny —ng 0

(n2)* + (na)*  —mimg —ning

(e Xi)? = —niny  (m)?+(ns)?  —mams =13-n®n, (5.5.5)
—ning —nang (n1)? + (n2)?

¥ que
(nk Xg) 71 = 0= (n X)* = ng Xg. (5.5.6)
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Las matrices préximas de la identidad en el grupo Sp(n) := U(2n) N Sp(2n, C),

M =~ 1,, +iA, deben satisfacer
A=A, (gAY =gA. (5:3.16)

A B
C¢ D

que la primera de las anteriores condiciones implica que At = A, D = Dy C = Bf,

Si escribimos A = ( ), donde los bloques A, B,C, D son de n x n, vemos

mientras que la segunda impone que D = —A* y B! = B. En consecuencia,
A B
A= s 5.3.17
(i %) s

con A autoadjunta y B compleja y simétrica. Nétese que la traza de esa matriz es
automaticamente nula.

La matriz A puede expresarse como una combinacién lineal real de los n? gene-
radores de las formas My, y Ny en (5.3.6), mientras que B debe expresarse como
combinaciones lineales complejas de los n + @ generadores de la forma M. De
ese modo, el dlgebra de Lie del grupo Sp(n) tiene una dimensién

n(n—1)

dim sp(n) = n® +2 x (n+ 3

) =n(2n+1). (5.3.18)

Construidos los generadores de acuerdo a esas consideraciones, resulta un ejercicio

directo el célculo de las correspondientes constantes de estructura.

Ejemplo 5.3. Consideremos el dlgebra de Lie del grupo SU(3). Una base para el
espacio de las matrices de 3 x 3 autoadjuntas y de traza nula, de dimensién 32—1 = 8,

esta formada por las matrices de Gell-Mann'® definidas por

010 0 — 0
M=Fo+BEn=|100|, d=-i(Bu-E)=|3i 0 0],
000 0 0 0
1 00 001
M=FE;—FEpn=|0-10]|, M=FEz+Ey3=|000 ],
0 0 0 100
—i 000
Xs:=—i(Ei3—FEn)=| 00 0 , M=FEx+Ep=1001],
i 0 010

15Murray Gell-Mann (1929 - ).
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los generadores diagonales My — Mnn, con k = 1,2,...,n — 1. De ello resulta que
dimU(n) =n? — 1.

Para los grupos ortogonales, si R = eA, la condicién R = R~! implica A* = —A,
de donde resulta que el dlgebra de Lie de SO(n) es el espacio lineal de las matrices

reales y antisimétricas de n x n, multiplicadas por (—i). Sus generadores pueden ser

tomados como
Nu=i(En—Ew), k>1, (5.3.9)

de modo que dim SO(n) = n(n — 1)/2. Las constantes de estructura se calculan

tomando los conmutadores de los generadores y empleando (5.3.3).

Finalmente, para el grupo Sp(2n,R), adoptando la métrica de Darboux

0 1, -
g= = " [Brrin — Eringl, (5.3.10)
-1, 0 Pt
la condicién MtgM = g, con M = e ~ 1,, + A, implica que
gA=—A'g={gA}', (5.3.11)

de modo que gA pertenece al espacio lineal de las matrices reales simétricas de

dimensién 2n. Una base de dicho espacio puede ser construida como
igX =My =FEu+Ey, k>1=1,2,--- 2n, (5.3.12)

de modo que

Xu =ig{Enu+ Ex} = iz {(Erpstn — Ersnr) (B + Ex)} =

r=1

R 5.3.13
=1 Z {0r+npeBri + OriniBrk — OrkBring — 6p1Eping} = ( )
r=1
= i{Exni+ Ei-nt — Exini — Eigni}, k>1=1,2,--- 2n,
donde Er; =0si k <0 o k> 2n. Nétese que
tr X = i {0k—nt + O1—nk — Oktni — Oigni} =0, (5.3.14)

como corresponde al hecho de que las matrices de Sp (2n,R) tienen determinante 1.

Estas matrices generan un &lgebra de Lie de dimensién
dimsp (2n,R) = 2n + 2n(2n — 1)/2 = 2n® + n = n(2n + 1), (5.3.15)

cuyas constantes de estructura se evaldan calculando los correspondientes conmuta-
dores. Por otra parte, su complexificacién corresponde al 4lgebra de Lie de Sp (2n, C),
de dimensién 2n(2n + 1).
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Las igualdades (5.4.3) y (5.4.4) deberfan valer V.S C G, Vh € G, y para toda
funcién 1(g) definida sobre el grupo, de modo que la medida de integracién sobre

la variedad deberfa ser invariante por multiplicacién a derecha,
du(g - h) = dp(g), VYg,h € G. (5.4.5)

Es decir, para el caso de grupos continuos se podrdn demostrar propiedades simi-
lares a las que valen para grupos de orden finito siempre que se pueda construir una
medida de integracién invariante por multiplicacién a derecha (que satisfaga
(5.4.5)), tal que su integral sobre la variedad del grupo sea convergente.

Esta invarianza de la medida refleja el hecho de que la multiplicacién a derecha
por h establece una relacién biunivoca (dada la existencia de h™' € G) entre los

elementos de un entorno U, de g y los de la imagen de ese entorno, Uy..

En el caso de grupos de Lie, una vez establecidos sistemas de coordenadas locales

sobre la variedad del grupo, la medida de integracién en el punto g puede ser referida
a sus coordenadas *,

dp(g) = p(B)d"B. (5.4.6)

Entonces, la densidad de elementos p(8) debe tener en cuenta la variacién que sufre
el volumen de S, cuando se lo multiplica a derecha por h para obtener Sy, y esa
variacién puede ser determinada a partir de la ley de composicién en el grupo.

En efecto, sea a un elemento préximo de la identidad, que tiene asignadas coor-
denadas o* en un sistema para el cual las coordenadas de e son ¢* = 0 , y sea un
segundo elemento b de coordenadas B*. Las coordenadas del producto ¢ = a - b,
A# = ¢#(a, B), son funciones analiticas de a#, de modo que

poe (2200)

En consecuencia, la relacién entre un volumen elemental alrededor de e y su imagen

a’ +0(a)’. (5.4.7)

a=0

por multiplicacién a derecha por b estd dada por

e (2200

Th= da

d"a, (5.4.8)

=0

donde det (W)l #0 (ver (5.1.14)).
a=0
Entonces, tomando g = by h = b~ en (5.4.5) y (5.4.6), tenemos para una

medida invariante a derecha

du(b-b7") = dp(e) = du(b) =

det (M) (5.4.9)

p(0) d"a = p(B) d"B = p(B) d"a,

da¥

a=0
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00 0
A7 i=—i (Eza - Esz) = 00 —i )
04 0
(5.3.19)
1
7 0 0
Ag = % (B + By —2E33) = 0 % 0
2
0 0 -

Los generadores del dlgebra suelen definirse como T}, = ’\7‘* Jk=1,2,...,8 de
modo que satisfagan que Tr{T;T;} = } d;;. Las correspondientes constantes de es-
tructura, que resultan ser completamente antisimétricas, se obtienen calculando los

conmutadores
[T, Tj] = —ifipT - (5.3.20)

De ellos se obtiene que

fizs=—1,  fiar = foss = fos1 = fass = *%,

(5.3.21)

&

fl%:fSMZ%, f45s:fs7s:*2A

5.4. Medida de integracién invariante

Las relaciones de ortogonalidad para grupos de orden finito, asi como la equi-
valencia de toda representacién con una representacién unitaria, se demuestran ha-
ciendo uso de la siguiente propiedad de las sumas sobre los elementos del grupo:

Shig-h ) = Y w(), YheG. (5.4.1)
9eG g'eG

Para sumas parciales, sobre subconjuntos de G, se tiene

3wk = S w), vhed. (5.4.2)

geSca ges-h-lca
De existir una propiedad similar para el caso de los grupos continuos, las sumas
deberfan ser consideradas como integrales sobre la variedad, con una medida de
integracion que dé cuenta de la densidad de elementos del grupo alrededor de cada

punto,

augvis b= [ dutd)vla). (5.43)

sca Sh-1cG
Pero, cambiando de variable de integracién en el miembro de la izquierda, g — ¢’ h,

también resulta

du(g)9(g-h™")

ScG

[ dud-mywi). (5.4.4)
S-h—1cG





