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PREFACIO

LosdosvoĺumenesdeesteCursode ḾetodosdelaF́ısica Mateḿaticacubren

loscontenidosdelcursohoḿonimodestinadoaestudiantesdelasLicenciaturasen

F́ısicadelaFacultaddeCienciasExactasyenCienciasAstrońomicasdelaFacultad

deCienciasAstrońomicasyGeof́ısicasdelaUniversidadNacionaldeLaPlata.Se

tratadeunaasignaturacuatrimestraloptativaalaqueesosestudiantespuedentener

accesoapartirdelsegundocuatrimestredeltercerãnodeesascarreras,unavezque

hayantomadocursosdeAlgebraLinealydeEcuacionesDiferenciales(adeḿasde

losb́asicos,variablecomplejaincluida).

Estetextoest́abasadoenlas Notasdel Cursode ḾetodosdelaF́ısica Ma-

teḿatica,resultadodevariosãnosdedictadodeesaasignaturaduranteloscuales

sehanidoadecuandoloscontenidosyelniveldelaexposicíonalasposibilidades

queofreceunaasignaturacuatrimestraldeestascaracteŕısticasyenesaetapadelas

mencionadascarreras.Deese modo,esasNotasfueronredactadasconelobjetode

introduciralestudianteenelmanejodeconceptosyḿetodosquehoyresultanb́asi-

cosenlaF́ısica Mateḿaticaysusaplicacionesala MećanicaCúantica,lasTeoŕıas

delasInteraccionesFundamentalesyla MateriaCondensada.

Lasteḿaticasquecubreestecursosuelenserexpuestasenlanumerosabiblio-

graf́ıadisponible(engeneral,enidiomaingĺes)deuna maneraexcesivamenteabs-

tractaoextensaparalasnecesidadesyobjetivosdelmismo.Porelcontrario,estos

dosvoĺumeneshansidoescritosbuscandointroducirlosconceptosdeformaclaray

natural,conunlenguajeadecuadoalniveldecarrerasdegrado,procurandofacilitar

lapresentacíonyafianzamientodelosconocimientos medianteunaejemplificacíon

convenientementeseleccionada.Aśı,sehabuscadomantenerelrigormateḿaticoen

lapresentacíonperoprocurandoeldesarrollodelanecesariaintuicíonsobrecada

tema.

Enesesentido,sehanevitadolascomplicacionesdeunaexposicíonexcesivamen-

teformaloabstractay,sinperderdevistalanecesariageneralidad,sehabuscado

ponerelacentoenaquellassituacionesconcretasquereflejanlosconceptosde ma-

neraḿastransparenteydondeelćalculodirectopuederesultarḿasinstructivo.
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6 PREFACIO

Aśıescomo,enelprimervolumen,laspropiedadesdelosespaciosdeHilbert

sonpresentadassinrecurriralateoŕıadela medida(loqueexcedeŕıalasposibili-

dadesdelcurso),sino medianteunaintroduccíonintuitivadelconceptodeintegral

deLebesgueque,noobstante,resultasuficienteparalosproṕositosdelcurso.Las

propiedadesespectralesdelosoperadorescompactossonderivadasyempleadaspa-

radesarrollarlosḿetodosderesolucíondeecuacionesintegralesyparaestudiarlas

propiedadesdeloperadorresolvente.Tambíenesanalizadoelproblemadelade-

terminacíondelasextensionesautoadjuntasdeoperadoressiḿetricosnoacotados,

tomandocomoejemplooperadoresdeusohabitualencursosde MećanicaCúantica.

LatransformacíondeFourieresestudiadaenelespaciodeSchawrtz,paraluegoser

extendidaalespaciodefuncionesdecuadradointegrableconlosḿetodospropiosdel

espaciodeHilbert.Poŕultimo,seincluyeunaintroduccíonalaTeoŕıadeDistribu-

cionesenlaquesepresenta(conunbuenńumerodeejemplos)desdelasdefiniciones

b́asicasdeconvergencia,derivada,primitivaytransformacíondeFourier,hastala

convolucíondedistribuciones,conaplicacíonalaresolucíondeecuacionesdiferen-

cialesenderivadasparcialesempleandosussolucionesfundamentalesofuncionesde

Green.

Elsegundovolumenest́adedicadoaunaintroduccíonalaTeoŕıade Grupos,

herramientaesencialdelas modernasteoŕıasdelaF́ısica.Aśıescomo,despúesde

lapresentacíondeloselementosgeneralesdelateoŕıa,seconsideranlaspropiedades

delosgruposdeordenfinitoysusrepresentaciones,deaplicacíon,porejemplo,ala

F́ısica MolecularydelŚolido,yelcasodelosgruposcontinuos,derelevanciapara

la MećanicaCúanticaylaF́ısicadelasInteraccionesFundamentales.

Elinteŕesenelestudiodelasrepresentaciones matricialesdelosgruposdesi-

metŕıasesmotivadoconsiderandolaecuacíondeSchr̈odingerenunpotencialcentral,

paraluegoreferirseḿasgeneralmentealosgruposdesimetŕıasdesistemascúanti-

cos.EnlapresentacíondelosgruposdeLieśoloseproponeunadescripcíonintuitiva

delasvariedadesdiferenciablesysusgruposdehomotoṕıa.Laspropiedadesdelas

álgebrasdeLiesonderivadaspreferentementeapartirdesusrepresentacionesmatri-

ciales,loqueresultaḿasaccesiblequepresentacionesḿasabstractas.Enparticular,

elestudiodelosgruposSU(2)ySO(3)ydesusrepresentacionesirreduciblesseex-

ponecon mayorextensíon,procurandogenerarapartirdeelloslasideasb́asicas

quefacilitenlaintroduccíondegruposḿascomplicadosydesuspropiedadesenlos

cursosposterioresdePart́ıculasyCamposquelorequieran.

LaclasificacíondeCartandelaśalgebrassimplesysusrepresentaciones,descritas

medianteráıces,pesosyelgrupode Weyl,sonpresentadosdemaneramuyresumida

yḿasbienat́ıtuloinformativo,dadoellimitadotiempodisponible.
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Poŕultimo,comoejemplodegrupodeLienocompactoyporsurelevanciapara

laformulacíondeteoŕıasrelativistas,esanalizadoelgrupodeLorentzysusrepre-

sentacionesirreducibles,loquepermitesuaplicacíonencursosdeTeoŕıaCúantica

deCamposoGravitacíon.

Ambosvoĺumenesfinalizanconunlistadodeejerciciospropuestos,conlosque

sebuscaafianzarycomplementarlaexposicíonpreviadecadatema.

Cabeconsignarque,sibienloscontenidosdescritosjustificaŕıaneldictadode

doscursosseparados(unode AńalisisFuncionalyotrodeTeoŕıade Grupos),el

enfoquequesehadadoaestetextohapermitidoquelosestudiantesalosque

est́adirigidoaccedieranenuncuatrimestreaconocimientosqueresultanesenciales

paralaF́ısicamoderna,satisfaciendonecesidadesconcretasdealgunasorientaciones

delasLicenciaturasenF́ısicayenCienciasAstrońomicas.

Porotraparte,sẽnalemosqueestosvoĺumenesnopretendensustituiraloslibros

quesonreferenciasusualesenestasáreas,deloscualesśolounospocoshansido

listadosenlaBibliograf́ıa,sino ḿasbienconstituirunaintroduccíonparaaquellos

querequieranunconocimientoḿasamplioyformaldelostemasaqúıtratados.

Finalmente,digamosquenuestroenfoqueest́abasadoprincipalmenteenlabi-

bliograf́ıasẽnaladaalfinaldecadacaṕıtulo.

LaPlata,diciembrede2014. HoracioA.Falomir
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Caṕıtulo1

ESPACIOSEUCĹIDEOS

1.1. Espacioseucĺıdeos

Unespaciolineal E (sobreelcuerpodeloscomplejosolosreales)sedice

eucĺıdeo1 sitienedefinidaunareglaqueatodopardevectoresdeE leasigna

unńumerocomplejo(realenelsegundocaso),llamadoproductoescalar,quesa-

tisfacelossiguientesaxiomas:∀x,y,z∈Ey∀α,β∈C(oR),elproductoescalar

es

linealrespectodelsegundoargumento,

(z,αx+βy)=α(z,x)+β(z,y), (1.1.1)

Herḿıtico2(siḿetricoenunespacioreal),

(y,x)=(x,y)∗ (1.1.2)

(dondeA∗indicaelcomplejoconjugadodeA),

positivodefinido,

(x,x)≥0,y(x,x)=0⇔ x=0, (1.1.3)

donde0∈Eeselvectornulodeeseespacio.

Ńotesequelosprimerosdosaxiomasimplicanqueelproductoescalarenun

espaciocomplejoesantilinealrespectodesuprimerargumento(sesquilineal),

(αx+βy,z)=(z,αx+βy)∗=α∗(x,z)+β∗(y,z), (1.1.4)

mientrasqueenunespaciorealesbilineal.

Todaformacuadŕaticadefinidasobreunespaciovectorial E,quesealineal,

Herḿıticaypositivadefinidapuedesertomadacomoproductoescalar,paraaśıdarle

aElaestructuradeunespacioeucĺıdeo.

1EucĺıdesdeAlejandŕıa(325-265a.c.).
2CharlesHermite(1822-1901).
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14 1.ESPACIOSEUCĹIDEOS

Ejemplo1.1.Parax,y∈Rn,sedefine

(x,y):=
n∑

i=1

xiyi, (1.1.5)

yparax,y∈Cn,

(x,y):=
n∑

i=1

x∗
iyi. (1.1.6)

Enamboscasosseverificanlosanterioresaxiomas.

Ejemplo1.2.SedenominaC(a,b)alconjuntodelasfuncionescontinuasx(t)

definidasenelintervalocerrado−∞<a≤t≤b<∞.Esteconjuntoseestructura

comounespaciovectorialrespectodelasoperacionesusualesdesumadefunciones

ydeproductodefuncionesporńumeros,cuyoelementoneutro0(t)eslafuncíon

id́enticamentenula.PuededefinirseenC(a,b)elsiguienteproductoescalar:para

x(t),y(t)∈C(a,b),

(x,y):=

∫b

a

x(t)∗y(t)dt, (1.1.7)

quesatisfacetodoslosaxiomasnecesarios.Enparticular,

(x,x):=

∫b

a

|x(t)|2dt≥0, (1.1.8)

ysi(x,x)=0,entonces

0=

∫b

a

|x(t)|2dt≥

∫b1

a1

|x(t)|2dt≥0, (1.1.9)

paratodoa≤ a1 ≤ b1 ≤ b.Enconsecuencia,x(t)≡ 0.Enefecto,comox(t)es

continua,sifuesedistintadeceroenunpuntotambíenloseŕıaentodounentorno

dedichopunto,encontradiccíoncon(1.1.9).

Estructuradoconeseproductoescalar,elespacioeucĺıdeodelasfuncionescon-

tinuasenelintervalo[a,b]sedenotaporC2(a,b).

Losdosprimerosaxiomasimplicanque,dadasdoscombinacioneslinealesde

vectores,x=α1x1+···+αkxk,y=β1y1+···+βlyl,dondex1,...,xk,y1,...,yl∈E,

yα1,...,αk,β1,...,βl∈C,tenemos

(x,y)=

k∑

i=1

l∑

j=1

α∗
iβj(xi,yj). (1.1.10)

Adeḿas,elproductoescalarporelvectornuloessiemprecero,

(x,y)=(x+0,y)=(x,y)+(0,y)⇒ (0,y)=0,∀y∈E. (1.1.11)
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Elaxiomadepositividadpermitedefinirunanormaolongitudparacadavector

deunespacioeucĺıdeo:

∥x∥:=+
√

(x,x)≥0. (1.1.12)

Enparticular,∥x∥=0⇔ x=0.

Porotraparte,siλ∈C,

∥λx∥=
√

|λ|2(x,x)=|λ|∥x∥. (1.1.13)

Estopermitenormalizartodovectordelongitudnonula.Enefecto,six≠0

entonces∥x∥>0.Seaλ∈Ctalque|λ|=∥x∥−1,yseay=λx.Entonces,

∥y∥=|λ|∥x∥=1. (1.1.14)

Ejemplo1.3.Parax=









ξ1

ξ2

...

ξn









∈Rn,

∥x∥=
√

ξ2
1+ξ2

2+···+ξ2
n. (1.1.15)

Ejemplo1.4.Parax(t)∈C2(a,b)

∥x∥=

{∫b

a

|x(t)|2dt

}1
2

. (1.1.16)

Unsubconjunto F ⊂ E sediceacotadosilalongituddetodoslosvectores

x∈Fest́aacotadaporunamismaconstante,∥x∥≤K.

Ejemplo 1.5.Laesferaderadio1enE,quecontieneatodoslosvectoresde

longitud∥x∥≤1,esunconjuntoacotado.

Consideremosdosvectoresnonulosx,y∈Eparaloscuales(x,y)=eiθ|(x,y)|,

yseaλ∈R.Entonces,elcuadradodelanormadelacombinacíonlinealλeiθx−y,

P(λ):=∥λeiθx−y∥2=
(
λeiθx−y,λeiθx−y

)
=

λ2(x,x)−λe−iθ(x,y)−λeiθ(y,x)+(y,y)=

=λ2∥x∥2−2λ|(x,y)|+∥y∥2≥0,

(1.1.17)
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esunpolinomiocuadŕaticoenλquenotomavaloresnegativos.Enconsecuencia,

P(λ)nopuedetenerdosráıcesrealesdistintas,loquerequierequeeldiscriminante

delaecuacíonP(λ)=0seanopositivo,

(
−2|(x,y)|

)2
−4∥x∥2∥y∥2≤0.

Deaqúısededucelasiguientepropiedad,

(x,y)≤∥x∥∥y∥. (1.1.18)

EstaesladesigualdaddeCauchy-Schwarz3,quevaleparatodopardevectores

deunespacioeucĺıdeo.

Ejemplo1.6.Parax=









ξ1

ξ2

...

ξn









,y=









η1

η2

...

ηn









∈Cn,ladesigualdaddeCauchy

-Schwarzsereducea

(x,y)=
n∑

k=1

ξ∗
kηk ≤

{
n∑

k=1

|ξk|2

}1
2

{
n∑

k=1

|ηk|2

}1
2

. (1.1.19)

Ejemplo1.7.Parax(t),y(t)∈C2(a,b)tenemos

(x,y)=

∫b

a

x(t)∗y(t)dt≤

{∫b

a

|x(t)|2dt

}1
2

{∫b

a

|y(t)|2dt

}1
2

. (1.1.20)

Supongamosqueparaundadopardevectoresx,y∈Eladesigualdad(1.1.18)

sereduceaunaigualdad,esdecir,(x,y)=∥x∥∥y∥.Enesecasoeldiscriminante

delaecuacíonP(λ)=0escero,yP(λ)tieneunaráızrealdoble:∃λ0∈Rtalque

P(λ0)=∥λ0eiθx−y∥2=0 ⇒ y=
(
λ0eiθ

)
x. (1.1.21)

Dosvectoresnonulosproporcionalesentreśısedicencolineales.

Enunespacioeucĺıdeoreal,ladesigualdaddeCauchy-Schwarzpermitedefinir

eĺanguloentredosvectoresmediantelarelacíon

cosxy:=
(x,y)

∥x∥∥y∥
. (1.1.22)

Dosvectoresx,y∈Esedicenortogonalessi(x,y)=0,loquesedenotapor

x⊥y.Enparticular,elvectornuloesortogonalatodovectordeE.

3Augustin-LouisCauchy(1789-1857).KarlHermannAmandusSchwarz(1843-1921).
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Enunespacioeucĺıdeoreal,elánguloentredosvectoresnonulosortogonales

entreśıesπ/2(cosxy=0).

Ejemplo 1.8.EnRn,losvectorese1=












1

0

0
...

0












ye2=












0

1

0
...

0












sonortogonales

entreśı.

Ejemplo1.9.EnC2(a,b),

x(t)⊥y(t)⇒

∫b

a

x(t)∗y(t)dt=0. (1.1.23)

Elsistematrigonoḿetrico,

{
cos(kt),k=0,1,...;sin(lt),l=1,2,...

}
⊂C2(−π,π), (1.1.24)

esunconjuntoinfinitodevectoresortogonalesentreśı,loquepuedeserf́acilmente

comprobado.

Lema 1.1.Silosvectoresnonulos{x1,x2,...,xk}sonortogonalesentreśı,

entoncessonlinealmenteindependientes.

Enefecto,supongamosque,porelcontrario,sonlinealmentedependientes.En-

toncesexistenkńumerosCi,notodosnulos,talesqueC1x1+C2x2+···+Ckxk=0.

Supongamos,porejemplo,queC1≠0,ytomemoselproductoescalardeesacom-

binacíonlinealnulaconelvectorx1.Comoxi⊥xjparai̸=j,tenemosque

0=(x1,0)=C1(x1,x1)=C1∥x1∥2⇒ x1=0, (1.1.25)

encontradiccíonconlahiṕotesis.Enconsecuencia,Ci=0,∀i=1,...,k,ylos

vectoressonlinealmenteindependientes.

DelLema1.1sedesprendequesiunasumadevectoresortogonalesentreśıes

elvectornulo,entoncescadasumandoes0.

SedefineladimensíondeunespacioeucĺıdeoEcomoel ḿaximońumerode

vectoreslinealmenteindependientesqueesposibleseleccionarenE.Porejemplo,la

dimensíondeCn esn.

Laexistenciadelsistematrigonoḿetrico,ec.(1.1.24), muestraquelosespacios

defuncionesC2(a,b)notienendimensíonfinita.
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Lema 1.2.Silosvectores{x1,x2,...,xk}sonortogonalesay∈E,entonces

todacombinacíonlinealdeellosestambíenortogonalay,
(

y,
k∑

i=1

Cixi

)

=
k∑

i=1

Ci(y,xi)=0. (1.1.26)

Elconjuntodetodaslascombinacioneslinealesde{x1,x2,...,xk}constituyeun

subespaciolinealF⊂E.Sedicequeelvectoryesortogonaladichosubespacio,lo

quesedenotapory⊥F.

Engeneral,sedicequexesortogonalaunsubconjuntoG ∈Esixesortogonal

atodovectordedichosubconjunto,

x⊥G ⇔ x⊥y,∀y∈G. (1.1.27)

DelLema1.2resultaqueelconjuntodetodoslosvectoresortogonalesaun

subconjuntoG ⊂EformanunsubespacioF⊂E.SiG eśelmismounsubespacio

deE,sedicequeFessucomplementoortogonal.

Losespacioseucĺıdeoscompartenciertaspropiedades ḿetricasconocidasde

lageometŕıaenelplanoyelespacio,comolomuestranlossiguientesteoremas.

Teorema 1.1.(de Pit́agoras)Six,y∈ E sonortogonalesentreśı,x⊥ y,

entonces

∥x+y∥2=(x+y,x+y) =∥x∥2+∥y∥2 (1.1.28)

(enuntríangulorect́angulo,elcuadradodelalongituddelahipotenusaesiguala

lasumadeloscuadradosdelaslongitudesdeloscatetos).

Esteresultadosegeneralizade modoquesilosvectores{x1,x2,...,xk}son

ortogonalesentreśı,xi⊥xjparai̸=j,entonces

∥x1+···+xk∥2=∥x1∥2+···+∥xk∥2 . (1.1.29)

Teorema 1.2.(desigualdadestriangulares)Dadosx,y∈E,setieneque

∥x∥−∥y∥ ≤∥x+y∥≤∥x∥+∥y∥ (1.1.30)

(lalongituddeunladodeuntríangulonosuperaalasumadelaslongitudesdelos

otrosdoslados,niesmenorquesudiferenciaenvalorabsoluto).

Enefecto,consideremoselproductoescalar

∥x+y∥2=(x+y,x+y) =∥x∥2+2ℜ(x,y)+∥y∥2 . (1.1.31)
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LadesigualdaddeCauchy-Schwarzpermiteescribir

|ℜ(x,y)| ≤|(x,y)| ≤∥x∥∥y∥ ⇒

(
∥x∥−∥y∥

)2

≤∥x+y∥2≤
(

∥x∥+∥y∥
)2

,

(1.1.32)

dedonderesulta(1.1.30).

Porotraparte,essabidoqueenunespacioeucĺıdeoEn dedimensíonfinitan

siempreesposibleseleccionarunsistemacompletodenvectoresortonormales,

{e1,e2,...,en}|(ei,ej)=δij, (1.1.33)

respectodelcualtodovectorx∈Enpuedeserrepresentado(deformáunica)como

unacombinacíonlinealdelaforma

x=ξ1e1+···+ξnen, (1.1.34)

dondelosξisonllamadoscoeficientesdeFourier4dexrelativosalabaseconsi-

derada.Ellosest́andadospor

ξi=(ei,x),i=1,...,n. (1.1.35)

Similarmente,dadoy∈En,y=η1e1+···+ηnen,tenemosparaelproducto

escalar

(x,y)=
n∑

i,j=1

ξ∗
iηj(ei,ej)=

n∑

i=1

ξ∗
iηi, (1.1.36)

yparalanorma

∥x∥=
√

|ξ1|2+···+|ξn|2. (1.1.37)

ŃotesequeenestosresultadosnadanospermitedistinguirentreelespacioEn

consideradoyelespacioCn,enelcualhubíeramosseleccionadolosvectoresx̄=







ξ1

ξ2

...

ξn









eȳ=









η1

η2

...

ηn









.Enefecto,

(̄x,̄y)Cn =

n∑

i=1

ξ∗
iηi, ∥̄x∥Cn=

√
|ξ1|2+···+|ξn|2. (1.1.38)

Porotraparte,alacombinacíonlinealαx+βylecorrespondeporcoeficientesde

Fourierloselementosdelan-uplaαx̄+β̄y.

4Jean-BaptisteJosephFourier(1768-1830).
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Dosespacioseucĺıdeos,EyE′,sedicenisomorfossiesposibleestablecerentre

suselementosunacorrespondenciabiuńıvocaquepreservelasoperacioneslineales

ylosproductosescalares:

∀x,y∈E∃x′,y′∈E′talquesix↔ x′,y↔ y′ ⇒

⇒






αx+βy↔ αx′+βy′,∀α,β∈C(oR),

(x,y)E =(x′,y′)E′.

(1.1.39)

Evidentemente,elisomorfismodeespacioseucĺıdeosestableceunarelacíondeequi-

valencia.

Ejemplo 1.10.Dosespacioseucĺıdeosrealescualesquieradedimensíonfinita

nsonisomorfosentreśı(y,porlotanto,isomorfosaRn).Para mostrarlobasta

conestablecerunacorrespondenciaunoaunoentrelosnvectoresdedosdesus

respectivasbasesortonormales.Similarmente,todoespacioeucĺıdeocomplejode

dimensíonnesisomorfoaCn.

1.2. Formaslinealessobreespacioseucĺıdeos

Unafuncíonescalar(avaloresnuḿericos)definidasobreunespacioeucĺıdeoE,

f:E→ C(oR),esllamadaformaofuncionallinealsisatisface

f(αx+βy)=αf(x)+βf(y),∀x,y∈E,∀α,β∈C(oR). (1.2.1)

Evidentemente,paraunaformalinealtenemosquef(0)=0,y

f

(
k∑

i=1

αkxk

)

=

k∑

i=1

αkf(xk). (1.2.2)

Ejemplo1.11.Enunespacion-dimensionalEn,generadoporlabase{e1,...,en},

yparax=ξ1e1+···+ξnen,tenemos

f(x)=
n∑

i=1

ξif(ei)=
n∑

i=1

c∗
iξi,conci=f(ei)

∗. (1.2.3)

Porlotanto,unafuncionallinealenunespaciodedimensíonfinitaquedadeter-

minadaporlosvaloresqueellatomasobrelosvectoresdeunsistemacompleto.

Adeḿas,delisomorfismoentreEnyelespaciodelasn-uplasdeńumeroscomplejos,
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resultaquefest́arepresentadaenesteúltimoespacioporelproductoescalarpor

unvectorfijo,̄c:=







c1

...

cn





 ↔ z=c1e1+···+cnen.

Ejemplo 1.12.Elproductoescalarporunvectorfijodeunespacioeucĺıdeo

arbitrariodefineunafuncionallinealsobreeseespacio.Enefecto,siz∈E,

f(x):=(z,x),∀x∈E (1.2.4)

defineunaformalinealcomoconsecuenciadelalinealidaddelproductoescalar.

Ejemplo 1.13.Enparticular,siz(t)esunafuncíoncontinuaenelintervalo

[a,b],entonces

f(x):=

∫b

a

z(t)∗x(t)dt (1.2.5)

defineunafuncionallinealsobreC2(a,b).

Ejemplo1.14.Peronotodafuncionallinealenunespaciodedimensíoninfinita

puedeserrepresentadaenlaformadeunproductoescalarporunvectorfijodel

espacio.Enefecto,consideremosnuevamenteelespacioC2(a,b),yseat0∈[a,b].El

valorquex(t)∈C2(a,b)tomaenelpuntot0defineunaformalineal,

f(x):=x(t0). (1.2.6)

T́engaseencuentaquenoexisteningunafuncíoncontinuaδ(t,t0)talque

∫b

a

δ(t,t0)x(t)dt=x(t0),∀x(t)∈C2(a,b). (1.2.7)

Unafuncionalf(x)sediceacotadasiexisteunaconstante0≤K<∞ talque

|f(x)|≤K ∥x∥,∀x∈E. (1.2.8)

Ejemplo 1.15.Elproductoescalarporunvectorfijodeunespacioeucĺıdeo

arbitrariodefineunafuncionallinealacotada.Enefecto,envirtuddeladesigualdad

deCauchy-Schwarz,

|f(x)|=|(z,x)|≤∥z∥∥x∥,∀x∈E. (1.2.9)
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1.3. Operadoreslinealessobreespacioseucĺıdeos

UnoperadorsobreunespacioeucĺıdeoEesunafuncíonavaloresvectoriales

definidasobreE,A:E→ E.

UnoperadorAsedicelinealsi

A(αx+βy)=αAx+βAy,∀x,y∈E,∀α,β∈C(oR). (1.3.1)

ParaunoperadorlinealsecumplequeA0=0,y

A

k∑

i=1

αixi=

k∑

i=1

αiAxi. (1.3.2)

Ejemplo1.16.Eloperadornulo,Ox=0,∀x∈E,esunoperadorlineal.

Ejemplo 1.17.Eloperadoridentidad,Ix= x, ∀x∈ E,esunoperador

lineal.

Ejemplo1.18.Consideremosunsubespaciodedimensíonfinitandeunespacio

eucĺıdeoarbitrario,En⊂E,ysea{e1,...,en}unsistemaortonormalycompletoen

En.SedefineeloperadordeproyeccíonsobreelsubespacioEn porlarelacíon

Px=
n∑

i=1

ei(ei,x). (1.3.3)

Setratadeunoperadorlinealidempotente:P(Px)=Px, ∀x∈E.Enefecto,

comoPei=ei,tenemos

P(Px)=P
n∑

i=1

ei(ei,x)=
n∑

i=1

(ei,x)Pei=Px,∀x∈E. (1.3.4)

ElproyectorsobreelcomplementoortogonaldeEn est́adadoporP̄=I−P.

Enefecto,∀x∈Ey∀i=1,...,n,

(
ei,(I−P)x

)
=(ei,x)−

n∑

j=1

(ei,ej)(ej,x)=0. (1.3.5)

Ejemplo 1.19.EnunespaciodedimensíonfinitaEn generadoporelsistema

ortonormalycompleto{e1,...,en},unoperadorlinealtalque

Aek=λkek,k=1,...,n, (1.3.6)

conλkńumerosdados,sedicediagonal.Esosńumeros,llamadosautovaloresde

A,definencompletamentesuaccíonsobreunvectorarbitrario:

Ax=A(ξ1e1+···+ξnen)=λ1ξ1e1+···+λnξnen. (1.3.7)
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Ejemplo1.20.LamultiplicacíondeelementosdeC2(a,b)porunafuncíoncon-

tinuafijaφ(t)defineunoperadorlineal,

∀x(t)∈C2(a,b), Ax(t):=φ(t)x(t)∈C2(a,b). (1.3.8)

Ejemplo 1.21.EloperadorintegraldeFredholm5,A:C2(a,b)→C2(a,b),

est́adefinidopor

y(t)=Ax(t):=

∫b

a

K(t,s)x(s)ds,∀x(t)∈C2(a,b), (1.3.9)

dondeelńucleodeloperador,K(t,s),esunafuncíoncontinuadesusdosvariables.

Ejemplo 1.22.Losoperadoresdelosdosejemplosanterioresest́andefinidos

sobretodoelespacioC2(a,b).Peroeventualmenteesnecesarioconsideraroperadores

definidośunicamentesobreciertossubespaciosdeC2(a,b).Unejemploeseloperador

diferencial

Dx(t):=x′(t), (1.3.10)

definidośolosobreelconjuntodeaquellasfuncionesdeC2(a,b)quetienenuna

derivadaprimeracontinua,x′(t)∈C2(a,b).

ElEjemplo1.18permiteestablecerelsiguiente

Lema1.3.Dadounsubespaciodedimensíonfinitadeunespacioeucĺıdeo,todo

vectorpuedeserrepresentadocomolasumadedosvectoresortogonalesentreśı,

x=u+v,dondeu=Px∈En,yv=(I−P)x⊥En. (1.3.11)

Elńucleo(kernel)osubespacionulodeunoperadorlinealA,Ker(A),esel

conjuntodevectoresx∈EquesonaplicadosenelvectornuloporlaaccíondeA,

Ax=0, ∀x∈Ker(A)⊂E (1.3.12)

(mostrarquesetratadeunsubespacio).

ElrangooimagendeunoperadorlinealA,Rank(A),eselconjuntodevectores

y∈EquesonlaimagenporAdealǵunvectordex∈E,

∀y∈Rank(A)⊂E,∃x∈E|y=Ax. (1.3.13)

5ErikIvarFredholm(1866-1927).
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Unoperadorlinealdefinidosobreunespacioeucĺıdeodedimensíonfinitaqueda

determinadocompletamenteporlosvaloresquetomasobreunabaseortonormalde

eseespacio.Enefecto,consideremosunespaciodedimensíonn,En,generadopor

unsistemaortonormalcompleto{e1,...,en}.EloperadorAaplicalosvectoresde

labaseenunacombinacíonlinealdeesosmismosvectores,

Aei=

n∑

j=1

ejAji, i=1,...,n, (1.3.14)

mientrasqueparaunvectorarbitrariox=ξ1e1+···+ξnen tenemos

Ax=

n∑

i=1

ξiAei=

n∑

j=1

ej

n∑

i=1

Ajiξi. (1.3.15)

Elvectorimageny=Ax=η1e1+···+ηnen tieneporcoeficientesdeFourier

aηj=
∑n

i=1Ajiξi,obien,ennotacíonmatricial,






η1

...

ηn





 =







A11 ... A1n

...
...

An1 ... Ann













ξ1

...

ξn





 . (1.3.16)

Enconsecuencia,haciendousodelisomorfismoqueexisteentreelespaciocom-

plejo(real)En yelespacioCn (Rn),vemosquetodooperadorlinealApuedeser

representadoporuna matrizA den×n(operadorlinealsobreelespaciodelan-

uplas),cuyoselementosde matriz(relativosalabaseconsiderada)est́andados

porAij=(ei,Aej).

Inversamente,dadaunabaseortonormalenEn,todamatrizden×ndefineun

operadorlinealsobredichoespacio mediantelarelacíon(1.3.15).Enconsecuencia,

existeunacorrespondenciabiuńıvocaentreoperadoreslinealessobreEn ymatrices

den×n(operadoreslinealessobreelespaciodelan-uplas).

DosoperadoreslinealesAyBdefinidossobreunespacioeucĺıdeoEsoniguales

siAx=Bx, ∀x∈E.

Aligualqueconlasmatrices,esposibledefiniroperacionesdesumaymultipli-

cacíonporńumerosdeoperadoreslinealessobreunespacioeucĺıdeo.

Enefecto,seanA,B,C operadoreslinealessobreE,yλ,λ1,λ2 ńumeros;las

siguientesoperacionesdefinennuevosoperadoreslinealessobreE:

lasumaoadicíondedosoperadoreslineales,C=A+B,esunoperador

linealdefinidopor

Cx:=Ax+Bx, ∀x∈E; (1.3.17)



1.3.OPERADORESLINEALESSOBREESPACIOSEUCĹIDEOS 25

lamultiplicacíonoproducto deunoperadorlinealAporunńumeroλ

esunoperadorlinealdefinidopor

(λA)x:=λ(Ax), ∀x∈E; (1.3.18)

(mostrarenamboscasosqueeloperadorresultanteeslineal).

SiO eseloperadornulo,y−A=(−1)A,comoconsecuenciadelasoperaciones

linealesdefinidassobrevectoresseverificadeinmediatoque

A+B=B+A,

(A+B)+C=A+(B+C),

A+O=A,

A+(−A)=O,

1A=A,

λ1(λ2A)=(λ1λ2)A,

(λ1+λ2)A=λ1A+λ2A,

λ(A+B)=λA+λB.

Esto muestraqueelconjuntodetodoslosoperadoreslinealesdefinidossobreun

espacioeucĺıdeoEformanellosmismosunespaciovectorialsobreelmismocuerpo

queE.

Tambíenesposibleintroducirunproductoocomposicíondeoperadoreslinea-

les,quecorrespondealproductousualdematrices.SiA,Bsonoperadoreslineales

sobreE,lacomposicíonC=ABeseloperadorlinealdefinidopor

Cx=(AB)x:=A(Bx), ∀x∈E. (1.3.19)

Enefecto,elproductoABaśıdefinidoeslineal:

(AB)(αx+βy)=A(αBx+βBy)=α(AB)x+β(AB)y. (1.3.20)

Conestadefinicíontambíenseverificaque

A(BC)=(AB)C,

A(B+C)=AB+AC,

(A+B)C=AC+BC,

λ(AB)=(λA)B=A(λB),

IA=AI=A,

peroengeneral

AB≠BA.

Estoes,lacomposicíondeoperadoresesasociativa,distributivaynoconmutativa

(aligualqueelproductodematricescuadradas).
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Laasociatividaddelproductopermitedefinirpotenciaspositivasdeunoperador

lineal,

A1:=A, A2:=AA,..., An+1 :=AAn, etc. (1.3.21)

TambíensedefineA0:=I.DeestoresultaqueAnAm =An+m,∀n,m∈N∪{0}.

UnoperadorBquesatisfaceBA=IsediceinversoaizquierdadeA.Simi-

larmente,siCsatisfaceAC=IsediceinversoaderechadeA.

Estosinversosengeneralnoexisten(similarmentealoqueocurreenelcasode

las matricescuadradas). Unacondicíonnecesariaparalaexistenciadelinversoa

izquierdaesquesiAx0=0⇒ x0=0.Enefecto,B(Ax0)=B0=0=(BA)x0=

Ix0=x0.

Enelcasodeespaciosdedimensíonfinita,elproblemadehallareloperador

inversoaizquierdadeAsereducealdeinvertirla matrizA asociadaaloperador,

relativaaunabaseortonormaldelespacioeucĺıdeo.Esorequierequeeldeterminante

detA̸=0,encuyocasoelinversoaderechacoincideconelinversoaizquierda,y

ambossedenotanporA−1,operadorcorrespondientealamatrizinversaA−1.

Enelcasodeespacioseucĺıdeosdedimensíoninfinita,elproblemadelinverso

esḿasdelicado.Enparticular,laexistenciadeuninversoaizquierdanoimplicala

existenciadeuninversoaderecha.Dela misma manera,uninversoaizquierdano

necesariamentetieneasuvezuninversoaizquierda.Estoseilustraenelsiguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.23.Consideremoselespaciolinealformadoporelconjuntodelos

polinomiosentacoeficientesreales,enelintervalo[−a,a],

P2(−a,a)={P(t)=a0+a1t+a2t2+···+antn,n∈N,ak∈R}. (1.3.22)

ComosubespaciodelespaciodelasfuncionesrealesycontinuasCℜ
2(−a,a),setrata

deunespacioeucĺıdeo,quetienedimensíoninfinitacomoconsecuenciadequelas

potenciasdet,{tn,n=0,1,2,...}formanunconjuntolinealmenteindependiente.

Enesteespacio,eloperadorintegralA:P2(−a,a)→P2(−a,a)definidopor

AP(t):=

∫t

0

P(s)ds=a0t+a1
t2

2
+···+an

tn+1

n+1
, (1.3.23)

tieneporinversaaizquierdaaloperadordiferencialD :P2(−a,a)→ P2(−a,a)

definidopor

DP(t):=P′(t). (1.3.24)

Enefecto,

DAP(t)=
d

dt

∫t

0

P(s)ds=P(t). (1.3.25)
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Dehecho,D tieneinfinitasinversasaderecha,

D

∫t

t0

P(s)ds=P(t). (1.3.26)

PeroD notieneunainversaaizquierda,puestoque

DP(t)=0+a1+2a2t+···+nantn−1, ∀a0 (1.3.27)

(dichodeotromodo,D(a0t0)=0,∀a0≠0).

1.4. Sistemasdevectoresortogonales

Teorema1.3.Seax1,x2,...,xk,...unasecuencia(finitaoinfinita)devectores

deunespacioeucĺıdeoE,yseaL(x1,...,xk)lavariedadlinealgeneradaporlosk

primerosvectoresdelasecuencia.Entonces,siempreexisteunsistemadevectores

y1,y2,...,yk,...talesque,∀k,





L(y1,...,yk)=L(x1,...,xk),

yk+1 ⊥L(y1,...,yk).

(1.4.1)

Esteresultadopuededemostrarseporinduccíoncompleta.Enefecto,suponga-

mosquehansidoconstruidoslosprimerosvectoresy1,y2,...,ykconesaspropieda-

des.Enparticular,parak=1bastacontomary1=x1(six1≠0).

Paraundadok,lavariedadlinealL(y1,...,yk)esunsubespaciodedimensíon

finitadeE,de modoqueelvectorxk+1 puedeescribirsecomolasumaxk+1 =

uk+1 +vk+1,dondeuk+1 ∈L(y1,...,yk)yvk+1 ⊥L(y1,...,yk)(verLema1.3).En

consecuencia,tomandoyk+1 =vk+1 sesatisfacelasegundacondicíon.

Porotraparte,porhiṕotesisL(y1,...,yk)=L(x1,...,xk),mientrasquexk+1 =

yk+1 +uk+1.Porlotanto,L(x1,...,xk,xk+1)⊂L(y1,...,yk,yk+1).

Similarmente,dadoqueuk+1 ∈L(x1,...,xk)yyk+1 = xk+1 −uk+1,entonces

L(y1,...,yk,yk+1)⊂L(x1,...,xk,xk+1).

Finalmente,siyk = 0paraalǵunk,esosignificaquexk noeslinealmentein-

dependientedelosvectores{x1,...,xk−1}ypuedeserdescartadodelasecuencia

original.Adeḿas,losvectoresyk≠0puedensernormalizadosdemododeobtener

unasecuenciaortonormal.

Ejemplo1.24.Consideremoslasecuenciadefuncioneslinealmenteindependien-

tes{x0(t)=1,x1(t)=t,...,xk(t)=tk,...}⊂C2(−1,1).Enestecaso,L(x0,...,xk)
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eselsubespaciodepolinomiosP(t)degrado≤ k,ylasfuncionesortogonales

yk(t)=Pk(t)queseobtienensonlospolinomiosdeLegendre6,

P0(t)=y0(t)=x0(t)=1,

P1(t)=y1(t)=x1(t)−
(y0,x1)

(y0,y0)
y0(t)=t,

P2(t)=y2(t)=x2(t)−
(y0,x2)

(y0,y0)
y0(t)−

(y1,x2)

(y1,y1)
y1(t)=t2−

1

3
,

...

Pk(t)=yk(t)=xk(t)−
(y0,xk)

(y0,y0)
y0(t)−···−

(yk−1,xk)

(yk−1,yk−1)
yk−1(t).

(1.4.2)

1.5. Operadoresacotados

Dadounoperadorlinealsobreunespacioeucĺıdeo, A :E → E,sedefinesu

norma,∥A∥,comola ḿınimacotasuperiorosupremodelafuncional∥Ax∥

tomadasobreelconjuntodevectoresdelongitud1(vectoresunitarios)deese

espacio,

∥A∥:=sup{x∈E |∥x∥=1}∥Ax∥. (1.5.1)

Si∥A∥<∞,eloperadorAsediceacotado.

Todovectorunitariox0∈Eparaelcualesacotaesalcanzadasedicevector

ḿaximo deA.

Ejemplo1.25.Eloperadoridentidad,I,tienenorma∥I∥=1,

∥I∥=sup{∥x∥=1}∥Ix∥=sup{∥x∥=1}∥x∥=1, (1.5.2)

ytodovectorunitarioesunvectorḿaximodeI.

Ejemplo1.26.Consideremosunoperadordiagonalenunespaciodedimensíon

finitan,Aei= λiei,yseaλmax elautovalorde ḿaximo ḿodulo,|λi| ≤|λmax|,

6Adrien-MarieLegendre(1752-1833).
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parai=1,...,n,correspondientealvectorunitarioemax delabaseortonormal

considerada.Entonces,

∥A∥2=sup{∥x∥=1}∥Ax∥2=

=sup{|ξ1|2+···+|ξn|2=1}

n∑

i=1

|λi|
2|ξi|

2≤|λmax|2.

(1.5.3)

Porotraparte,∥Aemax ∥=|λmax|.Porlotanto,∥A∥=|λmax|yemax esunvector

ḿaximodeA.

Ejemplo1.27.EloperadornuloO tienenormanula,

∥O∥=sup{∥x∥=1}∥0∥=0. (1.5.4)

Inversamente,siAtienenormanulay∥x∥=1,

∥A∥=0⇒ 0≤∥Ax∥≤0⇒ Ax=0,∀x∈E. (1.5.5)

Porlotanto,∥A∥=0 ⇔ A=O.

Lema1.4.Enunespacioeucĺıdeodedimensíonfinita,todooperadorlinealre-

sultaacotadoytieneunvectorḿaximo.

Enefecto,consideremoselcasodeunespaciorealdedimensíonfinitan,En,

dondeunvectorgeńericotieneeldesarrollox= ξ1e1+···+ξnen,conξi∈R,

respectodeciertabaseortonormal.Lafuncional

F(x):=∥Ax∥2≥0 (1.5.6)

sereducea(verec.(1.3.15))

F(x)=

n∑

k=1

(Aklξl)
2=f(ξ1,...,ξn)∈R, (1.5.7)

dondef(ξ1,...,ξn)esunafuncíoncuadŕaticadenvariablesreales7.Estaesuna

funcíoncontinuaquedebeseranalizadaenlaesferaderadio1deEn,dondeξ2
1+

···+ξ2
n=1,loquecorrespondeaunaregíonacotadaycerradadeRn.

Ahorabien,todafuncíoncontinuaenunaregíonacotadaycerradade Rn

est́aacotada,ycomotodoconjuntoacotadodeńumerosrealestieneunsupremo,

entoncesexiste∥A∥≥0talqueF(x)≤∥A∥2.

7Elcasodeunespaciocomplejodedimensíonnesenteramentesimilar,resultandof(ξ)una

funcíonreal,cuadŕaticaen2nvariablesreales.
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Porotraparte,todafuncíoncontinuaf(ξ1,...,ξn)enunaregíonacotaday

cerradaalcanzaunvalorḿaximo(quenaturalmentecoincideconsusupremo).Su-

pongamosqueelloocurreenunpuntodecoordenadasξ0
1,...,ξ0n.EsepuntodeRn

defineunvectorunitariox0=ξ0
1e1+···+ξ0

nen∈En paraelcuales

∥Ax0∥2=f(ξ0
1,...,ξ0n)=∥A∥2 (1.5.8)

y,enconsecuencia,esunḿaximodeA.

Adiferenciadeloqueocurreendimensíonfinita,enelcasodeespaciosde

dimensíoninfinitalosoperadorespuedensernoacotados(denormanofinita)o,

síendolo,puedennotenerunvectorḿaximo.

Ejemplo 1.28.Consideremoseloperadordiferencialdelaec.(1.3.10)yuna

funcíondelaformaeλt∈C2(a,b),entonces

∥Deλt∥=∥
(
eλt

)′
∥=∥λeλt∥=|λ|∥eλt∥, (1.5.9)

dondeλ∈C.Enconsecuencia,∥Dx(t)∥noest́aacotadosobrelaesferaderadio

1delsubespaciodefuncionesdiferenciablesdeC2(a,b).

SeaAunoperadorlinealacotadosobreEyx∈Eunvectornonulo.Entonces

y=x/∥x∥esunvectorunitario,demodoque

A
x

∥x∥
=

1

∥x∥
∥Ax∥≤∥A∥ ⇒∥Ax∥≤∥A∥∥x∥. (1.5.10)

Porotraparte,six=0,∥Ax∥=0=∥A∥∥x∥.Enconsecuencia,tenemosel

siguiente

Lema1.5.SiAesunoperadorlinealacotadosobreunespacioeucĺıdeoE,

∥Ax∥≤∥A∥∥x∥,∀x∈E. (1.5.11)

Equivalentemente,lanormadeunoperadoracotadoAtambíenpuededefinirse

como

M :=sup{x,yunitarios}|(y,Ax)|. (1.5.12)

Enefecto,paratodopardevectoresunitariosx,y∈Etenemos

|(y,Ax)| ≤∥y∥∥Ax∥≤∥A∥∥x∥=∥A∥, (1.5.13)
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dondehemosempleadolapropiedad(1.5.11).Entonces,M ≤∥A∥.Porotraparte,

∀xunitariotalqueAx≠0,ycony=∥Ax∥−1Ax(tambíenunitarioyparalelo

aAx),resulta

|(y,Ax)|=∥y∥∥Ax∥=∥Ax∥≤M, (1.5.14)

demodoquesup{∥x∥=1}∥Ax∥=∥A∥≤M.Porlotanto,M =∥A∥.

SeanA,BoperadoreslinealesacotadossobreunespacioeucĺıdeoE.Susumaes

tambíenunoperadoracotado,

∥A+B∥≤∥A∥+∥B∥, (1.5.15)

comoconsecuenciadeladesigualdadtriangularparalanormadelosvectoresenE,

∥(A+B)x∥≤∥Ax∥+∥Bx∥,∀x∈E. (1.5.16)

EstosignificaqueelconjuntodelosoperadoreslinealesacotadossobreEconstituye

unsubespaciodelespaciovectorialdelosoperadoreslineales.

Adeḿas,lanormadeoperadoresacotadossatisfacelassiguientespropiedades:

∥A∥≥0 y ∥A∥=0⇔A=O,

∥λA∥=|λ|∥A∥,∀λ∈C.

(1.5.17)

Lasecs.(1.5.15)y(1.5.17)muestranquelosoperadoreslinealesacotadossobre

unespacioeucĺıdeoformanunespaciodeBanach8oespacionormado9.

Porotraparte,

∥AB∥≤∥A∥∥B∥, (1.5.19)

dadoque

∥(AB)x∥≤∥A∥∥Bx∥≤∥A∥∥B∥∥x∥,∀x∈E. (1.5.20)

8StefanBanach(1892-1945).
9UnespaciodeBanachFesunespaciolinealquetienedefinidaunanormaque,∀ψ,ϕ∈F,

satisfacelassiguientespropiedades:





∥ψ∥≥0 y ∥ψ∥=0⇔ψ=0(elementoneutrodeF),

∥λψ∥=|λ|∥ψ∥,∀λ∈C,

∥ψ+ϕ∥≤∥ψ∥+∥ϕ∥.

(1.5.18)

UnespacioeucĺıdeoesautoḿaticamenteunespaciodeBanach,dadoqueelproductoescalar

permitedefinirunanormaconesaspropiedades.
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1.6. Eloperadoradjunto

Sẽnalemosprimeroquedosoperadoresacotadosquetienenlosmismoselementos

dematrizsoniguales.Enefecto,si

(x,Ay)=(x,By), ∀x,y∈E (1.6.1)

entonces(A−B)yesortogonaltodox∈E,enparticular,ortogonalaśımismo.En

unespacioEucĺıdeo,elaxiomadepositividadimplicaque(A−B)y=0,cualquiera

queseay∈E.PorlotantoA−B=O⇒ A=B.

DadounoperadorlinealacotadoA,definidosobretodounespacioeucĺıdeoE,

A:E→ E,sedefinesuoperadoradjunto,A†,comoaqueloperadorquesatisface

(
y,A†x

)
=(Ay,x)=(x,Ay)∗,∀x,y∈E. (1.6.2)

Enelcasodeunespacioeucĺıdeodedimensíonfinita,generadoporlabaseorto-

normal{e1,...,en},lamatrizasociadaaloperadoradjunto,A′,tieneporelementos

dematriza

(A′)ij=
(
ei,A†ej

)
=(Aei,ej)=(ej,Aei)

∗=(A)∗
ji=

(
A†

)
ij

. (1.6.3)

Esdecir,la matrizasociadaaloperadoradjuntoA†eslamatrizadjunta (tras-

puestayconjugada)deaquellaasociadaaloperadorA:A′=A†=(At)
∗
.

SiA esunoperadoracotado,lanormadeloperadoradjuntocoincideconla

normadeA.Enefecto,

∥A†∥=sup{x,yunitarios}

(
x,A†y

)
=sup{x,yunitarios}|(y,Ax)∗|=∥A∥. (1.6.4)

Six0(unitario)esunvectorḿaximodeA≠O (esdecir,∥Ax0∥=∥A∥>0),

entoncesy0=Ax0/∥A∥(tambíenunitario)esunvectorḿaximodeA†.Enefecto,

∥A∥2=∥Ax0∥2=
(
x0,A†Ax0

)
≤∥x0∥∥A†Ax0∥≤

≤∥A†∥∥Ax0∥=∥A†∥∥A∥=∥A∥2⇒

⇒∥ A†y0∥=∥A†∥.

(1.6.5)

UnoperadoracotadoAdefinidosobreunespacioeucĺıdeoEsedicesiḿetrico

si

(Ax,y)=(x,Ay),∀x,y∈E. (1.6.6)
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Dadoque,enesascondiciones,

(x,Ay)=(Ax,y)=(x,A†y),∀x,y∈E, (1.6.7)

unoperadorsiḿetricoacotadocoincideconsuadjunto,A†=A.

Unoperadorquecoincideconsuadjuntosediceautoadjunto.10

Loselementosde matrizdeunoperadorsiḿetricoAenunespacioeucĺıdeode

dimensíonfinita,generadoporlabaseortonormal{e1,...,en},satisfacen

(Aei,ej)=(ej,Aei)
∗=A∗

ji=(ei,Aej)=Aij. (1.6.8)

Enconsecuencia,lamatrizasociadaaAesautoadjunta(coincideconsutraspuesta

conjugada),A†=A.

1.7. Subespaciosinvariantes. Autovectoresyautovalores

Unsubespaciodeunespacioeucĺıdeo,E′⊂ E,sediceinvariantefrenteala

accíondeloperadorA:E→ Esi

∀x∈E′, Ax∈E′. (1.7.1)

Ejemplo1.29.LossubespaciostrivialesEy{0}soninvariantesfrenteala

accíondetodooperadorlinealsobreE.

Ejemplo 1.30.Todosubespaciode E esinvariantefrentealaaccíondelos

operadoresO yI.

Ejemplo1.31.EloperadordeproyeccíonPsobreunsubespaciodedimensíon

finitaEn ⊂ E(definidoenlaec.(1.3.3))dejainvariantealsubespacioEn yasu

complementoortogonalE⊥
n.Enefecto,

Pu=u∈En,∀u∈En, Pv=0∈E⊥
n,∀v⊥En. (1.7.2)

Ejemplo 1.32.Eloperadordiagonaldelaec.(1.3.6)dejainvarianteelsubes-

paciogeneradoporcualquiersubconjuntodevectoresdelabase.

Ejemplo 1.33.Eloperadorde multiplicacíondelaec.(1.3.8),definidosobre

C2(a,b)comoAx(t)=φ(t)x(t),conφ(t)continua,dejainvarianteelsubespaciode

lasfuncionescontinuasen[a,b]queseanulanid́enticamenteenelintervalo∆⊂[a,b].

10Ladiferenciaentrelost́erminossiḿetricoyautoadjuntosepondŕaenevidenciaḿasadelante,

alconsideraroperadoresnoacotados.
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Ejemplo1.34.Elconjuntodelascombinacioneslinealesdelasfuncionescosty

sint,

L{cost,sint}⊂C2(−π,π),esunsubespacioinvariantefrentealaaccíondelopera-

dordiferencialDx(t)=x′(t).

LossubespaciosunidimensionalesinvariantesrespectodeunoperadorlinealA

jueganunpapelespecial.Todovectornonulodeesasdireccionesinvarianteses

unautovectordeA.

Dadounautovectorx∈E,Axesnecesariamentecolinealconx,

Ax=λx,paraunciertoλ∈C. (1.7.3)

Todootrovectorydeesadireccíoninvarianteestambíencolinealconxypuede

escribirsecomoy= cx,conc∈ C.Entonces,Ay = A(cx) =cAx= λy,de

modoqueelńumero λ,llamadoautovalordeAcorrespondientealautovectorx,

esindependientedelvectornonuloseleccionado,siendounacaracteŕısticadeese

subespaciounidimensionalinvariante.

Ejemplo 1.35.Todovectornonulox∈Eesunautovectordelosoperadores

O eI,

Ox=0x, Ix=1x. (1.7.4)

Ejemplo1.36.Paraeloperadordeproyeccíontenemos

Pu=1u,∀u∈En, Pv=0v,∀v⊥En. (1.7.5)

Ejemplo1.37.Eloperadordemultiplicacíonporunafuncíonφ(t)realmońoto-

nanotieneautovectores.

Enefecto,consideremoslaecuacíondeautovalores

Ax(t)=φ(t)x(t)=λx(t). (1.7.6)

Six(t)∈C2(a,b)esnonulaenunpuntot= t0,entoncesesnonulaentodoun

entornodedichopunto ∆⊂ (a,b).Enconsecuencia,∀t∈∆debeser φ(t) =λ,

ecuacíonquenotienesolucíonparaλsiφ(t)es mońotonacrecienteodecreciente.

Porlotanto,noexisteningunafuncíoncontinuax(t),noid́enticamentenula,que

satisfagalaec.(1.7.6).
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Ejemplo 1.38.ParaeloperadordiferencialDx(t) =x′(t),definidosobreel

subespaciodelasfuncionesdiferenciablesen(a,b),laecuacíondeautovalorestiene

solucíon∀λ∈C:

x′(t)=λx(t)⇒ x(t)∼eλt. (1.7.7)

Si−∞ <a <b < ∞,tenemosque∥eλt ∥< ∞,yeseesunvectordelespacio

∀λ∈C.

Enconsecuencia,esteoperadortieneunconjuntoinfinitodeautovectorescorres-

pondientesaautovaloresdiferentes.

1.8. Propiedadesdelosautovectores

Teorema 1.4.Losautovectoresx1,x2,...,xm,...deunoperadorlinealA,co-

rrespondientesaautovaloresdistintosλ1,λ2,...,λm,...,sonlinealmenteindepen-

dientes.

Lapruebasehaceinductivamente,porreduccíonalabsurdo.Supongamosque

losm−1primerosautovectoressonlinealmenteindependientes,peroquepodemos

formarunacombinacíonlinealnulaconlosm primerosautovectores,

c1x1+c2x2+···+cm−1xm−1+cm xm =0, (1.8.1)

connotodosloscoeficientesck nulos.Aplicandoeloperador(A−λm I)aambos

miembrosdeestaecuacíonobtenemos

(λ1−λm)c1x1+(λ2−λm)c2x2+···+(λm−1−λm)cm−1xm−1+0xm =0,(1.8.2)

loquerequierequeck=0parak=1,2,...,m−1.Peroentonces,de(1.8.1)resulta

quecm xm =0,encontradiccíonconlahiṕotesis.

Deaqúıresulta,enparticular,queunoperadorlinealdefinidosobreunespacio

dedimensíonfinitannopuedetener ḿasdenautovectorescorrespondientesa

autovaloresdistintos.

Teorema 1.5.LosautovectoresdeunoperadorlinealAcorrespondientesaun

mismoautovalor λconformanunsubespaciolinealEλ⊂E.

Enefecto,si

Ax1=λx1, Ax2=λx2 ⇒ A(c1x1+c2x2)=λ(c1x1+c2x2). (1.8.3)

Eλesllamadosubespaciocaracteŕısticocorrespondientealautovalorλ.

Enelcasodeoperadoressiḿetricos,tambíenvalenlossiguientesresultados.
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Teorema 1.6.LosautovaloresdeunoperadorlinealsiḿetricoAsonreales.

Enefecto,supongamosqueAx=λx;entonces

λ∥x∥2=(x,Ax)=(Ax,x)=λ∗∥x∥2⇒ λ∗=λ. (1.8.4)

Teorema1.7.LosautovectoresdeunoperadorlinealsiḿetricoAcorrespondien-

tesaautovaloresdiferentessonortogonalesentreśı.

SupongamosqueAx=λxyAy=µy,conλ̸=µ.Entonces,

(λ−µ)(y,x)=(y,Ax)−(Ay,x)=0⇒ (y,x)=0. (1.8.5)

Porlotanto,x⊥ysiλ̸=µ.

Teorema1.8.SeaE′unsubespacioinvariantefrentealaaccíondeunoperador

linealsiḿetricoA,definidosobreunespacioeucĺıdeoE.Entonces,elcomplemento

ortogonaldeE′,E′′,estambíenunsubespacioinvariantefrenteaA.

Enefecto,porhiṕotesistenemosqueAx′∈E′,∀x′∈E′.Entonces,∀x′∈E′y

∀x′′∈E′′,

(x′′,Ax′)=0⇒ (Ax′′,x′)=0, (1.8.6)

dadoqueAessiḿetrico.Porlotanto,Ax′′⊥E′,∀x′′∈E′′.

Lossiguientesresultadosestablecencondicionessuficientesparalaexistenciade

autovectoresdeoperadoressiḿetricosacotadosdefinidossobreespacioseucĺıdeosde

cualquierdimensíon.

Lema1.6.SeaAunoperadorsiḿetricoyeunvectorunitario.Entonces,

∥Ae∥2≤∥A2e∥, (1.8.7)

dondevalelaigualdadśolosieesunautovectordeA2conautovalorλ=∥Ae∥2.

Enefecto,deladesigualdaddeCauchy-Schwarzobtenemos

∥Ae∥2=(Ae,Ae)=(e,A2e)≤∥e∥∥A2e∥=∥A2e∥, (1.8.8)

dondeladesigualdadsereduceaunaigualdadúnicamentecuandoambosvectores

enelproductoescalarsoncolineales,esdecir,si

A2e=λe. (1.8.9)

Enesecaso,(e,A2e)=λ=∥Ae∥2.
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Lema1.7.Sie0esunvector(unitario) ḿaximodeunoperadorsiḿetricoaco-

tadoA,entoncese0esunautovectordeA2correspondientealautovalorλ=∥A∥2.

Sie0esunvectorḿaximodeA,entonces∥Ae0∥=∥A∥.

DelLemaanterior,ydelhechodequeAesacotado,podemosescribirque

∥A∥2=∥Ae0∥2≤∥A2e0∥≤∥A∥∥Ae0∥=∥A∥2, (1.8.10)

demodoquelasdesigualdadesen(1.8.10)sereducenaigualdades.

PorelLema1.6,sabemosentoncesquee0esunautovectordeA2conautovalor

λ=∥Ae0∥2,

A2e0=λe0, λ=∥Ae0∥2=∥A∥2 . (1.8.11)

Lema1.8.SieloperadorsiḿetricoacotadoAtieneunvector ḿaximoe0,en-

toncesAtambíentieneunautovectorconautovalorµ=∥A∥oµ=−∥A∥.

DelLemaanteriorsabemosque

A2e0=∥A∥2e0 ⇒
(
A−∥A∥I

)(
A+∥A∥I

)
e0=0. (1.8.12)

Seax0=
(
A+∥A∥I

)
e0.Tenemosdosposibilidades,

x0=0 ⇒ Ae0=−∥A∥e0, (1.8.13)

obien

x0≠0 ⇒ Ax0=∥A∥x0. (1.8.14)

Encualquiercaso,existeunvectore̸=0talqueAe=µe,con|µ|=∥A∥.

Dehecho,yahemosvistoqueenunespacioeucĺıdeodedimensíonfinitatodo

operadorlinealesacotadoytieneunvector ḿaximo(verLema1.4).Enesecaso

puedeestablecerseelsiguienteteorema.

Teorema1.9.TodooperadorsiḿetricoA,definidosobreunespacioeucĺıdeoEn

dedimensíonfinitan,tienenautovectoresortogonalesentreśı.

Enefecto,porelLema1.4sabemosqueexisteenEn unvectorunitarioque

esun ḿaximodeA.Y,siendoAsiḿetrico,porelLema1.8sabemosqueentonces

tieneunautovectore1 correspondienteaunautovalorλ1,Ae1 = λ1e1,talque

|λ1|=M1=∥A∥.

Ahorabien,elsubespaciogeneradopore1,L{e1},esinvariantefrentealaaccíon

deA.Porlotanto(ver Teorema1.8),tambíenloessucomplementoortogonal,

En−1=(L{e1})⊥,

A:En−1→ En−1. (1.8.15)
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EstopermiteconsiderarlaaccíondeloperadorArestringidaalsubespacioEn−1,

dedimensíonn−1,dondetambíendefineunoperadorsiḿetricoyacotado.Su

”norma.enestesubespacio,

M2:=sup{x∈En−1,unitario}∥Ax∥≤sup{x∈En,unitario}∥Ax∥=M1, (1.8.16)

nosuperaalanormadeAenelespaciocompleto.

ElmismoargumentoqueantespermiteconcluirqueexisteenEn−1unsegundo

autovectordeA,e2(ortogonalae1porconstruccíon),Ae2=λ2e2,correspondiente

aunautovalorcuyovalorabsolutonosuperaaM1,|λ2|=M2≤|λ1|=M1.

Siahoraconsideramoselsubespaciolinealgeneradoporesosdosautovectores,

L{e1,e2},vemosqueesinvariante,aligualquesucomplementoortogonalEn−2=

(L{e1,e2})⊥,dedimensíonn−2.Podemosrepetirlaconstruccíonanteriorpara

obteneruntercerautovectordeA,ortogonalalosdosanteriores,correspondientea

unautovalorcuyovalorabsolutonosuperaaM2.

Esteprocesopuederepetirsehastaobtenern(ḿaximońumerodevectoreslineal-

menteindependientesenunespaciodedimensíonn)autovectoresdeAortogonales

entreśı,ordenadosde modoqueelvalorabsolutodesusautovaloresformeuna

secuencianocreciente:

Aek=λkek,k=1,2,...,n,

conei⊥ej,parai̸=j,y∥A∥=|λ1|≥|λ2|≥···≥|λn|.

(1.8.17)

Corolario 1.9.1.TodooperadorsiḿetricoAdefinidosobreunespacioeucĺıdeo

dedimensíonfinitanesdiagonal,esdecir,existeunabaseortonormaldelespacio

formadaporautovectoresdeA.

Ńotesequela matrizasociadaa A referidaadichabaseesdiagonal,Aij =

(ei,Aej)=λiδij.

ElpolinomiocaracteŕısticodeA,P(λ) =det(A−λ),śolopuedetenerráıces

reales.Todaráızde multiplicidad1<r ≤ ncorrespondearautovectoresdege-

nerados(linealmenteindependientesycorrespondientesal mismoautovalor)del

operadorA.

Adiferenciadeloqueocurreenespaciosdedimensíonfinita,unoperadorsiḿetri-

coenunespaciodedimensíoninfinitapuedeonotenerautovectores,comolomues-

tranlossiguientesejemplos.
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Ejemplo 1.39.Yahemosvistoqueeloperador A de multiplicacíonporuna

funcíonreal,continuay mońotonaφ(t)notieneautovectores(verec.(1.7.6)).No

obstante,setratadeunoperadoracotadoysiḿetricoenC2(a,b).Enefecto,

∥Ax∥2=

∫b

a

φ2(t)|x(t)|2dt≤M2

∫b

a

|x(t)|2dt, (1.8.18)

si|φ(t)|≤M parat∈[a,b].Porlotanto,∥A∥≤M.Porotraparte,∀x,y∈C2(a,b)

tenemos

(y,Ax)=
∫b

a
y(t)∗

(
φ(t)x(t)

)
dt=

=
∫b

a

(
φ(t)y(t)

)∗

x(t)dt=(Ay,x).

(1.8.19)

Enconsecuencia,esteoperadornotieneunvectorḿaximo.

ElLema1.8establececomocondicíonsuficienteparalaexistenciadeautovec-

toresdeunoperadorsiḿetricoquéesteseaacotadoytengaunvector ḿaximo.Si

bienestaúltimacondicíonsesatisfaceautoḿaticamenteenelcasodedimensíon

finita,esteejemplomuestraqueellanopuederelajarseenelcasodeoperadoresen

espaciosdedimensíoninfinita.

Ejemplo 1.40.EloperadorintegraldeFredholm,definidoenlaec.(1.3.9),es

siḿetricosisuńucleoK(t,s)(continuoenambasvariables)esunafuncíonHerḿıti-

ca,K(s,t)=K(t,s)∗.Enefecto,

(y,Ax)=
∫b

a
y(t)∗

∫b

a
K(t,s)x(s)dsdt=

=
∫b

a

(∫b

a
K(s,t)y(t)dt

)∗

x(s)ds=(Ay,x).

(1.8.20)

Veremos ḿasadelantequeesteoperadoresacotado,tieneunvector ḿaximoyun

conjuntoinfinitodeautovectoreslinealmenteindependientes.

Ejemplo1.41.EloperadordeSturm-Liouville11esunoperadordiferencialde

segundoordendefinidosobreunsubespacioD(L)⊂C2(a,b),quecontienefunciones

conderivadassegundascontinuas,demodoque

z(t)=Lx(t):=
(
p(t)x′(t)

)′

+q(t)x(t)∈C2(a,b), (1.8.21)

∀x(t)∈D(L),dondep(t),p′(t)yq(t)sonfuncionesrealesycontinuas.

11JacquesCharlesFraņcoisSturm(1803-1855).JosephLiouville(1809-1882).
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Est́aclaroqueLesunoperadorlineal.SiLesadeḿassiḿetricoensudominio

dedefinicíonD(L),ladiferencia

(y,Lx)−(Ly,x)=

=

∫b

a

{

y(t)∗

[(
p(t)x′(t)

)′

+q(t)x(t)

]

−

−

[(
p(t)y′(t)

)′

+q(t)y(t)

]∗

x(t)

}

dt=

=

∫b

a

[
p(t)

(
y(t)∗x′(t)−y′(t)∗x(t)

)]′

dt=

=p(b)
[
y(b)∗x′(b)−y′(b)∗x(b)

]
−p(a)

[
y(a)∗x′(a)−y′(a)∗x(a)

]

(1.8.22)

hadesernula∀x,y∈D(L).

Paraunafuncíonp(t)arbitraria(apartedesercontinuaenelintervalocerrado

[a,b])debegarantizarsequelacontribucíondecadaĺımitedeintegracíonseanu-

laimponiendocondicionesdecontornolocales(esdecir,condicionesencada

extremodeeseintervalo)alasfuncionesenD(L).

Consideremos,porejemplo,lacontribucíondelĺımiteinferior.Unaposibilidad

esrequerirsimplementequex(a)=0paratodax(t)∈D(L).Perosupongamosque

esenoseaelcaso,ytomemosdosfuncionesenD(L)quenoseanulenena;entonces

podemosescribir
x′(a)

x(a)
=

(
y′(a)

y(a)

)∗

. (1.8.23)

Enparticular,sitomamosy=xvemosqueesecocientedebeserrealeindependiente

delafuncíonconsiderada,

x′(a)=cx(a),c∈R,∀x∈D(L)|x(a)̸=0. (1.8.24)

Finalmente,six(t)satisfaceesacondicíon,entoncestodaotrafuncíony(t)∈

D(L)debesatisfacerque

y(a)∗x′(a)−y′(a)∗x(a)=
(
y(a)c−y′(a)

)∗

x(a)=0⇒

⇒ y′(a)=cy(a).

(1.8.25)

Porlotanto,elcasoḿasgeneraldecondicíondecontornolocalent=acorres-

pondearequerirdelasfuncionesenD(L)que

αx′(a)+βx(a)=0,conα,β∈R|α2+β2≠0. (1.8.26)
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Enparticular,α=0⇒ x(a)=0.

Similarmente,lacondicíondecontornolocal ḿasgeneralent= bseexpresa

como

γx′(b)+δx(b)=0,conγ,δ∈R|γ2+δ2≠0. (1.8.27)

Conlasfuncionesensudominiodedefinicíonsujetasaestascondiciones,el

operadorLresultasiḿetrico.Comolascondicionesdecontornosonhomoǵeneas,el

conjuntoD(L)esunsubespaciolinealdeC2(a,b).

Porotraparte,delaec.(1.8.22)tambíensededucequesip(t)seanulaenun

extremodelintervalo[a,b],noesnecesarioimponeralasfuncionescondicionesde

contornoenesepuntoparaqueLresultesiḿetrico.

Ḿasadelanteveremosqueesteoperadortieneunconjuntoinfinitodeautovec-

toreslinealmenteindependientes,noobstantesernoacotado.Esteejemplomuestra

quelascondicionesdelLema1.8paralaexistenciadeautovectoresdeoperadores

siḿetricossonsuficientesperononecesarias.

Ejemplo 1.42.UncasoparticulardeoperadordeSturm-Liouvilleconesas

propiedadesseobtienecuandolafuncíonp(t)tomaelmismovalorenlosextremos

delintervalo[a,b],p(b)=p(a).EnesecasoLtambíenresultasiḿetricosiseimponen

condicionesdecontornoperíodicasoantiperíodicasalasfunciones(reales)ensu

dominiodedefinicíon,

x(b)=±x(a),x′(b)=±x′(a), (1.8.28)

comopuedecomprobarsef́acilmentede(1.8.22).

Ḿasgeneralmente,enunespaciodefuncionesavalorescomplejos Lresulta

siḿetricosiseimponenlascondicionesx(b)=eiαx(a)yx′(b)=eiαx′(a)conα∈R.

1.9. Distanciayĺımiteenespacioseucĺıdeos

EnunespacioeucĺıdeoEsedefineladistanciaentredosvectoresx,y∈Ecomo

lanormadesudiferencia,

ρ(x,y):=∥x−y∥. (1.9.1)

DelaspropiedadesdelanormaenEresultaque12,∀x,y,z∈E,

12Un espacio ḿetricoconsisteenunconjuntodepuntosx,y,z,... entreloscualeshay

definidaunadistanciaρ(x,y)quesatisfacelossiguientesaxiomas:

ρ(x,y)=ρ(y,x),

ρ(y,x)>0paratodox̸=y,yρ(x,x)=0paratodox,
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ρ(x,y)=ρ(y,x)(simetŕıa),

ρ(y,x)≥0yρ(x,y)=0⇔ x=y(positividad),

ρ(x,z)≤ρ(x,y)+ρ(y,z)(desigualdadtriangular).

Diremosqueunasecuenciadevectores{x1,x2,...,xk,...} ⊂Econvergeal

vectorx∈Esi

ĺım
k→∞

ρ(xk,x)=0, (1.9.2)

loquetambíenseindicaporxk→ x.Estosignificaque,∀ε>0,∃N(ε)∈Ntalque

sik>N(ε)entoncesρ(xk,x)=∥xk−x∥<ε.

Enesecaso,elvectorxesllamadoĺımitedelasecuencia.

Teorema1.10.Siexisteelĺımitedeunasecuencia,entonceseseĺımiteeśunico.

Enefecto,supongamosqueexistendosvectoresxeyquesonelĺımitedela

secuencia,xk → xyxk → y.Entonces,∀ε >0tenemosqueρ(xk,x)<ε/2y

ρ(xk,y)<ε/2sikessuficientementegrande.Enconsecuencia,deladesigualdad

triangularresultaque

0≤ρ(x,y)≤ρ(x,xk)+ρ(xk,y)<ε. (1.9.3)

Esdecir,ρ(x,y)es menorquecualquierńumeropositivo.Porlotantoρ(x,y)=∥

x−y∥=0 ⇒ x=y.

Ejemplo1.43.Consideremosunasecuenciaconvergenteenunespacioeucĺıdeo

dedimensíonfinitan,generadoporlabaseortonormal{e1,...,en}.Entonces,los

vectoresdelasecuenciaconvergentepuedenescribirsecomo{xk = ξ
(1)
k e1+···+

ξ
(n)
k en,k=1,2,...},ytienencomoĺımitealvectorx=ξ(1)e1+···+ξ(n)en si

ρ(xk,x)2=
(
ξ

(1)
k −ξ(1)

)
e1+···+

(
ξ

(n)
k −ξ(n)

)
en

2

=

=

n∑

i=1

ξ
(i)
k −ξ(i)

2

→ 0cuandok→ ∞ .

(1.9.4)

Siendounasumadet́erminosnonegativos,estoexigequecadat́erminotiendaa

cero,esdecir,

ĺım
k→∞

ξ
(i)
k =ξ(i),i=1,2,...,n. (1.9.5)

ρ(x,z)≤ρ(x,y)+ρ(y,z).

DelaspropiedadesdelanormaresultaquetodoespaciodeBanach(y,porconsiguiente,todo

espacioeucĺıdeo)esunespacio ḿetrico.
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Porlotanto,laconvergenciadeunasecuenciadevectoresenunespacioeucĺıdeo

dedimensíonfinitaequivalealaconvergenciadecadaunadelassecuenciasnuḿeri-

casformadasporloscoeficientesdeFourierdelosvectoresreferidosaunsistema

ortonormalycompletoeneseespacio.

Ejemplo 1.44.EnelespacioC2(a,b),laconvergenciadelasecuenciaxk(t)→

x(t)significaque

ρ(xk,x)2=∥xk−x∥2=

∫b

a

|xk(t)−x(t)|2dt→ 0 (1.9.6)

cuandok→ ∞.Enconsecuencia,setratadeunaconvergenciaen media.

Recordemosqueunasecuenciadefuncionescontinuas{xk(t),k=1,2...}con-

vergeuniformementealafuncíon(continua)x(t)enelintervalo[a,b]si

ĺım
k→∞

{
sup{a≤t≤b}|xk(t)−x(t)|

}
=0. (1.9.7)

Lema1.9.Todasecuenciauniformementeconvergenteenunintervalodelon-

gitudfinita,b−a<∞,estambíenconvergenteenmedia.

Enefecto,dadoε>0,|xk(t)−x(t)|2<ε∀t,sikessuficientementegrande,de

modoque
∫b

a

|xk(t)−x(t)|2dt<ε(b−a). (1.9.8)

Enesascondiciones,ladistanciaρ(xk,x)puedehacersetanpequẽnacomosequiera

conśolotomarksuficientementegrande13.

13Ńotesequeesteargumentośolovalesilalongituddelintervaloconsideradoesfinita.En

efecto,laconvergenciauniformeentodalarectanoimplicaconvergenciaenmedia,comolomuestra

elsiguienteejemplo:consideremoslasfuncionesxk(t),paresycontinuas,talesque

xk(t)=






√
2√
k

√
1− t

k,0≤t≤k,

0,t>k.

Esasecuenciaconvergeuniformementeentodalarectaalafuncíonid́enticamentenula,

|xk(t)−0(t)|≤

√
2

√
k

→ 0,cuandok→ ∞ ,

peronoconvergeen mediaaesafuncíon,

∫∞

−∞

|xk(t)−0(t)|
2

dt=
2

k

∫k

0

(

1−
t

k

)

dt=1,∀k.
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Perolarećıprocanovale:laconvergenciaen medianoimplicaconvergencia

uniforme.Enrealidad,nisiquieraimplicaconvergenciapuntualenninǵunpuntodel

intervalo[a,b].

Porejemplo,consideremosunasecuenciadefuncionesrealesycontinuasxk(t),

quetomenvaloresentre0y1yseannulasfueradeunsubintervalo△k⊂[a,b]de

longitudmenorque1/k,enunpuntodelcualalcancenelvalor1.Enesascondiciones,

elcuadradodeladistanciaentrexk(t)yelvectornulo,
∫b

a

(
xk(t)−0(t)

)2
dt=

∫

△k

x2
k(t)dt≤1×

∫

△k

dt<
1

k
, (1.9.9)

tiendea0cuandok→ ∞.Porconsiguiente,xk(t)→ 0(t)enelsentidodela

convergenciaenC2(a,b).

Noobstante,

sup{a≤t≤b}|xk(t)−0(t)|=1,∀k, (1.9.10)

demodoquelasecuencianoconvergeuniformementealafuncíonid́enticamentenu-

la.Dehecho,puededemostrarsequenoconvergeuniformementeaningunafuncíon

continua.

Es ḿas,lossubintervalos△k puedenserelegidosde maneratalquelasecuen-

cia{xk(t)}noseapuntualmenteconvergenteparaninǵunvalordet(porejemplo,

haciendoqueellosbarranrepetidasvecesladistanciaquemediaentreambosextre-

mosde[a,b],de modoqueparacadavalordetlasecuencianuḿerica{xk(t)}sea

oscilante).

1.10. Continuidadenespacioseucĺıdeos

Unafuncional fdefinidasobreunespacioeucĺıdeoE,f:E → C,sedice

continuaenunpuntox∈Esi,paratodasecuenciaconvergentexk→ x,setiene

quelasecuencianuḿericaf(xk)→ f(x).

Equivalentemente,fescontinuaenxsi∀ε>0∃δ(ε)>0talque,siρ(y,x)<

δ(ε),entonces|f(y)−f(x)|<ε.

Lema1.10.Unafuncionallinealcontinuaenx=0escontinuaentodox∈E.

Enefecto,xk→ x⇒ (xk−x)→ 0,demodoque14

ĺım
k→∞

|f(xk)−f(x)|=ĺım
k→∞

|f(xk−x)|=0. (1.10.1)

14Si,encambio,sesabequef(x)escontinuaenunpuntoy≠ 0,teniendoencuentaque

(xk−x+y)→ y,lalinealidaddelafuncionalnospermiteescribirque

|f(xk)−f(x)|=|f(xk−x+y)−f(y)| →0

cuandok→ ∞.
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Lema1.11.Unafuncionallinealcontinuaesacotada.

Sif(x)escontinua,tenemosque

|f(x)−f(0)|=|f(x)|<ε, ∀x|∥x∥<δ(ε). (1.10.2)

Seax̸=0y0<δ1<δ(ε),entonces

f

(

δ1
x

∥x∥

)

=
δ1

∥x∥
|f(x)|<ε ⇒|f(x)|<

ε

δ1

∥x∥. (1.10.3)

Adeḿas,0=|f(0)|= ε
δ1

∥0∥.Porlotanto,tomandoK =ε/δ1tenemos

|f(x)|≤K ∥x∥,∀x∈E. (1.10.4)

Lema1.12.Unafuncionallinealacotadaescontinua.

Enefecto,supongamosque|f(x)|≤K ∥x∥,paratodox∈E,yconsideremos

unasecuenciaconvergentexk→ x.Entonces,

|f(xk)−f(x)|=|f(xk−x)|≤K ∥xk−x∥ →0 (1.10.5)

cuandok→ ∞.

Teorema 1.11.ComoconsecuenciadelostresLemasanterioresresultaque,

paraunafuncionallinealf(x)definidasobreunespacioeucĺıdeoE,lossiguientes

enunciadossonequivalentes:

f(x)escontinuaenx=0,

f(x)escontinua∀x∈E,

f(x)esacotadaenE.

Ejemplo1.45.Yasabemosqueelproductoescalarporunvectorfijodelespacio,

z∈E,defineunafuncionallineal,f(x):=(z,x),∀x∈E.Deladesigualdadde

Cauchy-Schwarzresultaque

|f(x)|=|(z,x)|≤∥z∥∥x∥,∀x∈E. (1.10.6)

Porlotanto,esafuncionalescontinuaenE.

Ejemplo 1.46.Yahemosdichoquetodafuncionallinealenunespaciodedi-

mensíonfinitacorrespondealproductoescalarporunvectorfijodeeseespacio.Por

elresultadoanterior,vemosquetodafuncionallinealenunespaciodedimensíon

finitaescontinua.
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Ejemplo1.47.PerotambíensabemosqueenC2(a,b)existenfuncionaleslineales

quenopuedenserrepresentadas medianteelproductoescalarporunvectorfijo

delespacio,comoporejemplof[x(t)]=x(t0),cont0∈(a,b)(verec.(1.2.6)).Esta

funcionalnoescontinua,dadoquelaconvergenciaenmedianoimplicaconvergencia

puntualenninǵunpunto.Porlotanto,tampocoesacotada.

Lema 1.13.Enunespacioeucĺıdeo E,elproductoescalaresunafuncional

continuadesusdosargumentos.Estosignificaquesilassecuenciasdevectores

xk→ xeyk→ y,entonces

ĺım
k→∞

(xk,yk)=(x,y). (1.10.7)

Parademostrarloconsideremosladiferencia

(
x,y

)
−

(
xk,yk

)
=

(
x,y

)
−

(
x−(x−xk),y−(y−yk)

)
=

=
(
x,y−yk

)
+

(
x−xk,y

)
−

(
x−xk,y−yk

)
≤

≤
(
x,y−yk

)
+

(
x−xk,y

)
+

(
x−xk,y−yk

)
≤

≤∥x∥∥y−yk∥+∥x−xk∥∥y∥+∥x−xk∥∥y−yk∥ →0

(1.10.8)

cuandok→ ∞.

Comoconsecuenciadelresultadoanterior,concluimosquelanormadefinida

sobreunespacioeucĺıdeoesunafuncionalcontinua:sixk→ xentonces∥xk∥ →∥x∥.

UnoperadorA,definidosobreunespacioeucĺıdeoE,sedicecontinuoenun

puntox∈Esi∀ε>0∃δ(ε)>0talque,siρ(y,x)<δ(ε),entonces∥Ay−Ax∥<ε.

Lema1.14.TodooperadorlinealacotadoA,definidosobreunespacioeucĺıdeo

E,escontinuo.

Enefecto,sixk→ xentonces

∥Axk−Ax∥=∥A(xk−x)∥≤∥A∥∥xk−x∥ →0, (1.10.9)

cuandok→ ∞.
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Caṕıtulo2

ESPACIOS DE HILBERT

2.1. Conjuntosdensosenespacioseucĺıdeos

Unelementodeunespacioeucĺıdeo,x∈E,sedicepuntoĺımitedelconjunto

F⊂Esiexisteunasecuenciadevectores{x1,x2,...,xk,...}⊂Fqueconvergeal

elementox.Dichodeotro modo,xesunpuntoĺımitedeFsi∀ε>0existey∈F

talqueρ(x,y)<ε.

UnconjuntoF⊂Esedicecerradosicontieneatodossuspuntosĺımite.

Lema2.1.Elcomplementoortogonaldeunsubespaciodeunespacioeucĺıdeo

essiempreunsubespaciocerrado.

SeaE′⊂ E,unsubespaciodeunespacioeucĺıdeo,yseaE′′sucomplemento

ortogonal.Six∈E esunpuntoĺımitedeE′′,entoncesexisteunasecuenciade

vectores{x1,x2,...}⊂E′′queconvergeax,xk→ x.

Ahorabien,paratodoy∈E′tenemosque(y,xk)=0,∀k.Yporlacontinuidad

delproductoescalar,

(y,x)=ĺım
k→∞

(y,xk)=0,⇒ x⊥E′. (2.1.1)

Porlotanto,x∈E′′.

Dadounconjuntoarbitrariodevectoresdeunespacioeucĺıdeo,A⊂E,sellama

clausuradeA,ysedenotapor̄A,alauníondeA conelconjuntodetodossus

puntosĺımite.

Lema2.2.LaclausuradeunconjuntoA esunconjuntocerrado.

SeaaunpuntoĺımitedeĀ; mostraremosquea∈Ā.Enefecto,∀ε>0existe

x∈Ā talqueρ(a,x)<ε/2.PerosiendoxunvectordelaclausuradeA,tenemos

quex∈A obienx/∈A perośıesunpuntoĺımitedeA.Encualquiercaso,existe

x∈A talqueρ(x,x)<ε/2.

Finalmente,porladesigualdadtriangulartenemos

ρ(a,x)≤ρ(a,x)+ρ(x,x)<ε. (2.1.2)

Enconsecuencia,aesunpuntoĺımitedelconjuntoA y,porlotanto,a∈Ā.

49
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TodoconjuntocerradoF⊂EquecontengaalconjuntoAdebetambíencontener

asuclausura,

A⊂F ⇒ Ā⊂F. (2.1.3)

Enesesentido,laclausuraĀ eselconjuntocerradoḿaspequẽnoquecontieneaA.

Ejemplo 2.1.LaclausuradelconjuntodelosńumerosracionalesQ sobrela

rectaeselconjuntodelosńumerosrealesR. Dehecho,losńumerosirracionales

puedenserintroducidoscomolosĺımitesdesecuenciasconvergentesderacionales

quenoconvergenaunracional,comoporejemplo

3,
31

10
,
314

100
,
3141

1000
,
31415

10000
,··· →π=3,14159265358979···/∈Q.

Lema 2.3.Todosubespaciodedimensíonfinitadeunespacioeucĺıdeoesun

conjuntocerrado.

Enefecto,delLema1.3sabemosquesiF⊂Eesunsubespaciodedimensíon

finita,todovectorx∈Epuedeescribirsecomolasumadedosvectoresortogonales

entreśı,x=u+v,dondeu∈Fyv⊥F.

Entonces,paray∈Ftenemos

ρ(x,y)2=∥(u+v)−y∥2=∥u−y∥2+∥v∥2≥∥v∥2 . (2.1.4)

Porlotanto,∀y∈Fesρ(x,y)>0six/∈F(esdecir,siv̸=0).Enconsecuencia,

ninǵunvectorquenoperteneceaFesunpuntoĺımitedeesesubespacio.

UnconjuntoB⊂EsedicedensoenelconjuntoA⊂EsiA est́acontenidoen

laclausuradeB,

BdensoenA ⇒ A⊂B̄. (2.1.5)

EstosignificaquetodoelementodeAesunpuntoĺımitedeB,demodoquepue-

derepresentarsecomoelĺımitedeunasecuenciaconvergentedevectorescontenidos

enB,

∀a∈A ∃{b1,b2,...}⊂B a=ĺım
k→∞

bk. (2.1.6)

Ejemplo2.2.ElconjuntodelosńumerosracionalesQesdensoenelconjunto

delosreales,R⊂Q̄=R.
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Ejemplo2.3.Elsubespaciodelospolinomiosacoeficientesreales,

P2(a,b)={P(t)=a0+a1t+a2t2+···+antn,n∈N,ak∈R}. (2.1.7)

esdensoenelespaciodelasfuncionesrealesycontinuasen[a,b],Cℜ
2(a,b).

Enefecto,elteoremade Weierstrass1muestraquetodafuncíonreal f(t),con-

tinuaenunintervalocerrado[a,b],eselĺımitedeunasecuenciauniformemente

convergentedepolinomiosconcoeficientesreales2,{P1(t),P2(t)...,Pk(t),...}.

Estoimplica(verLema1.9)quetodafuncíonrealycontinuaeselĺımiteen

mediadeunasecuenciadepolinomiosacoeficientesreales,esdecir,esunpunto

ĺımitedeP2(a,b).Porlotanto,

Cℜ
2(a,b)⊂P2(a,b). (2.1.8)

Lema2.4.SielconjuntoB⊂EesdensoenA⊂E,yasuvezA esdensoen

E,entoncesB esdensoenE.

Enefecto,siBesdensoenA,entonces

A⊂B̄ ⇒ Ā⊂B̄. (2.1.9)

Porotraparte,siA esdensoenE,entonces

E⊂Ā ⇒ E⊂B̄. (2.1.10)

Porlotanto,BesdensoenE.

Ejemplo2.4.Elconjuntodepolinomiosconcoeficientesracionales,

Q2(a,b)={Q(t)=q0+q1t+q2t2+···+qntn,n∈N,qk∈Q}, (2.1.11)

esdensoenelespaciodelospolinomiosconcoeficientesrealesP2(a,b),queasuvez

esdensoenCℜ
2(a,b).Porellemaanterior,Q2(a,b)esdensoenCℜ

2(a,b).

Para mostrarque Q2(a,b)esdensoenP2(a,b),consideremosunpolinomio

P(t)=a0+a1t+···+antn∈P2(a,b),yelijamosnńumerosracionalesq0,q1,...,qn

talesque|ak−qk|<ε/(2k+1 ∥tk∥),conε>0(loquesiempreesposible,dadoque

QesdensoenR).

1KarlTheodor Wilhelm Weierstrass(1815-1897).
2Ver,porejemplo,R.CourantyD.Hilbert,Methodsof MathematicalPhysics,Vol.1,pag.65.
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Entonces,llamandoQ(t) =q0+q1t+···+qntn yempleandoladesigualdad

triangularparalanorma,tenemos

∥P(t)−Q(t)∥=

=∥(a0−q0)t0+(a1−q1)t+···+(an−qn)tn∥≤

≤|a0−q0|∥t0∥+|a1−q1|∥t∥+···+|an−qn|∥tn∥<

<
ε

2

n∑

k=0

1

2k
<

ε

2

∞∑

k=0

1

2k
= ε.

(2.1.12)

ElconjuntoQ2(a,b)tieneadeḿaslaparticularidaddesernumerable,esdecir,

puedeserpuestoencorrespondenciaunoaunoconelconjuntodelosńumerosnatu-

rales.Parademostrarestapropiedaddebemosmostrarpreviamentequeelconjunto

delosńumerosracionalesesnumerable,aśıcomociertaspropiedadesdelauníonde

conjuntosnumerables,loqueharemosacontinuacíon.

2.2. Conjuntosnumerables

Mostraremosenloquesiguequeelconjuntodelospolinomiosconcoeficientes

racionalesydegradoarbitrarioesnumerable.

Lema 2.5.Launíondeunconjuntofinitooinfinitonumerabledeconjuntos

numerablesestambíenunconjuntonumerable.

Mostraremosestapropiedadparaelcasodelauníondeunconjuntonumerable

denumerables.Paraelloconsideremoslosconjuntos

S1={a11,a12,...,a1l,...},

S2={a21,a22,...,a2l,...},

............................

Sk={ak1,ak2,...,akl,...},

............................

(2.2.1)

Podemosordenartodosesoselementosenunaúnicasecuenciaadoptandoalguna

reglaquenospermitaasignarunńumeronaturalacualquierelementodeunocual-

quieradeesosconjuntos.Porejemplo,podemosformarlasecuencia

a11,{a12,a22,a21},{a13,a23,a33,a32,a31},

{a14,a24,a34,a44,a43,a42,a41},...,{a1k,...,akk,...,ak1},...
(2.2.2)
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conviniendoenqueelementosrepetidosobtienensuposicíonensuprimeraaparicíon,

ysonomitidosenlassiguientes.

Lema2.6.Elconjuntodelosńumerosenterosesnumerable.

Enefecto,Z={0,1,2,...}∪{−1,−2,−3,...}.

Lema2.7.Elconjuntodelosńumerosracionales(ńumerosdelaformap/q,con

p∈Zyq∈N),esnumerable.

Enefecto,elconjuntodelosracionalessobrelarecta,Q,eslauníondeun

conjuntonumerabledeconjuntosnumerablesdefraccionesdelaforma

Sq=

{
p

q
,p∈Z

}

conq=1,2,3,... (2.2.3)

Lema2.8.Elconjuntodeparesordenadosformadosconloselementosdedos

conjuntosnumerablesestambíennumerable.

Dadosdosconjuntosnumerables,

A={a1,a2,...,ak,...},

B={b1,b2,...,bk,...},
(2.2.4)

elconjuntodeparesordenados{⟨ak,bl⟩,∀k,l},eslauníondeunconjuntonume-

rabledeconjuntosnumerablesdelaforma

Sk={⟨ak,bl⟩,l=1,2,...},conk=1,2,... (2.2.5)

que,porelLema2.5,esnumerable.

Ahorabien,elconjuntodelospolinomiosdetodogradoconcoeficientesraciona-

leseslauníonparatodondelosconjuntosdepolinomiosacoeficientesracionales

degrado menoroigualan.Entonces,deacuerdoalLema2.5,bastacon mostrar

queesosconjuntossonnumerables.

Lospolinomiosacoeficientesracionalesdegradocerosonsimplementelosńume-

rosracionales,queformanunconjuntonumerable.

Lospolinomiosdegrado1delaformaq0+q1t,conq0,q1∈Q,est́anencorres-

pondenciaunoaunoconlosparesordenadosdelaforma⟨q0,q1⟩que,deacuerdoal

Lema2.8,formanunconjuntonumerable.

Procedemosporinduccíon.Podemosmostrarquesielconjuntodelospolinomios

degrado≤nconcoeficientesracionales,{Qk(t),k∈N},esnumerable,elconjunto

delospolinomiosacoeficientesracionalesdegrado≤n+1tambíenloes.Enefecto,

lospolinomiosdelaformaQk(t)+qltn+1,conql∈Q,est́anencorrespondencia
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biuńıvocaconlosparesordenadosdelaforma⟨Qk(t),ql⟩,losqueformanunconjunto

numerabledeacuerdoconelLema2.8.

Ejemplo 2.5.ElespacioC2(a,b)esseparable.Enefecto,seax(t) =xR(t)+

ixI(t),conxR(t),xI(t)∈Cℜ
2(a,b).Entoncespodemoselegirdospolinomioscon

coeficientesracionalesQR(t)yQI(t)talesque∥xR,I(t)−QR,I(t)∥<ε/2.

Enconsecuencia,porladesigualdadtriangular,

∥x(t)−(QR(t)+iQI(t))∥≤

≤∥xR(t)−QR(t)∥+∥xI(t)−QI(t)∥<ε.

(2.2.6)

Finalmente,notemosqueelconjuntodelospolinomiosdelaformaQR(t)+iQI(t)

esnumerable,dadoquesuselementosest́anencorrespondenciaunoaunoconlos

paresordenadosdeelementosdeunconjuntonumerable,delaforma⟨QR(t),QI(t)⟩

conQR,I(t)∈Q2(a,b),quetambíenformanunconjuntonumerable(verLema2.8).

Unespacioeucĺıdeoquecontieneunconjuntodensoynumerablesedicesepa-

rable.

2.3. Secuenciasde Cauchyenespacioseucĺıdeos

Unasecuenciadevectores{x1,x2,...,xk,...}enunespacioeucĺıdeoEsedice

fundamentalode Cauchysi∀ε>0∃N(ε)∈Ntalque

ρ(xk,xl)<ε, ∀k,l>N(ε), (2.3.1)

esdecir,si

ĺım
k,l→∞

ρ(xk,xl)=0. (2.3.2)

Lema2.9.Todasecuenciaconvergenteesfundamental.

Enefecto,supongamosquexk→ x.Entonces,deladesigualdadtriangularpara

ladistanciatenemosque

ρ(xk,xl)≤ρ(xk,x)+ρ(x,xl)→ 0 (2.3.3)

cuandok,l→ ∞.

Enlarecta,elcriteriodeCauchyestablecequetodasecuenciafundamentales

convergente.PeroenunespacioeucĺıdeogeneralpuedehabersecuenciasdeCauchy

quenotenganĺımiteeneseespacio,comolomuestraelsiguienteejemplo.
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Ejemplo 2.6.Consideremosunasecuenciaen C2(a,b)formadaporfunciones

realesxk(t)quetomenvaloresentre0y1,ytalesque,paratodoδ>0,converjan

uniformementea0enelintervalo[a,c−δ]ya1enelintervalo[c+δ,b],cona<c<b.

Consideremosladistanciaentredoselementoscualesquieradeesasecuencia,

ρ(xk,xl)
2=

∫b

a

|xk(t)−xl(t)|
2dt=

=

∫c−δ

a

|xk(t)−xl(t)|
2dt+

∫b

c+δ

|xk(t)−xl(t)|
2dt+

+

∫c+δ

c−δ

|xk(t)−xl(t)|
2dt.

(2.3.4)

Comolasecuenciaesuniformementeconvergenteen[a,c−δ],dadoε1>0,podemos

tomarkylsuficientementegrandescomoparaque|xk,l(t)−0|<ε1,paratodoten

eseintervalo.Entonces,
∫c−δ

a

|xk(t)−xl(t)|
2dt≤

∫c−δ

a

(
|xk(t)|+|xl(t)|

)2

dt<

<4ε2
1(c−δ−a)<4ε2

1(c−a).

(2.3.5)

Similarmente,si|xk,l(t)−1|<ε2parat∈[c+δ,b],podemosescribir
∫b

c+δ

|xk(t)−xl(t)|
2dt<4ε2

2(b−c−δ)<4ε2
2(b−c). (2.3.6)

Finalmente,paraláultimaintegraltenemos
∫c+δ

c−δ

|xk(t)−xl(t)|
2dt≤

∫c+δ

c−δ

22dt=8δ. (2.3.7)

Porlotanto,sillamamos

ε2=4ε2
1(c−a)+4ε2

2(b−c)+8δ, (2.3.8)

quepuedehacersetanpequẽnocomosequiera,tenemos

ρ(xk,xl)<ε, (2.3.9)

parak,lsuficientementegrandes,demodoquesetratadeunasecuenciafundamen-

tal.

Noobstante,noexisteningunafuncíoncontinuaen[a,b]queseaelĺımiteen

mediadeestasecuenciadeCauchy.Enefecto,six(t)fueseelĺımiteenmediadela

secuencia,tendŕıamos
∫b

a

|xk(t)−x(t)|2dt≥

∫c−δ

a

|xk(t)−x(t)|2dt→ 0 (2.3.10)
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cuandok→ ∞.Comolasxk(t)convergenuniformementea0eneseintervalo,y

laconvergenciauniformeimplicaconvergenciaen media,launicidaddelĺımiteen

mediarequiereque x(t)≡0,t∈[a,c−δ],paratodoδ>0.Id́enticorazonamiento

permiteconcluirquex(t)≡1,t∈[c+δ,b],paratodoδ>0.

Enconsecuencia,independientementedelvalorquetomeent=c,elĺımiteen

mediadeesasecuenciaesunafuncíondiscontinuaenesepunto,

x(t)=

{
0,t∈[a,c),

1,t∈(c,b].
(2.3.11)

EstafuncíonnoesunelementodelespacioC2(a,b)enelqueestamostrabajando.

Lema2.10.Todasecuenciafundamentalesacotada.

Sea{xk,k=1,2,...}unasecuenciadeCauchyyseaz∈Eunvectorarbitrario

delespacioeucĺıdeo.Paraundadoε>0existeunnaturalN talquesik>Nen-

toncesρ(xN,xk)<ε.SiadeḿasllamamosM =ḿaximo{ρ(z,xk),k=1,2,...,N}

tenemos

ρ(z,xk)≤ρ(z,xN)+ρ(xN,xk)< M+ε,∀k>N, (2.3.12)

porloquelasecuenciaesacotada.

2.4. Espacioscompletos

UnespacioeucĺıdeoEsedicecompletositodasecuenciafundamentalenEes

convergente.

Todoespacioeucĺıdeodedimensíonfinitaescompleto.Enefecto,consideremos

unasecuenciadeCauchyarbitrariaenunespaciodedimensíonn,generadoporla

baseortonormal{e1,...,en},

xk=ξ
(1)
k e1+···+ξ

(n)
k en,k∈N. (2.4.1)

Entonces,

ρ(xk,xl)
2=

n∑

j=1

ξ
(j)
k −ξ

(j)
l

2

≥

≥ℜ
{

ξ
(i)
k −ξ

(i)
l

}2

+ℑ
{

ξ
(i)
k −ξ

(i)
l

}2

,i=1,2,...,n.

(2.4.2)

Porlotanto,lasecuenciadeńumeroscomplejos{ξ
(i)
k ,k∈N}esfundamentaly,por

elcriteriodeCauchy,tieneunĺımite:∃ξ(i)∈Ctalque

ξ(i)=ĺım
k→∞

ξ
(i)
k ,i=1,2,...,n. (2.4.3)
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Esosnńumerosdefinenunvector

x=ξ(1)e1+···+ξ(n)en∈E, (2.4.4)

queeselĺımitedelasecuencia.Enefecto,

ρ(xk,x)2=
n∑

j=1

ξ
(j)
k −ξ(j)

2

→ 0 (2.4.5)

cuandok→ ∞ (dadoqueesunasumafinitadet́erminosqueseanulanenese

ĺımite).

Porlotanto,todasecuenciafundamentalenunespacioeucĺıdeodedimensíon

finitatieneĺımite,demodoqueeseespacioescompleto.

Porotraparte,hemosvistoenlaSeccíon2.3queelespacioC2(a,b)noescom-

pleto.Estoplantealapreguntaacercadelaexistenciadeespacioscompletosde

dimensíoninfinita,queelejemplotratadoenlasiguienteSeccíonrespondeafirma-

tivamente.

2.5. ElespacioL2

ElespacioL2 sedefinecomoelconjuntodelassecuenciasdeńumerosreales

talesquelasumadesuscuadradosesunaserieconvergente,

L2:=

{

x={ξ(i),i∈N}

∞∑

i=1

(
ξ(i)

)2
<∞

}

. (2.5.1)

Esteconjuntoresultaunespaciolinealrespectodelasoperacionesdesumay

productodefinidasdemodoque,paraα∈R,

x={ξ(i),i∈N}, y={η(i),i∈N}, (2.5.2)

con
∞∑

i=1

(
ξ(i)

)2
<∞ ,

∞∑

i=1

(
η(i)

)2
<∞ , (2.5.3)

entonces
αx:={αξ(i),i∈N},

x+y:={ξ(i)+η(i),i∈N}.

(2.5.4)

Esevidentequeelementosdelaformaxm ={ξ(i)=δi
m ,i∈N},conm ∈N,

sonlinealmenteindependientes.Enconsecuencia,elespacioL2notienedimensíon

finita.

Esteespacioresultaeucĺıdeorespectodelproductoescalar

(x,y):=
∞∑

i=1

ξ(i)η(i). (2.5.5)
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Paraverificarqueestasdefinicionestienensentido,consideremosprimerolaserie

quedefineelproductoescalar.Ladiferenciaenvalorabsolutodedosdesussumas

parciales,

SN+M −SN =
N+M∑

i=N+1

ξ(i)η(i) ≤

{
N+M∑

i=N+1

(
ξ(i)

)2

}1/2{
N+M∑

i=N+1

(
η(i)

)2

}1/2

, (2.5.6)

comoconsecuenciadeladesigualdadde Cauchy-SchwarzenRM . Ahorabien,

dentrodecadaunadelasllavesdel miembrodeladerechade(2.5.6)aparecela

diferenciadedossumasparcialesdeunaserieconvergente(verec.(2.5.3)).Esas

sumasparcialesformanunasecuenciafundamental,de modoqueel miembrodela

derechatiendea0cuandoN → ∞,paratodoM.

Enesascondiciones,lasucesíondesumasparcialesdelaserieen(2.5.5)satisface

que

ĺım
N→∞

(
SN+M −SN

)
=0, ∀M ∈N, (2.5.7)

y,porelcriteriodeCauchy,tieneĺımite.Porlotanto,elproductoescalaren(2.5.5)

est́adefinidoparatodopardeelementosdeL2.

Esteproductoessiḿetricoypositivodefinido.Adeḿas,

(x,x)=

∞∑

i=1

(
ξ(i)

)2
=0⇔ x=0={ξ(i)=0,i∈N}, (2.5.8)

porserunaseriedet́erminosnonegativos.

ConsideremosahoralasumadeelementosdeL2en(2.5.4).Tenemosque,para

todoM,

N+M∑

i=N+1

(
ξ(i)+η(i)

)2
=

N+M∑

i=N+1

(
ξ(i)

)2
+2

N+M∑

i=N+1

ξ(i)η(i)+

N+M∑

i=N+1

(
η(i)

)2
, (2.5.9)

dondeelmiembrodeladerechatiendea0cuandoN → ∞,dadoquecadat́ermino

esladiferenciadedossumasparcialesdeunaserieconvergente(ec.(2.5.3)y(2.5.5)).

Enconsecuencia,porelcriteriodeCauchy,existeelĺımitedelaserie

∞∑

i=1

(
ξ(i)+η(i)

)2
<∞ . (2.5.10)

Porlotanto,conladefinicíonde(2.5.4),x+y∈L2,∀x,y∈L2.Adeḿas,es

inmediatomostrarquetambíenαx∈L2.

Enconclusíon,L2esunespacioeucĺıdeo.Enloquesiguemostraremosqueesun

espaciocompleto.
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ConsideremosunasecuenciafundamentalarbitrariaenL2,{x1,x2,...,xk,...},

donde

xk=
{

ξ
(i)
k ,i∈N

}
. (2.5.11)

Entonces,

ρ(xk,xl)
2=

∞∑

i=1

(
ξ

(i)
k −ξ

(i)
l

)2

→ 0,k,l→ ∞ . (2.5.12)

Dadoquesetratadeunaseriedet́erminosnonegativos,debeser

ĺım
k,l→∞

(
ξ

(i)
k −ξ

(i)
l

)
=0,∀i∈N. (2.5.13)

Enconsecuencia,paratodoi=1,2,...,obtenemoslasecuenciafundamental

{ξ
(i)
k ,k∈N}que,porelcriteriodeCauchy,tieneĺımite:∃ξ(i)∈Rtalque

ξ(i)=ĺım
k→∞

ξ
(i)
k . (2.5.14)

Conesosĺımitespuedeformarselasecuenciax={ξ(i),i∈N}.

Para mostrarquexaśıdefinidoesunelementodeL2,recordemosquetoda

secuenciadeCauchyesacotada.Porlotanto,∀ktenemos

ρ(xk,0)2=
∞∑

i=1

(
ξ

(i)
k

)2

≤K<∞ , (2.5.15)

dondeK nodependedek.Entonces,∀N ∈Nfijoresultaque

N∑

i=1

(
ξ

(i)
k

)2

≤K, ∀k∈N. (2.5.16)

Tomandoelĺımitedeesasumafinitaparak→ ∞ obtenemos

ĺım
k→∞

N∑

i=1

(
ξ

(i)
k

)2

=
N∑

i=1

(
ξ(i)

)2
≤K, ∀N ∈N. (2.5.17)

Entonces,enelĺımiteN → ∞ obtenemos

ĺım
N→∞

N∑

i=1

(
ξ(i)

)2
=

∞∑

i=1

(
ξ(i)

)2
≤K<∞ ⇒ x∈L2. (2.5.18)

Ahora mostraremosqueestevectorx∈L2eselĺımitedelasecuenciafunda-

mentalen(2.5.11).Paraello,tengamosencuentaque,dadoε>0,

ρ(xk,xl)
2=

∞∑

i=1

(
ξ

(i)
k −ξ

(i)
l

)2

<
ε

2
, (2.5.19)
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parak,lsuficientementegrandes.Trat́andosedeunaseriedet́erminosnonegativos,

ellaes mayoroigualquecualquieradesussumasparciales. Podemosentonces

escribirque
N∑

i=1

(
ξ

(i)
k −ξ

(i)
l

)2

<
ε

2
,∀N ∈N. (2.5.20)

Siahora,conN fijo,tomamoselĺımitedeestasumafinitaparal→ ∞ resulta

ĺım
l→∞

N∑

i=1

(
ξ

(i)
k −ξ

(i)
l

)2

=

N∑

i=1

(
ξ

(i)
k −ξ(i)

)2

≤
ε

2
,∀N ∈N, (2.5.21)

paratodoksuficientementegrande.

Finalmente,tomandoelĺımiteN → ∞,

ĺım
N→∞

N∑

i=1

(
ξ

(i)
k −ξ(i)

)2

=
∞∑

i=1

(
ξ

(i)
k −ξ(i)

)2

≤
ε

2
<ε, (2.5.22)

paratodoksuficientementegrande.

Porlotanto,

ĺım
k→∞

ρ(xk,x)=0, (2.5.23)

ylasecuenciadeCauchyconsideradaconvergeaunelementodeL2.

Enconclusíon,todasecuenciafundamentalenL2esconvergente,de modoque

setratadeunespacioeucĺıdeocompleto.

VeremosahoraqueelespacioL2esseparable.Paraellotengamosencuentaque,

six={ξ(i),i∈N}∈L2,dadoε>0,

∞∑

i=1

(
ξ(i)

)2
<∞ ⇒

∞∑

i=N+1

(
ξ(i)

)2
<

ε

2
(2.5.24)

paraN suficientementegrande.

Porotraparte,sea

q={q(1),q(2),...,q(N),0,0,...}∈L2, (2.5.25)

dondelosracionalesq(i)∈Qsonelegidosdemaneraque

(
ξ(i)−q(i)

)2
<

ε

21+i
. (2.5.26)

Enesascondiciones,

ρ(x,q)2=
N∑

i=1

(
ξ(i)−q(i)

)2
+

∞∑

i=N+1

(
ξ(i)

)2
<

<
N∑

i=1

ε

21+i
+

ε

2
<

ε

2

∞∑

i=0

1

2i
=ε.

(2.5.27)
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Porlotanto,elconjuntodeelementosdelaforma(2.5.25)esdensoenL2.

Adeḿas,eseconjuntoesnumerable,dadoquepuedeestablecerseunarelacíonbi-

uńıvocaentresuselementosylospolinomiosconcoeficientesracionales,

q↔Q(t)=q(1)t0+q(2)t1+···+q(N)tN−1, (2.5.28)

losqueformanunconjuntonumerable.

Enconclusíon,L2contieneunconjuntodensonumerable,esdecir,esseparable.

Unespacioeucĺıdeodedimensíoninfinita,completoyseparableesllamadoes-

paciodeHilbert3.

Ejemplo2.7.ElespacioL2esunespaciodeHilbert.

2.6. Completamientodeespacioseucĺıdeos

DossecuenciasdeCauchy,{xk,k=1,2,...},{yk,k=1,2,...}⊂E,sedicen

coterminalessi

ĺım
k→∞

∥xk−yk∥=0. (2.6.1)

Silasecuenciafundamental{xk,k=1,2,...}escoterminalconlasecuencia

{yk,k=1,2,...},ýestaescoterminalcon{zk,k=1,2,...},entonceslaprimera

escoterminalconlasegunda.Enefecto,

ρ(xk,zk)≤ρ(xk,yk)+ρ(yk,zk). (2.6.2)

Evidentemente,estocorrespondeaunarelacíondeequivalencia,enlaquedos

secuenciasest́anenlamismaclasedeequivalenciasiyśolosisoncoterminales.

ElconjuntoĒdelasclasesdeequivalenciadesecuenciascoterminalesenel

espacioeucĺıdeoE,X ={{xk,k=1,2,...}⊂E|coterminales},seestructura

comounespaciolinealrespectodelasoperacioneslinealesdefinidasacontinuacíon:

Dados X,Y ∈ Ē, tomamos dos secuencias representativas,

{xk}∈X,{yk}∈Y,yconellasformamoslasecuencia{zk=xk+yk}.

Estasecuenciaestambíenfundamental,

∥zk−zl∥≤∥xk−xl∥+∥yk−yl∥→0,k,l→∞, (2.6.3)

yenconsecuenciaperteneceaciertaclaseZ∈Ē.

3DavidHilbert(1862-1943).
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Enesascondiciones,sedefine

X+Y:=Z. (2.6.4)

Estadefinicíonesuńıvoca,yaquesi{x′
k} ∈X,{y′

k} ∈Y,lasecuencia

{z′
k=x′

k+y′
k}∈Z.Enefecto,

∥zk−z′
k∥≤∥xk−x′

k∥+∥yk−y′
k∥→0,k,l→ ∞ . (2.6.5)

Similarmente,λX∈Ēesaquellaclasealaquepertenecelasecuenciafun-

damental{λxk},donde{xk} ∈X. Resultainmediatoverificarqueesta

definicíontambíenesuńıvoca.

Quedacomoejercicioverificarqueen Ē sesatisfacenlosaxiomasdeespacio

vectorial.

Enparticular,elelementoneutrorespectodelasumaeslaclasedesecuencias

convergentesa0,̄O.Enefecto,si{xk}∈X y{yk}∈Ō,entonces

ĺım
k→∞

∥(xk+yk)−xk∥=ĺım
k→∞

∥yk∥=0 ⇒{xk+yk}∈X. (2.6.6)

ElespaciolinealĒpuedeestructurarsecomounespacioeucĺıdeosiseintroduce

unproductoescalarentreclasesX,Y ∈Ē.Paraelloconsideremossecuenciasfunda-

mentalesrepresentativasdecadaunadeesasclases,{xk}∈X,{yk}∈Y,ytomemos

elproductoescalar(enE)desuselementosgeńericos,{(xk,yk)k=1,2,...}.Estos

ńumerosdefinenunasecuenciadeCauchyque,enconsecuencia,tieneunĺımite:

(xk,yk)−(xl,yl) = (xk,yk−yl)+(xk−xl,yl) ≤

≤ (xk,yk−yl)+ (xk−xl,yl) ≤

≤∥xk∥∥yk−yl∥+∥xk−xl∥∥yl∥ →0,k,l→ ∞ ,

(2.6.7)

dadoquetodasecuenciafundamentalesacotada.

Elĺımitedeestasecuencianuḿericaśolodependedelasclasesseleccionadasen

Ē,ynodelassecuenciasrepresentativasconsideradas.Enefecto,seandossecuencias

coterminalesconlasanteriores,{x′
k}∈X y{y′

k}∈Y;entonces

(xk,yk)−(x′
k,y′k) = (xk,yk−y′

k)+(xk−x′
k,y′k) ≤

≤ (xk,yk−y′
k)+ (xk−x′

k,y′k) ≤

≤∥xk∥∥yk−y′
k∥+∥xk−x′

k∥∥y′
k∥ →0,k,l→ ∞ .

(2.6.8)
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Enesascondiciones,sedefine

(
X,Y

)
:=ĺım

k→∞
(xk,yk) (2.6.9)

Esevidentequeestadefinicíonsatisfacenlosdosprimerosaxiomasdelproducto

escalarenunespacioeucĺıdeo.Encuantoaltercero,para{xk}∈X tenemos

(xk,xk)≥0⇒
(
X,X

)
≥0, (2.6.10)

ysi

(
X,X

)
=0 ⇒ ĺım

k→∞
∥xk∥2=0 ⇒ xk→ 0 ⇒{xk}∈Ō, (2.6.11)

esdecir,X =Ō.

ElespacioEucĺıdeoĒaśıconformadotienelassiguientespropiedades:

ĒcontieneunsubespacioE1isomorfoaE.

Enefecto,cadavectordeEpuedeasociarsede manerauńıvocaconla

clasedesecuenciascoterminalesquelotienenporĺımite,

x↔ Xx=
{
{xk}|xk→ x

}
,y↔ Xy=

{
{yk}|yk→ y

}
. (2.6.12)

Entonces

αx+βy↔ αXx+βXy, (2.6.13)

yelproductoescalar

(
Xx,Xy

)
=ĺım

k→∞
(xk,yk)=(x,y). (2.6.14)

ElsubespacioE1esdensoenĒ.

Consideremosunasecuenciafundamental{xk}∈X ∈Ē.Dadoε>0,

∃N ∈Ntalquesik>Nentoncesρ(xk,xN)< ε
2
.

SeaXxN
∈E1laclasedelassecuenciasqueconvergenaxN.Enparticu-

lar,XxN
contienelasecuencia{xN,xN,...}.Entonces

∥X−XxN
∥=ĺım

k→∞
∥xk−xN ∥≤

ε

2
<ε. (2.6.15)

Porlotanto,todoelementodeĒesunpuntoĺımitedeE1.

ElespacioĒescompleto.

Consideremosunasecuenciafundamental
{
Xk

}
⊂Ē,

∥Xk−Xl∥<
ε

2
,∀k,l>n0(ε),∀ε>0. (2.6.16)

Si{xk,r}∈Xky{xl,r}∈Xl,conk,l>n0(ε),

ĺım
r→∞

∥xk,r−xl,r∥<
ε

2
⇒∥ xk,r−xl,r∥<

ε

2
,∀r>r0(ε). (2.6.17)
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Seayk = xk,k,yllamemosN(ε) = ḿaximo{n0(ε),r0(ε)}.Entonces,si

k,l>N(ε),

∥yk−yl∥=∥xk,k−xl,l∥<
ε

2
. (2.6.18)

Porlotanto,lasecuencia{yk}esfundamental,yperteneceaciertaclase

Y∈Ē.

Ahorabien,sik>N(ε),

∥Xk−Y∥=ĺım
l→∞

∥xk,l−yl∥≤
ε

2
<ε, ∀ε>0. (2.6.19)

Enconsecuencia,Y =ĺımk→∞ Xk,loque muestraquetodasecuenciade

CauchyenĒtieneunĺımiteeneseespacio.

Podemosresumirestosresultadosenelsiguienteteorema.

Teorema 2.1.Dadounespacioeucĺıdeodedimensíoninfinita E (engeneral,

nocompleto),existeunespacioeucĺıdeocompletoĒ,llamadocompletamientode

E,quecontieneunsubespaciodensoisomorfoaE.

Finalmentesẽnalemosque,dadosdosespacioseucĺıdeosisomorfosEyE′,sus

completamientos̄EyĒ′tambíensonisomorfosentreśı.

2.7. LaintegraldeLebesgue

HemosvistoqueelespacioC2(a,b)noescompleto,enelsentidodequenotoda

secuenciafundamentalenC2(a,b)convergeen mediaaunafuncíoncontinua. No

obstante,envirtuddelTeorema2.1,sabemosqueesposibleconstruir(de manera

abstracta)uncompletamientoparaeseespacio,C2(a,b),quecontieneunsubespacio

densoisomorfoaC2(a,b).

Veremosqueesposibledara C2(a,b)unsignificadoconcreto,interpret́andolo

comoelconjuntodeciertaclasedefunciones.

Enparticular,laintegraldeRiemann4(definidaparafuncionescontinuas)hasido

unaherramientaesencialparadefinirelproductoescalarenC2(a,b).Lanecesidad

deincorporaralespaciofuncionesḿasgeneraleshacenecesariogeneralizartambíen

eseproductoescalar,expreśandoloent́erminosdelaintegraldeLebesgue5.

EldesarrollodelateoŕıadelaintegraldeLebesgue6excedelasposibilidadesde

estecurso,porloquenoscontentaremoscondaraqúıśolounapresentacíonintuitiva

deeseconceptoque,noobstante,seŕasuficienteparanuestroproṕosito.

4GeorgFriedrichBernhardRiemann(1826-1866).
5HenriĹeonLebesgue(1875-1941)
6Ver,porejemplo,G.Ye.Shilov,MathematicalAnalysis.
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Diremosqueunconjuntodepuntos △ ⊂ [a,b]tienemedida menorqueun

ńumeroε>0si△ puedesercontenidoenunconjunto(finitooinfinitonumerable)

deintervaloscuyalongitudtotalseamenorqueε.

Ejemplo 2.8.Elconjuntodelosńumerosracionalestiene medida menorque

cualquierńumeropositivoε.

Enefecto,siendounconjuntonumerable,Q={q1,q2,...},elk-́esimoracional

puedesercontenidoenunintervalodelongitud<ε/2k,demaneratalquelalongitud

totaldeesosintervalosseŕamenorque
∞∑

k=1

ε

2k
=ε. (2.7.1)

Unconjuntodemedidamenorquecualquierńumeropositivosedicede medida

nula.

Unafuncíonf(t),definidaenunintervalo[a,b],sedicemedible si,∀ε>0,ella

puedeserredefinidaenunconjuntode medida menorqueεdelintervalo[a,b]de

maneratalquelafuncíonresultanteseacontinua.

Ejemplo2.9.Unafuncíonconunńumerofinitodediscontinuidadesaisladases

medible.Bastaconredefiniradecuadamentealafuncíonenunentornosuficiente-

mentepequẽnodecadapuntodediscontinuidadparaobtenerunafuncíoncontinua.

Ejemplo2.10.Unafuncíonconunasingularidadaislada,como

f(t)=

{
t−α,para0<t≤1,

0,parat=0,
(2.7.2)

conα>0,es medible.Ellapuedeserredefinidaenelintervalo(0,ε),porejemplo,

comounafuncíonlinealqueseanuleenelorigenytomeelvalorε−α ent=ε.De

esamaneraseobtieneunafuncíoncontinuaenelintervalo[0,1]paratodoε>0.

Ejemplo2.11.LafuncíondeDirichlet,definidaenelintervalo[0,1]como

χ(t)=

{
1,∀t∈Q,

0,∀t/∈Q,
(2.7.3)

esunafuncíon medible.Enefecto,elconjuntodelosńumerosracionalespuede

sercontenidoenunsubconjuntode[0,1]de medida menorquecualquierε >0.

Redefiniendoalĺıadentroalafuncíon,porejemplo,comotomandovaloresnulosse

obtieneunafuncíoncontinua,id́enticamentenula.
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2.7.1. NocíondeintegraldeLebesgue.Consideremosunafuncíonmedi-

bleenelintervalo[a,b],f(t),quetomavaloresnonegativos.Entonces,dadauna

secuenciadeńumerospositivosεk → 0,paracadakpodemosconstruirunafun-

cíoncontinuafk(t),quetambíentomevaloresnonegativos,yqueśolodifieradela

anteriorenunconjuntodemedidamenorqueεk.

Siesasfuncionesfk(t)puedenserconstruidasde maneratalquesusintegrales

(enelsentidodeRiemann)tenganunacotasuperiorcoḿun,entonceslafuncíon

f(t)sedicesumableointegrableenelsentidodeLebesgue.

Enesecaso,sepuededemostrarquelasfuncionesfk(t)puedenserelegidasde

modoquesusintegralesformenunasecuenciaconvergentecuyoĺımite,noobstante,

puededependerdelaesaeleccíon.

Enefecto,silafuncíonf(t)hasidomodificadaenunintervalo△,delongitudδ,

alosefectosdeobtenerunafuncíoncontinuafk(t),nadaimpidesumarleafk(t)una

funcíoncontinuanonegativa,queseanulefuerade△ycuyagŕaficasea,porejemplo,

untríangulodebaseδyaltura2c/δ,conc>0.Esa modificacíonincrementaenc

elvalordesuintegral,

∫b

a

fk(t)dt→ c+

∫b

a

fk(t)dt. (2.7.4)

Entonces,elĺımitedelasecuenciadeintegralespuedeserincrementadoarbitra-

riamente.Perolacondicíonfk(t)≥0impidequepuedaserdisminuidoarbitraria-

mente.

Enesascondiciones,sedefinelaintegraldeLebesguedef(t)(yseladenotapor

elmismośımboloquelaintegraldeRiemann)comolamayorcotainferioróınfimo

delconjuntodevaloresposiblesparaellimitedelasecuenciadeintegralesdelas

funcionesfk(t),
∫b

a

f(t)dt:=Inf

{

ĺım
k→∞

∫b

a

fk(t)dt

}

, (2.7.5)

dondedebentenerseencuentatodaslasposibleseleccionesdelasfuncionesfk(t).

Conesadefinicíon,sepuededemostrarquesiunafuncíonquetomavaloresno

negativosf(t)tieneunaintegraldeRiemann(porqueescontinua),ounaintegral

deRiemannimpropia(comoeselcasodeunafuncíonconunadiscontinuidad,o

conunasingularidadintegrablef(t)=t−α,con0<α<1),entoncestambíenes

sumable,ysuintegraldeLebesguecoincideconsuintegralenelsentidodeRiemann.

Similarmente,unafuncíonnonegativaquetieneunasingularidadnointegrable,

f(t)=t−α,conα>1,tampocoesintegrableenelsentidodeLebesguedadoque,

enesecaso,lasintegralesdelasfuncionesfk(t)noest́anacotadas.
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Noobstante,existenfuncionesquenotienenunaintegraldeRiemann(nipropia

niimpropia)peroqueśısonintegrablesenelsentidodeLebesgue.

UnejemploeslafuncíondeDirichlet,ec.(2.7.3).Estafuncíonnoesintegrable

enelsentidodeRiemann,porqueelĺımitedelasintegralesdefuncionesescalonadas

queaproximanaχ(t)porarribanocoincideconelĺımitedelasquelaaproximan

porabajo.

Peroestafuncíonmediblepuedesermodificadaenconjuntosdemedidaarbitra-

riamentepequẽna,de mododeobtenerunasecuenciadefuncionescontinuasχk(t)

cuyasintegralesest́enacotadas.Laeleccíondeestasfuncionesqueconducealos

ḿınimosvaloresposiblesparasusintegralescorrespondeatomar χk(t)≡ 0para

todok.Entonces,

∫1

0

χ(t)dt=Inf

{

ĺım
k→∞

∫1

0

χk(t)dt

}

=0. (2.7.6)

Lema2.11.Sif(t)≥0esunafuncíonintegrabledeLebesguey0≤g(t)≤f(t),

entoncesg(t)tambíenessumableysuintegralsatisface

0≤

∫b

a

g(t)dt≤

∫b

a

f(t)dt. (2.7.7)

Unafuncíon mediblef(t),quetomavalorestantopositivoscomonegativos,se

dicesumablesisuvalorabsoluto|f(t)|essumable.

Enesecaso,porlapropiedadanterior,lasfunciones

f+(t)=max{0,f(t)}≤|f(t)|,

f−(t)=max{0,−f(t)}≤|f(t)|,

(2.7.8)

quetomanvaloresnonegativos,sonintegrablesdeLebesgue. Dadoquef(t) =

f+(t)−f−(t),sedefinelaintegraldeLebesguedeesafuncíoncomo

∫b

a

f(t)dt:=

∫b

a

f+(t)dt−

∫b

a

f−(t)dt. (2.7.9)

Silafuncíonf(t)tomavalorescomplejos,ysuḿodulo|f(t)|essumable,entonces

sedefine
∫b

a

f(t)dt:=

∫b

a

ℜ{f(t)}dt+i

∫b

a

ℑ{f(t)}dt. (2.7.10)
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SepuededemostrarquelaintegraldeLebesgueaśıdefinidatienelas mismas

propiedadesdelinealidadquelaintegraldeRiemann,
∫b

a

{αf(t)+βg(t)}dt=α

∫b

a

f(t)dt+β

∫b

a

g(t)dt. (2.7.11)

2.8. ElespacioL2(a,b)

SellamaL2(a,b)alespaciodelasfuncionesf(t) mediblesenelintervalo[a,b],

cuyosḿodulosalcuadradosonsumables,
∫b

a

|f(t)|2dt<∞ . (2.8.1)

Esteconjuntoseestructuracomounespaciolinealrespectodelasoperaciones

usualesdesumadefunciones,

(f+g)(t):=f(t)+g(t), (2.8.2)

yproductodefuncionesporńumeros,

(αf)(t):=αf(t). (2.8.3)

Quisíeramoshacerdéelunespacioeucĺıdeointroduciendounproductoescalar

similaraldelespacioC2(a,b),peroempleandolaintegraldeLebesgue,

(
f(t),g(t)

)
:=

∫b

a

f(t)∗g(t)dt. (2.8.4)

Primeroverifiquemosqueesaintegralexisteparatodopardefuncionesf(t),g(t)∈

L2(a,b).Paraellotengamosencuentaque

0≤
(
|f(t)|−|g(t)|

)2

⇒ f(t)g(t)≤
1

2

(
|f(t)|2+|g(t)|2

)
, (2.8.5)

dedonderesultaque
(
f(t)∗g(t)

)
essumable(verPropiedad2.11).

Siahoraconsideramoslasumadedosfuncionesf(t),g(t)∈L2(a,b),

f(t)+g(t)
2

= f(t)2+2f(t)g(t)+g(t)2 ≤

≤ f(t)
2

+2f(t)g(t)+ g(t)
2

,

(2.8.6)

dedonderesultaque(f+g)(t)∈L2(a,b),queesloquedebeocurrirenunespacio

lineal.

Enparticular,elelementoneutrorespectodelasumaeslafuncíonid́enticamente

nula0(t).
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Porotraparte,deladefinicíondeproductoescalar,ec.(2.8.4),ydelaspropie-

dadesdelinealidaddelaintegraldeLebesgue,ec.(2.7.11),resultainmediatoprobar

quesesatisfacenlosdosprimerosaxiomasdelespacioeucĺıdeo.

Encuantoaltercero,

f(t)
2

≥0⇒
(
f(t),f(t)

)
=

∫b

a

f(t)
2
dt≥0. (2.8.7)

Perosi
(
f(t),f(t)

)
=0,nopodemosconcluirdeelloquef(t)=0(t),puestoque

hemosvistoqueexistenfuncionesavaloresnonegativosque(comolafuncíonde

Dirichlet)tienenunaintegraldeLebesguenulaapesardenoserid́enticamente

nulas.Estocreaunadificultadconlasegundapartedeesteaxioma.

Sinembargo,sepuededemostrarqueunafuncíonavaloresnonegativos,u(t)≥

0,∀t,tieneunaintegraldeLebesguenulaśıyśolosielladifierede0en,alosumo,

unconjuntodemedidanula,

∫b

a

u(t)dt=0 ⇔ u(t)=0,a.e. (2.8.8)

(dondelaabreviaturaa.e.significaencasitodopunto-almosteverywhere).

Enparticular,estoimplicaqueladistancia(derivadadelproductoescalardefini-

doenlaec.(2.8.4))entredosfuncionesf(t),g(t)∈L2(a,b)escerosiesasfunciones

difierenśoloenunconjuntodemedidanula,

f(t)=g(t),a.e.⇒

∫b

a

f(t)−g(t)
2

dt=0. (2.8.9)

Apesardenoserid́enticas,talesfuncionesdebeŕıanserconsideradascomoelmismo

vectordelespacioeucĺıdeo.

Estosugiereidentificaratodaslasfuncionesde(ḿodulo)cuadradointegrable

quedifieranunasdeotrasen,alosumo,unconjuntodemedidanulaconunmismo

elementodelespacio.Enparticular,todafuncíonnulaencasitodopuntoseŕıa

entoncesequivalentealvectornulo0(t),conloquetambíensesatisfaŕıaeltercer

axiomadelproductoescalar.

Paraserḿasprecisos:interpretamosaloselementosdelespacioL2(a,b)nocomo

funcionesindividuales,sinocomoclasesdeequivalenciadefuncionesdecuadrado

sumable,dondedosfuncionesest́anenlamismaclasesicoincidenencasitodopunto

(esdecir,siśolodifierenen,alosumo,unconjuntodemedidanula).

Lasoperacioneslinealesentreclasessedefinenapartirdelasoperacionessobre

funcionesrepresentativasdecadaclase,siendolaclaseresultanteindependientede

estaeleccíon.Enefecto,cambiardefuncionesrepresentativasproduceunresultado
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quecoincideconelanteriorencasitodopunto,yentoncesperteneceala misma

clasedeequivalencia.

Finalmente,elproductoescalarentreelementosdeL2(a,b)sedefinecomoen

laec.(2.8.4),apartirdedosfuncionesrepresentativasdelasclases.Estotambíen

resultaindependientedeesaeleccíon,dadoquecambiardefuncíonenunaclase

correspondeacambiarelintegrandoen,alosumo,unconjuntodemedidanula,lo

quenoalteraelvalordelaintegral.

Conestainterpretacíon,L2(a,b)resultaunespacioeucĺıdeo.

Porotraparte,sepuededemostrarquelasfuncionescontinuas,queparticipan

enladefinicíondelaintegraldeLebesgue

∫b

a

f(t)
2
dt=Inf

{

ĺım
k→∞

∫b

a

fk(t)
2
dt

}

,f(t)∈L2(a,b), (2.8.10)

pertenecenaclasesdeequivalenciaqueformanunsubespaciodensoenL2(a,b).

Evidentemente,estesubespacioesisomorfoaC2(a,b).

DadoqueC2(a,b)esunespacioeucĺıdeodedimensíoninfinitayseparable(con-

tieneunconjuntodensonumerable),tambíenloesL2(a,b).

Finalmente,sepuededemostrarelsiguiente

Teorema2.2.(de RieszyFischer)7L2(a,b)esunespacioeucĺıdeocompleto.

Porlotanto,L2(a,b)esunespaciode Hilbert(espacioeucĺıdeodedimensíon

infinita,completoyseparable),isomorfoalcompletamientodeC2(a,b).

Estaconstruccíonpuedesergeneralizadaalcasodevariasvariables.

Consideremos,porejemplo,funcionesdedosvariables,f(t,s),definidasenla

regíon[a,b]×[c,d].Unconjuntodepuntosdeeserect́angulotiene medida menor

queε >0sipuedesercontenidoenunconjuntofinitooinfinitonumerablede

rect́angulosdéareatotalmenorqueε.

Ladefinicíondefunciones mediblesysumablesesenteramentesimilaraladel

casodeunavariable,aśıcomoladefinicíondeintegraldeLebesgue,quesedenota

porelmismośımboloquelaintegraldeRiemann,
∫b

a

∫d

c
f(t,s)dtds.

Elconjuntodelasclasesdeequivalenciadefuncionesde(ḿodulo)cuadradosu-

mableenlaregíon[a,b]×[c,d]conformaunespaciodeHilbertllamadoL2((a,b)×(c,d)).

ElsiguienteresultadopermitecalcularintegralesdeLebesguedoblescomointe-

gralesiteradas,comoenelcasodeintegralesdeRiemanndobles.

7FrigyesRiesz(1880-1956).ErnstSigismundFischer(1875-1954).
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Teorema 2.3.(de Fubini)8Seaf(t,s)unafuncíonsumableenelrect́angulo

a≤ t≤ b,c≤ s≤ d.Entonces,paratfijo,f(t,s)esunafuncíonsumabledela

variablesenelintervalo[c,d],exceptoposiblementeparaunconjuntode medida

nuladevaloresdet.SuintegraldeLebesgue

F(t)=

∫d

c

f(t,s)ds (2.8.11)

(queexisteencasitodopunto)esunafuncíonsumabledelavariablet,cuyaintegral

coincideconelvalordelaintegraldoble,
∫b

a

F(t)dt=

∫b

a

{∫d

c

f(t,s)ds

}

dt=

∫b

a

∫d

c

f(t,s)dtds. (2.8.12)

Similarmente,laintegral
∫b

a
f(t,s)dtexisteparacasitodoslosvaloresdes,y

defineunafuncíonsumabletalque
∫d

c

{∫b

a

f(t,s)dt

}

ds=

∫b

a

∫d

c

f(t,s)dtds. (2.8.13)

2.9. Complementosortogonales

ElLema1.3muestralaexistenciadelcomplementoortogonaldecualquiersub-

espaciodedimensíonfinita.Enloquesiguemostraremosqueenunespacioeucĺıdeo

completoesposiblerealizarunadescomposicíonsimilarrespectodeunsubespacio

arbitrario.

Lema2.12.Six∈EesunvectorortogonalaunsubespacioF⊂E,entoncesx

estambíenortogonalasuclausura,x⊥F̄.

Enefecto,siy∈F̄,entoncesy=ĺımk→∞ yk,conyk ∈F,∀k∈N.Enesas

condiciones,porlacontinuidaddelproductoescalar,

(x,y)=ĺım
k→∞

(x,yk)=0, (2.9.1)

dadoquex⊥yk,∀k.Porlotanto,x⊥y,∀y∈F̄,esdecir,x⊥F̄.

Estoimplica,enparticular,quenoexisteninǵunvectornonuloqueseaortogonal

aunsubespacioFdensoenE.Esoesaśıporque,six⊥F⇒ x⊥E⊂F̄.Entonces,

x⊥x⇒ x=0.

Enesascondiciones,seŕasuficienteconsiderarsubespacioscerrados(recordemos

que,enparticular,todosubespaciodedimensíonfinitaescerrado).Tambíennece-

sitaremoslasiguientepropiedad.

8GuidoFubini(1879-1943)
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Lema2.13.(delparalelogramo)Dadosdosvectoresx,y∈E,valelarelacíon

∥x+y∥2+∥x−y∥2=2∥x∥2+2∥y∥2 (2.9.2)

(esdecir,lasumadeloscuadradoslaslongitudesdelasdiagonalesdeunparalelo-

gramoesigualalasumadeloscuadradosdelaslongitudesdeloslados).

Enefecto,

∥x+y∥2+∥x−y∥2=(x+y,x+y)+(x−y,x−y)=

=2(x,x)+2(y,y)=2∥x∥2+2∥y∥2 .

(2.9.3)

Lema2.14.ConsideremosunsubespaciocerradoFdeunespacioeucĺıdeocom-

pletoE. Todovectorx∈ E puedeserexpresadocomolasumadedosvectores,

x=u+v,dondeu∈Fyv⊥ F.Adeḿas,esosdosvectoresest́anuńıvocamente

definidos.

Sea

d=Inf{y∈F}{ρ(x,y)}≥0. (2.9.4)

Sid=0,entoncesxesunpuntoĺımitedeF⇒ x∈F,porserFcerrado.

Supongamosquex/∈F⇒ d >0.EsoquieredecirqueexistenenFvectores

cuyadistanciaaxesmayorqued,perotanpŕoximacomosequieraaesevalor.En

esascondiciones,podemosconstruirunasecuencia{yk,k∈N}⊂F,talque

∥x−yk∥ →d cuandok→ ∞ . (2.9.5)

AplicandoelLema2.13podemosescribir

2∥x−yk∥2+2∥x−yl∥2=∥2x−(yk+yl)∥2+∥yk−yl∥2, (2.9.6)

dedonderesultaque,∀k,l∈N,

0≤∥yk−yl∥2≤2
{
∥x−yk∥2+∥x−yl∥2

}
−4d2, (2.9.7)

dondehemostenidoencuentaque

x−
yk+yl

2

2

≥d2, (2.9.8)

dadoque(yk+yl)/2∈F.

Ahorabien,porconstruccíon,elmiembrodeladerechadelaec.(2.9.7)tiendea0

cuandok,l→ ∞,dedondeseconcluyequelasecuencia{yk,k∈N}esfundamental.
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YcomoEesunespaciocompletoyFescerrado,existeenesesubespacioelĺımite

delasecuencia

u=ĺım
k→∞

yk∈F. (2.9.9)

Seav=x−u.Sunormaes

∥v∥=∥x−u∥=ĺım
k→∞

∥x−yk∥=d>0. (2.9.10)

Tomemosahoraunvectorarbitrario z∈ F,yconsideremoslacombinacíon

u+λz∈F,conλ∈C.Entonces,elcuadradodesudistanciarespectodelvector

x=u+ves

∥x−(u+λz)∥2=∥v−λz∥2=

=∥v∥2−2ℜ{λ(v,z)}+|λ|2 ∥z∥2≥d2,

(2.9.11)

dedonderesultaque

2ℜ{λ(v,z)}≤|λ|2 ∥z∥2, ∀z∈F,∀λ∈C. (2.9.12)

Primerotomemosλ∈R.Entonces,






2ℜ{(v,z)}≤λ∥z∥2, ∀λ>0,

2ℜ{(v,z)}≥λ∥z∥2, ∀λ<0,





⇒ℜ{(v,z)}=0. (2.9.13)

Siahoratomamosλ=iµ,conµ∈R,tenemos






2ℑ{(v,z)}≥−µ∥z∥2, ∀µ>0,

2ℑ{(v,z)}≤−µ∥z∥2, ∀µ<0,





⇒ℑ{(v,z)}=0. (2.9.14)

Porlotanto,

(v,z)=0,∀z∈F ⇒ v⊥F. (2.9.15)

Finalmente,supongamosquexadmiteotradescomposicíondelaformax=

u′+v′,conu′∈Fyv′⊥F.Entonces,

0=∥(u+v)−(u′+v′)∥2=∥u−u′∥2+∥v−v′∥2, (2.9.16)

dedonderesultaqueu′=uyv′=v,demodoqueladescomposicíoneśunica.

Recordemosqueelconjuntodelosvectoresortogonalesaunsubespaciodado

F⊂EformanelcomplementoortogonaldeF,queesunsubespaciocerrado.

Podemosresumirestosresultadosenelsiguienteteorema.
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Teorema 2.4.ParatodosubespaciocerradoFdeunespacioeucĺıdeocomple-

toE,existesucomplementoortogonalF⊥,queestambíenunsubespaciocerrado.

Adeḿas,todovectorx∈Eadmiteunadescomposicíońunicadelaformax=u+v,

conu∈Fyv∈F⊥.

2.10. Desarrollosortogonales

Sedicequeunconjuntoortonormaldevectoresdeunespacioeucĺıdeo,{ek,k∈

N}⊂E,esunsistemacompletosinoexistenenEvectoresnonulosquesean

ortogonalesatodoslosvectoresdelsistema.

Estoes,elconjunto{e1,e2,...,ek,...}esunsistemacompletoenunespacioE

silasecuaciones

(ek,x)=0,∀k∈N ⇒ x=0. (2.10.1)

Porelmomentonosabemossitalessistemasexisten,nicomoconstruirlosenese

caso,perośıpodemosestudiarlasconsecuenciasdesuposibleexistencia.

Supongamosquetenemosunconjuntonumerabledevectoresortonormales,

{e1,e2,...,ek,...}⊂E,con(ek,el)=δkl, (2.10.2)

yqueunvectorx∈Etieneundesarrollodelaforma

x=

∞∑

k=1

akek. (2.10.3)

En(2.10.3),laserieconvergeenelsentidodeladistanciaenE,esdecir,

ĺım
N→∞

∥x−SN ∥=0, (2.10.4)

donde

SN =
N∑

k=1

akek (2.10.5)

eslaN-́esimasumaparcialdelaserie.

ParaN dado,consideremoselproductoescalar

(ek,SN)=

N∑

l=1

al(ek,el)=






ak,k≤N,

0,k>N.

(2.10.6)

Entonces,

(ek,x)=ĺım
N→∞

(ek,SN)=ak. (2.10.7)

Porlotanto,loscoeficientesak deundesarrolloconvergentecomoeldelaec.

(2.10.3)est́anuńıvocamentedeterminadoscomoloscoeficientesde Fourierdel

vectorxrespectodelsistemaortonormalconsiderado.
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Dadounsistemaortonormaldevectorescomoeldelaec.(2.10.2),siemprees

posiblecalcularloscoeficientesdeFourierdeunvectorx∈Erespectodedichosis-

tema,yconellosformarlassumasparcialesdesuseriedeFouriergeneralizada,

SN :=
N∑

k=1

akek,conak:=(ek,x). (2.10.8)

Consideremosladiferencia

RN :=x−SN . (2.10.9)

EstevectoresortogonalalosN primerosvectoresdelsistema,RN ⊥ ek,k=

1,2,...,N.Enefecto,

(ek,RN)=(ek,x)−(ek,SN)=ak−

N∑

l=1

alδk,l=0,sik≤N. (2.10.10)

Enconsecuencia,x=SN +RN eslasumadedosvectoresortogonalesentreśı.

PorelteoremadePit́agorastenemos

∥x∥2=∥SN ∥2+∥RN ∥2≥∥SN ∥2=
N∑

k=1

|ak|2, (2.10.11)

demodoque
N∑

k=1

|ak|2≤∥x∥2,∀N ∈N. (2.10.12)

Deaqúıresultalasiguientepropiedad:

Lema2.15.LoscoeficientesdeFourierdeunvectorx∈Erelativosauncon-

juntonumerabledevectoresortonormalesentreśı,ak=(ek,x),∀k∈N,satisfacen

ladesigualdadde Bessel9,

∞∑

k=1

|ak|2≤∥x∥2 . (2.10.13)

Teorema 2.5.Sea{e1,e2,...,ek,...}unsistemaortonormalcompletoenun

espacioeucĺıdeocompletoE.Todovectorx∈EtieneunaseriedeFouriergenera-

lizadaqueconvergeaxenlaḿetricadeeseespacio,

x=
∞∑

k=1

akek, conak=(ek,x). (2.10.14)

9Friedrich WilhelmBessel(1784-1846).
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ConsideremosladistanciaentredossumasparcialesdelaseriedeFouriergene-

ralizadaparax,

∥SN+M −SN ∥2=
N+M∑

k=N+1

akek

2

=
N+M∑

k=N+1

|ak|2. (2.10.15)

ComoconsecuenciadeladesigualdaddeBessel,lasumaenelmiembrodeladerecha

esladiferenciadedossumasparcialesdeunaserieconvergente.Porlotanto,la

sucesíondesumasparciales{Sk}esfundamental.

Ahorabien,enunespacioeucĺıdeocompleto,todasecuenciadeCauchytieneun

ĺımite.Esdecir,existeunvectorS∈Equeeselĺımitedelaserie,

S=ĺım
N→∞

SN =

∞∑

k=1

akek. (2.10.16)

LoscoeficientesdeFourierdeSrespectodelsistemaortonormalconsiderado

(uńıvocamentedeterminados)est́andadospor(ek,S)=ak.Enconsecuencia,

(ek,x−S)=(ek,x)−(ek,S)=ak−ak=0, ∀k∈N. (2.10.17)

Finalmente,sielsistema{e1,e2,...,ek,...}escompleto,laec.(2.10.17)implica

que

x−S=0 ⇒ x=S. (2.10.18)

Enconsecuencia,elvectorxeselĺımitedesuseriedeFouriergeneralizada,

x=

∞∑

k=1

(ek,x)ek. (2.10.19)

EnlascondicionesdelTeorema2.5,dosvectorescualesquierax,y∈Epueden

serrepresentadoscomolosĺımitesdesusrespectivasseriesdeFourier,

x=
∞∑

k=1

akek, y=
∞∑

k=1

bkek. (2.10.20)

Porlacontinuidaddelproductoescalar,podemosescribir

(x,y)=ĺım
N→∞

(
N∑

k=1

akek,
N∑

l=1

blel

)

=ĺım
N→∞

N∑

k=1

a∗
kbk=

∞∑

k=1

a∗
kbk. (2.10.21)

Enparticular,tomandoy=xobtenemoslaigualdaddeParseval10,

∥x∥2=(x,x)=
∞∑

k=1

|ak|2. (2.10.22)

10Marc-AntoineParsevaldesCĥenes(1755-1836).
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Esto muestraque,enunespacioeucĺıdeocompleto,ladesigualdaddeBesselse

reduceaunaigualdadcuandoelsistemaortonormalescompleto.Estaesunasuerte

degeneralizacíondelTeoremadePit́agoras11alcasodedimensíoninfinita.

Paraquevalganestaspropiedadesqueacabamosdedemostrardebemoscontar

conunsistemaortonormalcompletodevectores.Yaconocemosunḿetodogeneral

paraortogonalizar(ynormalizar)unadadasecuenciadevectores,{x1,x2,...,xk,...},

peroelsistemaortonormalresultantenoseŕa,engeneral,unsistemacompleto.

Teorema 2.6.Unacondicíon necesaria ysuficiente paraqueelsistema

{e1,e2,...,ek,...},obtenidoporortonormalizacíondelasecuencia{x1,x2,...,xk,

...}⊂E,seacompletoenunespacioeucĺıdeocompletoEesquelavariedadlineal

generadaporlosvectoresxk,L{xk,k∈N},seaunsubespaciodensoenE.

Primerosupongamosqueelsistema{e1,e2,...,ek,...}seacompleto.Entonces,

comoEescompleto,todovectorx∈EeselĺımitedesuseriedeFouriergeneralizada

x=ĺım
N→∞

SN , SN =

N∑

k=1

akek. (2.10.23)

Teniendoencuentaquecadaunodelosvectoresekes,porconstruccíon,unacombi-

nacíonlinealdeunńumerofinitodevectoresxk(verTeorema1.3),concluimosque

existencombinacioneslinealesde(unńumerofinitode)estosvectoresqueest́antan

cercacomosequieradelvectorx.

Porlotanto,sielsistema{e1,e2,...,ek,...}escompletoenunespacioEcom-

pleto,entoncesL{xk,k∈N}esdensoenE.

SupongamosahoraqueL{xk,k∈N}seadensoenE.Podemosinvertirlarela-

cíonentrelosekylosxk,demododeexpresarcadavectorxkcomounacombinacíon

linealde(unńumerofinitode)vectoresek.Entonces,unvectorxortogonalatodos

losek,

(ek,x)=0, ∀k∈N, (2.10.24)

esortogonalatodacombinacíonlinealdelosxk,esdecir,

x⊥L{x1,x2,...,xk,...}. (2.10.25)

Ycomonoexistenvectoresnonulosortogonalesaunsubespaciodenso,debeser

x=0.

Porlotanto,siL{xk,k∈N}esdensoenE,entonceselsistemaortonormal

{e1,e2,...,ek,...}escompletoenE.

11Pit́agorasdeSamos(570-495a.c.).
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Ejemplo2.12.Lavariedadlinealgeneradaporlaspotenciasdetenelintervalo

[−1,1],queeselsubespaciodelospolinomiosP2(−1,1),esdensoenelespacio

C2(−1,1)que,asuvez,esdensoenelespaciocompletoL2(−1,1).Entonces,por

el Teorema2.6,elconjuntodelospolinomiosdeLegendre(queseobtienenpor

ortogonalizacíondelaspotenciasdet-verec.(1.4.2))esunsistemaortogonal

completoenL2(−1,1).

Enconsecuencia,todafuncíondecuadradosumableen[−1,1]puedeserdesa-

rrolladaenunaseriedepolinomiosdeLegendre(debidamentenormalizados),yesa

serieconvergeenmediaalafuncíon.

Ejemplo 2.13.Elsistemadelasfuncionestrigonoḿetricas,{cos(kt),k=0,

1,2,...;sin(lt),l=1,2,3,...},esortogonalycompletoenL2(−π,π).

Enefecto,esbiensabidoqueunafuncíonperíodicadepeŕıodo2π,conuna

derivadaprimeracontinuaentodalarecta,tieneundesarrolloenseriedeFourier

queconvergeuniformementealafuncíonentodalarecta.

Enconsecuencia,elespaciolinealgeneradoporlasfuncionesdelsistematrigono-

ḿetricoesdensoenunconjuntoquellamaremos F,quecontieneatodasaquellas

funcionesdefinidasenelintervalo[−π,π]quepuedenserextendidasatodalarecta

comofunciones2π-períodicasyconunaderivadaprimeracontinua,

L{cos(kt),k≥0;sin(lt),l≥1}densoenF. (2.10.26)

EsteconjuntoFcontiene,enparticular,funcionesconunaderivadaprimeracon-

tinuaen(−π,π)yqueseanulanid́enticamenteenintervalosdelaforma[−π,−π+δ]

y[π−δ,π],conδ>0.

VeremosqueFesdensoenelconjuntodelospolinomiosP2(−π,π),queasuvez

esdensoenL2(−π,π).Paraello,consideremosunpolinomioP(t)yunasecuencia

defuncionesrealesydiferenciables,{hk(t),k∈N},talesquetomenvaloresentre0

y1ysatisfagan

hk(t)=






0, π−
(

1
2

)k+1
≤|t|≤π,

1, |t|≤π−
(

1
2

)k
.

(2.10.27)

Evidentemente,elproductohk(t)P(t)∈F,∀k.Ysi|P(t)|≤M,∀t∈[a,b],su

distanciaaP(t)

ρ
(
hk(t)P(t),P(t)

)2

=

∫π

−π

(
hk(t)−1

)2
P(t)

2
dt≤

≤22M22

(
1

2

)k

=8M2

(
1

2

)k

→ 0

(2.10.28)
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cuandok→ ∞.

Porlotanto

L{cos(kt),k≥0;sin(lt),l≥1}densoenL2(−π,π). (2.10.29)

Comoelsistematrigonoḿetricoyaesortogonal,normalizandoesosvectoresob-

tenemosunsistemaortonormalycompletoenL2(−π,π),
{

cos(kt)
√

2π
,k≥0;

sin(lt)
√

2π
,l≥1

}

, (2.10.30)

deacuerdoconelTeorema2.6.Enunespaciocomplejotambíenpodemostomarel

sistemaortonormalcompleto
{

exp(ikt)
√

2π
,k∈Z

}

. (2.10.31)

Ejemplo 2.14.Lossistemas
{√

2
π

cos(kt),k=0,1,2,...
}

y
{√

2
π

sin(kt),

k=1,2,3,...}sonortonormalesycompletosenL2(0,π).

Enefecto,lasfuncionesdecuadradosumableen[0,π]puedenserextendidasal

intervalo[−π,π]comofuncionesparesoimpares,cuyasseriesdeFouriersereducena

seriesdecosenosysenosrespectivamente.Laconvergenciaenmediadelasucesíonde

sumasparciales(tambíenparesoimpares,seǵunelcaso)alafuncíonenelintervalo

completoimplicalaconvergenciaenmediaen[0,π],
∫π

−π

|x(t)−SN(t)|2dt=2

∫π

0

|x(t)−SN(t)|2dt→ 0 (2.10.32)

cuandoN → ∞.

Ejemplo2.15.Porunrazonamientosimilar,sepuededemostrarqueelsistema

ortonormal
{

2
π

cos(kt)cos(ls),k,l≥0
}

escompletoenL2

(
(0,π)×(0,π)

)
.

Teorema 2.7.TodoespaciodeHilbertrealEesisomorfoalespacioL2.

RecordemosqueunespaciodeHilbertesunespacioeucĺıdeoinfinito-dimensional,

completoyseparable.Aśı,todoespaciodeHilberttieneunsistemaortonormaly

completodevectores.

Enefecto,porserseparable,Econtieneunconjuntodensonumerable,

F={x1,x2,...,xk,...}densoenE. (2.10.33)

Enconsecuencia,lavariedadlinealgeneradaporesosvectoresestambíendensaen

Ey,porelTeorema2.6,elsistemaortonormalqueseobtieneporortonormalizacíon

delasecuenciaF,{e1,e2,...,ek,...},escompleto.
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Comoelespacioescompleto,todovectorx∈Eeselĺımitedesudesarrollode

Fourierrespectodelsistemacompleto{ek,k∈N},

x=
∞∑

k=1

akek, ak=(ek,x)∈R. (2.10.34)

Adeḿas,comoelsistemaescompletoladesigualdaddeBesselsereducealaigualdad

deParseval,

∥x∥2=
∞∑

k=1

a2
k<∞ . (2.10.35)

EstoscoeficientesdeFourierpermitendefinirunelementodelespacioL2,

x̄=

{

ak,k∈N,con

∞∑

k=1

a2
k<∞

}

∈L2. (2.10.36)

Inversamente,dadoselsistemaortonormal{ek,k∈ N} ⊂E yunelemento

x̄∈L2comoenlaec.(2.10.36),puedeasociarseáesteunvectordeEdadoporel

ĺımitedelaseriedelaec.(2.10.34).

DadalaunicidaddeloscoeficientesdeFourier,estarelacíonestableceunacorres-

pondenciabiuńıvocaentreloselementosdeEylosdeL2.Severificadeinmediato

queestacorrespondenciapreservalasoperacioneslinealesylosproductosescalares.

Porejemplo,six,y∈Esecorrespondenconx̄={ak},̄y={bk}∈L2respecti-

vamente,tenemosque

(x,y)E =

∞∑

k=1

akbk=(̄x,̄y)L2. (2.10.37)

Porlotanto,EesisomorfoaL2.

Similarmente,todoespaciodeHilbertcomplejoesisomorfoalaextensíoncom-

plejadelespacioL2.Esteesunespacioeucĺıdeocuyoselementossonsumasformales

delaformax̄+īy,conx̄,̄y∈L2,yenelcualelproductoescalarsedefinepor

(̄x+īy,̄x′+īy′):=(̄x,̄x′)+(̄y,̄y′)+i(̄x,̄y′)−i(̄y,̄x′). (2.10.38)
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Caṕıtulo3

FORMAS Y OPERADORESSOBREESPACIOS DE

HILBERT

3.1. Funcionaleslinealesacotadasenespacioscompletos

Teorema 3.1.(Teoremaderepresentacíonde Riesz)1Todafuncionalli-

nealacotadaf(x)enunespacioeucĺıdeocompletoEpuedeserrepresentadacomo

elproductoescalarporunvectorfijodelespacio,f(x)≡(z,x),z∈E.

Consideremosunafuncionallinealacotada,|f(x)|≤K ∥x∥,∀x∈E.Sifesla

funcionalnula,ellacorrespondealproductoescalarporelvectornulo,f(x)=0=

(0,x),∀x∈E.

SupongamosquefnosealafuncionalnulayllamemosFalkernelosubespacio

nulodelafuncional,

f(x)=0,∀x∈F. (3.1.1)

Esteesunsubespaciocerrado,puestoquesilasecuenciafundamental{xk,∀k∈

N}⊂Ftieneporĺımitealvectorx,entonces

f(x)=ĺım
k→∞

f(xk)=0, (3.1.2)

dadoquetodafuncionallinealacotadaescontinua(verTeorema1.11).

PorelTeorema2.4,sabemosqueenunespacioeucĺıdeocompletoexisteelcom-

plementoortogonaldeestekernel,F⊥,quetambíenesunsubespaciocerrado.Ve-

remosqueF⊥ esunsubespaciounidimensional.

Enefecto,seandosvectoresnonulosarbitrarios z1,z2 ∈ F⊥,de modoque

f(z1,2)̸=0,yseay=f(z1)z2−f(z2)z1∈F⊥.Entonces,

f(y)=f(z1)f(z2)−f(z2)f(z1)=0⇒ y∈F. (3.1.3)

Porlotanto,y⊥y⇒ y=0,ylosvectoresz1yz2soncolineales.

Finalmente,seae∈F⊥ unvectorunitarioquegenereesesubespacio.Sabemos

quetodovectorx∈Etieneunadescomposicíońunicadelaformax=u+v,donde

v∈Fy

u=λe∈F⊥,conλ=(e,u)=(e,u+v)=(e,x). (3.1.4)

1FrigyesRiesz(1880-1956).

83
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Enesascondiciones

f(x)=λf(e)+f(v)=f(e)(e,x)=(z,x),conz=f(e)∗e. (3.1.5)

Estevectorześunico,puestoquesitambíentenemosquef(x)=(z′,x),∀x∈

E,entonces

(z−z′,x)=0,∀x ⇒∥ z−z′∥2=0 ⇒ z′=z. (3.1.6)

3.2. EloperadorintegraldeFredholm

Yahemossẽnaladoquetodooperadorlinealacotadoescontinuo.Unejemplo

importantedeoperadoracotadoenL2(a,b)eseloperadorintegraldeFredholmde

ńucleodecuadradosumable,definidopor

Ax(t):=

∫b

a

K(t,s)x(s)ds, (3.2.1)

dondeelńucleodeloperadorintegral,K(t,s),esunafuncíondedosvariablesde

(ḿodulo)cuadradosumableenlaregíona≤t,s≤b,

K2=

∫b

a

∫b

a

|K(t,s)|2dtds<∞ . (3.2.2)

Estoequivaleadecirque

K(t,s)∈L2

(
(a,b)×(a,b)

)
, (3.2.3)

yquesunormaeneseespacioes

∥K(t,s)∥=K. (3.2.4)

Enesascondiciones,elTeoremadeFubinigarantizaquelaintegral

k(t)2=

∫b

a

|K(t,s)|2ds (3.2.5)

existeparacasitodoslosvaloresdet∈[a,b],ydefineunafuncíonsumablecuya

integrales
∫b

a

k(t)2dt=K2. (3.2.6)

Entonces,paracasitodoslosvaloresdet,K(t,s)puedeserconsideradacomouna

funcíondecuadradosumabledelavariables∈[a,b],denormak(t)=+
√

k(t)2,yla

accíondeloperadorAsobrecualquierfuncíonx(s)∈L2(a,b)puedeserrepresentada

como

y(t)=Ax(t)=
(
K(t,s)∗,x(s)

)
, a.e. (3.2.7)
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DeladesigualdaddeCauchy-Schwarzresultaque

|y(t)|2=
(
K(t,s)∗,x(s)

)2
≤k(t)2 ∥x∥2, (3.2.8)

ydelaec.(3.2.6)concluimosquey(t)=Ax(t)∈L2(a,b).Enefecto,

∥Ax∥2=∥y∥2=

∫b

a

|y(t)|2dt≤K2 ∥x∥2 . (3.2.9)

Porlotanto,unoperadorintegraldeFredholmdeńucleodecuadradointegrable

comoeldelaec.(3.2.1),esunoperadoracotado,definidosobretodoL2(a,b),cuya

normanosuperaalanormadesuńucleocomofuncíondecuadradosumabledesus

dosvariables,

∥A∥≤K =∥K(t,s)∥. (3.2.10)

3.3. Operadorescompletamentecontinuos

UnconjuntodeelementosFdeunespacioeucĺıdeoEsedicecompacto2sitodo

subconjuntoinfinitoF′⊂FcontienealmenosunasecuenciadeCauchy(construida

conelementosdistintos).

Ejemplo3.1.Todoconjuntofinitopuedeserconsideradocompacto.

Ejemplo 3.2.Todoconjuntoinfinitoacotadoenlarecta R escompacto,en

virtuddelTeoremadeBolzano- Weierstrass.

Porelcontrario,todoconjuntoFnoacotadoenResnocompacto.Enefecto,

enesecasosepuedeseleccionarelsubconjuntoinfinito{xk∈F,k∈N,talesque

|xk|>k},quenocontieneningunasecuenciafundamental.

Ejemplo 3.3.Similarmente,resultainmediato mostrarquetodoconjuntoin-

finitodeelementosdeunespaciodedimensíonfinitaescompactośıyśolosies

acotado.Eseesalcaso,porejemplo,delaesferaderadio1enelespacio.

Ejemplo3.4.Sibiencompacidadyacotamientosoncaracteŕısticasequivalentes

entodoespaciodedimensíonfinita,enespacioseucĺıdeosdedimensíoninfinita

existenconjuntosacotadosquenosoncompactos.

Eseeselcaso,porejemplo,delaesferaderadio1enunespaciodeHilbert.En

efecto,porserseparable,esteespaciocontieneunconjuntoortogonalcompletode

2Tambíensueleemplearseladenominacíondelocalmentecompacto,reservandoelt́ermino

compactoparaaquellosconjuntoscuyossubconjuntoinfinitoscontienenal menosunasecuencia

convergente.
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vectoresunitarios,{e1,e2,...,ek,...},quenocontieneningunasecuenciadeCauchy

dadoque

ρ(ek,el)
2=∥ek−el∥2=2,∀k̸=l,k,l∈N. (3.3.1)

Lema3.1.TodoconjuntocompactoenunespacioeucĺıdeoEesacotado.

SupongamosqueelconjuntoF⊂Enoseaacotado.Entonces,paratodok∈N

esposibleencontrarunvectorxk∈Ftalque∥x∥≥k.

Enesascondiciones,elconjuntoF′= {xk,k∈N} ⊂Fnocontieneninguna

secuenciafundamentalformadaconpuntosdistintos,dadoquetodasecuenciade

Cauchyesacotada.

Porlotanto,siFesnoacotadoentoncesesnocompacto,loqueimplicaquesi

Fescompactoentoncesesacotado.

Unoperadorlineal A,definidosobreunespacioeucĺıdeoE,sedicecomple-

tamentecontinuoocompactosiaplicalaesferaderadio1delespacioenun

conjuntocompacto.

Ejemplo3.5.TodooperadorlinealAenunespacioeucĺıdeodedimensíonfinita

escompacto.Enefecto,enesecasoAesacotadoysatisfaceque

∥Ax∥≤∥A∥∥x∥. (3.3.2)

Porlotanto,Aaplicalaesferaderadio1enunconjuntoacotadoque,enun

espaciodedimensíonfinita,estambíencompacto.

Ejemplo3.6.EnunespaciodeHilbert,eloperadoridentidadI(queesacotado)

noescompacto,puestoqueaplicaenśı mismaalaesferaderadio1delespacio,

quenoesunaregíoncompacta.

Ejemplo3.7.SiAesunoperadoracotadoqueaplicaunespaciodedimensíon

infinitaE enunsubespaciodedimensíonfinitaE′,entoncesA esunoperador

compacto.

Enefecto,taloperadoraplicalaesferaderadio1delespacioEenunaregíon

acotadadeE′,queestambíencompacta.

Lema3.2.SeaA1,A2,...,Ak,...unasecuenciadeoperadoreslinealesdefinidos

sobreunespacioeucĺıdeoE,ysupongamosqueesasecuenciaconvergealoperador
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A(enelsentidodeladistanciaenelespaciodeBanachdelosoperadoreslineales

acotadossobreE),

ĺım
k→∞

∥Ak−A∥=0. (3.3.3)

Enesascondiciones,siparatodokeloperadorAk escompacto,entoncesAes

tambíencompacto.

Debemos mostrarque,dadounconjuntoinfinitodevectoresunitarios F =

{x1,x2,...,xk,...}⊂E,siempreesposiblehallarunasecuenciafundamentalcon-

tenidaenelconjuntodesusiḿagenes,A(F)={Axk,k∈N}.

ConsideremosprimeroelconjuntoA1(F)={A1xk,k∈N}.Esteesunconjunto

compacto,puestoqueA1escompletamentecontinuo.

Porlotanto,esposiblehallarcontenidaenA1(F)unasecuenciade Cauchy

(formadaporvectoresdiferentes),quecorrespondealasiḿagenesdeunsubconjunto

(tambíeninfinito)delasecuenciaoriginal,F1={x
(1)
1 ,x

(1)
2 ...,x

(1)
k ,...}⊂F.

TenemosentoncesquelasecuenciaA1(F1)={A1x
(1)
k ,k∈N}esfundamental.

ConsideremosahoraelconjuntoA2(F1)={A2x
(1)
k ,k∈N},tambíencompacto

dadoqueA2escompletamentecontinuo.Entonces,siempreesposiblehallarconte-

nidaenA2(F1)unasecuenciadeCauchy,quecorrespondealasiḿagenesdeunsub-

conjuntoinfinitodelasecuenciaoriginal,F2={x
(2)
1 ,x

(2)
2 ...,x

(2)
k ,...}⊂F1⊂F.

Porconstruccíon,tenemosquetantolasecuenciaA2(F2) ={A2x
(2)
k ,k∈N},

cuantoA1(F2)={A1x
(2)
k ,k∈N}sonfundamentales(yaqueF2⊂F1).

Porid́enticasconsideraciones,vemosquesiempreesposibleseleccionarunsub-

conjuntoinfinitoFn = {x
(n)
1 ,x

(n)
2 ...,x

(n)
k ,...} ⊂Fn−1 ⊂··· ⊂ F1 ⊂ F,talque

Am (Fn)={Am x
(n)
k ,k∈N},conm=1,2,...,n,seaunasecuenciafundamental.

Formemosahoraelconjunto

G ={y1=x
(1)
1 ,y2=x

(2)
2 ...,yk=x

(k)
k ,...}⊂F. (3.3.4)

Teniendoencuentaque {yk,k≥ n} ⊂Fn,vemosquelassecuenciasAn(G) =

{Anyk,k∈N}sonfundamentalesparatodon.

Mostraremosquelasecuencia A(G)={Ayk,k∈N}esfundamental.Paraello,

dadoε>0,tomemosnsuficientementegrandecomoparaquelanorma

∥A−An∥<
ε

4
, (3.3.5)

yseam talque

∥Anyk−Anyl∥<
ε

2
,∀k,l>m. (3.3.6)
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Entonces,

∥Ayk−Ayl∥=∥A(yk−yl)∥=

=∥(A−An)(yk−yl)+An(yk−yl)∥≤

≤∥(A−An)(yk−yl)∥+∥An(yk−yl)∥≤

≤∥A−An∥∥yk−yl∥+∥Anyk−Anyl∥<

<
ε

4
×2+

ε

2
=ε.

(3.3.7)

Enresumen,dadounconjuntonumerablearbitrariodevectoresunitarios,siem-

preesposibleextraerdéelunsubconjuntoinfinitoqueesaplicadoporeloperador

AenunasecuenciadeCauchy.

Porlotanto,Aesunoperadorcompletamentecontinuo.

Teorema3.2.TodooperadorintegraldeFredholmdeńucleodecuadradosuma-

bleescompacto.

ConsideremosprimeroelcasodeunoperadorAn deńucleodegenerado,

Kn(t,s)=
n∑

k=1

φk(t)ψk(s)∗, conφk(t),ψk(t)∈L2(a,b). (3.3.8)

Ńotesequesiempreesposiblesuponerquelasfunciones φk(t),k=1,...,nson

linealmenteindependientes.Encasocontrario,algunasdeellaspuedenserelimina-

dasenfavordeunsubconjuntolinealmenteindependiente,obteníendoseunasuma

conun menorńumerodet́erminos.Porla mismaraźon,puedesuponersequelas

funcionesψk(t),k=1,...,nsonlinealmenteindependientes.

Comosabemos,lanormadeesteńucleoesunacotasuperiorparalanormadel

operadorintegral,

K2
n=∥Kn(t,s)∥2=

∫b

a

∫b

a

n∑

k,l=1

φk(t)∗ψk(s)φl(t)ψl(s)∗dtds=

=

n∑

k,l=1

(
φk(t),φl(t)

)(
ψl(s),ψk(s)

)
≥∥An∥2 .

(3.3.9)

LaaccíondeloperadorAn sobreunafuncíonx(t)∈L2(a,b)sereducea

Anx(t)=
n∑

k=1

(ψk,x)φk(t), (3.3.10)
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demodoqueAnaplicatodoelespacioL2(a,b)enelsubespaciodedimensíonfinita

generadoporlasfuncionesφ1(t),...,φn(t).

Enesascondiciones,todooperadorintegraldeFredholmdeńucleodegenerado

esunoperadorcompletamentecontinuo.

Consideremosahoraunoperadorintegral A deńucleodecuadradosumable

arbitrario,K(t,s)∈L2

(
(a,b)×(a,b)

)
.Esteńucleopuedeserdesarrolladoenuna

seriedeFouriergeneralizada(convergenteenmedia)delaforma

K(t,s)=

∞∑

k,l=0

Ck,lcos

(

kπ
t−a

b−a

)

cos

(

lπ
s−a

b−a

)

. (3.3.11)

Lassumasparcialesdeestaserie,

Kn(t,s)=
n∑

k,l=0

Ck,lcos

(

kπ
t−a

b−a

)

cos

(

lπ
s−a

b−a

)

∈L2

(
(a,b)×(a,b)

)
,(3.3.12)

permitendefinirunasucesíondeoperadoresintegralesdeFredholmdeńucleodege-

nerado,An,todoselloscompactos.

Ladiferencia
(
A−An

)
estambíenunoperadorintegral,

(
A−An

)
x(t)=Ax(t)−Anx(t)=

∫b

a

(
K(t,s)−Kn(t,s)

)
x(s)ds, (3.3.13)

cuyońucleoesladiferencia
(
K(t,s)−Kn(t,s)

)
∈L2

(
(a,b)×(a,b)

)
.

Ahorabien,comolanormadeloperador
(
A−An

)
est́aacotadaporlanorma

desuńucleo,

∥A−An∥≤∥K(t,s)−Kn(t,s)∥→0 cuandon→ ∞ . (3.3.14)

Porlotanto,lasecuenciadeoperadorescompactosAnconvergealoperadorAen

elsentidodeladistanciaenelespacionormadodelosoperadoreslinealesacotados

sobreL2(a,b).EnvirtuddelTeorema3.2,eloperadorintegralAdeńucleoK(t,s)

estambíencompletamentecontinuo.

Esteresultadovale,enparticular,cuandoelńucleoK(t,s)escontinuoenla

regíoncompactaa≤t,s≤b.Enestecaso,eloperadorintegraldeFredholmaplica

L2(a,b)→C2(a,b).Enefecto,si

y(t)=

∫b

a

K(t,s)x(s)ds (3.3.15)
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tenemosque

y(t+δ)−y(t)
2

=
(
K(t+δ,s)∗−K(t,s)∗,x(s)

)2

≤

≤∥x∥2

∫b

a

K(t+δ,s)−K(t,s)
2

ds≤

≤∥x∥2(b−a)maxa≤s≤b

{

K(t+δ,s)−K(t,s)
2
}

→ 0

(3.3.16)

cuandoδ→ 0.

3.4. Autovectoresyautovaloresdeoperadorescompletamente

continuos

Lema 3.3.Todooperadorlinealcompletamentecontinuoesacotadoy,porlo

tanto,continuo.

Enefecto,siAescompacto,laesferaderadio1delespacioEesaplicadaporA

enunconjuntocompacto,quenecesariamenteesacotado:

∥A∥=sup{∥x∥=1} ∥Ax∥<∞ . (3.4.1)

Lema3.4.TodooperadorlinealsiḿetricoycompletamentecontinuoA,definido

sobreunespacioeucĺıdeocompletoE,tieneunvectorḿaximo.

SupongamosqueA≠O (encuyocasoesteenunciadovaletrivialmente).

Como∥A∥=sup∥Ax∥paraxtomandovaloresenlaesferaderadio1deE,

entoncesesposibleseleccionarunasecuenciadevectoresunitariosF={xk,k∈N}

talesquelasnormasdelosvectoresyk=Axksatisfaganque

ĺım
k→∞

∥yk∥=∥A∥>0. (3.4.2)

ComoAescompletamentecontinuo,A(F)esunconjuntocompacto.Entonces,

siemprepodemossuponerquelasecuencia{yk,k∈N}esfundamental(bastacon

descartaraquellosvectoresdelasecuenciaF cuyasiḿagenesnocorrespondana

elementosdelasecuenciadeCauchyquedebecontenerA(F)).

Ahorabien,sielespacioEescompleto,existeunvectory∈Equeeselĺımite

deesasecuenciadeCauchy,

y=ĺım
k→∞

yk=ĺım
k→∞

Axk. (3.4.3)
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Adeḿas,porlacontinuidaddelanormatenemos

∥y∥=ĺım
k→∞

∥yk∥=∥A∥. (3.4.4)

Mostraremosahoraquesi Aessiḿetrico,entonceselvectorunitarioz=y/∥A∥

esunvectorḿaximodeA.

Enefecto,tenemos

∥yk∥2=∥Axk∥2=
(
xk,A†yk

)
=

=(xk,Ayk)≤∥xk∥∥Ayk∥≤∥A∥∥yk∥,

(3.4.5)

demodoque,enelĺımitek→ ∞,resulta

∥A∥2≤ ĺım
k→∞

∥Ayk∥=∥Ay∥≤∥A∥2 . (3.4.6)

Porlotanto,∥Az∥=∥A∥,con∥z∥=1.

ComoconsecuenciadelosLemas3.3y3.4,yaplicandolosresultadosgenerales

obtenidosenelLema1.83,sedemuestradeinmediatoelsiguienteLema.

Lema3.5.TodooperadorsiḿetricocompletamentecontinuoA,definidosobre

unespacioeucĺıdeocompletoE,tieneunautovectordeautovalorλ=∥A ∥o

λ= −∥A∥.

Recurriendoalprocedimientoempleadoenlademostracíondel Teorema1.9

(v́alidoparaelcasodedimensíonfinita),yteniendoencuentaqueelcomple-

mentoortogonalessiemprecerrado,yquetodosubespaciocerradodeunespa-

cioeucĺıdeocompletoestambíenunespaciocompleto,podemosconstruiruncon-

juntoortonormaldeautovectoresdeA correspondientesaautovaloresnonulos,

{e1,e2,...,ek,...|Aek=λkek;λk≠0;(ek,el)=δkl}.

Porconstruccíon,estosautovectoressonobtenidosenordennocrecientedelos

valoresabsolutosdesusautovalores,∥A∥=|λ1|≥|λ2|≥···≥|λk|≥....

Pero,adiferenciadeloqueocurreendimensíonfinita,enunespaciodedi-

mensíoninfinitaesteprocedimientopuedeterminaralcabodeunńumerofintode

pasos(cuandolanormadelarestriccíondeAalcomplementoortogonalesnula)o

continuarindefinidamente.

ElsiguienteLemaimponerestriccionessobreladistribucíonsobrelarectaque

puedenadoptarlosautovaloresdeunoperadorsiḿetricocompacto.

3RecordemosqueelLema1.8establecequesieloperadorsiḿetricoacotadoAtieneunvector

ḿaximo,entonces Atambíentieneunautovectorconautovalor∥A∥o−∥A∥.
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Lema3.6.SeaAunoperadorsiḿetricocompletamentecontinuoenunespacio

eucĺıdeocompleto.EntoncesAtieneunconjuntofinitodeautovectoresortonormales

entreśıcorrespondientesaautovaloresque,envalorabsoluto,superanaunńumero

δ>0.

Supongamosque,porelcontrario,contamosconunconjuntoinfinitodetales

autovectores,

{e1,e2,...,ek,...} (ek,el)=δkl;Aek=λkekcon|λk|>δ>0, (3.4.7)

yconsideremoselconjuntodesusiḿagenesporA,{λkek,k∈N}.

Estenoesunconjuntocompactopuestoque,siendoinfinito,nocontieneninguna

secuenciadeCauchy.Enefecto,ladistanciaentredoscualesquieradesuselementos

satisface

∥Aek−Ael∥2=∥λkek−λlel∥2=|λk|2+|λl|
2>2δ2,∀k̸=l. (3.4.8)

Enesascondiciones,resultaimposibleseleccionarunasubsecuenciafundamental,lo

queest́aencontradiccíonconlahiṕotesisdecompacidaddeloperadorA.

Porlotanto,elconjuntodeautovectoresortonormalesdelaec.(3.4.7)hade

contenerunńumerofinitodeelementos.

ElLema3.6implicaquesiunoperadorsiḿetricocompletamentecontinuotiene

unńumeroinfinitodeautovaloresnonulos,ellosformanunasecuenciaqueconverge

alorigen.Adeḿas,ladegeneracíondecualquierautovalornonuloesfinita(esdecir,

lossubespacioscaracteŕısticoscorrespondientesaautovaloresλ̸=0sondedimensíon

finita).

Apartirdeestosresultadospodemosconcluirquesiunoperadorsiḿetricocom-

pletamentecontinuoA tieneunconjuntoinfinitodeautovaloresnonulos,éstos

puedenserdispuestosenordendecrecientedesusvaloresabsolutos,de modoque

formenunasecuenciaconvergentea0.Loscorrespondientesautovectoresson,por

construccíon,ortogonalesentreśı,áuncuandocorrespondanalmismoautovalor.

Enesascondiciones,obtenemosunconjuntonumerabledeautovectoresortonor-

males,{e1,e2,...,ek,...},cuyosautovalores,quesatisfacen

∥A∥=|λ1|≥|λ2|≥···≥|λk|≥..., (3.4.9)

formanunasecuenciaqueconvergealorigen,λk→ 0.

Mostraremosahoraquetodovector zortogonalalosautovectoresek aśıcons-

truidossatisfaceAz=0.
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Lema 3.7.Siunvectornonuloz∈E esortogonalatodoslosautovectores

ekcorrespondientesaautovaloresnonulosdeunoperadorsiḿetricocompletamente

continuoA,definidosobreunespacioeucĺıdeocompletoE,entonceszesunauto-

vectordeAcorrespondientealautovalor0.

Consideremoslavariedadlinealgeneradapor(todos)losautovectoresdeAco-

rrespondientesaautovaloresnonulos:L{e1,e2,...,ek...},donde

Aek=λkek, λk≠0. (3.4.10)

LlamemosFasuclausura,F=L{e1,e2,...,ek...},yF⊥ asucomplementoorto-

gonal.

DadoqueAessiḿetricoyL{e1,e2,...,ek...}esinvariante,F⊥ esunsubespacio

cerradoinvariantefrentealaaccíondeA.Enesascondiciones,podemosconsiderar

larestriccíondeloperadorAalsubespacioF⊥,queeśelmismounespacioeucĺıdeo

completo.

Sea

M :=sup{
x∈F⊥ ∥x∥=1

} ∥Ax∥, (3.4.11)

lanormadelarestriccíondeAalsubespacioF⊥.SiM > 0,porelLemma3.5,

sabemosqueAtendŕıaunautovectordeautovalorλ=±M ≠0.Pero,porhiṕotesis,

esonoocurre,yaquetodoslosautovectorescorrespondientesaautovaloresnonulos

est́ancontenidosenF.

Porlotanto,M =0⇒ Az=0,∀z∈F⊥.

Ahorabien,porel Teorema2.4,sabemosquetodovector x∈ E tieneuna

descomposicíońunicacomolasumax=u+v,conu∈Fyv∈F⊥.

Porotraparte,enlascondicionesdelLema3.7,elconjuntodeautovectoresdeA

correspondientesaautovaloresnonulos,{e1,...,ek...},constituye(porconstruc-

cíon)unsistemaortonormalycompletoenFque,porserunsubespaciocerradode

unespaciocompleto,eśelmismounespacioeucĺıdeocompleto.

Enconsecuencia,todovectoru∈ F eselĺımitedesudesarrollodeFourier

respectodedichosistemaortonormal,

u=
∑

{ek|λk̸=0}

akek, conak=(ek,u)=(ek,x). (3.4.12)

Estosresultadospruebanelsiguiente

Teorema 3.3.SeaA unoperadorsiḿetricocompletamentecontinuodefinido

sobreunespacioeucĺıdeocompletoE.Entonces,todovectorx∈Epuedeserrepre-

sentadocomolasumadedosvectoresortogonalesentreśı,x=u+v,dondeuesel
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ĺımitedeunasumaqueseextiendesobreelconjuntodeautovectoresortonormales

deAcorrespondientesaautovaloresnonulos,

u=
∑

{ek|λk̸=0}

akek conak=(ek,x), (3.4.13)

ydondevesunautovectordeAcorrespondientealautovalornulo,

Av=0=0v. (3.4.14)

SiEesunespaciodeHilbert,esseparable.EntoncesEcontieneunconjunto

densonumerable,G = {xk,k∈ N} ⊂E,cuyoselementostambíentienenuna

descomposicíońunicacomosumasdelaformaxk=uk+vk,conuk∈Fyvk∈F⊥.

Dadounvectorarbitrariox∈Eyunńumeroε>0,siempreesposibleencontrar

unvectorxk∈G talque

ε2>∥x−xk∥2=∥u−uk∥2+∥v−vk∥2≥∥v−vk∥2, (3.4.15)

dedonderesultaqueelconjuntonumerable{vk,k∈N}esdensoenF⊥.Entonces,

F⊥ esunespaciocompletoyseparable.

EnvirtuddelTeorema2.6,porortogonalizacíondelasecuencia{vk,k∈N}se

obtieneunsistemaortonormalycompletoenF⊥,cuyoselementossonautovectores

deAcorrespondientestodosellosalautovalornulo,

{E1,E2,...,Ek,...} (Ek,El)=δkl;AEk=0Ek=0. (3.4.16)

Porlotanto,todovectorv∈F⊥ eselĺımitedeundesarrollodeFourierdela

forma

v=
∑

{Ek|λk=0}

bkEk, dondebk=(Ek,v)=(Ek,x). (3.4.17)

Estosresultados,juntoconel Teorema3.3,pruebanelsiguiente Teoremade

Hilbert:

Teorema3.4.Todooperadorsiḿetricoycompletamentecontinuodefinidosobre

unespaciodeHilberttieneunsistemaortonormalcompletodeautovectores.

3.5. AutovectoresdeoperadoresdeFredholm

ConsideremosunoperadorintegraldeFredholm A deńucleoherḿıticoyde

cuadradosumable,

K(s,t)=K(t,s)∗, K=∥K(t,s)∥<∞ . (3.5.1)
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Unoperadorconesascaracteŕısticasest́adefinidosobretodoelespaciodeHilbert

L2(a,b)(verSeccíon3.2),essiḿetrico(verec.(1.8.20))ycompletamentecontinuo

(verTeorema3.2).Entonces,tieneunsistemaortonormalycompletodeautovecto-

res,ytodovectorx(t)∈L2(a,b)eselĺımitedesudesarrollodeFourierrespectode

esesistema.

LosautovectoresdeAsatisfacen

Aek(t)=

∫b

a

K(t,s)ek(s)ds=λkek(t). (3.5.2)

Enconsecuencia,podemosescribirque

λkek(t)∗=
(
ek(s),K(t,s)∗

)
, (3.5.3)

de modoqueλkek(t)∗puedeserconsideradocomoelcoeficientedeFourierde(la

funcíondecuadradosumabledelavariables)K(t,s)∗ correspondientealvector

ek(s).

Entonces,ladesigualdaddeBesselimplicaque,∀N,

N∑

k=1

λ2
k|ek(t)|2≤

∫b

a

|K(t,s)|2ds=k(t)2, (3.5.4)

seǵunlanotacíonadoptadaenlaSeccíon3.2.Integrandoambosmiembrosententre

aybobtenemos

N∑

k=1

λ2
k ∥ek(t)∥2=

N∑

k=1

λ2
k≤

∫b

a

k(t)2dt=K2, ∀N ∈N. (3.5.5)

Porlotanto,laserieformadaconloscuadradosdelosautovaloresdeunoperador

integraldeFredholmdeńucleoherḿıticoydecuadradosumableesconvergente,

∞∑

k=1

λ2
k≤K2<∞ (3.5.6)

(resultadoquenoesv́alidoengeneralparaotrosoperadoressiḿetricosycompac-

tos).

Unafuncíonenlaimagendeloperadoresdelaforma

y(t)=Ax(t)=A

{
∞∑

k=1

akek(t)

}

, (3.5.7)

dondeak=(ek,x).Dadoquelaserieenelsegundo miembroconvergealvectorx,

porlacontinuidaddeApodemosescribir

y(t)=

∞∑

k=1

akAek(t)=
∑

{ek|λk̸=0}

λkakek(t). (3.5.8)
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Porlotanto,unafuncíony(t)∈Rank(A)eselĺımiteenmediadeundesarrollo

enseriedeautovectoresdeAcorrespondientesaautovaloresnonulos.

Teorema 3.5.SielńucleoK(t,s),herḿıticoydecuadradosumable,satisface

lacondicíonde Hilbert-Schmidt4,

k(t)2=

∫b

a

|K(t,s)|2ds≤M2, (3.5.9)

dondeM esunaconstanteindependientedet,entoncestodafuncíony(t)enel

rangodeloperadorintegralAquedefineeseńucleotieneundesarrolloenseriede

autofuncionesdeAquenośoloconvergeen mediaay(t),sinotambíenabsolutay

uniformemente.

Consideremosunasumaparcialdelaserieparay(t)enelmiembrodeladerecha

delaec.(3.5.8),

N∑

k=1

akλkek(t)≤
N∑

k=1

|ak||λkek(t)|. (3.5.10)

Teniendoencuentaque,porladesigualdaddeBessel,

N∑

k=1

|ak|2≤∥x∥2, ∀N ∈N, (3.5.11)

yque,porhiṕotesis,delaec.(3.5.4)tenemos

N∑

k=1

λ2
k|ek(t)|2≤k(t)2≤M2, ∀N ∈N,∀t∈[a,b], (3.5.12)

aplicandoladesigualdaddeCauchy-SchwarzenRN obtenemos

N∑

k=1

|ak||λkek(t)|≤∥x∥M, ∀N ∈N,∀t∈[a,b]. (3.5.13)

Porlotanto,sisesatisfacelacondicíondeHilbert-Schmidt,laserieen(3.5.8)

convergeabsolutayuniformementealafuncíony(t)enelintervalo[a,b].

LacondicíondeHilbert-Schmidtsesatisface,enparticular,cuandoelńucleo

decuadradosumableK(t,s)escontinuo. Enesecaso Rank(A)⊂C2(a,b)(ver

ecuaciones(3.3.15-3.3.16)),loqueimplicaquelasautofuncionesdeloperadorintegral

correspondientesaautovaloresnonulossontambíencontinuas.

4ErhardSchmidt(1876-1959).
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3.6. Ecuacionesintegralesinhomoǵeneas

Consideremoslaecuacíonintegral

φ(t)=f(t)+

∫b

a

K(t,s)φ(s)ds, (3.6.1)

dondef(t)yK(t,s)sonfuncionesconocidas,ylafuncíoninćognitaφ(t)aparece

bajoelsignointegral.

Sif(t)∈L2(a,b)yK(t,s)=K(s,t)∗∈L2

(
(a,b)×(a,b)

)
,laanteriorecuacíon

integralpuedeserinterpretadacomo

φ(t)=f(t)+Aφ(t), (3.6.2)

dondeAeseloperadorintegraldeFredholmcuyońucleo(herḿıticoydecuadrado

sumable)esK(t,s).

ComoeloperadorAaśıdefinidoessiḿetricoycompacto,tieneunsistemaor-

tonormalcompletodeautovectores,Aek(t)=λkek(t),k∈N.

Siexisteunasolucíonφ(t)∈L2(a,b)paralaec.(3.6.2),ellapuedeserrepresen-

tadacomoelĺımitedesudesarrollodeFourierrespectodeesesistemacompleto.

Porlotanto,tienesentidotratardedeterminarsuscoeficientesdeFourier.

Tomandoelproductoescalardeambos miembrosdelaec.(3.6.2)conelauto-

vectorek(t)obtenemos

(ek,φ)=(ek,f)+(ek,Aφ)=

=(ek,f)+(Aek,φ)=(ek,f)+λk(ek,φ),

(3.6.3)

dadoqueAessiḿetrico.Resultaentoncesque

(1−λk)(ek,φ)=(ek,f). (3.6.4)

EstaecuacíonśolopermitedeterminaruńıvocamenteloscoeficientesdeFourier

deφ(t)correspondientesalos(numerables)autovectoresdeautovalordistintodela

unidad:

ak=(ek,φ)=
(ek,f)

(1−λk)

=(ek,f)+
λk

(1−λk)
(ek,f), λk≠1.

(3.6.5)

ComprobemosqueestoscoeficientesdeFourierdefinenefectivamenteunvector

deL2(a,b).Sillamamos

M =max{λk̸=1}

{
1

|λk−1|

}

(3.6.6)
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(recordemosquelosautovaloresdeunoperadorsiḿetricocompletamentecontinuo

formanunasecuenciaqueconvergealorigen-verLema3.6),podemosescribir

∑

{ek|λk̸=1}

|ak|2=
∑

{ek|λk̸=1}

|(ek,f)|2

(1−λk)2
≤

≤M2
∑

{ek|λk̸=1}

|(ek,f)|2≤M2∥f∥2,

(3.6.7)

envirtuddeladesigualdaddeBessel.Porlotanto(verTeorema2.7),laserie

ϕ(t)=
∑

{ek|λk̸=1}

akek(t) (3.6.8)

convergeaunvectordelespacioL2(a,b).

Siλ=1noesunautovalorde A,elconjunto{ek|λk ≠1}esunsistema

ortonormalcompletoenL2(a,b),ylaec.(3.6.2)tieneunáunicasolucíondadapor5

ϕ(t)=
∑

{ek|λk̸=1}

{

(ek,f)+
λk

(1−λk)
(ek,f)

}

ek(t)=

=f(t)+
∑

{ek|λk̸=0,1}

λk

(1−λk)
(ek,f)ek(t).

(3.6.9)

Enefecto,teniendoencuentalacontinuidaddelosoperadoresacotados,podemos

escribir

(I−A)ϕ(t)=(I−A)
∑

{ek|λk̸=1}

(ek,f)

(1−λk)
ek(t)=

=
∑

{ek|λk̸=1}

(ek,f)

(1−λk)
(I−A)ek(t)=

∑

{ek|λk̸=1}

(ek,f)ek(t)=f(t).

(3.6.10)

Porotraparte,siλ=1esautovalordeA,entonceselsubespaciocaracteŕıstico

correspondiente,E(1),tienedimensíonfinita(dadoqueAescompletamentecontinuo

-verLema3.6).

Sea{E1(t),...,En(t)}unabaseortonormaldeE(1).Laecuacíon(3.6.4)implica

que

(1−1)(Ek,φ)=0=(Ek,f), k=1,2,...,n. (3.6.11)

Estoesunacontradiccíona menosquef(t)⊥Ek(t),k=1,2,...,n.Eneste

caso,elvectorϕ(t)(ec.(3.6.9))esunasolucíonparticulardelaecuacíon(3.6.2).

5ŃotesequeconestaexpresíonśoloesnecesarioconocerlasautofuncionesdeAcorrespondien-

tesaautovaloresnonulos.
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Peroesasolucíonnoeśunica6,dadoquelosncoeficientesdeFourier(Ek,φ)quedan

indeterminados.

Lasolucíongeneralde(3.6.2)seescribecomolasumadeϕ(t)ylasolucíon

generaldelaecuacíonhomoǵenea:

φ(t)=ϕ(t)+ϕ1(t)=

=f(t)+
∑

{ek|λk̸=0,1}

λk

(1−λk)
ek(t)+ϕ1(t),

(3.6.12)

dondeϕ1(t)=c1E1(t)+···+cnEn(t)esunautovectorarbitrariodeAcorrespondiente

alautovalor1.Estosignificaquelasolucíonest́adeterminadaamenosdelaeleccíon

denconstantesarbitrarias.

Finalmente,sif(t)noesortogonalalsubespaciocaracteŕısticocorrespondiente

alautovalor1laecuacíonintegral(3.6.2)notienesolucíon7.

Ńoteseque
(
φ(t)−f(t)

)
=Aφ(t)∈Rank(A),demodoquesielńucleoK(t,s)

satisfacelacondicíondeHilbert-Schmidt,entonceslaserieenel miembrodela

derechadelaec.(3.6.9)nośoloconvergeenmedia,sinotambíenabsolutayunifor-

memente.

Enparticular,sielńucleoK(t,s)escontinuo,entoncesladiferencia
(
φ(t)−f(t)

)

esunafuncíoncontinua.

3.6.1. Ćalculodeautofuncionesyautovaloresdeunoperadorinte-

gral.Hemosvistoquelaexpresíondelasolucíondelaecuacíonintegral(3.6.2)

requieredelconocimientodelasautofuncionesdeloperadorintegralcorrespondien-

tesaautovaloresnonulos(verec.(3.6.12)).

Enloquesigueveremosćomocalcularesasautofuncionesenelcasodeunope-

radordeFredholmdeńucleodegenerado(nonecesariamentesiḿetrico).

ConsideremosunoperadorintegralAdefinidoporelńucleo

K(t,s)=

n∑

k=1

φk(t)ψk(s)∗, φk(t),ψk(t)∈L2(a,b), (3.6.14)

6Enefecto,siλ=1esautovalordeA,laecuacíonhomoǵenea(I−A)ϕ1=0tienesoluciones

notriviales.Entonces,siexisteunasolucíonparalaecuacíoninhomoǵenea(I−A)ϕ=f,ellano

esúnicapuestoque(I−A)(ϕ+ϕ1)=f.
7Enefecto,si(I−A)φ=f,y(I−A)ϕ1=0,entonces

(
ϕ1,(I−A)φ

)
=

(
(I−A)ϕ1,φ

)
=

(
0,φ

)
=0=

(
ϕ1,f

)
. (3.6.13)
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dondelosconjuntos{φk,k=1,...,n}y{ψk,k=1,...,n}sonlinealmenteinde-

pendientes.

Est́aclaroquetodovectornonuloortogonalalos{ψk,k=1,···,n}esun

autovectordeloperadorintegralA correspondientealautovalor0.ComoA apli-

catodoL2(a,b)enelsubespaciodedimensíonfinitageneradoporlasfunciones

{φk,k=1,...,n},todoautovectorcorrespondienteaunautovalornonulodeber

estarcontenidoenesesubespacio.

Proponemosentoncesparaunautovectore(t)talque

Ae(t)=λe(t), conλ̸=0, (3.6.15)

unacombinacíonlinealdelaforma

e(t)=

n∑

k=1

ckφk(t) (3.6.16)

que,reemplazadaenlaecuacíondeautovalores,conducea

(
A−λI

)
e(t)=

n∑

k=1

φk(t)
(
ψk,e

)
−λe(t)=

=

n∑

k=1

φk(t)

{
n∑

l=1

[(
ψk,φl

)
−λδkl

]
cl

}

=0.

(3.6.17)

Dadoquelasfuncionesφk(t)sonlinealmenteindependientes,laec.(3.6.17)se

reduceaunsistemadeecuacionesalgebraicas,

(M −λ1)̄c=0̄, con̄c=







c1

...

cn





 , (3.6.18)

dondeMkl=(ψk,φl)y1eslamatrizidentidadden×n.

Estesistemadeecuacionestienesolucionesnotrivialesparaaquellosvaloresde

λqueseancerosdeldeterminantedet(M −λ1),queesunpolinomiodegradonen

λ.DichassolucionesdeterminanlasautofuncionesdeloperadorAatrav́esdelaec.

(3.6.16).

SielńucleoK(t,s)esnodegenerado,siemprepuedeseraproximado(enlaḿetri-

cadeL2

(
(a,b)×(a,b)

)
)porunasumaparcialdesudesarrollodeFourierrespectode

alǵunsistemaortonormalycompleto,Kn(t,s),queśıesunńucleodegenerado.Los

autovaloresyautovectoresdeesteúltimopuedenserdeterminadosporel ḿetodo

antesdescrito.
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BajociertascondicionesderegularidaddelńucleoK(t,s)quenodiscutiremos

enestecurso8,estasaproximacionesconvergenalosautovaloresyautofuncionesdel

ńucleooriginal.

3.6.2. El ḿetodode Rayleighy Ritz.Consideremosunafuncionalreal

F[φ]definidasobreunespacioeucĺıdeoE.Losextremosdelafuncionalsonaquellos

vectoresφ∈Eparaloscualesladiferencia(F[φ+εh]−F[φ])tomaelmismosigno

cualquieraqueseaelvectorunitarioh∈E,siemprequeε∈Rseasuficientemente

pequẽno.

LaprimeravariacíondelafuncionalF[φ]sedenotaporδF[φ,εh]ysedefine

comolapartelinealenεdeladiferencia

F[φ+εh]−F[φ]=δF[φ,εh]+O(ε2), conh∈E. (3.6.19)

LosextremosdeF[φ]correspondenaaquellosvectoresφ∈Eque,paratodoh,

anulanasuprimeravariacíon.Enefecto,comoδF[φ,εh]eslinealenε,siδF[φ,εh]̸=

0paraalǵunhunitario,entonceshayvectorespŕoximosdeφ,delaforma(φ+εh)

con|ε| ≪1,paraloscualesF[φ+εh]es mayoro menorqueF[φ],seǵunsea

elsignodeε.Enconsecuencia,laexistenciadeunextremodeF[φ]requiereque

δF[φ,εh]=0.

Consideremosahoraunoperadorsiḿetrico(nonecesariamenteacotado)A,defi-

nidosobreundominioD(A)densoenunespacioeucĺıdeocompletoE,ydefinamos

lafuncional(real)

F[φ]:=
(φ,Aφ)

(φ,φ)
, φ∈E. (3.6.20)

Paraφ,h∈D(A)tenemos

δ(φ,Aφ)=(εh,Aφ)+(φ,Aεh)=

=ε{(h,Aφ)+(Aφ,h)}=2εℜ(h,Aφ),

δ(φ,φ)−1=
−1

(φ,φ)2
{(εh,φ)+(φ,εh)}=

−2ε

(φ,φ)2
ℜ

(
h,φ

)
,

(3.6.21)

demodoque

δF[φ,εh]=
2ε

(φ,φ)
ℜ

(
h,Aφ−F[φ]φ

)
. (3.6.22)

Losextremosdelafuncionalcorrespondenalosvectoresquesatisfacen

δF[φ,εh]=0,∀h ⇒ Aφ−F[φ]φ=0, (3.6.23)

8Ver,porejemplo,Methodsof MathematicalPhysics -Vol.I,R.CourantyD.Hilbert
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dadoqueeldominiodedefinicíondeAesunsubespaciodenso(ynoexistenvectores

nonulosortogonalesasubespaciosdensos).Esdecir,losextremoscorrespondena

losautovectoresdeA,

Aφ=λφ, conλ=F[φ]. (3.6.24)

SiAesacotado,entoncesestafuncionalesacotada:

F[φ]=|(̂φ,Aφ̂)|≤∥Aφ̂∥≤∥A∥, con φ̂=φ/∥φ∥. (3.6.25)

YsiadeḿasAescompacto,sabemosqueexisteunautovectore1deautovalorλ1

talque|λ1|=∥A∥.

ParaAacotado,lafuncional(nolineal)F[φ]tambíenresultacontinua,dadoque

|F[φ]−F[ψ]|=
(
φ̂−ψ̂,Âφ

)
+

(
ψ̂,A(̂φ−ψ̂)

)
≤

≤
(
φ̂−ψ̂,Âφ

)
+

(
Aψ̂,φ̂−ψ̂

)
≤

≤∥φ̂−ψ̂∥
{

∥Aφ̂∥+∥Aψ̂∥
}

≤

≤
2∥A∥

∥φ∥∥ψ∥
∥ψ∥(φ−ψ)−(∥φ∥−∥ψ∥)ψ ≤

≤
2∥A∥

∥φ∥∥ψ∥

{

∥ψ∥∥φ−ψ∥+ ∥φ∥−∥ψ∥ ∥ψ∥

}

≤

≤
2∥A∥

∥φ∥∥ψ∥
2∥ψ∥∥φ−ψ∥=4

∥A∥

∥φ∥
∥φ−ψ∥,

(3.6.26)

envirtuddeladesigualdadtriangular.

Entonces,si{x1,x2,...,xk,...}esunsistemaortonormalycompletoeneles-

paciocompletoEye1eselĺımitedeldesarrollodeFourier

e1=ĺım
n→∞

φn, φn=ξ1x1+ξ2x2+···+ξnxn, (3.6.27)

tenemosque

λ1=F[e1]=ĺım
n→∞

F[φn]. (3.6.28)

Enesascondiciones,podemosintentaraproximarelautovalordeAde mayor

valorabsolutoreteniendośolounasumaparcialdesuseriedeFourier.Lafuncional

F[φ]evaluadaenφn sereduceaunafuncíondenvariables,

F[φn]=f(ξ1,...ξn), talque|f(ξ)|=|F[φn]|≤∥A∥. (3.6.29)
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Entonces,restringidosaesesubespacio n-dimensional,proponemoscomo mejor

aproximacíonalextremodelafuncionalalvectorunitariodeterminadoporunpro-

blemadeextremoscondicionadosdeunafuncíonordinariadenvariables,

g(ξ,Λ):=f(ξ)−Λ
(
ξ2−1

)
⇒






∂g(ξ)

∂ξk

=
∂f(ξ)

∂ξk

−2Λξk=0,k=1,...,n

∂g(ξ)

∂Λ
=1−ξ2=0.

(3.6.30)

Elḿaximoabsolutodeesafuncíonpermitedeterminarunvectorunitario

φ̄n=ξ̄1x1+ξ̄2x2+···+ξ̄nxn (3.6.31)

(queengeneralnocoincidiŕaconφn).

Silasecuencia{̄φn,n∈N}tambíentieneporĺımitealautovectore1,dadala

continuidaddeF[φ],elautovalordeḿaximovalorabsolutopuedeobtenersecomo

λ1=ĺım
n→∞

F[̄φn]. (3.6.32)

Noobstante,elproblemadelaconvergenciadelasecuencia{̄φn,n∈N}alauto-

vectore1esmuchoḿasdelicado,puesdependedelaapropiadaeleccíondelsistema

completoenEenrelacíonaloperadorAconsideradoydebeseranalizadoencada

casoparticular9.

3.7. Operadoresnoacotadosconinversascompletamentecontinuas

Consideremosunoperadorlineal noacotadoL,definidosobreunsubespacio

D(L)deunespacioeucĺıdeoE.UnoperadorlinealacotadoA,definidosobretodo

E,sediceinversodeLsisesatisfacenlassiguientescondiciones:

a)∀x∈EsecumplequeAx∈D(L)yLAx=x,

b)∀y∈D(L)esALy=y,

Esdecir,AeselinversodeLsiessuinversotantoaizquierdacomoaderecha.

Ejemplo3.8.Consideremoseloperadordiferencial

Dy(t):=y′(t), (3.7.1)

definidosobreelconjuntoD(D)formadoporlasfuncionesabsolutamenteconti-

nuas10en[a,b],talesquey(a)=0ysuderivadaprimeray′(t)∈L2(a,b).

9Ver,porejemplo,R.Couranty D.Hilbert,Methodsof MathematicalPhysics -Vol.I,pag.

175.
10Unafuncíon φ(t)sediceabsolutamentecontinua,φ(t)∈ AC(a,b),siesunafuncíon

continuaen(a,b)cuyaderivada(enelsentidodeĺımitedecocienteincremental)existeencasi
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Yasabemosquelasfuncionesdiferenciablesen(a,b)queseanulanind́entica-

menteenentornosdelosextremosdeeseintervaloformanunconjuntodensoen

C2(a,b).Comoesasfuncionessonabsolutamentecontinuas,resultaqueD(D)esun

subespaciodensodeC2(a,b).

VeremosqueeloperadorintegralAdefinidocomo

Ax(t):=

∫t

a

x(s)ds=

∫b

a

Θ(t−s)x(s)ds, (3.7.6)

donde

Θ(t−s):=

{
1, t≥s,

0, t<s,
(3.7.7)

eselinversodeD.Trat́andosedeunoperadordeFredholmdeńucleodecuadrado

sumable(siempreque(b−a)<∞),Aescompletamentecontinuoyest́adefinido

sobretodoL2(a,b).

Tengamosencuentaquesix(t)∈L2(a,b),entoncesx(t)essumableen[a,b](y,

porlotanto,localmentesumable).Enefecto,dadoque1(t)≡1∈L2(a,b)(para

(b−a)<∞),tenemosque

(
1(t),|x(t)|

)
=

∫b

a

1×|x(t)|dt≤∥1∥∥x∥=
√
b−a∥x∥. (3.7.8)

Porlotanto,
∫b1

a1

|x(t)|dt≤
√
b−a∥x∥, ∀a1,b1∈[a,b]. (3.7.9)

todopuntodeeseintervaloyesunafuncíonlocalmentesumable:

φ′(t)∈L
(loc.)
1 (a,b)⇒

∫b1

a1

|φ′(t)|dt<∞, ∀a1,b1 a≤a1<b1≤b. (3.7.2)

LasfuncionesabsolutamentecontinuasformanunsubespaciodensoenelespacioC2(a,b),dado

queP2(a,b)⊂AC(a,b).Sepuededemostrarqueestasfuncionespuedenserreconstruidasapartir

desuderivadamediantelaregladeBarrow,

φ(t)∈AC(a,b)⇒φ′(t)∈L
(loc.)
1 (a,b) y φ(t)=

∫t

a1

φ′(s)ds+φ(a1). (3.7.3)

Inversamente,siψ(t)∈L
(loc.)
1 (a,b)entoncestieneunaprimitivaφ(t)=

∫t
a1
ψ(s)ds∈AC(a,b)

talqueφ′(t)=ψ(t)encasitodopunto.

Paralasfuncionesabsolutamentecontinuastambíenvalelaregladeintegracíonporpartes.

Enefecto,siφ1(t),φ2(t)∈AC(a,b),entoncesφ1(t)φ2(t)∈AC(a,b),laderivadadelproductoes

(φ1(t)φ2(t))
′=φ′1(t)φ2(t)+φ1(t)φ

′
2(t)∈L

(loc.)
1 (a,b), (3.7.4)

y
∫t

a1

φ1(s)φ
′
2(s)ds=φ1(t)φ2(t)−φ1(a1)φ2(a1)−

∫t

a1

φ′1(s)φ2(s)ds. (3.7.5)
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Enesascondiciones,x(t)tieneunaprimitivay(t)∈AC(a,b),

y(t)=

∫t

a

x(s)ds+y(a), (3.7.10)

cuyaderivadaesy′(t)=x(t)encasitodopunto.Sielegimosquey(a)=0,entonces

y(t)∈D(D).

Porlotanto,D:D(D)→ L2(a,b),mientrasqueA:L2(a,b)→D(D).Adeḿas,

sesatisfaceencasitodopuntoque

•ADy(t)=
∫t

a
y′(s)ds=y(t)−y(a)=y(t), ∀y(t)∈D(D),

•DAx(t)=
(∫t

a
x(s)ds

)′

=x(t), ∀x(t)∈L2(a,b).

(3.7.11)

Esdecir,AeselinversodeD.

Lema3.8.Supongamosqueunoperadorlinealsiḿetricoycompletamentecon-

tinuoA,definidosobreunespacioeucĺıdeoE,eselinversodeunoperadorlinealno

acotadoL,definidosobreunsubespacioD(L)⊂E.Entonces

losautovaloresdeAsontodosnonulos,

losautovaloresdeLsontodosnonulos,

todoautovectordeAcorrespondientealautovalorλestambíenunautovector

deLcorrespondientealautovalorµ=1/λ.

SupongamosqueAx=0,entoncesx=(LA)x=L(Ax)=L0=0.Perox=0

noesunautovectordeA.

SimilarmentesepruebaquesiLy=0⇒ y=0.

SupongamosahoraqueAx=λx,conλ̸=0.Entonces,x=(LA)x=L(Ax)=

L(λx)=λLx⇒ Lx=µx,conµ=1/λ.

Teorema3.6.SeaLunoperadorlinealnoacotado,definidosobreunsubespacio

D(L)deunespaciodeHilbertE.SiLtieneporinversaaunoperadorlinealsiḿetrico

ycompletamentecontinuoA,entoncesLtambíentieneunsistemaortonormaly

completodeautovectorescorrespondientesaautovaloresnonulos.Enparticular,L

est́adensamentedefinido.

Enefecto,siAessiḿetricoycompactoenunespaciodeHilbert,porelTeo-

rema3.4sabemosquetieneunconjuntoortonormalycompletodeautovectores.

SeǵunelLema3.8,esosautovectorescorrespondenaautovaloresnonulos,yson
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simult́aneamenteautovectoresdeL:paratodok∈Ntenemos

Aek=λkek,λk≠0 ⇒ Lek=µkek,conµk=
1

λk

. (3.7.12)

Enparticular,ek=µkAek∈D(L).

Porlotanto,D(L)contieneunconjuntoortonormalycompletodeautovectores

deLcorrespondientesaautovaloresnonulos.PorelTeorema2.6,resultaqueD(L)

esunsubespaciodensoenE.

3.8. EloperadordeSturm-Liouville

UnoperadordeSturm-Liouvilledefinidosobreunespaciodefuncionesconuna

derivadasegundacontinua,y′′(t)∈C2(a,b),donde−∞<a<b<∞,operadela

forma

Ly(t)=
(
p(t)y′(t)

)′

+q(t)y(t)=x(t), (3.8.1)

conx(t)∈C2(a,b)silasfuncionesrealesp(t),p′(t)yq(t)soncontinuasen[a,b].

Sip(a)̸=0≠p(b),esteoperadorresultasiḿetricosilasfuncionespertenecientes

asudominodedefinicíon,D(L),satisfacenadeḿascondicionesdecontornolocales

homoǵeneasdelaforma

αy(a)+βy′(a)=0, γy(b)+δy′(b)=0, (3.8.2)

conα2+β2≠0≠γ2+δ2.

UnoperadordeesascaracteŕısticassedicenosingularsilaecuacíonLy(t)=

0(t)notieneenD(L)solucionesnotriviales.

SupongamosqueLseanosingular,yquelaecuacíon

Ly(t)=x(t)∈C2(a,b) (3.8.3)

tengaunasolucíony(t)∈D(L).Entoncesesasolucíonesúnica,puestositenemos

quetambíenesLz(t)=x(t),conz(t)∈D(L),entonces

L
(
y(t)−z(t)

)
=x(t)−x(t)=0(t)⇒ z(t)≡y(t). (3.8.4)

MostraremosqueparatodooperadordeSturm-Liouvillenosingular L :

D(L)→C2(a,b)existeunoperadorintegraldeFredholmA :C2(a,b)→ D(L),

cuyońucleoK(t,s)esunafuncíonrealsiḿetricaycontinua,quetienelapropiedad

dequeparatodafuncíoncontinuax(t),lafuncíon

y(t)=Ax(t)=

∫b

a

K(t,s)x(s)ds (3.8.5)
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tieneunaderivadasegundacontinuaysatisfacelascondicionesdecontorno(3.8.2),

adeḿasdeser(láunica)solucíondelaecuacíonLy(t)=x(t).Enesascondiciones,

AesinversodeLaderecha:

Ly(t)=LAx(t)=x(t), ∀x(t)∈C2(a,b). (3.8.6)

Inversamente,siy(t)∈D(L)entoncesLy(t)=x(t)∈C2(a,b).Comolasolucíon

deestaecuacíoneśunica,y(t)puedeserrepresentadacomoen(3.8.5),demodoque

AtambíenresultaserinversodeLaizquierda:

Ax(t)=ALy(t)=y(t), ∀y(t)∈D(L). (3.8.7)

ParadeterminareloperadorinversodeL,dadacualquierfuncíoncontinuax(t),

debemoshallarlasolucíondelaecuacíondiferencialinhomoǵenea

L̂y(t)=p(t)y′′(t)+p′(t)y′(t)+q(t)y(t)=x(t) (3.8.8)

quesatisfagalascondicionesdecontornolocalesespecificadasen(3.8.2).Enlaecua-

cíon(3.8.8),L̂esentendidośolocomounoperadordiferencial(sinundominiores-

tringidoḿasalĺadelaexistenciadeladerivadasegundadelasfuncionessobrelas

queopera).

Parafijarideas,enloquesigueadoptaremoslascondicionesdecontornode

Dirichlet11enambosextremos12,

y(a)=0, y(b)=0. (3.8.10)

Todaecuacíondiferencialhomoǵeneadesegundoordenconcoeficientesconti-

nuos,comoL̂u(t)≡0,tienedossolucioneslinealmenteindependientes,u1(t)yu2(t)

(funcionesdosvecesdiferenciables).Estaspuedenserelegidasdemaneraquesatis-

faganlacondicíondecontorno(3.8.10)enunodelosextremosdelintervalo[a,b](y

śoloenuno,dadoqueestamossuponiendoqueLesnosingular),

L̂u1,2(t)=0,∀t∈(a,b), u1(a)=0, u2(b)=0. (3.8.11)

Paraconstruirlasolucíonde(3.8.8)podemosseguirelḿetododeloscoeficientes

indeterminadosyproponer

y(t)=C1(t)u1(t)+C2(t)u2(t), (3.8.12)

11JohannPeterGustavLejeuneDirichlet(1805-1859).
12LaconstruccíondelinversoparalascondicionesdeNeumann(CarlGottfriedNeumann

(1832-1925)),

y′(a)=0, y′(b)=0, (3.8.9)

oparalas ḿasgeneralescondicionesde Robin(VictorGustaveRobin(1855-1897)),ec.

(3.8.2),esenteramentesimilar.
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dondelasfuncionesC1,2(t)sondosvecesdiferenciables.Estaexpresíondebeser

reemplazadaen(3.8.8),loquedalugaraunaprimeraecuacíonqueinvolucraa

estasdosfunciones.

Paraladerivadadey(t)tenemos

y′(t)=C1(t)u′
1(t)+C2(t)u′

2(t)+C′
1(t)u1(t)+C′

2(t)u2(t). (3.8.13)

ComonecesitamosunasegundaecuacíonparadeterminarlasdosfuncionesC1(t)

yC2(t)(yalosefectosdesimplificarlosćalculosevitandolaaparicíondelasderi-

vadassegundasdeestasfunciones),podemosimponerque

C′
1(t)u1(t)+C′

2(t)u2(t)=0, (3.8.14)

dedonderesultaque

y′′(t)=C1(t)u′′
1(t)+C2(t)u′′

2(t)+C′
1(t)u′

1(t)+C′
2(t)u′

2(t). (3.8.15)

Reemplazando(3.8.12-3.8.15)en(3.8.8)obtenemos

L̂y(t)=C1(t)̂Lu1(t)+C2(t)̂Lu2(t)+

+p(t)
(
C′

1(t)u′
1(t)+C′

2(t)u′
2(t)

)
=x(t).

(3.8.16)

Entonces,de(3.8.11),(3.8.14)y(3.8.16)obtenemosunsistemadeecuaciones

algebraicasparalasderivadasdelasfuncionesquetratamosdedeterminar,

(
p(t)u′

1(t) p(t)u′
2(t)

u1(t) u2(t)

)(
C′

1(t)

C′
2(t)

)

=

(
x(t)

0

)

. (3.8.17)

Eldiscriminantedelsistema,

det

(
p(t)u′

1(t) p(t)u′
2(t)

u1(t) u2(t)

)

=

=p(t)
{
u′

1(t)u2(t)−u1(t)u′
2(t)

}
=p(t)W[u1,u2](t)=C0

(3.8.18)

(dondeW[u1,u2]esel Wronskianodelasdossolucioneslinealmenteindependientes

delaecuacíonhomoǵenea),esunaconstantenonula,comopuedeverificarsef́acil-

mentetomandosuderivadayempleandolaecuacíon(3.8.11),yteniendoencuenta

que

C0=p(a)u′
1(a)u2(a)=−p(b)u1(b)u′

2(b). (3.8.19)
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Enesascondiciones,
(

C′
1(t)

C′
2(t)

)

=

(
p(t)u′

1(t) p(t)u′
2(t)

u1(t) u2(t)

)−1(
x(t)

0

)

=

=
1

C0

(
u2(t) −p(t)u′

2(t)

−u1(t) p(t)u′
1(t)

)(
x(t)

0

)

,

(3.8.20)

dedonderesultaque

C′
1(t)=

u2(t)x(t)

C0

, C′
2(t)=−

u1(t)x(t)

C0

. (3.8.21)

Ahoradebemoselegirprimitivasdeestasfuncionesquegaranticenquey(t)sa-

tisfagalascondicionesdecontornorequeridas,ec.(3.8.10).Estoselogracon

C1(t)=−

∫b

t

u2(s)x(s)

C0

ds, C2(t)=−

∫t

a

u1(s)x(s)

C0

ds. (3.8.22)

Porlotanto,dadax(t)∈C2(a,b),lafuncíondosvecesdiferenciablequees

solucíondelaec.(3.8.8)yquesatisfacelascondicionesdecontorno(3.8.10)est́adada

por

y(t)=−
1

C0

{∫b

t

u1(t)u2(s)x(s)ds+

∫t

a

u1(s)u2(t)x(s)ds

}

=

=

∫b

a

K(t,s)x(s)ds=Ax(t)∈D(L),

(3.8.23)

dondeelńucleodeloperadorintegralA,

K(t,s)=






−
u1(t)u2(s)

C0

, t≤s,

−
u1(s)u2(t)

C0

, t>s,

(3.8.24)

esunafuncíoncontinuadesusdosvariables,inclusoent=s.

DadoqueK(t,s),cona≤t,s≤b,esreal,siḿetricoyest́aacotado,Aesunope-

radorintegraldeFredholmsiḿetricoycompletamentecontinuo,queentoncestiene

unconjuntoortonormalycompletodeautovectores.Comoeloperadoraśıcons-

truidoeselinversodeL,porelTeorema3.6concluimosqueLtieneunconjunto

ortonormalycompletodeautovectoresquecorrespondenaautovaloresnonulos.

Sẽnalemosque,parat̸=s,elńucleoesunafuncíondosvecesdiferenciabledela

variablet(puestoqueu1(t)yu2(t)loson),satisfacelaecuacíondiferencial

L̂K(t,s)=0, parat̸=s, (3.8.25)
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(puestoquêLu1,2(t)=0)ytambíenlascondicionesdecontornodelproblema,

K(a,s)=−
u1(a)u2(s)

C0

=0, K(b,s)=−
u1(s)u2(b)

C0

=0. (3.8.26)

Porotraparte,suderivadaprimerapresentaunadiscontinuidadent=s,

∂tK(t,s)
{t=s+}

−∂tK(t,s)
{t=s−}

=

=−

(
u1(s)u′

2(s)−u′
1(s)u2(s)

)

C0

=
W[u1,u2](s)

C0

=
1

p(s)
.

(3.8.27)

Entonces,siadoptamoslareglausualdederivacíondefuncionesdiferenciablesa

trozosquetienendiscontinuidadesdealturafinita13,queprescribesumaraladeriva-

dadelafuncíonunaDeltadeDirac14concentradaencadapuntodediscontinuidad

ymultiplicadaporlaalturadeesadiscontinuidad,obtenemos

L̂K(t,s)=p(t)

(
δ(t−s)

p(s)
+∂2

tK(t,s)

)

+

+p′(t)∂tK(t,s)+q(t)K(t,s)=δ(t−s).

(3.8.28)

EstomuestraqueelńucleoK(t,s)deloperadorintegralinversodeL,ec.(3.8.24),

eslafuncíonde Green15delproblemadecondicionesdecontornoconsiderado.

Desdeluegoquetodafuncíony(t)∈D(L)eselĺımite(enmedia)desudesarrollo

deFourierrespectodelsistemaortonormalcompletodeautofuncionesdeL,

y(t)=Ax(t)=
∞∑

k=1

λk(ek,x)ek(t), (3.8.29)

dondex(t)=Ly(t).

Teniendoencuentaque D(L)⊂ Rank(A)yqueelńucleocontinuoK(t,s)

satisfacelacondicíondeHilbert-Schmidt,ec.(3.5.9),vemosquelaserieen(3.8.29)

tambíenconvergeabsolutayuniformemente,deacuerdoconelTeorema3.5.

Estosresultadospermitenestablecerelsiguienteteorema.

Teorema3.7.TodooperadordeSturm-Liouvillenosingulartieneunconjunto

ortonormalcompletodeautofuncionesek(t)∈D(L),k∈N.Adeḿas,todafuncíon

dosvecesdiferenciablequesatisfagalascondicionesdecontornoqueespecificanel

dominiodeloperador,y(t)∈ D(L),tieneundesarrollodeFourierrespectodelos

autovectoresek(t)queconvergeabsolutayuniformemente.

13Reglaquejustificaremos ḿasadelante,cuandotratemoslateoŕıadedistribuciones.
14PaulAdrien MauriceDirac(1902-1984).
15GeorgeGreen(1793-1841).
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Ejemplo3.9.ConsideremoseloperadorLy(t)=y′′(t),definidosobreelsubes-

paciodeC2(0,π)formadoporlasfuncionesdosvecesdiferenciablesquesatisfacen

lascondicionesdecontornoy(0)=0,y(π)=0.

SetratadeunoperadordeSturm-Liouvillenosingular.Enefecto,y′′(t)≡0⇒

y(t)=a+bt,peroy(0)=a=0yy(π)=bπ=0requierenquey(t)≡0.

Porlotanto,Laśıdefinidotieneunainversasiḿetricaycompletamentecontinua,

ysusautofunciones,ek(t)=sin(kt),k∈N,correspondientesalosautovaloresµk=

−k2,formanunsistemaortonormalycompletoenL2(0,π)(cosaqueyasab́ıamos).

Adeḿas,todafuncíondosvecesdiferenciablequeseanulaent=0,πtieneun

desarrolloenseriedesenosquenośoloconvergeenmedia,sinotambíenabsolutay

uniformemente.

ConsideremosahoraelcasodeunoperadordeSturm-Liouvillesingular,es

decir,unoperadorsiḿetricoL,comoeldefinidoporlasecuaciones(3.8.1)y(3.8.2),

quetieneunautovalornulo.

Teniendoencuentaqueautovectoresdeunoperadorsiḿetricocorrespondientesa

autovaloresdistintossonortogonalesentreśı,yqueenunespaciodeHilbert,como

esL2(a,b),nopuedehaber ḿasqueunacantidadinfinitanumerabledevectores

ortogonalesentreśı,vemosquenotodońumerorealpuedeserunautovalordeL.

Supongamosqueµ0 ∈ R noesautovalordeL,ydefinamossobreel mismo

dominiounnuevooperador:L1 :=L−µ0I,conD(L1) =D(L).L1 estambíen

unoperadordeSturm-Liouvillesiḿetrico,quedifieredelanteriorśoloenque

q(t)→ (q(t)−µ0).Pero,adiferenciadeL,L1esnosingular.

Enesascondiciones,valenparaL1laspropiedadesantesdescritas.Enparticular,

L1 tieneunconjuntoortonormalycompletodeautofuncionescorrespondientesa

autovaloresnonulos,

L1ek(t)=µkek(t)⇒ Lek(t)=(µk+µ0)ek(t). (3.8.30)

PeroentoncesLtambíentieneunsistemaortonormalcompletodeautofunciones

ek(t)correspondientesaautovaloresλk=µk+µ0,unodeloscualesesnulo.Ytoda

funcíony(t)∈D(L)tieneundesarrolloenseriedeautofuncionesdeLqueconverge

absolutayuniformemente.

Ejemplo 3.10.LospolinomiosdeLegendresonlosautovectoresdeloperador

deSturm-Liouvilledefinidosobreelsubespaciodelasfuncionesdosvecesdiferen-

ciablesen(−1,1),sobrelasqueact́uacomo

Ly(t)=
d

dt

(
[t2−1]

dy

dt

)
. (3.8.31)
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Enestecasotenemosqueq(t)≡0,mientrasquep(t)=t2−1seanulaenlos

extremosdelintervalo.Enesascondiciones,eloperadoressiḿetricosinnecesidad

deimponercondicionesdecontornoadicionales.

LospolinomiosdeLegendreest́andadosporlaexpresíon

Pk(t)=
1

2kk!

dk

dtk

(
[t2−1]k

)
(3.8.32)

ysatisfacen

LPk(t)=k(k+1)Pk(t), k=0,1,2,..., (3.8.33)

loquemuestraqueLessingular.

SupongamosqueLy(t)=µy(t),conµ≠k(k+1),parak=0,1,2,....Entonces

y(t)⊥Pk(t),∀k,porqueLessiḿetrico.Peroestoimplicaquey(t)=0(t),dadoque

lospolinomiosdeLegendreformanunsistemaortogonalycompleto.

Porlotanto,µnoesautovalordeLyL1=L−µIesnosingular,demodoque

satisfacelascondicionesdelTeorema3.716.

16Enesascondiciones,L1tieneunainversasiḿetricaycompletamentecontinua,quepuede

construirsedemanerasimilaraladelcasoenquep(t)noseanulaenlosextremosdelintervalocon-

siderado.Porejemplo,tomandoµ=1≠k(k+1),∀k=0,1,2,...,lasdossolucioneslinealmente

independientesdelaecuacíondiferencialhomoǵenea

L̂1y(t)=
d

dt

(
[t2−1]

dy

dt

)
−y(t)=0 (3.8.34)

puedenserelegidascomolasfuncionesdeLegendre

u1(t)=P√5−1
2

(−t), u2(t)=P√5−1
2

(t). (3.8.35)

ElcomportamientodelasfuncionesdeLegendrePx(t)cercadelosextremosdelintervalo

[−1,1]est́adadopor

Px(t)=






1+O(1−t), t≈1,

−log(1+t)+O(1+t)0, t≈−1,

(3.8.36)

demodoqueu1(t)esregularent=−1(mientrasqueu2(t)loesent=1),presentadoenel

extremoopuestounasingularidadintegrable.

Enesascondiciones,elńucleodeloperadorinversodeL1est́adadocomoenlaec.(3.8.24),

conu1(t)yu2(t)dadasenlaec.(3.8.35)ylaconstanteC0=0,59335.Lasolucíon(continuaydos

vecesdiferenciable)delaecuacíoninhomoǵenea

L̂1y(t)=x(t)∈C2(−1,1), (3.8.37)

est́adadapor(verec.(3.8.23))

y(t)=−
1

C0

{

P√5−1
2

(−t)

∫1

t

P√5−1
2

(s)x(s)ds+P√5−1
2

(t)

∫t

−1

P√5−1
2

(−s)x(s)ds

}

. (3.8.38)
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Enconclusíon,todafuncíondosvecesdiferenciableenelintervalo(−1,1)tiene

undesarrolloenseriedepolinomiosdeLegendrequeconvergeabsolutayuniforme-

mente.
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Caṕıtulo4

ECUACIONESINTEGRALES

4.1. Autovaloresdeoperadorescompactos

SeaAunoperadorcompletamentecontinuodefinidosobreunespacioeucĺıdeo

E.Enparticular,Aesacotado,demodoque

∥Ax∥≤∥A∥∥x∥, ∀x∈E. (4.1.1)

Comonoestamossuponiendoqueesteoperadorseasiḿetrico,susautovalores

(siexisten)seŕan,engeneral,ńumeroscomplejosde ḿodulo|λ|≤∥A∥.Ylosau-

tovectorescorrespondientesaautovaloresdistintosnoseŕan,engeneral,ortogonales

entreśı.

SupongamosqueF= {x1,x2,...,xk,...} ⊂Eseaunconjuntodeautovecto-

reslinealmenteindependientesdeAcorrespondientesaautovaloresqueen ḿodulo

superanaunńumeropositivoδ,

Axk=λkxk, con∥A∥≥|λk|>δ>0,∀k. (4.1.2)

Medianteelprocesousualdeortonormalizacíondeunasecuenciapodemosge-

nerarelconjuntoortonormal{e1,e2,...,ek,...},donde

ek=

k∑

j=1

akjxj, conek⊥xl,paral<k. (4.1.3)

Enesascondiciones,Aekpuedeescribirsecomolasumadedosvectoresortogo-

nalesentreśı,

Aek=
k∑

j=1

akjλjxj=λkek+
k−1∑

j=1

akj(λj−λk)xj, (4.1.4)

lomismoqueladiferencia

Aek−Ael=λkek+

{
k−1∑

j=1

akj(λj−λk)xj−
l∑

j=1

aljλjxj

}

(4.1.5)

115
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sil<k.Entonces,

∥Aek−Ael∥2=

=∥λkek∥2+
∑k−1

j=1 akj(λj−λk)xj−
∑l

j=1aljλjxj

2

≥

≥∥λkek∥2=|λk|2>δ2>0.

(4.1.6)

Porlotanto,elconjunto{Ae1,Ae2,...,Aek,...}nocontieneningunasecuencia

deCauchy.Entonces,comoAescompacto,elconjunto{e1,e2,...,ek,...}debetener

unńumerofinitodeelementos,loquesignificaqueelsubespaciolinealgeneradopor

losvectoresdelconjuntoF,L{x1,x2,...,xk,...},tienedimensíonfinita.

Enconsecuencia,losautovaloresnonulosdeunoperadorcompletamenteconti-

nuoformanenelplanocomplejo,alosumo,unasecuencianumerablequeconverge

alorigen.Adeḿas,lamultiplicidaddecualquierautovalornonuloesfinita.

4.2. Ecuacionesintegralesdeńucleonoherḿıtico

Consideremoslaecuacíonintegral

φ(t)−

∫b

a

K(t,s)φ(s)ds=f(t), (4.2.1)

dondeK(t,s)∈ L2

(
(a,b)×(a,b)

)
yf(t)∈ L2(a,b)sonfuncionesconocidasy

φ(t)∈L2(a,b)eslainćognita.

ElńucleodecuadradosumableK(t,s)defineunoperadorintegraldeFredholm

completamentecontinuo,

Aφ(t)=

∫b

a

K(t,s)φ(s)ds, (4.2.2)

que,engeneral,seŕanosiḿetrico.

ComoconsecuenciadelTeoremadeFubini(queautorizaacambiarelordende

integracíoncuandounaintegraldobleexiste),eloperadoradjuntoA†resultadefinido

como

A†ψ(t)=

∫b

a

K(s,t)∗ψ(s)ds. (4.2.3)

Laecuacíonintegral(4.2.1)puedeserescritacomo

φ(t)−Aφ(t)=f(t), (4.2.4)

mientrasqueelproblemaequivalenteparaeloperadoradjuntoseŕıa

ψ(t)−A†ψ(t)=g(t), (4.2.5)

cong(t)∈L2(a,b).
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Laexistenciadesolucionesnotrivialesparaelproblemaadjuntohomoǵeneo(es

decir,laexistenciadeautovectoresdeA†correspondientesalautovalor1),

ψ1(t)−A†ψ1(t)=0(t), (4.2.6)

condicionalaexistenciadesolucionesparalaec.(4.2.4).Enefecto,elproducto

escalardeψ1(t)porambosmiembrosde(4.2.4)dalugaralaecuacíon

(ψ1,f)=
(
ψ1,

(
I−A

)
φ

)
=

((
I−A†

)
ψ1,φ

)
=(0,φ)=0, (4.2.7)

queesunacontradiccíonamenosquelainhomogeneidadf(t)seaortogonalalsub-

espaciocaracteŕısticodeA†correspondientealautovalor1(subespaciodedimensíon

finita,dadoqueA†escompacto).Siesenoeselcaso,noexistensolucionesparala

ecuacíon(4.2.4).

Porotraparte,laexistenciadesolucionesnotrivialesparalaecuacíonhomoǵenea

φ1(t)−Aφ1(t)=0(t) (4.2.8)

(esdecir,laexistenciadeautovectoresdeloperadorAcorrespondientesalautovalor

1,losquetambíenformanunsubespaciodedimensíonfinitadadoqueAescom-

pacto)implicaque,deexistirunasolucíonparalaec.(4.2.4),ellanoseáunica.En

efecto,enesecasotambíentenemosque

(
I−A

)[
φ(t)+φ1(t)

]
=f(t). (4.2.9)

Puededemostrarseelsiguienteteorema:

Teorema 4.1.Consideremoslaecuacíonhomoǵenea(4.2.8).Doscasossonpo-

sibles:

I)esaecuacíontienesolucíonúnica,φ1(t)=0(t),

II)obientieneunasolucíonnotrivialφ1(t)̸=0(t).

EnelcasoI)laecuacíoninhomoǵenea(4.2.4)tienesolucíońunica∀f(t)∈L2(a,b),

lomismoquelaec.(4.2.5)∀g(t)∈L2(a,b).

EnelcasoII),lasecuacioneshomoǵeneas(4.2.8)y(4.2.6)tienenel mismo

ńumerofinitondesolucioneslinealmenteindependientes.Laecuacíonimhomoǵenea

(4.2.4)tienesolucíonsiyśolosif(t)esortogonalalasnsolucioneslinealmente

independientesde(4.2.6),yenesecasonoeśunica,sinoqueest́adefinidaamenos

deunasolucíonarbitrariade(4.2.8).(Evidentemente,algosimilarvaleparalaec.

(4.2.5).)

Paraelcasodeńucleosdegeneradoslademostracíonesinmediata,puestoque

losoperadoresA yA† aplicantodoL2(a,b)ensubespaciosdedimensíonfinita,
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yelproblemasereducea mostrarlaexistenciadesolucionesparaunsistemade

ecuacionesalgebraicaslineales.

Ńucleosdecuadradosumablearbitrariospuedenseraproximadosenlaḿetrica

deL2

(
(a,b)×(a,b)

)
porlassumasparcialesdesusseriesdeFourierrespectode

alǵunsistemaortonormalycompletodefunciones.Lacontinuidadcompletade

estosoperadorespermiteestablecerelresultadotambíenenestecaso1.

Deesteteoremasededuceelsiguientecorolario:

Corolario 4.1.1.(delaalternativadeFredholm)SiAesunoperadorintegral

deFredholmdeńucleodecuadradosumable,entoncessetieneunadelassiguientes

dosposibilidadesexcluyentes:

I)laecuacíonφ(t)−Aφ(t) =f(t)tieneunasolucíon∀f(t)∈L2(a,b)(en

cuyocasolasolucíonesúnica),

II)obienlaecuacíonhomoǵeneaφ1(t)−Aφ1(t)=0(t)tieneunasolucíonno

trivial.

4.3. Ecuacionesintegralesdependientesdeunpaŕametrocomplejo

Consideremosunafamiliadeecuacionesintegralesqueincluyanunpaŕametro

complejoµmultiplicandoalńucleodecuadradosumableK(t,s),

φ(t)−µ

∫b

a

K(t,s)φ(s)ds=
(
I−µA

)
φ(t)=f(t). (4.3.1)

PorelcorolariodelaalternativadeFredholmsabemosque,paracadaµ∈C,

puededarseśolounadelassiguientesdosposibilidades:

I)laecuacíon(4.3.1)tieneunasolucíon∀f(t)∈L2(a,b)(encuyocasoeśunica),

II)obienlaecuacíonhomoǵenea
(
I−µA

)
φ1(t)=0(t) (4.3.2)

tieneunasolucíonnotrivial,quecorrespondeaunautovectordeloperadorAcon

autovalor1/µ,

Aφ1(t)=
1

µ
φ1(t). (4.3.3)

Enelprimercaso,µesunvalorregulardelaecuacíon(4.3.1), mientrasque

enelsegundocasosedicequeµesunvalorsingulardeesaecuacíon.

Yasabemosquelosautovaloresnonulosdeunoperadorcompletamenteconti-

nuoforman,alosumo,unasecuencianumerablequeconvergealorigendelplano

1Ver,porejemplo,TheTheoryofLinearSpaces,G.Ye.Shilov.
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complejo,yqueest́acontenidaenunćırculoderadio∥A ∥.SiA esunope-

radorintegraldeFredholmdeńucleodecuadradosumable,tenemosadeḿasque

∥A∥≤∥K(t,s)∥=K.

Enconsecuencia,losvaloressingularesdelaecuacíon(4.3.1)forman,alosumo,

unasecuencianumerablequedivergealinfinitoyest́acontenidaenelexteriorde

unćırculoderadio(θ/K),con0<θ<1.Enparticular,existeunentornodeµ=0

libredevaloressingulares.

Ejemplo4.1.Consideremoselńucleo

K(t,s)=

{
sin(t)cos(s), t≤s,

cos(t)sin(s), t≥s,
(4.3.4)

con0≤t,s≤π,cuyanormaesK =∥K(t,s)∥=π/2,ylaecuacíonintegral

φ(t)−µ

∫b

a

K(t,s)φ(s)ds=f(t). (4.3.5)

Paradeterminarsusvaloressingularestengamosencuentaqueesteńucleoes

siḿetricoycontinuo,satisfacelaecuacíondiferencial

−∂2
tK(t,s)=K(t,s), parat̸=s, (4.3.6)

tambíenlascondicionesdecontornoK(0,s) =0,∂tK(π,s) =0,ysuderivada

primerarespectodettieneunadiscontinuidadent=sdealtura

∂tK(t,s)
t=s+ −∂tK(t,s)

t=s− =−sin2(s)−cos2(s)=−1. (4.3.7)

Adeḿas,el WroskianoW[sin(t),cos(t)]=1.

Enesascondiciones,K(t,s)puedeserconsideradocomolafuncíondeGreendel

operadordeSturm-Liouvilledefinidocomo

Lψ(t)=−ψ′′(t)−ψ(t) (4.3.8)

sobreelsubespaciodelasfuncionesdosvecesdiferenciablesquesatisfacenlascon-

dicionesdecontornoψ(0)=0yψ′(π)=0.

Entonces,eloperadorintegralAdeńucleoK(t,s)tienelasmismasautofunciones

queeloperadorL,ylosautovaloresdéestecoincidenconlosvaloressingularesde

laecuacíonintegral(4.3.5):

Lψk(t)=−ψ′′
k(t)−ψk(t)=µkψk(t), ψk(0)=0,ψ′k(π)=0⇒

ψk(t)=sin
((

k+1
2

)
t
)

, conµk=
(
k+1

2

)2
−1,k=0,1,2,...

(4.3.9)
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Ńoteseque,∀k,|µk |≥3
4

> 1
K

= 2
π
,de modoqueLesnosingular,yexisteun

ćırculoderadio< 3
4

enelplanocomplejodelavariableµquenocontienevalores

singulares.

ComoAessiḿetricoycompletamentecontinuo,tieneunconjuntoortonormal

ycompletodeautovectores,Aek(t)=λkek(t),parak=0,1,2,...,donde

ek(t)=
1

√
π

sin
(

(k+1/2)t
)

, conλk=
1

µk

=
1

(
k+1

2

)2
−1

. (4.3.10)

Entonces,
(
I−µA

)
φ(t)=f(t)⇒

(1−µλk)(ek,φ)=(ek,f)=
1

√
π

∫π

0

sin
(

(k+1/2)t
)

f(t)dt.

(4.3.11)

Porlotanto,paratodovalorregularµ≠µk,∀k,lasolucíonde(4.3.5)existey

eśunica∀f(t)∈L2(0,π),yest́adadapor

φ(t)=f(t)+
µ

√
π

∞∑

k=0

λk(ek,f)

(1−µλk)
sin

(
(k+1/2)t

)
, (4.3.12)

dondelaserieenelsegundo miembroconvergeabsolutayuniformemente(dado

queelńucleoK(t,s)satisfacelacondicíonde Hilbert-Schmidtyladiferencia

(φ(t)−f(t))∈Rank(A)).Enparticular,(φ(t)−f(t))escontinua.

Si,porelcontrario,µcoincideconunvalorsingularµk0,entonceslasolucíonno

existeamenosquef(t)⊥ek0(t),encuyocasonoeśunica.Enefecto,si(ek0,f)=0

entonces

φ(t)=f(t)+

µ
√

π

∑

k̸=k0

λk(ek,f)

(1−µλk)
sin

(
(k+1/2)t

)
+

c
√

π
sin

(
(k0+1/2)t

)
,

(4.3.13)

conc∈Carbitrario.

4.4. Operadorresolvente

Seaµ∈Cunvalorregulardelaecuacíon

(
I−µA

)
φ=f, (4.4.1)

dondeAesunoperadorcompletamentecontinuodefinidosobreunespaciodeHilbert

E.Entonces(4.4.1)tieneunasolucíonúnica∀f∈ E,de modoqueexisteuna

correspondenciabiuńıvocaentrelasolucíonφylainhomogeneidadf.
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Enesascondicionesexisteelinversode
(
I−µA

)
,ypodemosexpresarlasolucíon

de(4.4.1)como

φ=Rµf, dondeRµ=
(
I−µA

)−1
:E→ E, (4.4.2)

llamadooperadorresolventedeA,est́adefinidosobretodoelespaciodeHilbert

ysurangoesRank(Rµ)=E.

EloperadorRµ esevidentementelineal,dadoquelaecuacíon(4.4.1)eslineal.

Enefecto,si
(
I−µA

)
φ1,2=f1,2entonceslasolucíonde

(
I−µA

)
φ=αf1+βf2 (4.4.3)

est́adadapor

Rµ(αf1+βf2)=φ=αφ1+βφ2=αRµf1+βRµf2. (4.4.4)

Mostraremosqueeloperador Rµestambíenacotado.Paraellosupongamosque

Rµ,queśoloexisteparavaloresregularesdeµ,seanoacotado.Enesecasoes

posibleseleccionarunasecuenciadevectoresunitarios{fk ∈E,k∈N}talesque

lascorrespondientessolucionesde(4.4.1),φk=Rµfk,tengannormas∥φk∥ → ∞

cuandok→ ∞.

Dadalalinealidaddelaec.(4.4.1),paralosvectoresunitariosek=φk/∥φk∥

tenemos

ek=gk+µAek, (4.4.5)

donde,porconstruccíon,gk=fk/∥φk∥ →0cuandok→ ∞.

ComoA escompletamentecontinuo,elconjunto{Aek,k∈N}contieneuna

secuenciafundamental.Descartandolosvectoresekcuyasiḿagenesnopertenezcan

aesasecuencia,podemossuponerque{Aek,k∈N}esunasecuenciaconvergente

enelespaciodeHilbertE.

Enesascondiciones,lasecuencia{ek,k∈N}esconvergenteenE:existeun

vectornonuloe∈Etalque

e=ĺım
k→∞

ek, con∥e∥=ĺım
k→∞

∥ek∥=1. (4.4.6)

ComoAescontinuo,

e=ĺım
k→∞

{gk+µAek}=0+µAe≠0. (4.4.7)

Peroestoindicaŕıaqueµesunvalorsingular,encontradiccíonconlahiṕotesisde

laexistenciadeRµ.Porlotanto,Rµ esnecesariamenteunoperadoracotado.
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4.5. ConstruccíondeRµ enunentornodelorigen

Dadoqueexisteunentornodelorigenenelplanocomplejodelavariableµque

nocontienevaloressingulares,eloperadorresolventeexisteparavaloresde|µ|

suficientementepequẽnos.EnloquesiguedaremosunaexpresíonexpĺıcitaparaRµ

enesaregíon.

Consideremoseloperador(nolineal)definidosobreEporlarelacíon

Bφ=µAφ+f, (4.5.1)

yevaluemosladistanciaentrelasiḿagenesdedosvectoresarbitrariosφ,ψ∈E,

∥Bφ−Bψ∥=∥µA(φ−ψ)∥≤|µ|∥A∥∥φ−ψ∥. (4.5.2)

Tomandoµ∈Ctalque

|µ|∥A∥≤θ<1 (4.5.3)

obtenemosque

∥Bφ−Bψ∥≤θ∥φ−ψ∥<∥φ−ψ∥. (4.5.4)

UnoperadorBconestaspropiedadessedicecontractivo.

Mostraremosquetodooperadorcontractivotieneuńunico puntofijo,esdecir,

uńunicovectorφ∈Equesatisfaceque

Bφ=φ. (4.5.5)

Ennuestrocaso,estevectorcorrespondeŕaaláunicasolucíondelaec.(4.4.1)para

unainhomogeneidadf,

φ=Bφ=µAφ+f. (4.5.6)

Partiendodeunvectorarbitrarioφ0∈E,formemoslasecuencia

φ0,φ1=Bφ0,φ2=Bφ1=B2φ0,...,φk=Bφk−1=Bkφ0,... (4.5.7)

VeremosquéestaesunasecuenciadeCauchy.

Paraello,primerotomemosladistanciaentredoselementosconsecutivos,

∥φk+1 −φk∥=∥Bφk−Bφk−1∥≤θ∥φk−φk−1∥≤

≤θ2∥φk−1−φk−2∥≤···≤θk∥φ1−φ0∥,

(4.5.8)
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dedondesededuceque

∥φk+l−φk∥≤

≤∥φk+l−φk+l−1∥+∥φk+l−1−φk+l−2∥+···+∥φk+1 −φk∥≤

≤
(
θk+l−1+θk+l−2+···+θk

)
∥φ1−φ0∥=

=θk

(
l−1∑

j=0

θj

)

∥φ1−φ0∥<
θk

1−θ
∥φ1−φ0∥.

(4.5.9)

Porlotanto,

ĺım
k→∞

∥φk+l−φk∥=0, ∀l. (4.5.10)

ComoEesunespaciocompleto,existeelĺımitedeestasecuencia,

φ=ĺım
k→∞

φk. (4.5.11)

YcomoBescontractivo,estevectoresunpuntofijodeB.Enefecto,

∥Bφ−φk+1 ∥=∥Bφ−Bφk∥≤θ∥φ−φk∥ →0 (4.5.12)

cuandok→ ∞,demodoque,porlaunicidaddelĺımiteenE,tenemos

Bφ=ĺım
k→∞

φk=φ. (4.5.13)

Paraverqueestepuntofijoeśunico,supongamosqueexisteotrovectorψ∈E

quesatisfaceBψ=ψ.Entonces,si∥φ−ψ∦=0,

∥φ−ψ∥=∥Bφ−Bψ∥≤θ∥φ−ψ∥ ⇒θ≥1, (4.5.14)

encontradiccíonconlaeleccíondeµ,ec.(4.5.3).Porlotanto,ψ=φ.

Finalmente,sẽnalemosqueestaconstruccíonnospermiteaproximarlasolucíon

delaec.(4.4.1)enelsentidodeladistanciaenelespacioE.Enefecto,tomando

elĺımiteparal→ ∞ enlaecuacíon(4.5.9)obtenemosparaladistanciaentrela

solucíonyelk-́esimoelementodelasecuencia(4.5.7)

∥φ−φk∥≤
θk

1−θ
∥Bφ0−φ0∥. (4.5.15)

Lasolucíondelaecuacíon(4.4.1)correspondealúnicopuntofijodeloperador

contractivoB,queseobtienecomoelĺımitedelasecuencia(4.5.7)cualquieraque

seaelvectorinicialφ0queseempleeparagenerarla.
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Siseeligeφ0=0,entonces

φ1=f, φ2=µAf+f, ···, φk=

k−1∑

l=0

µlAlf, ···, (4.5.16)

demodoquelasolucíonde(4.4.1)paraf∈Earbitrariacorrespondealĺımitedela

serie

φ=
∞∑

k=0

µkAkf=ĺım
k→∞

{(
k∑

l=0

µlAl

)

f

}

, (4.5.17)

cuyaconvergenciaest́agarantizadapara

|µ|≤
θ

∥A∥
, con0<θ<1. (4.5.18)

Deestaexpresíonsurgeque,enunentornodelorigendelplanocomplejoµ,el

operadorresolventedeloperadorcompletamentecontinuoAeselĺımitedeunaserie

deoperadores,

Rµ=

∞∑

k=0

µkAk=ĺım
k→∞

k∑

l=0

µlAl, (4.5.19)

seriequeconvergeenelsentidodelanormayquecoincideconeldesarrolloformal

de
(
I−µA

)−1
enseriedepotenciasdeµ.

Paraverificarlaconvergenciadeestaseriedebemosconsiderarladistanciaque

mediaentreRµyunasumaparcialenelespacionormadodelosoperadoresacotados.

Paraello,tengamosencuentaqueparatodovectorunitariof∈Ees

(
Rµ−

∑k
l=0µlAl

)
f =∥φ−φk+1 ∥≤

≤
θk+1

1−θ
∥f∥=

θk+1

1−θ
,

(4.5.20)

dondeφeslasolucíonde(4.4.1)correspondienteaunainhomogeneidadf,φk+1

esla(k+1)-́esimaaproximacíonaesasolucíon,ydondehemosempleadolacota

establecidaenlaec.(4.5.15).Entonces,

Rµ−
∑k

l=0µlAl =

=sup{
f∈E ∥f∥=1

}
(
Rµ−

∑k
l=0µlAl

)
f ≤

θk+1

1−θ
→ 0

(4.5.21)

cuandok→ ∞,dadoqueθ<1.
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Podemosverificarquelaserieen(4.5.19)convergeefectivamentealinversode
(
I−µA

)
teniendoencuentaque

(
I−µA

)
(

k−1∑

l=0

µlAl

)

=

(
k−1∑

l=0

µlAl

)
(
I−µA

)
=

=I−µkAk → I

(4.5.22)

cuandok→ ∞,dadoqueµkAk→ O.Enefecto,

∥µkAk∥≤|µ|k∥A∥∥Ak−1∥≤···≤|µ|k∥A∥k≤θk→ 0 (4.5.23)

cuandok→ ∞,pues0<θ<1.

4.6. ExtensíonanaĺıticadeRµ

Eloperadorresolventedeunoperadorcompletamentecontinuoexisteencasi

todopuntodelplanocomplejodelavariableµ.Esúnicamenteparalosvalores

singularesdeµ,queforman(alosumo)unasecuencianumerablequedivergeal

infinito,queRµ noest́adefinido.

EnlaSeccíonanteriorhemos mostradoquelacondicíon|µ|∥A ∥≤θ <

1essuficienteparaqueRµ puedarepresentarsecomoelĺımite(enelsentidode

ladistanciaenelespaciodeBanachdelosoperadoresacotados)deunaseriede

potenciasenlavariableµ.Enesascondiciones,sepuededecirqueRµesunafuncíon

anaĺıticadelavariableµ(avaloresoperadores)enunentornodelorigen.

Mostraremosque Rµ esunafuncíonanaĺıticadeµenunentornodetodovalor

regular.

Seaµ0 unvalorregulardeunoperadorcompletamentecontinuoA.Entonces,

Rµ0 =
(
I−µ0A

)−1
existeyesunoperadoracotado. Adeḿas,comolosvalores

singularesdeAsonpuntosaislados,existetodounentornodeµ0libredeellos.

Podemosentoncesconsiderareloperadorresolventeenunpuntoµpŕoximode

µ0,

Rµ=
(
I−µA

)−1
=

(
I−µ0A−(µ−µ0)A

)−1
=

=Rµ0

(
I−(µ−µ0)ARµ0

)−1
=Rµ0

∞∑

k=0

(µ−µ0)
k(ARµ0)

k,

(4.6.1)

dondelaserieenelmiembrodeladerechaconvergeenelsentidodelanormadelos

operadorespara

|µ−µ0|∥ARµ0 ∥≤θ<1. (4.6.2)
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T́engaseencuentaqueARµ0 escompletamentecontinuo,dadoqueRµ0 esacotado

yAescompacto.Enconsecuencia,valenparaestaserietodaslasconsideraciones

hechasenlaSeccíonanterioracercadelaconvergenciadeldesarrollodeloperador

resolventeenunentornodelorigen.

Porlotanto,Rµ existecomounafuncíonanaĺıticadelavariableµ(quetoma

valoresquesonoperadoressobreE)entodaunaregíonabiertadelplanocomplejo,

laqueśoloexcluyealosvaloressingularesdeA(puntosaisladosquecorresponden

alasinversasdelosautovaloresdeA).

Enparticular,siRµ esconocidoenciertaregíonabiertadelplanocomplejo,

esteoperadorpuedeserprolongadoanaĺıticamentedesdealĺı,evitandolospuntos

singulares.

Tambíenpuedeprobarsef́acilmentequeeloperadorresolventetomadoparadis-

tintosvaloresregularesconmuta.

Enefecto,paraλ,µvaloresregularesdeAcompactopodemosescribirque

µRµ−λRλ=µRµ

(
I−λA

)
Rλ−Rµ

(
I−µA

)
λRλ=

=(µ−λ)RµRλ.

(4.6.3)

Entonces,siλ̸=µ,

RµRλ=
µRµ−λRλ

µ−λ
=RλRµ. (4.6.4)

4.7. Resolventedeoperadoresintegrales

ConsideremosunoperadorintegraldeFredholmdeńucleodecuadradosumable,

Aφ(t)=

∫b

a

K(t,s)φ(s)ds, (4.7.1)

con

K2=∥K(t,s)∥2=

∫b

a

∫b

a

|K(t,s)|2dtds<∞ . (4.7.2)

DadoqueAescompletamentecontinuo,ysunorma

∥A∥≤K, (4.7.3)

sabemosqueeloperadorresolventeRµ eselĺımitedeunaseriedepotenciasenµ

delaforma

Rµ=I+

∞∑

k=1

µkAk, (4.7.4)

convergente(enelsentidodelanormadelosoperadoresacotados)enelćırculo

|µ|≤θ/K,con0<θ<1.
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Mostraremosqueenestecasoeloperadorresolventetomalaforma

Rµ=I+Γµ, (4.7.5)

dondeΓµesunoperadorintegraldeFredholmdeńucleodecuadradosumable,que

dependedelpaŕametroµ.

DadoqueRµen(4.7.4)est́aexpresadoent́erminosdepotenciasdeloperadorA,

primerodebemosestudiarlacomposicíondeoperadoresintegrales.

Paraello,consideremosunsegundooperadordeFredholm

Bφ(t)=

∫b

a

L(t,s)φ(s)ds, (4.7.6)

con

L2=∥L(t,s)∥2=

∫b

a

∫b

a

|L(t,s)|2dtds<∞ . (4.7.7)

SucomposicíonconAes,pordefinicíon,

ABφ(t)=
∫b

a
K(t,s)

{∫b

a
L(s,r)φ(r)dr

}
ds=

=
∫b

a

{∫b

a
K(t,s)L(s,r)ds

}
φ(r)dr,

(4.7.8)

dondeelcambioenelordendelasintegralesest́ajustificadoporelTeoremade

Fubini,dadoquetodaslasfuncionesquealĺıaparecensondecuadradosumabley

laintegraldobleexiste.

Enconsecuencia,ABestambíenunoperadorintegralcuyońucleoes

M(t,r)=

∫b

a

K(t,s)L(s,r)ds. (4.7.9)

ComoK(t,s)yL(s,r)sonfuncionesdecuadradosumabledelavariables(para

casitodoslosvaloresdetyder),elńucleoM(t,r)puedeserinterpretadocomoel

productoescalar

M(t,r)=
(
K(t,s)∗,L(s,r)

)
. (4.7.10)

PoraplicacíondeladesigualdaddeCauchy-Schwarz,estopermiteescribir

|M(t,r)|2≤k(t)2l(r)2, (4.7.11)

donde 




k(t)2=
∫b

a
|K(t,s)|2ds⇒

∫b

a
k(t)2dt=K2,

l(r)2=
∫b

a
|L(s,r)|2ds⇒

∫b

a
l(r)2dr=L2.

(4.7.12)

Porlotanto,M(t,r)∈L2

(
(a,b)×(a,b)

)
,ysunorma

M2=

∫b

a

∫b

a

|M(t,r)|2dtdr≤K2L2 ⇒ M ≤KL. (4.7.13)
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Esteresultadopermiteconcluirquelaspotenciasenteraspositivasdeunopera-

dorintegraldeFredholmdeńucleodecuadradosumablesontambíenoperadores

integralesdeFredholm,

Akφ(t)=

∫b

a

Kk(t,s)φ(s)ds, (4.7.14)

cuyosńucleos,llamadosńucleositerados,seobtienenrecursivamentedelarelacíon

Kk+1(t,s)=

∫b

a

K(t,r)Kk(r,s)dr, K1(t,s)=K(t,s), (4.7.15)

sondecuadradosumable,ysunormasatisface

Kk=∥Kk(t,s)∥≤K ∥Kk−1(t,s)∥≤···≤Kk. (4.7.16)

Enesascondiciones,cadasumaparcialdelaserieenel miembrodeladerecha

delaec.(4.7.4)correspondeaunoperadorintegraldeFredholm,

Sµ,nf(t)=
n∑

k=1

µkAkf(t)=

∫b

a

Sn(t,s;µ)f(s)ds, (4.7.17)

cuyońucleo(decuadradosumable)est́adadoporlasuma

Sn(t,s;µ)=
n∑

k=1

µkKk(t,s)∈L2

(
(a,b)×(a,b)

)
. (4.7.18)

Ahorabien,lasecuenciaformadaporlosńucleosSn(t,s;µ)esfundamentalen

L2

(
(a,b)×(a,b)

)
.Enefecto,

∥Sn+m(t,s;µ)−Sn(t,s;µ)∥=

n+m∑

k=n+1

µkKk(t,s) ≤

≤
n+m∑

k=n+1

|µ|k∥Kk(t,s)∥≤
n+m∑

k=n+1

|µ|kKk≤
n+m∑

k=n+1

θk<
θn+1

1−θ
→ 0

(4.7.19)

cuandon→ ∞,∀m.

Porlotanto,existeelĺımitedelaserie

Γ(t,s;µ)=

∞∑

k=1

µkKk(t,s)∈L2

(
(a,b)×(a,b)

)
, (4.7.20)

queesadeḿasunafuncíonanaĺıticadelavariableµenunentornodelorigen.

Estafuncíondecuadradosumablepermitedefinirunnuevooperadorintegralde

Fredholm,

Γµf(t):=

∫b

a

Γ(t,s;µ)f(s)ds, (4.7.21)
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queresultaserelĺımitedelaserie

Γµ=

∞∑

k=1

µkAk=ĺım
n→∞

Sµ,n. (4.7.22)

Enefecto,dadoquetantoΓµcomoSµ,nsonoperadoresintegralesdeFredholm,tam-

bíenloessudiferencia,Γµ−Sµ,n.Ycomolanormadetalesoperadoresest́aacotada

porlanormadesusńucleos,tenemosque

∥Γµ−Sµ,n∥≤∥Γ(t,s;µ)−Sn(t,s;µ)∥ →0 (4.7.23)

cuandon→ ∞.

Enconsecuencia,lasolucíondeunaecuacíonintegraldelaforma

φ(t)−µ

∫b

a

K(t,s)φ(s)ds=f(t), (4.7.24)

dondeK(t,s)yf(t)sonfuncionesdecuadradosumabledadasyµ∈Csatisface

|µ|K ≤θ<1,puedeescribirsecomo

φ(t)=Rµf(t)=f(t)+

∫b

a

Γ(t,s;µ)f(s)ds, (4.7.25)

dondeΓ(t,s;µ)∈L2

(
(a,b)×(a,b)

)
esunafuncíonanaĺıticadeµquecorresponde

alĺımitedelaseriedeńucleositerados,ec.(4.7.20).

SilaseriedeńucleositeradospuedesersumadaaunafuncíonΓ(t,s;µ),holo-

morfaenunćırculo |µ|K ≤θ<1,́estahadeadmitirunaprolongacíonanaĺıtica

(queeśunica)atodoelplanocomplejodelavariableµ,laqueśolopresentaŕasin-

gularidadesaisladasenlosvaloressingularesdelńucleoK(t,s).

Ejemplo4.2.ConsideremoselńucleoK(t,s)=et+s,con0≤t,s≤1.Entonces,

K2=∥et+s∥2=

∫1

0

∫1

0

e2(t+s)dtds=

(
e2−1

2

)2

, (4.7.26)

ylosńucleositeradosson

K2(t,s)=
∫1

0
et+rer+sdr=

(
e2−1

2

)
et+s,

K3(t,s)=
∫1

0
et+rK2(r,s)dr=

(
e2−1

2

)2

et+s,
...

Kk(t,s)=
∫1

0
et+rKk−1(r,s)dr=

(
e2−1

2

)k−1

et+s,
...

(4.7.27)
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Porlotanto,para|µ|K =|µ|
(

e2−1
2

)
≤θ<1,tenemos

Γ(t,s;µ)=
∞∑

k=1

µkKk(t,s)=
∞∑

k=1

µk

(
e2−1

2

)k−1

et+s=
µet+s

1−µ
(

e2−1
2

). (4.7.28)

Lasumadeestaserieesunafuncíonanaĺıticadeµqueadmiteunaextensíon

meromorfaalplanocomplejo,laquepresentacomoúnicasingularidadunpolo

simpleenµ= 2
e2−1

.Deesemodo,eloperadorintegraldeńucleoet+stieneuńunico

valorsingularenesepunto.

EsoseexplicaporelhechodequeesteoperadorintegralaplicatodoL2(0,1)

enelsubespaciounidimensionalgeneradoporlafuncíonψ(t) =et,de modoque

todoautovectorcorrespondienteaunautovalornonulodebeserproporcionalaesa

funcíon,

Aet=

∫1

0

et+sesds=

(
e2−1

2

)

et⇒ λ=

(
e2−1

2

)

. (4.7.29)

Enesascondiciones,siµ≠ 2
e2−1

laecuacíonintegral

φ(t)−µ

∫1

0

et+sφ(s)ds=f(t) (4.7.30)

tienesolucíońunica∀f(t)∈L2(0,1),laqueest́adadapor

φ(t)=f(t)+
µ

1−µ
(

e2−1
2

)

∫1

0

et+sf(s)ds=

=f(t)+
µλ

(1−µλ)

et

∥et∥2

∫1

0

esf(s)ds.

(4.7.31)

Si,porelcontrario,µ= 2
e2−1

,entonceslaecuacíonintegralśolotienesolucíonsi

f(t)⊥et,encuyocasonoeśunica,

φ(t)=f(t)+cet, c∈C (4.7.32)

(dondehemostenidoencuentalaspropiedadesdelosńucleossiḿetricos-verec.

(3.6.12)).Enefecto,

{
f(t)+cet

}
−

2et

e2−1

∫1

0

es{f(s)+ces}ds=

=f(t)+cet−cet=f(t).

(4.7.33)

Lacondicíon|µ|K ≤ θ <1hasidoobtenidacomounacondicíonsuficiente

paralaconvergenciadelaseriedeńucleositerados,perohaysituacionesenlasque
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suradiodeconvergenciaes mayor.Yalĺıdondelaserie(4.7.20)converge,ellase

sumaalńucleoΓ(t,s;µ).

Unejemplodeestasituacíoncorrespondealcasoenquealǵunńucleoiteradose

anuleid́enticamente,Kn+1(t,s)≡0,loquehacequetodoslosquelesiguentambíen

seannulos,Kk(t,s)≡0,∀k>n.Enesascondiciones,laserieenlaec.(4.7.20)se

reduceaunpolinomiodegradonenµ,

Γ(t,s;µ)=
n∑

k=1

µkKk(t,s), (4.7.34)

queesunafuncíonentera(anaĺıticaentodoelplanocomplejo).Entalcaso,el

operadorintegraldeńucleoK(t,s)notienevaloressingulares(esdecir,eloperador

integralnotieneautovaloresnonulos).

Ejemplo4.3.Esasituacíonocurre,enparticular,parańucleosdegeneradosde

laforma

K(t,s)=
n∑

k=1

pk(t)q∗
k(s), conpk(t)⊥ql(t),k,l=1,...,n. (4.7.35)

Enestecaso,K2(t,s)≡0,demodoqueΓ(t,s;µ)=µK(t,s).

Eseeselcasode

K(t,s)=sin(t−2s)=sin(t)cos(2s)−cos(t)sin(2s). (4.7.36)

Evidentemente,

K2(t,s)=

∫π

−π

sin(t−2r)sin(r−2s)dr=0, (4.7.37)

demodoque

Γ(t,s;µ)=µsin(t−2s), ∀µ∈C, (4.7.38)

ylaecuacíonintegral

φ(t)−µ

∫π

−π

sin(t−2s)φ(s)ds=f(t), (4.7.39)

tienesolucíońunica∀f(t)∈L2(a,b),dadapor

φ(t)=f(t)+µ

∫π

−π

sin(t−2s)f(s)ds. (4.7.40)

LaserieparaΓ(t,s;µ)tambíenconverge∀µ∈Csilasnormasdelosńucleos

iteradosest́anacotadasporconstantesdelaforma

∥Kk(t,s)∥≤c
Mk

k!
. (4.7.41)
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Enestecaso,

n+m∑

k=n+1

µkKk(t,s) ≤

n+m∑

k=n+1

|µ|k∥Kk(t,s)∥≤

≤c
n+m∑

k=n+1

|µ|kMk

k!
→ 0 cuandon→ ∞ ,∀m∈N.

(4.7.42)

Entonces,laseriedeńucleositerados

Γ(t,s;µ)=
∞∑

k=1

µkKk(t,s), (4.7.43)

convergeenL2(a,b)paratodocomplejoµ,yunńucleoconesaspropiedadesnotiene

valoressingulares.

Esasituacíonsepresenta,enparticular,enelcasodeoperadoresintegrales

de Volterra2deńucleoacotado,

Aφ(t)=

∫t

a

K(t,s)φ(s)ds, |K(t,s)|≤M. (4.7.44)

SetratadeuncasoparticulardeoperadoresdeFredholmparaloscualeselńucleo

K(t,s)=0paras≥t.

Consideremoselsegundońucleoiterado,

K2(t,s)=

∫b

a

K(t,r)K(r,s)dr=






∫t

s

K(t,r)K(r,s)dr, t>s,

0, t≤s,

(4.7.45)

queestambíenunńucleodeVolterraacotado,

|K2(t,s)|≤

∫t

s

|K(t,r)K(r,s)|dr≤M2(t−s)≤M2(b−a). (4.7.46)

Paraeltercerńucleoiteradotenemos

K3(t,s)=

∫b

a

K(t,r)K2(r,s)dr=






∫t

s

K(t,r)K2(r,s)dr, t>s,

0, t≤s,

(4.7.47)

2VitoVolterra(1860-1940).
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queestambíenunńucleodeVolterraacotadopor

|K3(t,s)|≤

∫t

s

|K(t,r)K2(r,s)|dr≤

≤

∫t

s

M3(r−s)dr≤M3(t−s)2

2!
≤M2(b−a)2

2!
.

(4.7.48)

Engeneral,tenemos

Kk(t,s)=

∫b

a

K(t,r)Kk−1(r,s)dr=

=






∫t

s

K(t,r)Kk−1(r,s)dr, t>s,

0, t≤s,

(4.7.49)

queestambíenunńucleodeVolterracuyoḿoduloest́aacotadopor

|Kk(t,s)|≤

∫t

s

|K(t,r)Kk−1(r,s)|dr≤

≤

∫t

s

Mk(r−s)k−2

(k−2)!
dr≤Mk(t−s)k−1

(k−1)!
≤Mk(b−a)k−1

(k−1)!
.

(4.7.50)

Enesascondiciones,

∥Kk(t,s)∥≤
[
M (b−a)

]Mk−1(b−a)k−1

(k−1)!
, (4.7.51)

ylaresolventeexisteentodoelplanocomplejo.

Elhechodequelosńucleositeradosest́enuniformementeacotados(verec.

(4.7.50))hacequelaserieparaΓ(t,s;µ)seauniformementeconvergenteparaa≤

t,s≤byparaµtomandovaloresencualquierregíonacotadadelplanocomplejo,

|µ|≤Λ,

∞∑

k=1

|µkKk(t,s)|≤
∞∑

k=1

|µ|kMk(b−a)k−1

(k−1)!
≤(ΛM)eΛM(b−a). (4.7.52)

Estoimplica,enparticular,queΓ(t,s;µ)=0parat≤s,demodoqueΓµ=Rµ−I

estambíenunoperadorintegraldeVolterra.

Porlotanto,laecuacíonintegral

φ(t)−µ

∫t

a

K(t,s)φ(s)ds=f(t), con|K(t,s)|≤M, (4.7.53)
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tienesolucíońunica∀f(t)∈L2(a,b)y∀µ∈C,laqueest́adadapor

φ(t)=f(t)+

∫t

a

Γ(t,s;µ)f(s)ds. (4.7.54)

Ejemplo4.4.ConsideremoselńucleodeVolterra

K(t,s)=

{
et
2−s2, t>s,

0, t≤s,
(4.7.55)

dondea≤t,s≤b.Entonces,

K2(t,s)=






∫t

s

et
2−r2er

2−s2dr=(t−s)et
2−s2, t>s,

0, t≤s,

(4.7.56)

K3(t,s)=






∫t

s

et
2−r2(r−s)er

2−s2dr=
(t−s)2

2!
et
2−s2, t>s,

0, t≤s,

(4.7.57)

yengeneral

Kk(t,s)=






∫t

s

et
2−r2(r−s)

k−2

(k−2)!
er
2−s2dr=

(t−s)k−1

(k−1)!
et
2−s2,t>s,

0, t≤s.

(4.7.58)

Enesascondiciones,

Γ(t,s;µ)=
∞∑

k=1

µkKk(t,s)=

=






∞∑

k=1

µk
(t−s)k−1

(k−1)!
et
2−s2=µeµ(t−s)et

2−s2, t>s,

0, t≤s,

(4.7.59)

dondelaserieconverge∀µ∈C.
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4.8. ḾetododelosdeterminantesdeFredholm

Enelcasogeneral,laseriedelosńucleositerados,ec.(4.7.20),tieneunradio

deconvergenciafinito,fueradelcualśoloesposibleobtenerelńucleoΓ(t,s;µ)por

prolongacíonanaĺıticadelasumadelaserieenunentornodelorigen.

Enloquesiguesepresentasindemostracíonunaf́ormuladebidaaFredholm,que

daunaexpresíonparaelńucleoΓ(t,s;µ)paratodovalorregularµ∈C.Estaf́ormula

fuedemostradaprimeroporFredholmparaelcasodeńucleosK(t,s)continuosy

acotados3yluegoextendidaalcasodeńucleosdecuadradosumablearbitrarios4.

Definamos

C0:=1, B0(t,s):=K(t,s), (4.8.1)

eintroduzcamoslasrelacionesderecurrencia

Cn:=

∫b

a

Bn−1(s,s)ds,

Bn(t,s):=CnK(t,s)−n

∫b

a

K(t,r)Bn−1(r,s)dr.

(4.8.2)

Esf́acilverque

Bn(t,s)=

=

∫b

a

...

∫b

a

K(t,s) K(t,s1) ... K(t,sn)

K(s1,s)K(s1,s1)... K(s1,sn)
...

... ...
...

K(sn,s)K(sn,s1)... K(sn,sn)

ds1...dsn,

(4.8.3)

loqueledasunombrealḿetodo.

Conestoscoeficientessedefinenlasseriesdepotencias

D(t,s;µ):=K(t,s)+

∞∑

n=1

(−1)n

n!
Bn(t,s)µ

n (4.8.4)

y

D(µ):=1+
∞∑

n=1

(−1)n

n!
Cnµ

n, (4.8.5)

queconvergenentodoelplanocomplejodelavariableµ,suḿandosealasfunciones

enterasD(t,s;µ),llamadamenordeFredholm,yD(µ),llamadadeterminante

deFredholm.

3Ver,porejemplo,R.CourantyD.Hilbert,MethodsofMathematicalPhysics.
4Ver,porejemplo,G.Ye.Shilov,MathematicalAnalysis,ylasreferenciasalĺıcitadas.



136 4.ECUACIONESINTEGRALES

Enesascondiciones,loscerosdeD(µ)coincidenconlosvaloressingularesdel

ńucleoK(t,s),yelńucleodeloperadorintegralΓµ=Rµ−Iest́adadoporelcociente

Γ(t,s;µ)=µ
D(t,s;µ)

D(µ)
. (4.8.6)

Entonces,paratodovalorregularµ(paraelcualD(µ)̸=0)y∀f(t)∈L2(a,b),

laecuacíonintegral

φ(t)−µ

∫b

a

K(t,s)φ(s)ds=f(t) (4.8.7)

tieneunáunicasolucíonquepuedeserexpresadacomo

φ(t)=f(t)+µ

∫b

a

D(t,s;µ)

D(µ)
f(s)ds. (4.8.8)

Ejemplo4.5.Sonrarasaquellassituacionesenlasqueesposiblesumarexpĺıci-

tamentelasseries(4.8.4)y(4.8.5).Unejemplocorrespondealcasoenqueunode

losńucleosBn(t,s)seanulaid́enticamente,loquehacequeesasseriessereduzcan

asumasfinitas.

TomemoselńucleodegeneradoK(t,s)=tes,con0≤t,s≤1.Tenemosque

C1=

∫1

0

sesds=1, (4.8.9)

y

B1(t,s)=tes−

∫1

0

terresdr=tes−tes=0, (4.8.10)

demodoqueCn=0yBn(t,s)≡0paran≥2.

Porlotanto,





D(t,s;µ)=tes,

D(µ)=1−µ,

(4.8.11)

loqueimplicaqueelńucleoK(t,s)=testieneunúnicovalorsingularenµ=1

(Enefecto,portratarsedeunoperadorintegraldeńucleodegeneradoqueproyecta

todoelespacioL2(0,1)enunsubespaciounidimensional,vemosquetodoautovector

correspondienteaunautovalornonuloesproporcionalae(t)=t.Yteniendoen

cuentalaintegralen(4.8.9),concluimosqueelautovalorcorrespondienteesλ=1).

ParaelńucleoΓ(t,s;µ)tenemosfinalmente

Γ(t,s;µ)=µ
tes

1−µ
, paraµ≠1. (4.8.12)
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Caṕıtulo5

LA TRANSFORMACÍON DEFOURIERENL2(R)

5.1. EspaciosLp

Elconjuntodefunciones

Lp(a,b):=

{

φ(x):

∫b

a

|φ(x)|p<∞

}

, (5.1.1)

parap≥1,constituyeunespacionormado(deBanach)respectodelanorma

∥φ(x)∥p:=

{∫b

a

|φ(x)|p
}1

p

, (5.1.2)

queasuvezdeterminaladistancia

ρ(φ,ψ):=∥φ−ψ∥p. (5.1.3)

Desdeluegoqueestasdefinicionesrequierenlaidentificacíondeaquellasfunciones

quecoincidenencasitodopuntoconunmismovectordelespacio.

Elteoremade RieszyFischerestablecequeLp(a,b)esunespaciocompleto

respectodeesadistancia.

5.2. TransformacíondeFourierenL1(R)

Lema 5.1.(Lemade Riemann-Lebesgue) Dadaunafuncíonφ∈L1(R),se

definesutransformadadeFouriercomo

F[φ](σ)=ψ(σ):=

∫∞

−∞

e−iσxφ(x)
dx

√
2π

, (5.2.1)

queesunafuncíonacotada,continuayquetiendea0cuando|σ| → ∞.

Enefecto:

Paratodoσ∈R,

|ψ(σ)|≤

∫∞

−∞

|φ(x)|
dx

√
2π

=
1

√
2π

∥φ∥1, (5.2.2)

demodoquelaintegralen(5.2.1)convergeabsolutayuniformementeenσ.

139
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Siφn→ φenL1(R)(esdecir,si∥φn−φ∥1→ 0paran→ ∞),entoncessus

transformadasdeFouriersatisfacen

|ψn(σ)−ψ(σ)|≤
1

√
2π

∥φn−φ∥1→ 0 (5.2.3)

paran→ ∞ y∀σ∈R.Enconsecuencia,lasucesíondetransformadasde

FourierconvergeuniformementeentodalarectaalatransformadadeFourier

delafuncíonĺımite.

Seaχ[a,b](x)∈L1(a,b)lafuncíoncaracteŕısticadelintervalo[a,b],

χ[a,b](x)=

{
1,para− ∞<a≤x≤b<∞,

0,entodootrocaso.
(5.2.4)

SutransformadadeFourieres

ψ(σ)=

∫b

a

e−iσx dx
√

2π
=

i

σ
√

2π

(
e−iσb−e−iσa

)
, (5.2.5)

queescontinuaentodalarectaytiendea0para|σ| → ∞.Lo mismo

valeparalatransformadadeFourierdetodafuncíonescalonadadesoporte

compactoenL1(R)(combinacíonlinealdeunńumerofinitodefunciones

caracteŕısticas).

Puededemostrarsequeelconjuntodelasfuncionesescalonadasabsoluta-

menteintegrablesenlarectaesdensoen L1(R),de modoquetodafuncíon

φ(x)∈L1(R)eselĺımitedeunasecuenciadefuncionesescalonadas.En

consecuencia,sutransformadadeFouriereselĺımitedeunasecuenciauni-

formementeconvergentedefuncionescontinuasquetiendena0enelinfinito.

Porlotanto,latransformadadeFourierdetodafuncíonenL1(R)es

continuaytiendea0paraσ→±∞.

TambíenpuededemostrarsequesilatransformadadeFourierψ(σ)deunafun-

cíonφ(x)∈L1(R)esnulaparatodoσ,ψ(σ)≡0,entoncesφ(x)=0encasitodo

punto.

EstohacequelatransformacíondeFourierseauńıvoca.Enefecto,siφ1(x),

φ2(x)∈L1(R)tienenla mismatransformadadeFourierψ(σ),entonces,porserF

lineal,φ1(x)=φ2(x)encasitodopunto.

Aśıdefinida,latransformacíondeFourieresunaaplicacíonlinealdeL1(R)enel

espaciodelasfuncionescontinuasqueseanulanenelinfinito.Peronotodafuncíon

conesascaracteŕısticaseslatransformadadeFourierdeunafuncíonenL1(R)(es

decir,Fnoessobreyectivaeneseespacio).
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LatransformacíondeFourierinversacorrespondea

F−1[ψ](x)=φ(x)=ĺım
N→∞

∫N

−N

eiσxψ(σ)
dσ

√
2π

, (5.2.6)

definicíonqueśolovalebajociertascondicionesderegularidadsobreφ(x).

Comolaintegralquedefineψ(σ)en(5.2.1)convergeabsolutayuniformemente

enσ,elteoremadeFubinipermiteescribir

φN(x):=

∫N

−N

eiσxψ(σ)
dσ

√
2π

=

∫∞

−∞

{∫N

−N

eiσ(x−y)dσ

}

φ(y)
dy

2π
=

=
1

π

∫∞

−∞

sin(Nt)

t
φ(x+t)dt=

=φ(x)+
1

π

∫∞

−∞

sin(Nt)

t
[φ(x+t)−φ(x)]dt,

(5.2.7)

dadoque1

1

π

∫∞

−∞

sin(Nt)

t
dt=1. (5.2.9)

Láultimaintegralen(5.2.7)puedeescribirsecomolasuma(A+B),donde

A=

∫

|t|≤T

sin(Nt)

t
[φ(x+t)−φ(x)]dt,

B=

∫

|t|≥T

sin(Nt)

t
φ(x+t)dt−φ(x)

∫

|t|≥T

sin(Nt)

t
dt.

(5.2.10)

Esevidenteque,paracasitodox∈R,

|B|≤

∫

|t|≥T

sin(Nt)

t
φ(x+t)dt+ φ(x)

∫

|t|≥T

sin(Nt)

t
dt (5.2.11)

resultatanpequẽnocomosequieraconśolotomarTsuficientementegrande(da-

doqueambasintegralessonconvergentessobretodalarecta),yeso∀N > N0

arbitrario.

1Enefecto,seaCunacurvaqueseapartadelejerealdemaneradedejarelorigenporarriba,

entonces,

1
π

∫∞

−∞
sin(Nt)

t dt=ĺımδ→0+

(∫−δ

−∞
+

∫∞

δ

)
eiNt−e−iNt

2it dt=

=
∫

C
eiNt

2it dt−
∫

C
e−iNt

2it dt−iĺımδ→0+

∫0

−π
sin

(
Nδeiθ

)
dθ= 2πi

2i +0+0=π,

(5.2.8)

dondehemoscerradoelcaminodeintegracíonporelsemiplanosuperiorenlaprimerintegraly

porelinferiorenlasegunda.
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Porsuparte,A→ 0cuandoN→ ∞ si,porejemplo,lafuncíonφ(x)satisface

lacondicíondeDini2,
∫δ

−δ

|φ(x+t)−φ(x)|

|t|
dt<∞, (5.2.12)

paraunδ>03.Estacondicíonessatisfecha,enparticular,porlasfuncionesdife-

renciables(envirtuddelteoremadelvalormedio).

Enesascondiciones,ĺımN→∞φN(x)=φ(x)encasitodopunto.

5.3. SubespaciosdensosenL2(R)

NotodafuncíondeL2(R)tieneunatransformadadeFourierenelsentidoantes

descrito,yaquenotodafuncíondeeseespacioesabsolutamenteintegrableenla

recta.Porejemplo,si

φ(x)=
1

√
1+x2

, (5.3.1)

entoncesφ∈L2(R)peroφ/∈L1(R).

Perośıesciertoquetodafuncíondesoportecompactoycuadradosumabletiene

unatransformadadeFourierenelsentidousual.

Enefecto,siφ(x)∈L2(a,b),con−∞<a<b<∞,yφ(x)=0,∀x/∈[a,b],

teniendoencuentaquelafuncíoncaracteŕısticaχ[a,b](x)∈L2(a,b),podemosescribir

que

∥φ∥1=(χ[a,b](x),|φ(x)|)≤∥χ[a,b](x)∥2∥φ(x)∥2=
√
b−a∥φ(x)∥2, (5.3.2)

envirtuddeladesigualdaddeCauchy-Schwartz.

2UlisseDini(1845-1918).
3Enefecto,sif(t)essumableenunintervalo[a,b],entonces

∫b
a
f(t)sin(Nt)dt→ 0cuando

N→∞.

Parademostrarlo,consideremosprimerolafuncíoncaracteŕısticadeunintervalo[c,d]⊂[a,b],

queesunafuncíonsumable.Tenemosque
∫b

a

χ[c,d](t)sin(Nt)dt=
cos(Nd)−cos(Nc)

N
→0 cuandoN→∞. (5.2.13)

Lomismovaleparacualquierfuncíonescalonadah(t)∈L1(a,b),porserunacombinacíonlineal

deunńumerofinitodefuncionescaracteŕısticas.

Finalmente,sif(t)∈L1(a,b),teniendoencuentaqueelconjuntodelasescalonadasesdensoen

L1(a,b),sabemosque∀ε>0existeunafuncíonescalonadah(t)∈L1(a,b)talque∥f(t)−h(t)∥1<

ε/2.Entonces,

∫b

a

f(t)sin(Nt)dt≤

∫b

a

|f(t)−h(t)|dt+

∫b

a

h(t)sin(Nt)dt<
ε

2
+
ε

2
=ε (5.2.14)

siNessuficientementegrande.
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Dehecho,lasfuncionesdesoportecompactoycuadradosumableformanun

conjuntodensoenL2(R).Enefecto,dadaφ(x)∈L2(R)definimos

φN(x):=






φ(x), |x|≤N,

0, |x|>N.

(5.3.3)

Evidentemente,φN(x)∈L2(R),∥φN∥2 ≤∥φ∥2y∥φN∥2 →∥φ∥2cuandoN → ∞.

Adeḿas,φN → φenL2(R)yaque

∥φN −φ∥2
2=

∫∞

−∞

|φN(x)−φ(x)|2dx=∥φ∥2
2−∥φN∥2

2→ 0. (5.3.4)

Recordemosqueelespacioformadoporlospolinomiosdetodogradoesun

conjuntodensoenL2(−N,N).

Consideremoslafuncíondefinidapor

ϕϵ(x):=






e

( −ϵ

N2−x2

)

,|x|<N,

0,|x|≥N,

(5.3.5)

conϵ >0.Estafuncíonesdesoportecompacto(contenidoen[−N,N])ytiene

derivadascontinuasdetodoorden:ϕϵ(x)∈C∞
0 (R)(espaciolinealdelasfunciones

desoportecompactoenlarectayconderivadascontinuasdetodoorden).Adeḿas,

tomavaloresentre0y1(0≤ ϕϵ(x)< 1)yconvergeuniformementea1cuando

ϵ→ 0entodointervalocerradodelaforma[−N+δ,N−δ],conδ>0.

SeaP(x)unpolinomioyM = max{|P(x)|}para−N ≤x≤N.Llamemos

Pϵ(x)=P(x)ϕϵ(x)∈C∞
0 (R).LadistanciaentreesasdosfuncionesdeL2(−N,N)es

∥P(x)−Pϵ(x)∥2
2=

∫N

−N
|P(x)−Pϵ(x)|2dx≤

≤M2
{∫−N+δ

−N
1dx+

∫N−δ

−N+δ
|1−ϕϵ(x)|2dx+

∫N

N−δ
1dx

}
,

(5.3.6)

quepuedehacersetanpequẽnacomosequieraconśolotomarδyϵsuficientemente

pequẽnos.

Porlotanto,esposibleencontrarenelespacioC∞
0 (R)funcionestanpŕoximas

comosequieraaunadadafuncíondesoportecompactoycuadradosumable.Dado

quéestasformanunconjuntodensoenL2(R),resultaqueC∞
0 (R)esunsubespacio

densodeL2(R).
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5.4. ElespaciodeSchwartz

ElespaciodeSchwartz4Seselespaciolinealformadoporelconjuntodelas

funcionesconderivadasdetodoordencontinuasydedecrecimientoŕapido(esdecir,

queseanulanenelinfinitoḿasŕapidoquecualquierpotenciadex−1),

φ(x)∈S ⇒






φ(x)∈C∞(R),

xkφ(q)(x)≤Kk,q[φ], ∀k,q.

(5.4.1)

Ńoteseque,∀φ∈S,resultade(5.4.1)quexφ(x)∈Syφ′(x)∈S.Entonces,∀k,q,

xkφ(q)(x)∈S.

Evidentemente,C∞
0 (R)⊂S y,enconsecuencia,SesdensoenL2(R).

Adeḿas,S⊂L1(R),demodoquetodafuncíonenStieneunatransformadade

Fourierenelsentidousual,

F[φ](σ)=ψ(σ)=

∫∞

−∞

e−iσxφ(x)
dx

√
2π

, (5.4.2)

queescontinuaytiendea0enelinfinito.

Porotraparte,lasfuncionesxkφ(x)∈S paratodok∈N,de modoquelas

integrales
∫∞

−∞

e−iσx(−ix)kφ(x)
dx

√
2π

(5.4.3)

convergenabsolutayuniformementeentodalarectaσ∈R,correspondiendoen

consecuenciaalasderivadask-́esimasdeψ(σ),ψ(k)(σ). Enefecto,tenemospor

ejemploque

xk+2φ(x)≤Kk+2,0⇒ xkφ(x)≤
Kk+2,0

x2
. (5.4.4)

Peroentoncesψ(k)(σ)eslatransformadadeFourierdeunafuncíonenS,de

donderesultaqueescontinuaytiendea0enelinfinito.

Enconsecuencia,ψ(σ)tienederivadasdetodoordencontinuas,ψ(σ)∈C∞(R).

Comolasfunciones(−ix)kφ(x)∈S,podemosintegrarporpartesparaescribir

(iσ)qψ(k)(σ)=

∫∞

−∞

[(
−d

dx

)q

e−iσx

]

(−ix)kφ(x)
dx

√
2π

=

=

∫∞

−∞

e−iσx

[(
d

dx

)q

(−ix)kφ(x)

]
dx

√
2π

.

(5.4.5)

4Laurent-MöıseSchwartz(1915-2002).
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Ycomo
[(

d
dx

)q
(−ix)kφ(x)

]
∈S ⊂L1(R),resultaquesutransformadadeFourier

est́aacotada,

σqψ(k)(σ)≤Kq,k[ψ], (5.4.6)

loqueesv́alido∀q,k∈N.Enconsecuencia,lasderivadasdetodoordendeψ(σ)

sonfuncionesdedecrecimientoŕapido.

ConcluimosentoncesqueatransformacíondeFourieresunaaplicacíondeSen

esemismoespacio,F:S →S.

ComolasfuncionesenSsondiferenciablesydedecrecimientoŕapido,satisfacen

lacondicíondeDiniyparaellasexisteelĺımitedobleenlaexpresíonquedefinela

transformadainversa(5.2.6),

F−1[ψ](x)=φ(x)=

∫∞

−∞

eiσxψ(σ)
dσ

√
2π

. (5.4.7)

Laecuacíonanteriorśolodifieredeladefinicíondelatransformacíondirectaenel

signodelargumentodelaexponencial.Enconsecuencia,similaresconclusionesse

obtienenrespectodelatransformacíoninversa,quetambíenest́adefinidasobretodo

S.

Finalmente,seanφ1(x),φ2(x)∈S⊂L2(R).Suproductoescalares

(φ1(x),φ2(x))=

∫∞

−∞

φ1(x)∗

{∫∞

−∞

eiσxψ2(σ)
dσ

√
2π

}

dx=

=

∫∞

−∞

{∫∞

−∞

e−iσxφ1(x)
dx

√
2π

}∗

ψ2(σ)dσ=(ψ1(σ),ψ2(σ)),

(5.4.8)

dondeelcambioenelordendeintegracíonest́ajustificadoporelteoremadeFubini,

puestoquelaintegraldobleconvergeabsolutamenteyaqueambasfuncionesest́an

enS⊂L1(R).

Enconsecuencia,latransformacíondeFouriersobreSpreservalosproductos

escalares.Enparticular,tomandoambasfuncionesigualesenlaecuacíonanterior,

setieneque∀φ(x)∈S

∥φ(x)∥2 = ∥ψ(σ)∥2, (5.4.9)

esdecir,latransformacíondeFouriersobreSpreservalanorma∥.∥2.

PuestoqueF esunoperadoracotadosobreS,resultacontinuo.Enefecto,si

φN → φenL2(R),conφN,φ∈S,entoncessustransformadasdeFouriersatisfacen

∥ψN −ψ∥2 = ∥φN −φ∥2 → 0,paraN → ∞ . (5.4.10)

Enesascondiciones,laimagendelarestriccíondeF alespaciodeSchwartzes

Rank(F|S)=S.Enefecto,∀ψ∈S,F−1[ψ]=φ∈S,conF[φ]=ψ.
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Porotraparte,supongamosqueφ1(x),φ2(x)∈Stienenlamismatransformada

deFourier,F[φ1](σ)=F[φ2](σ).Comolatransformacíoneslineal,envirtudde

(5.4.9)tenemos

F[φ1−φ2](σ)≡0 ⇒ ∥φ1−φ2∥2=0 ⇒ φ1(x)≡φ2(x). (5.4.11)

Enconsecuencia,FesunaaplicacíonbiuńıvocadeSenS,cuyainversaesla

transformacíoninversa(5.4.7).

Deesemodo,larestriccíondeFalespaciodeSchwartzesunoperadorunitario.

Enefecto,∀φ1,φ2∈Stenemosque

(φ1,φ2)=(Fφ1,Fφ2)=
(
φ1,F

†Fφ2
)
⇒ F†F

S
=I, (5.4.12)

mientrasque∀ψ,φ∈Sresultaque

(ψ,Fφ)=
(
F†ψ,φ

)
=
(
FF†ψ,Fφ

)
⇒ FF†

S
=I. (5.4.13)

AunqueFnoescompletamentecontinuo5,tieneunconjuntocompletodeauto-

funcionesenS.Estoesaśıporquetienelosmismosautovectoresqueeloperadorde

Sturm-LiouvillenosingulardefinidosobreS(densoenL2(R))como

Lφ(x):=

{

−
d2

dx2
+x2
}

φ(x). (5.4.15)

LosautovectoresdeLsonlasfuncionesdeHermite,

φn(x)=Hn(x)e
−x
2

2,

Hn(x)=(−1)
nex

2(d
dx

)n
e−x

2
,

(5.4.16)

queformanunsistemaortogonalycompleto(verEjemplosenlaSeccíon5.6),y

satisfacenlaecuacíon

Lφn(x)=−φ
′′
n(x)+x

2φn(x)=(2n+1)φn(x), (5.4.17)

dondelosautovalores(2n+1),conn=0,1,2,...,sonnodegenerados.

5Enefecto,supongamosque{φk,k∈N}esunasecuenciadevectoresortonormalescontenida

enS.Entonces,de5.4.9resultaque

∥ψn−ψm∥2
2
=∥φn−φm∥2

2
=2, paran≠m, (5.4.14)

de modoqueelconjuntodesustransformadasdeFourier,{ψk,k∈N},nocontieneninguna

secuenciafundamental.
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Enefecto,aplicandoF aambos miembrosdelaecuacíonanterior,ytenien-

doencuentaqueintegrandoporpartesresultaqueF[φ(2)(x)](σ) =−σ2ψ(σ)y

F[x2φ(x)](σ)=−ψ(2)(σ),tenemos

σ2ψn(σ)−ψ′′
n(σ)=(2n+1)ψn(σ). (5.4.18)

EstosignificaqueF dejainvarianteslossubespacioscaracteŕısticosdeloperador

L.Ycomoéstossonunidimensionales,resultaqueφn(x)esunautovectordeF,

F[φn(x)](σ)=µnφn(σ).

Porotraparte,comoF2[φ(x)]=φ(−x),setienequeF4=I.Enconsecuencia,

losautovaloresdeF sonráıcescuartasdelaunidad,µ4
n=1(estrictamente6,µn=

(−i)n).

5.5. TeoremadePlancherel

Consideremosprimerounafuncíonφ(x)∈L2(R)desoportecompactocontenido

en[a,b].Comoφ(x)∈L1(R),tieneunatransformadadeFourierenelsentidousual,

queesunafuncíoncontinuayquetiendea0cuando|σ| → ∞.

Lafuncíonφ(x)puedeseraproximada(enmedia)porunasecuenciadefunciones

φn(x)∈C∞
0 (R),consoportetambíencontenidoenelintervalo[a,b]:

φn→ φenL2(a,b),conφn(x)=0parax/∈(a,b). (5.5.1)

Enesascondiciones,φn→ φenL1(a,b),puestoque

∥φn−φ∥1≤
√

b−a∥φn−φ∥2→ 0paran→ ∞ . (5.5.2)

Porlotanto,(comoesasfuncionessonnulasfueradelintervalo[a,b])setiene

queφn → φenL1(R)y,enconsecuencia,sustransformadasdeFourierconvergen

uniformementeentodalarectaalatransformadadelĺımite:

ψn(σ)→ ψ(σ)=F[φ](σ),uniformementeenR. (5.5.3)

Estogarantizatambíenlaconvergenciaenmediadeψn(σ)→ ψ(σ)entodocompacto

sobrelarectaσ.

6Enefecto,

F[φn(x)](σ)= 1√
2π

∫∞

−∞
e−iσxe−x2

2 (−1)nex2
[(

d
dx

)n
e−x2

]
dx=

= 1√
2π

∫∞

−∞

[(
d

dx

)n
e

x2

2 −iσx
]

e−x2

dx= e
σ2

2√
2π

∫∞

−∞

[(
d

dx

)n
e

1
2(x−iσ)2

]
e−x2

dx=

= e
σ2

2√
2π

(
id

dσ

)n∫∞

−∞
e

1
2(x−iσ)2

e−x2

dx=(−i)ne−σ2

2

[
eσ2(

− d
dσ

)n
e−σ2

]
=(−i)nφn(σ).

(5.4.19)
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Porotraparte,comoφn(x)∈C∞
0 (R)⊂S,entoncesψn(σ)∈Sysecumpleque

∀n,mes

∥ψn∥2=∥φn∥2 y ∥ψn−ψm∥2=∥φn−φm∥2. (5.5.4)

Enconsecuencia,lastransformadas{ψn}tambíenformanunasecuenciafundamen-

talenL2(R).Comoesteespacioescompleto,existeunafuncíonψ(σ)∈L2(R)que

eselĺımitedeesasecuencia,ψ=ĺımn→∞ ψn,yque(porlacontinuidaddelanorma)

satisface

∥ψ∥2=ĺım
n→∞

∥ψn∥2=ĺım
n→∞

∥φn∥2=∥φ∥2. (5.5.5)

Ahorabien,comolaconvergenciaenmediaentodalarectaimplicaconvergencia

en mediaentodocompacto,ycomoelĺımiteen mediaesúnico,lafuncíonψ(σ)

debecoincidirentodocompacto(salvomedidanula)conlatransformadadeFourier

deφ(x)comofuncíondeL1(R),ψ(σ),queesunafuncíoncontinuaquetiendea0en

elinfinito.Porotraparte,comoψ(σ)esdecuadradosumable,tambíendebetender

a0enelinfinito,porloqueψ(σ)yψ(σ)coincidenentodalarecta.

Enresumen,siφ(x)∈L2(R)esdesoportecompacto,sutransformadadeFourier

comofuncíondeL1(R)(continuayquetiendea0cuando|σ| → ∞)esunafuncíon

decuadradosumableentodalarecta,F[φ](σ) =ψ(σ)∈L2(R),cuyanormaes

∥ψ∥2=∥φ∥2.

Consideremosahoraelcasodeunafuncíonarbitrariaφ(x)∈L2(R).Ellapuede

serrepresentadacomoelĺımite(enmedia)deunasecuenciaconvergentedefunciones

desoportecompactoφN(x),comolasdefinidasen(5.3.3).

Porelresultadoanterior,sustransformadasdeFourierF[φN]=ψN ∈L2(R),y

susnormassontalesque∥ψN∥2=∥φN∥2.Porotraparte,ellasformanunasecuencia

fundamentalenL2(R),dadoque

∥ψN+M −ψN∥2=∥φN+M −φN∥2→ 0,paraN → ∞ ,∀M, (5.5.6)

comoconsecuenciadelalinealidaddeFydequeladiferencia(φN+M −φN)esde

soportecompacto.

Enesascondiciones,existeunafuncíonψ(σ)∈L2(R)queeselĺımitedeesa

secuencia,

ψ(σ):=ĺım
N→∞

ψN(σ)=ĺım
N→∞

∫N

−N

e−iσxφ(x)
dx

√
2π

, (5.5.7)

alaquesedefinecomolatransformadadeFourierdeφ∈L2(R).Porlacontinuidad

delanorma,tambíensecumpleque

∥ψ∥2=ĺım
N→∞

∥ψN∥2=ĺım
N→∞

∥φN∥2=∥φ∥2. (5.5.8)



5.5.TEOREMADEPLANCHEREL 149

Siadeḿaslafuncíonφ(x)∈L1(R),ellatieneunatransformadadeFourieren

elsentidousual,ψ̃(σ),queescontinuaytiendea0enelinfinito.Porconstruccíon

(verecuacíon(5.3.3)),φN(x)∈L1(R)∀N,sunorma∥φN∥1→∥φ∥1,ysetieneque

∥φN−φ∥1=

∫∞

−∞

|φN(x)−φ(x)|dx=∥φ∥1−∥φN∥1→0. (5.5.9)

Entonces,φN → φenL1(R)y,porlotanto,sustransformadasconvergenuni-

formementeentodalarectaalatransformadadelĺımite,ψN(σ)→ ψ̃(σ).Peroese

ĺımiteuniformecoincideconelĺımiteenmedia,ψ(σ),entodocompactosobreR,

resultandóesteunafuncíoncontinua.Ycomotantoψ(σ)comoψ̃(σ)tiendenacero

para|σ|→∞,ambascoincidencomoelementosdeL2(R).

Enresumen,hemosdemostradoelsiguiente

Teorema5.1.(dePlancherel)7Siφ(x)∈L2(R),existeenL2(R)elĺımite

F[φ(x)](σ):=ψ(σ)=ĺım
N→∞

∫N

−N

e−iσxφ(x)
dx
√
2π

(5.5.10)

que,pordefinicíon,eslatransformadadeFourierdeφ(x).Aśıdefinido,F:L2(R)→

L2(R)esunoperadoracotadoquepreservalanorma,∥ψ∥2=∥φ∥2.

Siadeḿasφ(x)∈L1(R),entoncesexisteelĺımitedobleenlaintegraldelsegundo

miembrode(5.5.10),quenaturalmentecoincideconladefinicíondelatrasformada

deFourierenL1(R).

Unrazonamientosimilaralqueconducealaecuacíon(5.4.11)muestraqueesta

aplicacíonesuńıvoca.Enefecto,supongamosqueφ1(x),φ2(x)∈L2(R)tienenla

mismatransformadadeFourier,entonces

F[φ1−φ2](σ)=0,a.e. ⇒ ∥φ1−φ2∥2=0 ⇒ φ1(x)=φ2(x),a.e.(5.5.11)

Consideremosunpardefuncionesφ1(x),φ2(x)∈L2(R).Entonces,∀α∈Cse

tiene
∥φ1+αφ2∥2

2=∥ψ1+αψ2∥2
2 ⇒

⇒(φ1,φ2)=(Fφ1,Fφ2)=
(
φ1,F

†Fφ2
)
.

(5.5.12)

Enconsecuencia,F†F=I,dondeeloperadoradjuntoF†est́adefinidoentodo

L2(R)(porserFacotado).

Porotraparte,elrangodeFestodoelespaciodeHilbert,Rank(F)=L2(R).

Enefecto,dadaunafuncíonarbitrariaψ(σ)∈L2(R),ellapuedeserrepresenta-

dacomoψ(σ)=ĺımn→∞ψn(σ),conψn∈S,∀n.Teniendoencuentaque(por

7MichelPlancherel(1885-1967).
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(5.4.9))lasecuenciaφn =F−1[ψn]∈Sesfundamental,vemosqueexisteφ(x)=

ĺımn→∞ φn(x)∈L2(R).

Ahorabien,estafuncíonφ(x)tieneunatransformadadeFourierquesatisface

∥F[φ]−ψn∥2=∥φ−φn∥2→ 0 (5.5.13)

cuandon→ ∞,demodoque

F[φ]=ĺım
n→∞

ψn=ψ. (5.5.14)

Porlotanto,ψ∈Rank(F).

Enesascondiciones,paratodopardefuncionesψ1(x),ψ2(x)∈L2(R)tenemos

(
ψ1,FF†ψ2

)
=

(
Fφ1,FF†Fφ2

)
=(Fφ1,Fφ2)=(ψ1,ψ2) (5.5.15)

y,enconsecuencia,FF†=I.

Enconclusíon,existelainversadeF,operadorqueest́adefinidosobretodo

L2(R)ycoincideconeloperadoradjunto,F−1=F†.

5.6. SistemascompletosenL2(R)

Teorema 5.2.Seaφ0(x)∈L2(a,b),con−∞≤a<b≤ ∞,talqueφ0(x)̸=0

a.e.y

|φ0(x)|≤Ke−A|x|,∀x, (5.6.1)

conA>0.Entonces,elsistemadefunciones

φn(x)=xnφ0(x),n=0,1,2,... (5.6.2)

escompletoenL2(a,b).

Paraverqueestoesaśıtengamosencuentaque,paraτ∈R,de(5.6.1)resulta

|xneτxφ0(x)|≤K|x|ne−(A−|τ|)|x|, (5.6.3)

demodoquelafuncíon

xneτxφ0(x)∈L2(a,b),∀τ:|τ|<A. (5.6.4)

Entonces,∀f∈L2(a,b),lafuncíon

h(x):=f(x)∗eτxφ0(x)∈L1(R),∀τ:|τ|<A, (5.6.5)

dondef(x)yφ0(x)sonentendidascomonulasfueradelintervalo[a,b],encasode

quéestefueseacotado.
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LatransformadadeFourierdeh(x)esunafuncíoncontinuadelavariablecom-

plejas=σ+iτenlafranja|ℑ(s)|=|τ|≤τ0<A,

g(s)=g(σ+iτ)=
1

√
2π

∫∞

−∞

e−i(σ+iτ)xf(x)∗φ0(x)dx, (5.6.6)

lomismoquesusderivadasdetodoorden,lasqueest́andadaspor

g(n)(s)=
1

√
2π

∫∞

−∞

e−isx(−ix)nf(x)∗φ0(x)dx (5.6.7)

dadoque,envirtudde(5.6.3),esasintegralesconvergenabsolutayuniformemente

endicharegíondelplanocomplejos:
∫∞

−∞

|f(x)||eτxxnφ0(x)|dx≤K

∫∞

−∞

|f(x)||xn|e−(A−τ0)|x|dx<∞ . (5.6.8)

Enconsecuencia, g(s)esunafuncíonanaĺıticadelavariablesenlaregíon

|ℑ(s)|≤τ0<A,conτ0>0.

Supongamosahoraquef(x)⊥ φn(x),∀n≥ 0.Entonces,de(5.6.6)y(5.6.7)

resultaqueg(n)(0)=0,∀n≥0⇒ quelafuncíonanaĺıticag(s)≡0.

Enparticular,

g(σ)=
1

√
2π

∫∞

−∞

e−iσxf(x)∗φ0(x)dx≡0⇒ f(x)∗φ0(x)=0,a.e. (5.6.9)

Ycomo,porhiṕotesis,φ0(x)̸=0,a.e.⇒ f(x)=0,a.e.

Estomuestraqueelsistemaφn(x),n=0,1,2,...escompletoenL2(a,b).

Ejemplo5.1.Lasfuncionesφn(x)=xne−x/2,n=0,1,2,...,formanunsistema

completoenL2(R
+).PorortogonalizacíonseobtienenlasfuncionesdeLaguerre8,

Ln(x)e−x/2/n!,con

Ln(x)=
1

n!
ex dn

dxn

(
xne−x

)
=

n∑

m=0

(−1)m

(
n

n−m

)
xm

m!
. (5.6.10)

Ejemplo 5.2.Similarmente,lasfuncionesφn(x) =xne−x2/2, n=0,1,2,...,

formanunsistemacompletoenL2(R).Porortogonalizacíonseobtienenlasfunciones

deHermitedelaecuacíon(5.4.16).

8EdmondNicolasLaguerre(1834-1886).
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Caṕıtulo6

OPERADORES NO ACOTADOS

6.1. Extensionesdeoperadoreslineales

SeaAunoperadorlinealacotadodefinidosobreundominioD(A)deunespacio

deHilbertH,yseau∈D(A).Elvectorusiemprepuedeserrepresentadocomoel

ĺımitedeunasecuenciafundamental{un}contenidaenD(A).YcomoAesacotado1,

tenemos

∥Aun−Aum∥=∥A(un−um)∥≤∥A∥∥un−um∥ →0 (6.1.2)

paran,m→ ∞.Esdecir,{Aun}estambíenunasecuenciafundamental.

Entonces,comoH escompleto,existeunvectorv∈Htalque

v=ĺım
n→∞

Aun. (6.1.3)

Esteĺımiteesindependientedelasecuenciaconvergenteauconsiderada.Enefecto,

si{un}y{u′
n}⊂D(A)soncoterminales,entonces

∥Aun−Au′
n∥=∥A(un−u′

n)∥≤∥A∥∥un−u′
n∥ →0 (6.1.4)

paran→ ∞.

Enesascondiciones,sepuedeextenderdemaneráunicaladefinicíondelopera-

doracotadoAatodoD(A),introduciendounoperadorAdemodoque∀u∈D(A)

Au:=v=ĺım
n→∞

Aun, (6.1.5)

donde{un}⊂D(A)yu=ĺımn→∞ un.Aśıdefinido,esteoperadoreslinealyacotado.

Enefecto,sidossecuenciasenD(A)tienenporĺımiteau=ĺımunyu′=ĺımu′
n

respectivamente,entonces

A(αu+βu′)=ĺımA(αun+βu′
n)=αĺımAun+βĺımAu′

n=αAu+βAu′.(6.1.6)

Encuantoasunorma,tenemosporunladoque

A =Sup{u∈D(A),∥u∥=1} Au ≥Sup{u∈D(A),∥u∥=1} Au =∥A∥. (6.1.7)

1RecordemosquelanormadeAes,pordefinicíon,

∥A∥=Sup{u∈D(A),∥u∥=1}∥Au∥. (6.1.1)
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Porotraparte,porlacontinuidaddelanorma,paracualquiersecuenciaenD(A)

convergenteaunvectorunitarioutenemos

∥Aun∥≤∥A∥∥un∥⇒ Au ≤∥A∥∥u∥=∥A∥, (6.1.8)

loqueimplicaqueA ≤∥A∥.Endefinitiva,A =∥A∥.

Enparticular,unoperadorlinealacotadoA,definidosobreundominioD(A)

densoenunespaciodeHilbertH,tieneunáunicaextensíonlinealyacotadasobre

todoH,denominadasuclausuraydenotadaporA,cuyanormaesiguala∥A∥.

PerosiTesunoperadornoacotadodefinidoenundominioD(T)y{un}esuna

secuenciafundamentalenD(T),lasecuencia{Tun}noseŕa,engeneral,convergente

enH.Inclusosi,paradossecuenciascoterminales{un}y{u
′
n}⊂D(T),sucedeque

{Tun}y{Tu
′
n}sonfundamentales,engeneral,ellasnoseŕancoterminales.

Supongamosqueparau̸ ∈D(T)ocurrequeparatodasecuencia{un}convergente

auycontenidaeneldominiodeT,lasecuencia{Tun}tieneunĺımitefijo,

ĺım
n→∞

Tun=v∈H, ∀{un}∈D(T)|ĺım
n→∞

un=u. (6.1.9)

Enesascondiciones,sepuedeextenderladefinicíondeTincorporandoalpuntou

demodoque

Tu:=ĺım
n→∞

Tun=v. (6.1.10)

Siparatodasecuenciafundamental{un}⊂D(T)talque{Tun}estambíende

Cauchysecumpleque

ĺım
n→∞

un=u∈D(T), y ĺım
n→∞

Tun=Tu, (6.1.11)

entoncesTsedicecerrado.

DadounespaciodeHilbertH,lasumadirectaH⊕Hestambíenunespaciode

Hilbertrespectodelproductoescalardefinidoacontinuacíon.Dadoslosvectores
(
φ1

ψ1

)

,

(
φ2

ψ2

)

∈H⊕H, (6.1.12)

conφ1,φ2,ψ1,ψ2∈H,lasoperacioneslinealesest́andefinidascomo
(
φ1

ψ1

)

+

(
φ2

ψ2

)

=

(
φ1+φ2

ψ1+ψ2

)

,

λ

(
φ1

ψ1

)

=

(
λφ1

λψ1

)

,

(6.1.13)
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yelproductoescalarest́adadopor
((

φ1

ψ1

)

,

(
φ2

ψ2

))

H⊕H

=(φ1,φ2)H +(ψ1,ψ2)H . (6.1.14)

Evidentemente,lasecuencia

{(
φn

ψn

)

,n∈N

}

esfundamentalenH⊕H siyśolo

silassecuencias{φn,n∈N}y{ψn,n∈N}sonfundamentalesenH.

LagŕaficadeunoperadorlinealTeselconjuntodevectoresdeH⊕H dela

forma

Γ(T):=

{(
φ

Tφ

)

,φ∈D(T)

}

. (6.1.15)

DadalalinealidaddeT,Γ(T)esunsubespaciolinealdeH⊕H sieldominioD(T)

esunsubespaciodeH.SiadeḿasTescerrado,entoncesΓ(T)esunsubespacio

cerrado2.

SeaT1unoperadorlinealdefinidosobreundominioD(T1)⊂H.SiΓ(T)⊂Γ(T1)

sedicequeT1esunaextensíondeTenH,loquesedenotaporT⊂T1.

Dichodeotromodo,

T⊂T1⇔






D(T)⊂D(T1),

T1φ=Tφ,∀φ∈D(T).

(6.1.17)

Ejemplo6.1.SeaD(T)=C∞
0 (R),conTφ(x)=−iφ′(x),yseaD(T1)=C1

0(R),

conT1φ(x)=−iφ′(x).Enesascondiciones,T⊂T1.

UnoperadorTsediceclausurablesitieneunaextensíoncerrada.

SiT1esunaextensíoncerradadeT,entoncesΓ(T)⊂Γ(T1),queesunconjunto

cerradodeH⊕ H.Enesascondiciones,laclausuradelagŕaficadeT tambíen

est́acontenidaenladeT1,Γ(T)⊂Γ(T1),y,porlotanto,correspondealagŕafica

deunoperador.T́engaseencuentaquesi

(
0

ψ

)

∈Γ(T),entoncesψ=0,puesto

2Ńotesequelaclausuraen H⊕H delagŕaficadeT,Γ(T),nocorrespondeengeneralala

gŕaficadeunoperador.UnacondicíonnecesariaparaqueΓ(T)sealagŕaficadeunoperadores

quesi
(

φ

ψ1

)

,

(
φ

ψ2

)

∈Γ(T)⇒ ψ1=ψ2, (6.1.16)

loqueengeneralnosecumple.
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que

(
0

0

)

eselúnicopardeesaformacontenidoenΓ(T1).Estosignificaque,en

estecaso,si

(
φ

ψ

)

∈Γ(T),entoncesψest́auńıvocamentedeterminado.

SiTesclausurable,sedefinesuclausuraTcomoeloperadorcuyagŕaficaes

Γ(T)=Γ(T).Sudominioes

D(T)=

{

φ|

(
φ

ψ

)

∈Γ(T),conψ∈H

}

, (6.1.18)

ysuaccíoncorrespondeaTφ=ψ,dondeψeseĺunicovectordeHtalque

(
φ

ψ

)

∈

Γ(T).

Porsudefinicíon,Tescerrado,constituyendounaextensíoncerradadeT.Por

otraparte,T ⊂ T1,dondeT1 escualquierextensíoncerradadeT.Porlotanto,

todooperadorclausurabletieneunaextensíoncerradaḿınima,quecorrespondea

suclausuraT.

6.2. Espectro- Resolvente

SeaT unoperadorlinealcerradocondominioD(T)densoenunespaciode

Hilbert H.Eloperador(T−λI)est́adefinidosobreD(T)ysurangoescierto

subespaciodeH,

(T−λI):D(T)→ Rank(T−λI)⊂H. (6.2.1)

UncomplejoλpertenecealconjuntoresolventedeT,ρ(T),siRank(T−λI)

esdensoenH y(T−λI)esunabiyeccíonconinversaacotada.

Siλ∈ρ(T)⇒ existeeloperadoracotadoRλ(T):=(T−λI)−1,llamadoresol-

ventedeT.

Elconjuntoresolventeρ(T)esunsubconjuntoabiertodelplanocomplejoC,

sobreelcualRλ(T)esunafuncíonanaĺıticadeλcuyosvaloressonoperadores

acotadosqueconmutanentreśıysatisfacen

Rλ(T)−Rµ(T)=(λ−µ)Rλ(T)Rµ(T),∀λ,µ∈ρ(T) (6.2.2)

(propiedadesid́enticasalasdelaresolventedeoperadoresacotados).

SedefineelespectrodeTcomoelcomplementodelconjuntoresolventeenlos

complejos,

σ(T):=C\ρ(T)={λ∈C|λ̸ ∈ρ(T)}. (6.2.3)
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SiλesunautovalordeT,entonces

∃u∈D(T)|Tu=λu⇒ (T−λI)u=0, (6.2.4)

conu≠0.Porlotanto,(T−λI)noesunabiyeccíon⇒ λ ∉ρ(T).Elconjuntode

losautovaloresdeTconstituyeelespectropuntualdeT,σp(T)⊂σ(T).

SiλnoesunautovalordeTyRank(T−λI)noesdensoenH ⇒λ̸ ∈ρ(T).En

esecasosedicequeλpertenecealespectroresidualdeT,σr(T)⊂σ(T).

Finalmente,uncomplejoλpertenecealespectrocontinuodeT,σc(T)⊂σ(T),

si(T−λI)tieneunainversanoacotadacondominioRank(T−λI)densoenH.

Deese modo,podemosexpresaralespectrodeunoperadorcomolauníonde

tresconjuntosdisjuntos,

σ(T)=σp(T)∪σr(T)∪σc(T). (6.2.5)

6.3. Eloperadoradjunto

SeaTunoperadorlinealdefinidosobreundominioD(T)densoenH.SeaD(T†)

elconjuntodelosvectoresψ∈ Hparaloscuales(ψ,Tφ)esunafuncionallineal

ycontinua3deφ∈D(T)(respectodeladistanciaenH).Entonces,envirtuddel

TeoremadeRiesz(VerTeorema3.1),paracadaψ∈D(T†)existeunvectorχ∈H

talquedichafuncionalcorrespondealproductoescalar

(ψ,Tφ)=(χ,φ), ∀φ∈D(T). (6.3.2)

PuestoqueD(T)esdensoenH,χest́auńıvocamentedeterminadoporψ.En

efecto,si(χ1−χ2,φ)=0,∀φ∈D(T),⇒ χ1−χ2=0.

Entonces,laaccíondeloperadoradjuntoT†sobreψ∈D(T†)sedefinepor

T†ψ:=χ. (6.3.3)

Dadoqueunafuncionallinealescontinuasiyśolosiellaesacotada,para

ψ∈D(T†)esnecesarioque

|(ψ,Tφ)|≤K∥φ∥, ∀φ∈D(T). (6.3.4)

Ahorabien,siTesacotado,ladesigualdaddeCauchy-Schwarzimplicaque

|(ψ,Tφ)|≤∥ψ∥∥Tφ∥≤∥ψ∥∥T∥∥φ∥, ∀ψ∈H, (6.3.5)

3O,equivalentemente,unafuncionallinealyacotada,esdecir,talque

|(ψ,Tφ)|≤K∥φ∥,∀φ∈D(T), (6.3.1)

paraciertaconstantefijaK ≥0(VerTeorema1.11enpag.45).
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demodoqueeladjuntodeunoperadoracotadoest́adefinidoentodoelespaciode

Hilbert,D(T†)=H.

Porelcontrario,eladjuntodeunoperadornoacotadopuedeinclusonoestar

densamentedefinido,comolomuestraelsiguienteejemplo.

Ejemplo 6.2.-Seaf(x)̸ ∈L2(R),unafuncíondecuadradosumableentodo

compactoenR(esdecir,f(x)∈L
(loc)
2 (R))yquetiendaa0enelinfinito,ysea

D(T)=C∞
0 (R)(densoenL2(R))eldominiodeunoperadorTdefinidopor

Tφ(x):=φ0(x)

∫∞

−∞

f(y)∗φ(y)dy, (6.3.6)

dondeφ0(x)∈L2(R)esunvectorfijoylaintegralenelsegundomiembroconverge

porserφ(x)acotadaydesoportecompacto.Entonces,siψ(x)∈ D(T†),existe

χ(x)∈L2(R)talque

(ψ,Tφ)=(ψ,φ0)

∫∞

−∞

f(y)∗φ(y)dy=(χ,φ),∀φ∈C∞
0 (R). (6.3.7)

Peroesorequiereque(ψ,φ0)
∗f(x)=χ(x)a.e.entodocompactoenlarecta.Ycomo

tantoχ(x)(∈L2(R))comof(x)(porhiṕotesis)tiendena0enelinfinito,vemosque

debeser(ψ,φ0)
∗f(x) =χ(x)∈ L2(R),loqueśoloesposiblesi(ψ,φ0) =0y

χ(x)=0(x).Porlotanto,D(T†)={ψ∈L2(R)|ψ⊥φ0}(quenoesunsubespacio

denso)yT†ψ=0,∀ψ∈D(T†).

Lema6.1.SiS⊂T⇒ T†⊂S†.

Enefecto,siS⊂T⇒D(S)⊂D(T),y∀φ∈D(S),Sφ=Tφ.Seaψ∈D(T†).

Entonces∃χ∈Htalque

(ψ,Tφ)=(χ,φ),∀φ∈D(T)⇒

⇒ (ψ,Sφ)=(χ,φ),∀φ∈D(S)⇒ ψ∈D(S†).

(6.3.8)

Porlotanto,D(T†)⊂D(S†),y∀ψ∈D(T†)esT†ψ=S†ψ.Esdecir,T†⊂S†.

SiD(T†)esdensoenH,sepuededefinirsuadjunto,(T†)†=T††.

Teorema 6.1.SeaTunoperadorlinealdensamentedefinidoenunespaciode

HilbertH.Entonces

a)T†escerrado;

b)Tesclausurable⇔D(T†)esdensoenH,encuyocasoT=T††;

c)siTesclausurable⇒ (T)†=T†.
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Paraprobarelpuntoa)introduzcamosunoperadorVdefinidosobreelespacio

sumadirectaH⊕H como

V

(
ϕ

ψ

)

:=

(
−ψ

ϕ

)

,∀ϕ,ψ∈H. (6.3.9)

Aśıdefinido,Vesunoperadorunitario4quesatisfaceV2=−I.Enefecto,

V

(
ϕ

ψ

) 2

=

(
−ψ

ϕ

) 2

=∥ψ∥2+∥ϕ∥2=

(
ϕ

ψ

) 2

. (6.3.13)

Entonces,elpar

(
ϕ

χ

)

∈(V[Γ(T)])⊥ siyśolosi

((
ϕ

χ

)

,

(
−Tφ

φ

))

=−(ϕ,Tφ)+(χ,φ)=0,∀φ∈D(T). (6.3.14)

Peroenesecaso

ϕ∈D(T†) y T†ϕ=χ, (6.3.15)

demaneraque (
ϕ

χ

)

=

(
ϕ

T†ϕ

)

∈Γ
(
T†

)
. (6.3.16)

EnconsecuenciaΓ
(
T†

)
=(V[Γ(T)])⊥,quesiempreesunconjuntocerrado.Por

lotanto,T†escerrado.

Paraprobarelpuntob)sẽnalemosque,debidoalalinealidaddeT,Γ(T)esun

subespaciolinealdeH⊕H.Entonces,teniendoencuentaqueV[Γ(T)]⊥ =[VΓ(T)]⊥,

tenemosparalaclausuradelagŕafica

Γ(T)=
(
[Γ(T)]⊥

)⊥

=
(
V2[Γ(T)]⊥

)⊥

=
(
V[VΓ(T)]⊥

)⊥

=
(
VΓ

(
T†

))⊥
.(6.3.17)

4SedicequeunoperadorUdefinidosobreunespaciodeHilbertH esunitariosi

(Uφ,Uψ)=(φ,ψ),∀φ,ψ∈H, (6.3.10)

conRank(U)densoenH.Enesascondiciones,U esacotado,U†= U−1 ylaimagenporU del

complementoortogonaldeciertosubespacioG ⊂ H,U
(
G⊥

)
,eselcomplementoortogonaldela

imagendeGporU,(U(G))
⊥

.Enefecto,∥Uφ∥=∥φ∥∀φ∈H,y

(Uφ,Uψ)=
(
φ,U†Uψ

)
=(φ,ψ)⇒ U†U=I,

(ϕ,Uψ)=
(
U†ϕ,ψ

)
=

(
UU†ϕ,Uψ

)
⇒ UU†=I.

(6.3.11)

Adeḿas,ϕ∈(U(G))
⊥

siyśolosi

(ϕ,Uψ)=0,∀ψ∈G ⇔
(
U†ϕ,ψ

)
=0,∀ψ∈G ⇔U†ϕ∈G⊥ ⇔ ϕ∈U

(
G⊥

)
, (6.3.12)

de modoque(U(G))
⊥

=U
(
G⊥

)
.



160 6.OPERADORES NO ACOTADOS

Porlotanto,deacuerdoalapruebadea),siT†est́adensamentedefinido(condicíon

necesariaparalaexistenciadesuadjunto)entoncesΓ(T)eslagŕaficadeloperador

T††,queescerrado.Enconsecuencia,TesclausurableysuclausuraTcoincidecon

T††.

Porotraparte,siD
(
T†

)
noesdensonoexisteeladjuntodeT†.Enesascon-

diciones,
(
VΓ

(
T†

))⊥
=Γ(T)noeslagŕaficadeunoperadory,enconsecuencia,T

noesclausurable.Porlotanto,siTesclausurablenecesariamenteD
(
T†

)
debeser

denso.

Finalmente,siTesclausurable,pora)yb)sabemosqueT†escerradoydensa-

mentedefinido,mientrasquesuadjunto,T††=T,tambíenest́adensamentedefinido.

Entonces,

T†=T†=
(
T†

)††
=

(
T††

)†
=

(
T

)†
, (6.3.18)

loquepruebac).

Ejemplo 6.3.Consideremoselconjuntodelasfuncionesabsolutamenteconti-

nuas5enelintervalo[0,1],AC(0,1),talesquesuderivadaφ′(x)seadecuadrado

integrableeneseintervalo.SeaT1definidodemaneraque





D(T1):={φ(x)∈AC(0,1)|φ′(x)∈L2(0,1)},

T1φ(x):=−iφ′(x),

(6.3.19)

yT2demodoque





D(T2):={φ(x)∈AC(0,1)|φ′(x)∈L2(0,1),φ(0)=0},

T2φ(x):=−iφ′(x),

(6.3.20)

Evidentemente,T1esunaextensíondeT2,T2⊂T1.

DadoqueD(T1)⊃D(T2)⊃C∞
0 (0,1),queesdensoenL2(0,1),ambosdominios

dedefinicíonsondensos.

Adeḿas,unaintegracíonporpartes(verec.(3.7.5))permite mostrarquelos

dominiosdelosoperadoresadjuntosD(T†
1,2)⊃C∞

0 (0,1),porloquetambíenellosson

densos.Enconsecuencia,porelteoremaanterior,ambosoperadoressonclausurables.

Ahoradeterminaremoseloperadoradjuntode T1.Siψ(x)∈ D(T†
1)entonces

∃χ(x)∈L2(0,1)talque

(ψ,T1φ)=

∫1

0

ψ(x)∗(−i)φ′(x)dx=

∫1

0

χ(x)∗φ(x)dx=(χ,φ), (6.3.21)

5VerNotaalpieenpag.104.
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paratodaφ(x)∈ D(T1).Estorequierequeseaposibleintegrarporpartesenla

primeradeesasintegrales,porloquedebemossuponerqueψ(x)∈AC(0,1).

Haciendousodelapropiedad(3.7.5),podemosescribirque

(−i)ψ(x)∗φ(x)
1

0
+

∫1

0

(
−iψ′(x)

)∗
φ(x)dx=

∫1

0

χ(x)∗φ(x)dx. (6.3.22)

Teniendoencuentaqueunafuncionalcontinuarespectodelaconvergenciaenmedia

nopuededependerdelvalorquesuargumentotomeenunpuntoparticulardel

intervalo[0,1],ydadoquelosvaloresquelasfuncionesφ(x)tomanenx=0,1son

arbitrarios,vemosquedebemosimponeradeḿaslacondicíondecontornoψ(0)=

0=ψ(1).

Enesascondiciones,dadoqueD(T1)esdensoenL2(0,1),laigualdad(6.3.22)

implicaqueχ(x)=−iψ′(x)∈L2(0,1).

Endefinitiva,eloperadorT†
1 est́adefinidodemodoque






D(T†
1):={ψ(x)∈AC(0,1)|ψ′(x)∈L2(0,1),ψ(0)=0=ψ(1)},

T†
1ψ(x):=−iψ′(x).

(6.3.23)

Ńoteseque,enestecaso,T1esunaextensíondeT†
1,T†

1⊂T1.

SiguiendoelmismoprocedimientoresultainmediatomostrarqueT††
1 =T1=T1,

queentoncesesunoperadorcerrado.

Similarmente,seobtieneque





D(T†
2):={ψ(x)∈AC(0,1)|ψ′(x)∈L2(0,1),ψ(1)=0},

T†
2ψ(x):=−iψ′(x),

(6.3.24)

yqueT††
2 =T2=T2,quetambíenescerrado.Adeḿas,sevequeT†

1⊂T†
2.

Engeneral,laeleccíondeundominiodedefinicíonparaunoperadordiferencial

tieneunainfluenciadeterminantesobresuespectro,comolo muestraelsiguiente

ejemplo.

Ejemplo6.4.Consideremoslaecuacíon

−iφ′(x)=λφ(x),conφ(x)∈AC(0,1). (6.3.25)

Esaigualdadimplicaque

φ′(x)∈AC(0,1)⇒ φ(2)(x)∈AC(0,1)⇒ ...

··· ⇒φ(x)∈C∞(0,1).

(6.3.26)
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Enesascondiciones,laecuacíondeautovaloresparalosoperadoresT1,2delejem-

plo6.3sereduceaunaecuacíondiferencialordinaria,cuyasolucíones

φ(x)=eiλxφ(0)∈AC(0,1)⊂L2(0,1). (6.3.27)

Peromientrasquetodońumerocomplejoλ∈CesunautovalordeT1,lacondicíon

decontornoparaT2,φ(0)=0⇒ φ(x)≡0.

Entonces, σp(T1) =C, mientrasqueT2 notieneautovectoresysuespectro

puntualesvaćıo,σp(T2)=∅.

Teorema 6.2.SeaTunoperadorlinealdensamentedefinidoenunespaciode

HilbertH.Entonces,

siλ∈σr(T)⇒ λ∗∈σp(T
†),

siλ∈σp(T)⇒ λ∗∈σr(T
†)obienλ∗∈σp(T

†).

Enefecto,siλ∈σr(T),entoncesRank(T−λI)noesdensoenH,demodoque

∃ψ≠0|(ψ,(T−λI)φ)=0,∀φ∈D(T)6.Peroesosignificaque(ψ,Tφ)=λ(ψ,φ)

esunafuncionallinealycontinuadeφ⇒ ψ∈D(T†).

Enesascondiciones,podemosescribirque
(
(T†−λ∗I)ψ,φ

)
=0,∀φ∈ D(T)

densoenH,demodoqueT†ψ=λ∗ψ.

Porotraparte,siTφ= λφ,conφ≠ 0,entonces,∀ψ∈ D(T†)tenemosque

(ψ,(T−λI)φ) =
(
(T†−λ∗I)ψ,φ

)
=0 ⇒ Rank(T†−λ∗I)noesdensoenH ⇒

λ∗ ∉ρ(T†)∪σc(T
†).

Enesascondiciones,λ∗∈σr(T
†),a menosqueexistaenD

(
T†

)
unvectorψ≠

0|(T†−λ∗I)ψ=0,encuyocasoλ∗∈σp(T
†).

Ejemplo6.5.ConsideremosnuevamenteeloperadorT1delejemplo6.3.Hemos

vistoenelejemplo6.4queelespectropuntualdeT1 estodoelplanocomplejo,

σp(T1)=C.EntonceselespectrodeT†
1 estambíentodoelplanocomplejo,σ(T†

1)=

C.

Porotraparte,resultainmediato mostrarquelascondicionesdecontornoque

pesansobrelasfuncionesenD(T†
1),ec.(6.3.23),hacenqueesteoperadornotenga

autovectores,de modoqueσp(T
†
1)=∅.Enconsecuencia,elespectroresidualdeT†

1

estodoelplanocomplejo,σr(T
†
1)=C.

6Paraverqueestoesaśı,llamemosF=Rank(T−λI).Sabemosquetodovectorψ∈Hpuede

escribirsecomoψ=u+v,conu∈Fyv∈F⊥.Enesascondiciones,si{ψ⊥F⇒ ψ=v=0},

entoncesF⊥ ={0}yFesdensoenH.Enconsecuencia,siFnoesdensoenH ⇒∃ψ≠0|ψ⊥F.
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6.4. Operadoressiḿetricos

UnoperadorlinealTdensamentedefinidosobreunespaciodeHilbertH sedice

siḿetricosi7T⊂T†.Esdecir,si





D(T)⊂D(T†),

∀φ∈D(T),T†φ=Tφ.

(6.4.2)

Enparticular,enestecasoeloperadoradjuntoT†tambíenest́adensamentedefinido.

TodaextensíonsiḿetricaSdeTest́acontenidaenT†.Enefecto,siT⊂S⊂

S†⇒ S⊂S†⊂T†.Porlotanto,T⊂S⊂S†⊂T†.

Unoperadorsedice autoadjunto8 siT† = T,esdecir,siT essiḿetricoy

D(T†)=D(T).

Unoperadorsiḿetrico(densamentedefinido)essiempreclausurable.Enefecto,

T ⊂ T†,queescerrado(ver Teorema6.1).Porlotanto,T tieneunaextensíon

cerrada.

Porotraparte,T⊂T†⇒D(T)⊂D(T†),queentoncesesdensoenH.Porel

Teorema6.1,TesclausurableysuclausuraesT=T††.Enconsecuencia,

T⊂T=T††⊂T†. (6.4.3)

SiTessiḿetricoycerrado,tenemosque

T=T=T††⊂T†. (6.4.4)

YsiTesautoadjunto,entonces

T=T=T††=T† (6.4.5)

y,enconsecuencia,Tesnecesariamentecerrado.

Lema6.2.TsiḿetricoycerradoesautoadjuntosiyśolosisuadjuntoT†es

siḿetrico.

Enefecto,siTesautoadjunto⇒ T=T††=T†⇒ T†essiḿetrico:T†⊂T††.

Porotraparte,siT†essiḿetrico,T†⊂T††=T⊂T†⇒ Tesautoadjunto:T=T†.

7Equivalentemente,Tessiḿetricosi∀φ1,φ2∈D(T)es

(φ1,Tφ2)=(Tφ1,φ2). (6.4.1)

8Losobservablesdela MećanicaCúanticaest́anrepresentadosporoperadoresautoadjuntos

enunespaciodeHilbert.
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Teorema 6.3.SiTesunoperadorautoadjunto,entonces

a)elespectroresidualdeTesvaćıo,σr(T)=∅,

b)elespectrodeTesunsubconjuntodelosreales,σ(T)⊂R,

c)autovectorescorrespondientesaautovaloresdistintossonortogonalesentre

śı.

Paraverqueestoesaśı,primeroconsideremoslaaplicacíon

[T−(λ+iµ)I]:D(T)−→Rank[T−(λ+iµ)I]⊂H, (6.4.6)

dondeλ,µ∈R.Tenemosque

∥[T−(λ+iµ)I]φ∥2=∥(T−λI)φ∥2+ µ2∥φ∥2 ≥µ2∥φ∥2 (6.4.7)

∀φ∈D(T).Enconsecuencia,(λ+iµ)/∈σp(T)siµ≠0.

Adeḿas, para µ ≠ 0,[T−(λ+iµ)I] es una biyeccíon deD(T) en

Rank[T−(λ+iµ)I]coninversaacotada.Enefecto,siφ1 yφ2 tienenla misma

imagen,entonces

0=∥[T−(λ+iµ)I](φ1−φ2)∥ ≥|µ|∥φ1−φ2∥, (6.4.8)

loqueimplicaqueφ1=φ2.Porotraparte,de(6.4.7)tambíenresultaque

∥φ∥

∥[T−(λ+iµ)I]φ∥
≤

1

|µ|
, (6.4.9)

desigualdad que muestra quelainversa de[T−(λ+iµ)I] es acotada en

Rank[T−(λ+iµ)I].

Enesascondiciones,siRank[T−(λ+iµ)I]noesdensoenH,entonces(λ+

iµ)∈σr(T)⇒ (λ−iµ)∈σp(T
†= T),loquehemosvistoquenoesposiblesi

µ≠0.

Porlotanto,Rank[T−(λ+iµ)I]esdensoenH y(λ+iµ)∈ρr(T)paratodo

µ≠0,loquepruebaqueσ(T)⊂R.

Finalmente,siunrealλ∈σr(T)⇒ λ∗=λ∈σp(T
†=T),loquenoesposible

porque(pordefinicíon)setratadeconjuntosdisjuntos.Porlotanto,σr(T)=∅.

6.5. Extensionesautoadjuntasdeoperadoressiḿetricos

UnoperadorsiḿetricoTsediceesencialmenteautoadjuntosisuclausuraT

esunoperadorautoadjunto.
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Lema6.3.SiTesesencialmenteautoadjunto,entoncesTtieneunaúnicaex-

tensíonautoadjunta9.

Enefecto,supongamosqueSesunaextensíonautoadjuntadeT.Entonces,

S= S†escerrado. YcomoT ⊂ S⇒ T = T†† ⊂ S.Enconsecuencia,paralos

adjuntosdeesosdosoperadorestenemosqueS†=S⊂T
†

=T.Porlotanto,S=T

Lema6.4.SiTesclausurable,entoncesTesesencialmenteautoadjuntosiy

śolosiT†esautoadjunto.

Enefecto,porelTeorema6.1,siTesclausurable⇒ T
†

=T†.Ahorabien,siT

esesencialmenteautoadjunto⇒ T†=T
†

=T=T††,esdecir,T†esautoadjunto.

Inversamente,siT†esautoadjunto,entoncesT†=T††=T⇒ Tesautoadjunto.

Porlotanto,Tesesencialmenteautoadjunto.

Lema6.5.SiTesautoadjunto,T†=T,entoncesTescerrado.Adeḿas,λ=±i

noesunautovalordeT†.

Enefecto,seaφ± ∈D(T†)=D(T)talqueT†φ± =±iφ± =Tφ±.Entonces,

(
T†φ±,φ±

)
=∓i∥φ±∥2=(φ±,Tφ±)=±i∥φ±∥2⇒∥φ±∥=0. (6.5.1)

Inversamente,siTessiḿetricoycerrado,ylasecuacionesT†φ± = ±iφ± no

tienensolucionesnotriviales,entoncesT esautoadjuntocomoconsecuenciadel

siguienteteorema.

Teorema 6.4.SeaTunoperadorsiḿetricodensamentedefinidoenunespacio

deHilbertH.Entonceslassiguientescondicionessonequivalentes:

a)Tesautoadjunto,

b)TescerradoyKer(T†∓iI)={0},

c)Rank(T±iI)=H.

Porunaparte,esevidentequea)⇒ b).

Paraverqueb)⇒ c)supongamosqueRank(T±iI)noseadensoenH.Entonces,

existenvectoresnonulosψ± ∈Htalesque

(ψ±,(T±iI)φ)=0,∀φ∈D(T)densoenH. (6.5.2)

Esosproductosescalaresdefinenfuncionaleslinealesycontinuas(id́enticamentenu-

las)deφ,demodoqueψ± ∈D(T†),ypodemosescribir

((
T†∓iI

)
ψ±,φ

)
=0,∀φ∈D(T)⇒ T†ψ± =±iψ±. (6.5.3)

9EngeneralsedebetratarconoperadoresTsiḿetricosnocerrados.Sisepuedeestablecerque

Tesesencialmenteautoadjunto,entoncesTest́auńıvocamenteasociadoaunoperadorautoadjunto

T=T††
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Enconsecuencia,Ker
(
T†∓iI

)
≠{0}.

Porlotanto,

Ker
(
T†∓iI

)
={0} ⇒Rank(T±iI)densoenH. (6.5.4)

Si,adeḿas,T escerradosepuededemostrarqueelrangodeT estambíen

cerrado,demodoqueRank(T±iI)=H10.Porlotanto,b)⇒ c).

Porotraparte,siKer
(
T†∓iI

)
≠{0}esporqueexistenvectoresnonulosψ± ∈

D(T†)talesqueT†ψ± =±iψ±.Entonces,

((
T†∓iI

)
ψ±,φ

)
=(ψ±,(T±iI)φ)=0,∀φ∈D(T), (6.5.5)

demodoqueKer
(
T†∓iI

)
esortogonalaRank(T±iI),queentoncesnoesdenso

enH.

Porlotanto,

Rank(T±iI)densoenH ⇒ Ker
(
T†∓iI

)
={0}. (6.5.6)

Finalmente,supongamosqueRank(T±iI)=H.Entonces,∀ψ∈D(T†)existen

vectoresφ± ∈D(T)talesque

(
T†±iI

)
ψ=(T±iI)φ± ⇒

(
T†±iI

)
(ψ−φ±)=0, (6.5.7)

dadoqueTessiḿetrico.Pero,enesascondiciones,laimplicacíon(6.5.6)requiere

queψ=φ±,demodoqueD(T†)⊂D(T).

Enconsecuencia,T†=T,yc)⇒ a).

DeesteTeoremasededucedeinmediatoelsiguiente

Corolario6.4.1.SeaTunoperadorsiḿetricodensamentedefinidoenunespacio

deHilbertH.Entonceslassiguientescondicionessonequivalentes:

a)Tesesencialmenteautoadjunto,

b)Ker(T†∓iI)={0},

c)Rank(T±iI)esdensoenH.

Esteresultadoestableceelcriteriob́asicoparadeterminarcúandounoperador

siḿetricotieneunáunicaextensíonautoadjunta.

Ejemplo 6.6.Paradescribirelimpulsoenla MećanicaCúanticaseintroduce

eloperadordiferencialenlarectaPφ(x)=−iφ′(x)(con =1),queessiḿetrico

sobreeldominioD(P)=S(espaciodeSchwartz-VerCaṕıtulo5.4)

10Ver M.ReedyB.Simon,Methodsof Modern MathematicalPhysics,Vol.I,TheoremVIII.3,

pag.256.
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Siψ(x)∈D(P†),entonces∃χ(x)∈L2(R)talque

(ψ,Pφ)=(ψ,−iφ′)=

∫

Sop(φ)

ψ(x)∗(−iφ′(x))dx=(χ,φ), (6.5.8)

∀φ∈D(P).Estorequierequeψ(x)∈AC(R)∩L2(R),conunaderivadaprimera

ψ′(x)∈L2(R),encuyocasotenemosχ(x)=−iψ′(x).

Enconsecuencia,





D(P†)={ψ(x)∈AC(R)∩L2(R)|ψ′(x)∈L2(R)},

P†ψ(x)=−iψ′(x).

(6.5.9)

ComoD(P†)⊃S,D(P†)esdensoenL2(R)ypuededefinirseP†† = P. Un

razonamientosimilaralanterior muestraqueD(P††) =D(P†),conP††ψ(x) =

−iψ′(x).Esdecir,P††=P=P†.

Enconsecuencia,

a)ComoPesautoadjunto⇒ Pesesencialmenteautoadjunto.

b)Consideremoslaecuacíondeautovalores

P†ψ±(x)=±iψ±(x)=−iψ′
±(x). (6.5.10)

Comoψ±(x)∈AC(R),resultaqueψ±(x)∈C∞(R)yentoncesdebemosresolverla

ecuacíondiferencialordinaria

ψ′
±(x)=∓ψ±(x)⇒ ψ±(x)=e∓x ∉L2(R). (6.5.11)

Porlotanto,Ker
(
P†∓iI

)
={0}.

c)Finalmente, mostraremosqueRank(P±iI)esdensoenL2(R).Paraello,con-

sideremosporejemploeloperador(P+iI)y mostremosquesurangocontieneal

subespaciodensoC∞
0 (R).

Supongamosque(P+iI)φ(x)=ψ(x)∈C∞
0 (R),funcíoncuyosoporteest́acon-

tenidoenelintervalocerrado[a,b].Entonces,

(
e−xφ(x)

)′
=ie−xψ(x) ⇒ φ(x)=ex

{

φ(0)+i

∫x

0

e−yψ(y)dy

}

. (6.5.12)

Lacondicíondequeφ(x)→x→∞ 0requierequeφ(0)=−i
∫b

0
e−yψ(y)dy,de modo

que

φ(x)=−iex

∫b

x

e−yψ(y)dy (6.5.13)

seanulaparax≥b.Porsuparte,parax<a,

φ(x)=−iex

∫b

a

e−yψ(y)dy, (6.5.14)
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de modoqueseanulaexponencialmenteparax→−∞.Adeḿas,resultaevidente

queφ(x)∈C∞ (R).Enconsecuencia,φ(x)∈Sparatodaψ(x)∈C∞
0 (R),de modo

queRank(P+iI)esdensoenL2(R).

Ejemplo 6.7.Esteejemplo muestraqueunoperadorsiḿetricopuedeadmitir

muchasextensionesautoadjuntas11.

SeaTdefinidosobreD(T)=C∞
0 (0,1)comoTφ(x)=−iφ′(x).Esteoperadores

claramentesiḿetricopues,integrandoporpartes,tenemos

(Tφ1,φ2)=(φ1,Tφ2),∀φ1,φ2∈C∞
0 (0,1). (6.5.15)

Siψ(x)∈D(T†)⊂L2(0,1),entonces∃χ∈L2(0,1)talque

(ψ,Tφ)=(ψ,−iφ′)=(χ,φ),∀φ∈C∞
0 (0,1). (6.5.16)

Estorequiere12queψ(x)∈AC(0,1),paraqueseaposibleintegrarporpartes,de

donderesultaqueχ(x)=−iψ′(x)∈L2(0,1).Porlotanto,

D(T†)={ψ(x)∈AC(0,1)⊂L2(0,1)|ψ′(x)∈L2(0,1)}, (6.5.17)

yeloperadoradjuntoact́uaseǵun

T†ψ(x)=−iψ′(x). (6.5.18)

Ahorabien,lasecuacionesdeautovalores

T†ψ±(x)=−iψ′
±(x)=±iψ±(x)∈AC(0,1) (6.5.19)

sereducenaecuacionesdiferencialesordinariasquetienensolucionesnotriviales,

ψ±(x)=e∓x∈C∞(0,1)⊂AC(0,1). (6.5.20)

Enconsecuencia,Tnoesesencialmenteautoadjunto.

Como AC(0,1)⊃C∞
0 (0,1),D(T†)esunconjuntodensoenL2(0,1)ypuede

definirse(T†)†.

Siϕ(x)∈D(T††),entonces∃χ∈L2(0,1)talque

(
ϕ,T†ψ

)
=(ϕ,−iψ′)=(χ,ψ). (6.5.21)

11Comoveremos ḿasadelante,tambíenpuedenoadmitirningunaextensíonautoadjunta.
12Lacondicíon(6.5.16)tambíenpuedeinterpretarsecomoestableciendoqueladerivadadeψ

comodistribucíoneslocalmentesumable(verCaṕıtulo7),dedonderesultaqueψ(x)esabsoluta-

mentecontinua.
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Paraqueeseproductoescalarseaunafuncionallinealycontinuadeψ∈AC(0,1),

debeserposibleintegrarporpartes,loquerequierequeϕ(x)tengaunaderivadaen

L2(0,1).Enconsecuencia,ϕ(x)∈AC(0,1)conϕ
′(x)∈L2(0,1),y

∫1

0

ϕ(x)∗(−iψ′(x))dx=−iϕ(x)∗ψ(x)
1

0
+

∫1

0

(−iϕ′(x))∗ψ(x)dx. (6.5.22)

PerounafuncionalcontinuarespectodeladistanciaenL2(0,1)nopuededepender

delvalordesuargumentoψ(x)enlospuntosparticularesx=0,1(regíondemedida

nuladondeundadovectordeL2(0,1)puedetomarvaloresarbitrarios).Porlo

tanto,lasfuncionesenD(T††)debensatisfaceradeḿaslascondicionesdecontorno

ϕ(0)=0=ϕ(1).

Endefinitiva,T††=T,laḿınimaextensíoncerradadeT,est́adefinidoenun

dominiodensopor





D(T††)={ϕ(x)∈AC(0,1)|ϕ′(x)∈L2(0,1),ϕ(0)=0=ϕ(1)},

T††ϕ(x)=−iϕ′(x).

(6.5.23)

ŃotesequeT⊂T⊂T†,conT≠T†(T†noesautoadjunto).DadoqueT
†
=T†⊃T,

laclausuraesunaextensíonsiḿetrica(noautoadjunta)cerradadeT.

VeamosahoraqueTadmiteextensionesautoadjuntas.Enefecto,paracada

α∈Cdeḿodulo1,consideremoseloperadordefinidopor





D(Tα)={φ(x)∈AC(0,1)|φ
′(x)∈L2(0,1),φ(1)=αφ(0)},

Tαφ(x)=−iφ
′(x).

(6.5.24)

Siguiendoelmismorazonamientoqueantes,siψ(x)∈D(T†α),entoncesψ(x)debe

serabsolutamentecontinuademodoqueelproductoescalar

(ψ,Tαφ)=−i

∫1

0

ψ(x)∗φ′(x)dx=−iψ(x)∗φ(x)
1

0
+(−iψ′,φ) (6.5.25)

seaunafuncionallinealycontinuadeφ(x)∈D(Tα).Peroestorequiereadeḿasque,

∀φ(x)∈D(Tα),sea

ψ(1)∗φ(1)−ψ(0)∗φ(0)=(ψ(1)∗−α∗ψ(0)∗)αφ(0)=0. (6.5.26)

Comoelvalordeφ(0)esarbitrario,debeserψ(1)−αψ(0)=0.Esdecir,D(T†α)=

D(Tα)yT
†
αψ(x)=−iψ

′(x).

Enconclusíon,T†α=Tαparacadacomplejoαdeḿodulo1.Enesascondiciones,

existetodaunafamilia(dependientedeunpaŕametro)deextensionesautoadjuntas

deT(todasellas,naturalmente,contenidasenT†.)
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Finalmente,sẽnalemosque:

1)∀α=eiγ,conγ∈[0,2π),tenemosT⊂Tα=T†
α⊂T†.

2)EloperadorTnotieneautovectores,

−iφ′(x)=λφ(x),conφ(x)∈C∞
0 (0,1)⇒ φ(x)≡0, (6.5.27)

demodoqueσp(T)=∅.

3)EloperadorTtampocotieneautovectores,

−iφ′(x)=λφ(x),conφ(x)∈AC(0,1),φ(0)=0⇒ φ(x)≡0, (6.5.28)

demodoqueσp(T)=∅.

4)TodońumerocomplejoesautovalordeT†condegeneracíon1,

−iφ′(x)=λφ(x)⇒ φ(x)=eiλxφ(0)∈AC(0,1),∀λ∈C. (6.5.29)

Porlotanto,σp(T
†)=C.Ycomoelespectropuntualdeunoperadorest́acontenido

enlauníondelosespectrospuntualyresidualdesuadjunto,concluimoseneste

casoqueσ(T††)=σr(T)=C.

5)Tα tieneunconjunto(numerable)ortogonalycompletodeautofuncionescuyos

autovalores(realesynodegenerados)dependendelpaŕametroα,

−iφ′(x)=λφ(x),conφ(x)∈AC(0,1),yφ(1)=αφ(0)⇒

⇒ φn(x)=eiλnxφ(0),dondeλn=2πn−ilogα=2πn+γ,

(6.5.30)

conn∈Zy(φn,φm)=δn,m.

Enestecaso,σp(Tα)={λn,n∈Z}⊂R,σr(Tα)=∅yρ(Tα)=C\σp(Tα).

6.6. Teoŕıadevon Neumann

EnestaSeccíondescribiremoslaTeoŕıadevonNeumann13sobrelasextensiones

autoadjuntasdeoperadoressiḿetricos.

Teorema6.5.SeaTunoperadorsiḿetricocerrado,densamentedefinidoenun

espaciodeHilbertH.Entonces:

1- a)dimKer(T†−λI)esconstanteenelsemiplanoabiertosuperiordelplano

complejoλ,

b)dimKer(T†−λI)esconstanteenelsemiplanoabiertoinferiordelplano

complejoλ,

13JohnvonNeumann(1903-1957).
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2-elespectrodeTesunodelosposiblessubconjuntosdelplanocomplejoλque

seenumeranacontinuacíon:

a)elsemiplanosuperiorcerrado,

b)elsemiplanoinferiorcerrado,

c)todoelplanocomplejo,

d)unsubconjuntodelejereal,

3-Tesautoadjunto⇔ suespectroesunsubconjuntodelejereal,

4-Tesautoadjunto⇔ dimKer(T†−λI)=0,∀λ̸ ∈R.

Paralademostracíon,verM.ReedyB.Simon,Methodsof Modern Mathematical

Physics,Vol.II,TheoremX.1,pag.136.

Corolario 6.5.1.SiunoperadorsiḿetricocerradoTtienealmenosunńumero

realensuconjuntoresolvente⇒ Tesautoadjunto.

Enefecto,siρ(T)contieneunńumeroreal,entonceselespectrodeT,σ(T)=

C\ρ(T),śolopuedeserunsubconjuntodelejereal,de modoque,porelteorema

anterior,Tesautoadjunto.

Sedefinenlossubespaciosdedeficienciadeunoperadorsiḿetricocomo

K± :=Ker
(
T†∓iI

)
⊂D(T†), (6.6.1)

siendolośındicesdedeficienciasusrespectivasdimensiones,

n±(T):=dimK± =dimKer
(
T†∓iI

)
. (6.6.2)

Notarquesin± ≠0entoncesRank(T±iI)noesdensoenH,de modoque∓i∈

σr(T).

Deacuerdoal Corolario6.4.1,si T essiḿetricoydensamentedefinido,T es

esencialmenteautoadjuntosiyśolosin±(T)=0.

Ejemplo 6.8.Lośındicesdedeficienciapuedentomarcualquiervalornatural,

einclusoser∞,comolomuestraesteejemplo.SupongamosquelosoperadoresTn,

n=1,2,...sonsiḿetricossobrelosdominiosD(Tn)⊂ Hn.SeaD(T)elconjunto

devectoresdeH :=
⊕∞

n=1Hn delaformaΦ=(φ1,φ2,...,φn,...),dondeśoloun

ńumerofinitodevectoresφn∈D(Tn)sonnonulos.

Enesascondiciones,eloperadorT :=
⊕∞

n=1Tn essiḿetricoenD(T),ysus

ı́ndicesdedeficienciason

n±(T)=

∞∑

n=1

n±(Tn). (6.6.3)
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Teorema6.6.SeaTunoperadorsiḿetricoycerradocońındicesdedeficiencia

n±(T).LasextensionessiḿetricasycerradasdeTest́anencorrespondenciaunoa

unoconelconjuntodeisometŕıasparciales(enelsentidodelproductoescalarusual)

deK+ →K−.

SiU esunatalisometŕıacondominioD(U)⊂ K+ (dedimensíondimD(U)

≤n+(T)),entonceslacorrespondienteextensíoncerradaysiḿetricadeT,TU,tiene

pordominio

D(TU)={χ=φ+ψ+ +Uψ+ |φ∈D(T), ψ+ ∈D(U)}⊂D(T†). (6.6.4)

SiendoTU larestriccíondeT†aesedominio,suaccíonest́adadapor

TUχ=T†χ=Tφ+iψ+ −iUψ+. (6.6.5)

Sin±(T)<∞ ⇒ lośındicesdedeficienciadeTU est́andadospor

n±(TU)=n±(T)−dimD(U). (6.6.6)

Paralademostracíon,verM.ReedyB.Simon,Methodsof Modern Mathematical

Physics,Vol.II,TheoremX.2,pag.140.

Corolario6.6.1.SeaTunoperadorsiḿetricocerradocońındicesdedeficiencia

n+(T)yn−(T).Entonces

a)Tesautoadjunto⇔ n+(T)=0=n−(T),

b)T admiteextensionesautoadjuntas⇔ n+(T) =n−(T)> 0.Enesecaso,

existeunacorrespondenciaunoaunoentrelasextensionesautoadjuntasde

TylasaplicacionesunitariasU:K+ →K−.

c)Sin+(T) =0̸= n−(T)́on+(T)̸=0 = n−(T),eloperadorT noadmite

extensionessiḿetricasnotriviales.Esosoperadoresyasonḿaximamente

siḿetricos.

Ejemplo 6.9.ConsideremoselEjemplo6.7enel marcodelaTeoŕıadevon

Neumann.Delaec.(6.5.20)resultaquen± =1yquelossubespaciosdedeficiencia

est́angeneradosporlosvectoresunitarios

ψ+(x)=
e
√

2
√

e2−1
e−x, ψ−(x)=

√
2

√
e2−1

ex. (6.6.7)

Porlotanto,lasisometŕıasdeK+ enK− est́ancaracterizadasporunafase,Uψ+(x)=

eiγψ−(x),ylosdominiosdedefinicíondelasextensionesautoadjuntasdeTcorres-

pondena

D
(
T(γ)

)
=

{
ϕ=φ+A

(
ψ+ +eiγψ−

)
|φ∈D

(
T

)}
(6.6.8)
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Comoφ(0)=0=φ(1)(verec.(6.5.23)),tenemosque

ϕ(0)=A

{
e
√

2
√

e2−1
+eiγ

√
2

√
e2−1

}

, ϕ(1)=A

{ √
2

√
e2−1

+eiγ e
√

2
√

e2−1

}

,

(6.6.9)

yparaA≠0,

ϕ(1)=eiγ

(
e+e−iγ

e+eiγ

)

ϕ(0)=αϕ(0), (6.6.10)

dondeαesuncomplejodeḿodulo1,encoincidenciaconelresultadodelEjercicio

6.7:T(γ)≡Tα.

Ejemplo6.10.Elsiguienteejemplomuestraqueelimpulsoradialnocorresponde

aunobservabledela MećanicaCúantica.

Consideremoseloperador Pr :=−i∂
∂r

siḿetricosobreeldominioD(Pr) =

C∞
0 (R+)densoenL2(R

+).

Siψ∈D(P†
r)⇒∃ χ∈L2(R

+)talque

(ψ,Prφ)=(ψ,−iφ′)=(χ,φ),∀φ∈C∞
0 (R+). (6.6.11)

Entonces D(P†
r) = {ψ(r)∈AC(R+)∩L2(R

+)|ψ′(r)∈L2(R
+)}, yP†

rψ(r) =

−iψ′(r).

Buscamosahorasolucionesde

P†
rψ±(r)=−iψ′

±(r)=±iψ±(r),conψ±(r)∈D(P†
r). (6.6.12)

Esaecuacíondiferencialtienesolucionesψ±(r)=e∓rψ±(0)∈C∞(R+).Perodeellas,

śoloψ+(r)∈L2(R
+).Enconsecuencia,n+(Pr)=1̸=n−(Pr)=0⇒ Prnoadmite

extensionesautoadjuntas.Porlotanto,Prnocorrespondeaunobservable.

EnunespaciodedimensíonD debeconsiderarseeloperador

Pr:=−i[∂r+(D−1)/2r]=r−D−1
2 (−i∂r)r

D−1
2 , (6.6.13)

siḿetricorespectodela medidadeintegracíonrD−1dr,paraelcualseobtienen

similaresresultados.

Enefecto,siψ±(r) =r−D−1
2 e∓r tenemos[∂r+(D−1)/2r]ψ±(r) =∓ψ±(r),

perośoloψ+(r)∈L2(R
+;rD−1dr).

Ejemplo6.11.Enesteejemploconsideramosuncasoparticulardeoperadorde

Sturm-Liouvilleconcoeficientesregularesquemuestraqueestosoperadoresadmi-

tenextensionesautoadjuntasqueest́andeterminadasporcondicionesdecontorno

localesenlosextremosdelintervalo.

SeaeloperadordiferencialL:=−d2

dx2 definidosobreeldominiodensoD(L)=

C∞
0 (R+),enelcualessiḿetrico.
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Suadjuntoest́adefinidosobreeldominiodenso

D(L†)=
{
ψ(x)∈L2(R

+)|ψ′(x)∈AC(R+),ψ′′(x)∈L2(R
+)

}
, (6.6.14)

sobreelcualact́uaseǵun

L†ψ(x)=−ψ′′(x). (6.6.15)

Similarmente,eloperadorclausuraL=L††est́adefinidosobreeldominio

D(L††)={ϕ(x)∈L2(R
+)|ϕ′(x)∈AC(R+),

ϕ′′(x)∈L2(R
+),ϕ(0)=0=ϕ′(0)}⊂D(L†),

(6.6.16)

funcionessobrelascualestambíenact́uacomoeloperadordiferencial

L††ϕ(x)=−ϕ′′(x). (6.6.17)

Laecuacíondeautovalores

L†ψ±(x)=−ψ′′
±(x)=±iψ±(x)∈C1(R+)∩L2(R

+) (6.6.18)

implicaqueψ±(x)∈C∞(R+),reducíendoseaunaecuacíondiferencialordinaria

cuyassolucionesenL2(R
+)son

ψ±(x)=e
−

(
1∓i
√

2

)

x
ψ±(0)⇒ n+(L)=1=n−(L), (6.6.19)

ylossubespaciosdedeficienciasonunidimensionales.

Enconsecuencia,existeunafamiliadeextensionesautoadjuntasdeLdependien-

tedeunpaŕametrocontinuo,correspondientesalasisometŕıasUψ+(x)=eiγψ−(x),

conγ∈[0,2π),donde∥ψ+∥=∥ψ−∥.

CadaextensíonautoadjuntaLγeslarestriccíondeL†aldomino

D(Lγ)=

=
{
χ(x)=ϕ(x)+A[ψ+(x)+eiγψ−(x)]|ϕ(x)∈D(L††), A∈C

}
,

(6.6.20)

actuandosobreesasfuncionesseǵun

Lγχ(x)=L†χ(x)=−ϕ′′(x)+iA
[
ψ+(x)−eiγψ−(x)

]
. (6.6.21)
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Esedominiotambíenpuedesercaracterizadomediantecondicionesdecontorno

localesenx=0.Enefecto,parax→ 0+ tenemos

χ(0)=0+A[1+eiγ]=2Aeiγ/2cos(γ/2),

χ′(0)=0+iA
[
−

(
1−i√

2

)
+eiγ

(
1+i√

2

)]
=

=−
A
√

2
eiγ/2{2cos(γ/2)+2sin(γ/2)},

(6.6.22)

dedonde,paraA≠0,resultalarelacíon

√
2cos(γ/2)χ′(0)=−(cos(γ/2)+sin(γ/2))χ(0)

⇒ α(γ)χ(0)+β(γ)χ′(0)=0.

(6.6.23)

EstaigualdadtambíensesatisfaceparaA=0,puestoqueenesecasoχ(x)∈D(L††).

En(6.6.23),lasconstantesα(γ),β(γ)∈Rynoseanulansimult́aneamente,dado

que

α(γ)2+β(γ)2=2+cosγ+sinγ>0,∀γ∈[0,2π). (6.6.24)

Ejemplo 6.12.Enelcasoenqueloscoeficientesdeloperadordiferencialpre-

sentensingularidadesyanoseŕaposible,engeneral,caracterizarlasextensiones

autoadjuntasdeloperador mediantecondicionesdecontornolocales.Peroáunen

esoscasoslacaracterizacíondelosdominiosdadaenlaec.(6.6.4)lasdetermina

completamente.Porejemplo,si

L=−
d2

dx2+
ν2−1/4

x2
, con 0<ν<1, (6.6.25)

entoncesn±(L)=1.Losdominiosdelasextensionesautoadjuntasest́andetermina-

dosporlascombinaciones

ψ+(x)+eiγψ−(x)=c1(γ)x
1
2

+ν+c2(γ)x
1
2

−ν∈L2(0,1), (6.6.26)

de modoqueφ(x)y/oφ′(x)sonsingularesenx=0.Enestecaso,lasextensiones

autoadjuntasquedandeterminadasporarelacíonc1(γ)/c2(γ).

Teorema6.7.SeaAunoperadorcerradodensamentedefinidosobreeldominio

D(A)⊂Hysea

D(A†A)=
{
φ∈D(A)|Aφ∈D(A†)

}
. (6.6.27)
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Entonces,definiendoeloperadorA†AsobreD(A†A)mediante

(A†A)φ:=A†(Aφ), (6.6.28)

resultaqueA†Aesautoadjunto.

Paralademostracíon,verM.ReedyB.Simon,Methodsof Modern Mathematical

Physics,Vol.II,TheoremX.25,pag.180.

Paraelcasodeoperadoresnoacotados,elresultadoanterioresabsolutamente

notrivialyaque,apriori,noesevidentequepuedahabervectoresnonulosen

D(A†A),ni mucho menosqueesedominioseadensoenH,comoefectivamentelo

es.

Ejemplo6.13.Consideremoseloperadorcondominiodenso

D(T)={φ(x)∈AC(0,1)|φ′(x)∈L2(0,1),φ(0)=0=φ(1)}, (6.6.29)

ytalqueTφ(x)=−iφ′(x).Esteoperadorescerrado,yaquecoincideconlaclausura

deloperadorTdelejemplo6.7.

Suadjunto(verejemplo6.7)tienepordominioa

D(T†)={ψ(x)∈AC(0,1)|ψ′(x)∈L2(0,1)}⊃D(T), (6.6.30)

dondeact́uaseǵunT†ψ(x)=−iψ′(x).

DelTeorema6.7resultaque T†TeslaextensíonautoadjuntadeL:=−d2

dx2,

condominiooriginalD(L) =C∞
0 (0,1),correspondienteacondicionesdecontorno

localesdadasporφ(0)=0=φ(1).SimilarmenteTT†correspondealaextensíon

autoadjuntadeLconcondicionesdecontornoψ′(0)=0=ψ′(1).

UnoperadorcerradodensamentedefinidoAsedicenormalsiA†A=AA†,es

decir,siAconmutaconsuadjunto,loquerequierequeD(A†A)=D(AA†).

Teorema 6.8.ParatodooperadorcerradoT,definidosobreundominiodenso

D(T)⊂ H,existeunoperadorautoadjuntopositivo14|T|condominioD(|T|) =

D(T)yunaisometŕıaparcialU :(KerT)⊥ → RankTtalesqueT=U|T|.Esos

operadoresest́anuńıvocamentedeterminadosporlacondicíonadicionalKer|T|=

KerT.

Esteresultadogeneralizaalcasodeoperadorescerradosarbitrariosladescom-

posicíon polardelosńumeroscomplejos. T́engaseencuentaque(KerT)⊥ =

(Ker|T|)⊥ =Rank|T|,dadoque|T|esautoadjunto.

14Esdecir,(ψ,|T|ψ)≥0,∀ψ∈D(|T|).
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Paralademostracíon,verM.ReedyB.Simon,Methodsof Modern Mathematical

Physics,Vol.II,TheoremVIII.32,pag.297.

Bibliograf́ıa:

Michael Reedy BarrySimon, Methodsof Modern MathematicalPhysics,

Vol.I, Functional Analysis,y Vol.II,Fourier Analysis,Self-Adjointness.

AcademicPress,SanDiego,1975.





Caṕıtulo7

TEOŔIA DE DISTRIBUCIONES

7.1. ElespacioK

Alconsiderarelespaciodelasfuncionescontinuasen[a,b],hemosvistoque

ciertasfuncionaleslinealesresultancontinuasrespectodelaconvergenciauniforme,

peronorespectodelaconvergenciaenmedia.Similarmente,alestudiarelcompleta-

mientodeeseespaciorespectodeladistanciaderivadadelaconvergenciaenmedia,

hemosvistoqueciertasfuncionaleslinealesqueesposibledefinirsobreC2(a,b)ya

notienensentidosobreL2(a,b).

Deesemodo,alampliarelconjuntodelasfuncionesconsideradas,oalrelajarel

sentidodeconvergencia,ocurreunareduccíonenelconjuntodefuncionaleslineales

ycontinuasqueesposibledefinirsobreeseespacio.

Enparticular,todafuncionallinealycontinua(acotada)enL2(R)est́auńıvoca-

menteasociadaconelproductoescalarporunvectorfijodeesemismoespacio.

Enesacondiciones,esvezdeintentarincrementaráun ḿaselconjuntodefun-

cionesrelajandolascondicionesquesobreellaspesanorelajandoelsentidode

convergenciaeneseespacio(conlaconsiguientereduccíondelconjuntodefunciona-

les),podemosasignaralasfuncionaleslinealesycontinuasunsentidodefunciones

generalizadaseimponerfuertesrestriccionessobreelespaciodefunciones,buscando

incrementarelconjuntodeesasfuncionales.

Porejemplo,podemostrabajarsobreelespacio ḿetricoKN,formadoporel

conjuntodelasfuncionesdesoporte1 compactoyconderivadascontinuashasta

elordenN,CN
0(R),estructuradoconunadistanciaqueimplicalaconvergencia

uniformedelasN primerasderivadasdetodasecuenciaconvergente,

ρN(φ,ψ):=maxx∈R{|φ(x)−ψ(x)|+|φ′(x)−ψ′(x)|+

+···+|φ(N)(x)−ψ(N)(x)|
}

.

(7.1.1)

DenominamosK∗
N alconjuntodelasfuncionaleslinealesycontinuasdefinidassobre

esteespacio.

1Recordemosqueelsoportedeunafuncíonφ(x),Sop(φ(x)),eslaclausuradelconjuntode

puntosdondelafuncíontomavaloresnonulos.

179
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Ńoteseque,comoconjuntos,KN⊂KM siN>M,mientrasqueparaφ,ψ∈KN,

ρN(φ,ψ)≥ρM(φ,ψ).Entonces,todasecuenciaconvergenteenKN tambíenloes

KM ytodafuncionallinealycontinuasobreKM loestambíensobreKN,esdecir,

K∗M ⊂K
∗
N.

Enloquesigue,estaremosinteresadosenlainterseccíondetodosesosespacios,

K=
∩∞
N=0KN,dondenopodremosdefinirunadistanciasinośolounsentidodecon-

vergenciacompatibleconlasdistanciasρN(φ,ψ)paratodoN.Enesascondiciones,

elconjuntodefuncionaleslinealesycontinuassobreelespacioKcorrespondeŕaa

launíonK∗=
∪∞
N=0K

∗
N.

Elordendeunafuncionallinealycontinuaf∈K∗esel ḿınimoN talque

f∈K∗N.Enparticular,todafuncionallinealycontinuasobreKesdeordenfinito.

Elconjuntodelasfuncionesquetienenderivadascontinuasdetodoordenyse

anulanid́enticamentefueradeunintervalodelongitudfinita2constituyeelespacio

linealC∞0(R).Comosabemos,C
∞
0(R)esdensoenL2(R).Enesesentido,sepuede

decirqueL2(R)eselcompletamientodeC
∞
0(R)respectodeladistanciaderivadade

lanorma||||2.

Eneseespaciolinealintroducimoselsiguientesentidodeconvergencia:dire-

mosquelasucesíon{φn(x)}⊂C
∞
0(R)convergealafuncíonφ(x)∈C

∞
0(R)si

∃unintervalodelongitudfinita[a,b]fueradelcuallasfuncionesφ(x)y

{φn(x)}seanulanid́enticamente,

∀k∈N,lasecuenciadederivadasdeordenk,{φ
(k)
n (x)}convergeuniforme-

mentealacorrespondientederivadadelĺımite,φ(k)(x).

Aśıestructurado,eseespaciolinealsedenotaporKyesllamadoespaciob́asico,

defuncionesdepruebaotest-functions.

Ńotesequetantoladerivacíon,comolamultiplicacíonporfuncionesenC∞(R)y

lastraslacionessobrelarecta,dejaninvariantealespacioK.Enefecto,∀φ(x)∈K

tenemosque

φ′(x)∈K,

α(x)φ(x)∈K,∀α(x)∈C∞(R),

φ(x+h)∈K,∀h∈R.

(7.1.3)

2Elsiguienteejemplomuestraquetalesfuncionesexisten:

φ(x)=e

−1

(x−a)2e

−1

(x−b)2,fora<x<b, φ(x)≡0,parax ∉(a,b). (7.1.2)
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Puedemostrarsef́acilmentequetodasesasoperacionessoncontinuasrespecto

delsentidodeconvergenciaadoptado.Porejemplo,siφn(x)→φ(x)enK,entonces

φ′n(x)→φ
′(x)enK,dadoquesussoportesest́ancontenidosenunmismocompacto

sobrelarecta,ysusderivadasdecualquierordenconvergenuniformementeala

correspondientederivadadelĺımite.

7.2. DistribucionessobreK

Sellamadistribucíon(ofuncíongeneralizada)definidasobrelarectaatoda

funcionallinealycontinuasobreelespacioK,

f:K−→C. (7.2.1)

Consideremosunafuncíonf(x)definidasobrelarecta,talqueresulteabsoluta-

menteintegrableentodointervalocompacto(localmentesumable),f(x)∈L
(loc)
1 (R).

Sepuededefinirunadistribucíon(quedenotamosporlamismaletra)mediantela

expresíon

f[φ]:=

∫∞

−∞

f∗(x)φ(x)dx, (7.2.2)

queconvergeparatodaφ(x)∈K.Todadistribucíonquepuedeserrepresentadade

esamanerasediceregular.

Enefecto,f[φ]aśıdefinidaesevidentementelineal.Adeḿas,siφn(x)→ φ(x)

enKentonces,enparticular,φn(x)→φ(x)uniformemente.Enconsecuencia,

|f[φn]−f[φ]|≤

∫b[φ]

a[φ]

|f(x)||φn(x)−φ(x)|dx≤ϵn

∫b[φ]

a[φ]

|f(x)|dx→0 (7.2.3)

cuandon→∞.Porlotanto,f[φ]estambíencontinua.

Sif(x)∈L2(R)⇒ f(x)∈L1(a,b),paratodointervalocompacto[a,b].Porlo

tanto,f(x)∈L
(loc.)
1 (R)ydefineunadistribucíonregular,

f[φ]=

∫∞

−∞

f∗(x)φ(x)=(f,φ)L2(R), (7.2.4)

quepuedeexpresarseent́erminosdelproductoescalarenL2(R).Esporelloque

usualmenteseadoptalanotacíon(f,φ):=f[φ].

Unejemplodedistribucíonsingular(noregular)correspondealadeltade

Dirac:

(δ(x−x0),φ(x)):=φ(x0). (7.2.5)

Enefecto,estafuncionalesevidentementelineal.Paraφn(x)→φ(x)enK,tenemos

φn(x0)→φ(x0), (7.2.6)
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demodoquetambíenescontinua,

(δ(x−x0),φn(x))=φn(x0)−→φ(x0)=(δ(x−x0),φ(x)). (7.2.7)

Otroejemplocorrespondealvalorprincipalde1/x.Lafuncíon1/xnoesin-

tegrableenninǵunintervaloquecontengaalorigen,de modoquenodefineuna

funcionalregular.Peroparatodafuncíonφ(x)∈Kexistelaintegralenvalorprin-

cipal
(

VP
1

x
,φ(x)

)

:=limϵ→0+

{∫−ϵ

−∞

+

∫∞

ϵ

}
φ(x)

x
dx. (7.2.8)

Enefecto,supongamosqueφ(x)=0para|x|>a>0,dondea=a[φ];entonces
(

VP
1

x
,φ(x)

)

=limϵ→0+

{∫−ϵ

−a

+

∫a

ϵ

}
φ(x)−φ(0)+φ(0)

x
dx=

=

∫a

−a

φ(x)−φ(0)

x
dx+φ(0)limϵ→0+ {log(ϵ/a)+log(a/ϵ)},

(7.2.9)

dondeeĺultimot́erminoseanula.

Estafuncionalesclaramentelineal.Paraverquetambíenescontinuaconsidere-

mosunasecuenciaφn(x)→ φ(x)enK.Porelteoremadelvalormedio,tenemos
(

VP
1

x
,[φn(x)−φ(x)]

)

=

∫a

−a

[φn(x)−φ(x)]−[φn(0)−φ(0)]

x
dx=

=

∫a

−a

x[φ′
n(c(x))−φ′(c(x))]

x
dx,

(7.2.10)

dondec(x)est́aentrexy0.Entonces,
(

VP
1

x
,[φn(x)−φ(x)]

)

≤2aεn→ 0, (7.2.11)

puestoqueφ′
n(x)→ φ′(x)uniformementeen[−a,a].Deesemodo,VP1

x
defineuna

distribucíonsingular.

7.3. Propiedadeslocalesdelasdistribuciones

ComoaplicacionesdeKenC,lasdistribucionesnotienenunsentidopuntual.

Perośıesposibleasignarlespropiedadeslocalesenelsiguientesentido.

Sedicequeunadistribucíonesnulaenunconjuntoabiertodelarectasi∀φ(x)∈

Kcuyosoporteest́acontenidoeneseconjuntoes(f,φ)=0.Porejemplo,δ(x)es

nulaenalǵunentornodetodopuntox̸=0.

Sifesnonulaentodoentornodeunpuntox0,sedicequex0 esunpunto

esencialdef.Porejemplo,x0 esunpuntoesencialdeδ(x−x0).Similarmente,
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x=0esunpuntoesencialdeladistribucíonregularcorrespondientealafuncíon

f(x)=x2(apesardequef(0)=0).

Elconjuntodelospuntosesencialesdeunadistribucíonconstituyesusoporte,

Sop(f).

Porejemplo,elsoportedeδ(x−x0)est́aconcentradoenunpunto,Sop(δ(x−

x0))={x0}.Enelcasodeunafuncionalregularfdefinidaporunafuncíoncontinua

atrozosf(x),Sop(f)eslaclausuradelconjuntodepuntosdondef(x)̸=0.

Siunafuncíondepruebaφ0(x)∈Kseanulaid́enticamenteenunabiertoque

contienealsoportedeunadistribucíonf,entonces(f,φ0) =0. Deese modo,es

posible modificarlafuncíondepruebafueradelsoportedeunadistribucíonsin

modificarelvalorqueestatoma,(f,φ+φ0)=(f,φ).

7.4. Elespaciodual:K∗

Sobreelconjuntodelasdistribucionessedefinenlasoperacionesdeadicíony

multiplicacíonporńumerosdemaneraque

(αf+βg,φ):=α∗(f,φ)+β∗(g,φ),∀φ(x)∈K, (7.4.1)

conloqueevidentementeseobtienenfuncionaleslinealesycontinuas.Paraelcaso

defuncionalesregulares,estosereducealafuncionalregularobtenidamediantelas

operacionesusualessobrelasfuncioneslocalmentesumablesquelasdefinen,

α∗

∫∞

−∞

f(x)∗φ(x)dx+β∗

∫∞

−∞

g(x)∗φ(x)dx=

=

∫∞

−∞

[αf(x)+βg(x)]∗φ(x)dx.

(7.4.2)

Aśıestructurado,elconjuntodelasdistribucionessobreKconstituyeunespacio

lineal,llamadoespaciodualdeKydenotadoporK∗.

EnelespacioK∗seintroduceelsiguientesentidodeconvergencia:sediceque

unasecuenciadedistribuciones{fn}converged́ebilmenteaf∈K∗si

ĺım
n→∞

(fn,φ)=(f,φ),∀φ(x)∈K. (7.4.3)

Sielĺımitedeunasecuenciadedistribucionesexiste,entonceseśunico.Enefecto,

si{fn} →fy{fn} →genK∗entonces,paratodafuncíonφ(x)∈Ksetieneque

(f,φ) =(g,φ),dedonderesultaque(comoaplicaciones)lasdistribucionesfyg

soniguales.
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Porotraparte,laoperacíondepasajealĺımiteeslineal:si{fn} →fy{gn} →g

enK∗,setieneque

ĺım
n→∞

(αfn+βgn,φ)=ĺım
n→∞

{α∗(fn,φ)+β∗(gn,φ)}=(αf+βg,φ), (7.4.4)

paratodafuncíonφ(x)∈K.Enconsecuencia,

ĺım
n→∞

[αfn+βgn]=αf+βg. (7.4.5)

Enparticular,siunadistribucíoneselĺımitedeunaserieenK∗,

f=
∞∑

k=1

hk⇒ (f,φ)=ĺım
n→∞

(
n∑

k=1

hk,φ

)

=
∞∑

k=1

(hk,φ),∀φ(x)∈K. (7.4.6)

LaconvergenciaenL2(R)implicaconvergenciad́ebilenK∗.Enefecto,siuna

secuenciadefuncionesdecuadradosumableconvergeen media,{fn} →f,parala

secuenciadefuncionalesregularesqueellasdefinentenemosque

(fn,φ)=(fn,φ)L2(R)→n→∞ (f,φ)L2(R)=(f,φ), (7.4.7)

paratodafuncíonφ(x)∈ K ⊂L2(R),envirtuddelacontinuidaddelproducto

escalareneseespaciodeHilbert.

Enelcasodefuncionalesregulares,laconvergenciad́ebiltambíenestaŕaasegu-

radatodavezquepuedaconmutarseelĺımiteconlaintegralquedefinelafuncional

ylasecuenciafn(x)→ f(x)a.e.Eseeselcasodesecuenciasdefuncioneslocalmen-

tesumablesqueconvergenuniformementeentodointervalocerrado.Enefecto,si

fn(x)→ f(x)uniformementeentodoconjuntocompacto,

(fn−f,φ)=

∫b[φ]

a[φ]

[fn(x)−f(x)]∗φ(x)dx→n→∞ 0. (7.4.8)

Elpasajealĺımitebajoelsignointegralestambíenposiblebajocondicionesmenos

restrictivas,comoporejemplocuando

fn(x)→ f(x)encasitodopuntoy|fn(x)| ≤g(x),∀n,dondeg(x)es

localmentesumable,

fn(x)→ f(x)mońotonamente,siendof(x)localmentesumable.

Ejemplo7.1.Sea

fϵ(x):=






1

x
,|x|>ϵ,

0,|x|≤ϵ.

(7.4.9)
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EstafuncíonpermitedefinirunafuncionalregularquetieneporĺımiteenK∗auna

distribucíonsingular,

ĺım
ϵ→0

fϵ=VP
1

x
(7.4.10)

(enestecasonoesposibleintercambiarelĺımiteconlaintegral).

Ejemplo7.2.Otroejemplodeunasecuenciadefuncionalesregularesquecon-

vergeaunadistribucíonsingulares

ft(x)=
e−x2

4t

√
4πt

→t→0+ δ(x). (7.4.11)

Enefecto,
(

e−x2

4t

√
4πt

,φ(x)

)

=

∫a[φ]

−a[φ]

e−x2

4t

√
4πt

[φ(0)+φ(x)−φ(0)]dx=

φ(0)
1

√
π

∫a[φ]
√

4t

−
a[φ]
√

4t

e−z2

dz+
1

√
π

∫a[φ]
√

4t

−
a[φ]
√

4t

e−z2
[
φ(z

√
4t)−φ(0)

]
dz→ φ(0)

(7.4.12)

parat→ 0+,puestoqueφ(z
√

4t)−φ(0) =z
√

4tφ′(c(z,t)),conc(z,t)entre0y

z
√

4t,envirtuddelteoremadelvalormedio,mientrasqueφ′(x)est́auniformemente

acotadaentodalarecta.

Sepuededemostrarde manerageneralquetodafuncionalsingulareselĺımite

d́ebildeunasecuenciadedistribucionesregulares.Similarmente,sedemuestraque

todadistribucíoneselĺımited́ebildeunasecuenciadedistribucionesregularesde

soportecompacto,queinclusopuedenserdefinidas mediantefuncionesdelespacio

C∞
0 (R).

TambíenesposiblemostrarqueK∗escompletoenelsentidodeque,siexisteel

ĺımitedelassecuenciasnuḿericasĺımn→∞(fn,φ),∀φ(x)∈K,entonceselconjunto

deesosĺımitesdefineunafuncionallinealycontinuasobreK,

(f,φ):=ĺım
n→∞

(fn,φ). (7.4.13)

Lalinealidaddefesevidenteapartirdelalinealidaddefn yladelpasajeal

ĺımite.Para mostrarlacontinuidaddefdebemos mostrarquesiφk(x)→ φ(x)en

K,entonces(f,φk−φ)→ 0parak→ ∞.Enefecto,dadoε>0tenemosque

|(f,φk−φ)|≤|(f−fn,φk−φ)|+|(fn,φk−φ)|<ε, (7.4.14)

dadoque|(fn,φk−φ)|<ε/2paraksuficientementegrandemientrasque,paraun

dadok,|(f−fn,φk−φ)|<ε/2paransuficientementegrande.
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Trat́andosedeaplicacionesdeK enelcuerpodeloscomplejos,noexisteuna

operacíondeproductoocomposicíondedistribucionesque,enelcasodefuncionales

regulares,correspondaalproductousual(puntoapunto)defunciones.Perośıes

posibledefinirelproductodedistribucionesporfuncionesenC∞(R)delasiguiente

manera:dadaf∈K∗yα(x)∈C∞(R)sedefinelafuncionalαfmediantelarelacíon

(αf,φ):=(f,α∗φ), (7.4.15)

loquetienesentidopuestoque,paratodafuncíonφ(x)∈K,resultaα(x)∗φ(x)∈K.

Aśıdefinida,αfesunafuncionallinealycontinua.

Lalinealidaddeαfesevidente.Paraverificarlacontinuidadconsideremosuna

secuenciaconvergenteenK,φn → φ.Lasfuncionesα(x)∗φn(x)sonid́enticamente

nulasfueradeun mismointervaloacotado,dentrodelcuallasecuenciadesus

derivadask-́esimasconvergeuniformemente,(α(x)∗φn(x))(k)→ (α(x)∗φ(x))(k).Por

lotanto,lasecuenciaα(x)∗φn(x)→ α(x)∗φ(x)enK.Entonces,comoconsecuencia

delacontinuidaddeftenemos

(αf,φn)=(f,α∗φn)→ (f,α∗φ)=(αf,φ). (7.4.16)

7.5. LaderivacíonenK∗

Consideremosprimerounafuncionalregulardefinidaporunafuncíonf(x)abso-

lutamentecontinuaenlarecta,(f,φ)=
∫∞

−∞
f(x)∗φ(x)dx.Comosuderivadaf′(x)

existeencasitodopuntoyeslocalmenteintegrable,podemosdefinirotrafuncional

regularcomo

(f′,φ)=

∫∞

−∞

f′(x)∗φ(x)dx=−

∫∞

−∞

f(x)∗φ′(x)dx=−(f,φ′), (7.5.1)

donde(paraintegrarporpartes)hemostenidoencuentaqueφ∈Kesdiferenciable

ydesoportecompacto,y(eneĺultimopaso)queladerivacíonesunaaplicacíonde

K →K(ver(7.1.3)).

Ńotesequeenelmiembrodeladerechaen(7.5.1)yanoapareceladerivadade

lafuncíonf(x). Dehecho,dadoqueφ′(x)∈ K,esaexpresíontienesentidopara

todafuncionalf∈K∗.Estosugierelasiguientedefinicíon.

DadaunadistribucíonsobreK,f∈K∗,sedefinesuderivadacomolafuncional

cuyosvaloresest́andadospor

(f′,φ):=−(f,φ′),∀φ(x)∈K. (7.5.2)

Aśıdefinida,f′esunafuncionallinealycontinua.Enefecto,f′eslinealcomo

consecuenciadequeladerivacíonsobrefuncionesdeK eslineal.Encuantoala
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continuidad,ńotesequesiφn(x)→ φ(x)enK,deladefinicíondeconvergenciaen

K(verSeccíon7.1)resultaquelasecuenciadesusderivadastambíenconvergeen

eseespacioaladerivadadelĺımite,φ′
n(x)→ φ′(x).Entonces,comoconsecuenciade

lacontinuidaddeftenemos

(f′,φn)=−(f,φ′
n)→− (f,φ′)=(f′,φ). (7.5.3)

Deesadefinicíonsurgenlassiguientespropiedades:

LaderivacíonenK∗esunaoperacíonlineal,pues∀φ(x)∈K

((f+g)′,φ)=−(f+g,φ′)=−(f,φ′)−(g,φ′)=

=(f′,φ)+(g′,φ)=(f′+g′,φ).

(7.5.4)

Todafuncíongeneralizadaadmitederivadasdetodoorden.Enefecto,para

todafuncíonφ(x)∈K ⇒φ(n)(x)∈K,∀n.Entonces
(
f(n),φ

)
=(−1)n

(
f,φ(n)

)
. (7.5.5)

LaoperacíondederivacíonescontinuaenK∗.Supongamosquelasecuencia

defuncionesgeneralizadas{fn}convergeafenK∗.Entonces,∀φ(x)∈K

setiene

(f′
n,φ)=−(fn,φ′)→− (f,φ′)=(f′,φ). (7.5.6)

Porlotanto,f′
n→ f′enK∗.

Comoconsecuenciadelacontinuidaddeladerivacíon,todaserieconvergente

defuncionesgeneralizadaspuedeserderivadat́erminoat́erminocualquier

ńumerodeveces,

f=

∞∑

k=1

hk⇒ f(n)=

∞∑

k=1

h
(n)
k . (7.5.7)

Estorepresentaunalibertadquenosetienecuandosetratadeseriesde

funciones,yaqueenesecasosedebenrequerircondicionesadicionales,como

laconvergenciauniformedelaseriedelasderivadas,parapoderasegurar

quéestaconvergealaderivadadelasumadelaserie.

Ejemplo7.3.Lasecuenciadedistribucionesregulares
{

sin(νx)
ν

}
tiendealadis-

tribucíonnula0∈K∗cuandoν→ ∞,dadoquelasecuenciadefuncionesconverge

uniformementea0entodalarecta,

ĺım
ν→∞

(
sin(νx)

ν
,φ(x)

)

=

∫a[φ]

−a[φ]

ĺım
ν→∞

(
sin(νx)

ν

)

φ(x)dx=0, (7.5.8)
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∀φ(x)∈K.

Entonces,dadoqueladerivacíonesunaoperacíoncontinuaenK∗,

(

ĺım
ν→∞

sin(νx)

ν

)′

=ĺım
ν→∞

(
sin(νx)

ν

)′

=ĺım
ν→∞

cos(νx)=0. (7.5.9)

Similarmente,ĺımν→∞ sin(νx)=0.Ytomandosucesivasderivadas3,

ĺım
ν→∞

[νn cos(νx)]=0=ĺım
ν→∞

[νn sin(νx)]. (7.5.11)

Ejemplo7.4.Consideremoslafuncíondiscontinua

θ(x):=

{
1,x≥0

0,x<0
(7.5.12)

yladistribucíonregularqueelladefine,

(θ(x),φ(x))=

∫∞

0

φ(x)dx. (7.5.13)

Suderivadaresulta

(θ′(x),φ(x))=−(θ(x),φ′(x))=−

∫∞

0

φ′(x)dx=φ(0)=(δ(x),φ(x)), (7.5.14)

paratodaφ∈K.Enconsecuencia,θ′(x)=δ(x).

Ejemplo7.5.Similarmente,

(δ′(x),φ(x))=−(δ(x),φ′(x))=−φ′(0). (7.5.15)

3ŃotesequeesteresultadocorrespondealhechodequelastransformadasdeFourierdefun-

cionesdeC∞
0 (R)sonfuncionesdelespaciodeSchwartzS,

ĺım
ν→∞

νn

∫∞

−∞

eiνxφ(x)dx=0. (7.5.10)
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Seaf(x)unafuncíoncontinuaenR,cuyaderivadaescontinuaatrozos,con

discontinuidadesaisladasdealturafinitaenlospuntos{ak}.Elladefineunadistri-

bucíonregular(quedenotamosporf)cuyaderivadaest́adadapor

(f′,φ)=−

∫a[φ]

−a[φ]

f(x)∗φ′(x)dx=

=
∑

k

∫ak+1

ak

f′(x)∗φ(x)dx−

−
∑

k

{f(ak+1 −0)∗φ(ak+1)−f(ak+0)∗φ(ak)},

(7.5.16)

dondelaprimerasumaenel miembrodeladerechaesfinitaenraźondequeφ

esdesoportecompacto,ylasegundaesnulaporquef(x)escontinua.Entonces,

laderivadadeladistribucíonfesunafuncionalregulardefinidaporlafuncíon

f′(x)(esteesuncasoparticulardedistribucíonregulardefinidaporunafuncíon

absolutamentecontinua,queyahemosconsideradoalprincipiodeestaSeccíon-ver

ec.(7.5.1)).

Seaahoraf(x)unafuncíoncontinuaydiferenciableatrozos,condiscontinuida-

desaisladas(sinpuntosdeacumulacíon)dealturafinitaenlospuntos{ak},donde

f(ak+0)−f(ak−0)=hk.Laderivadadeladistribucíonregularqueelladefine

satisface

(f′,φ)=−

∫a[φ]

−a[φ]

f(x)∗φ′(x)dx=

=
∑

k

∫ak+1

ak

f′(x)∗φ(x)dx+
∑

k

[f(ak+0)∗−f(ak−0))∗]φ(ak)

=

∫∞

−∞

df

dx

∗

φ(x)dx+
∑

k

h∗
kφ(ak),

(7.5.17)

paratodaφ∈K.Enconsecuencia,laderivadadefesunafuncionalsingulardada

por

f′=
df

dx
+

∑

k

hkδ(x−ak), (7.5.18)

dondehemosllamado df
dx

aladistribucíonregulardefinidaporlafuncíonf′(x)

(que,porhiṕotesis,existeencasitodopuntoyeslocalmenteintegrable).T́engase

encuentaquelaserieenelsegundo miembroesconvergenteenK∗ puestoque,

aplicadaaunafuncíondesoportecompacto,siempresereduceaunasumafinita.
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Ejemplo7.6.Consideremosahoralafuncíondefinidacomo

f(x)=
π−x

2
,0<x<π, (7.5.19)

yextendidaatodalarectacomofuncíonimpardepeŕıodo2π.Estaesunafuncíon

discontinuaenlospuntosxk =2πkconk∈Z,conunadiscontinuidaddealtura

h= πentodosellos.Exceptoenlospuntosdediscontinuidad,estafuncíones

diferenciableysuderivadaesf′(x)=−1/2.

Porelresultadoanterior,podemosescribirladerivadadelafuncíongeneralizada

queelladefinecomo

f′=−
1

2
+π

∞∑

k=−∞

δ(x−2πk), (7.5.20)

dondelaseriedelsegundo miembroesunafuncionalbiendefinidayaquesuvalor

enunafuncíonφ(x)∈Ksereduceaunasumafinita.

Lafuncíonf(x)tambíenpuedeserrepresentadamediantesuseriedeFourier,

f(x)∼
∞∑

k=1

sin(kx)

k
, (7.5.21)

queconvergepuntualmentealvalordef(x)paratodox≠2πkyconvergea0en

lospuntosdediscontinuidaddef(x).Comolaconvergencianoesuniforme,estono

essuficienteparaconcluirqueestaserieconvergeenK∗aladistribucíonf.

Paraverqueesaserietambíenconverged́ebilmente4,recordemosprimeroquela

seriedeFourierdeunafuncíoncontinuaatrozosenelintervalo(−π,π)puedeser

integradat́erminoat́ermino,resultandoenunaseriequeconvergepuntualmenteen

eseintervaloalaintegraldelafuncíon(queesalĺıunafuncíoncontinua).

Ennuestrocaso,laserie

F(x)=−
∞∑

k=1

cos(kx)

k2
(7.5.22)

convergeabsolutayuniformementeentodalarectaaunaprimitivadef(x),que

escontinuay2π-períodica:F′(x)=f(x)exceptoenlospuntosdediscontinuidad

def(x).Porlotanto,elsegundo miembrodelaecuacíon(7.5.22),entendidacomo

seriededistribucionesregulares,tambíenconvergeenelespacioK∗alafuncional

regularFdefinidaporlafuncíon(continuaenRydiferenciableatrozos)F(x).

4Laconvergenciad́ebiltambíenest́agarantizadaporlaconvergenciaen mediadelaseriede

Fourierentodocompacto.
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Enesascondiciones,lacontinuidaddeladerivacíonenK∗nospermitederivar

esaseriet́erminoat́erminoparaobtener

F′=f=

∞∑

k=1

sin(kx)

k
. (7.5.23)

PerocomoestaserieconvergeenK∗,puedesernuevamentederivadat́erminoa

t́erminoparaobtenerde(7.5.20)y(7.5.23)

f′=

∞∑

k=1

cos(kx)=−
1

2
+π

∞∑

k=−∞

δ(x−2πk). (7.5.24)

DeestaigualdadsededuceelsiguientedesarrollodeFourierparalaδ-períodica:

∞∑

k=−∞

δ(x−2πk)=
1

2π

∞∑

k=−∞

eikx. (7.5.25)

Unrazonamientosimilarpermiteasignarunsentidocomodistribucíonalasu-

madeseriesdelaforma
∑∞

k=−∞Ckeikx,dondeloscoeficientessatisfacenrelaciones

|Ck|≤Mkn−2,conM constanteyn∈N.

Entendidascomoseriesdefunciones,ellassonclaramentedivergentes.Perocomo

seriesdefuncionalesregularesresultanconvergentes,dadoquesonladerivadan-

ésimacomodistribucíondeunaseriequeconvergeuniformementeentodalarectaa

unĺımitecontinuoy2π-períodico(yque,porlotanto,tambíenconverged́ebilmente):

F(x)=

∞∑

k=−∞

Ck

(ik)n
eikx⇒ F(n)=

∞∑

k=−∞

Ckeikx. (7.5.26)

Dehecho,sepuededemostrarquetodadistribucíon(regularosingular)coin-

cideentodocompactoenlarectaconladerivadadeciertoordenfinitodeuna

distribucíonregulardefinidaporunafuncíoncontinua.

Ejemplo7.7.Lafuncíonabsolutamentecontinuax(log|x|−1)defineunadis-

tribucíonregularcuyaderivadaprimeraesladistribucíonregulardefinidaporlog|x|∈

L
(loc)
1 (R),ysuderivadasegundaesladistribucíonsingularVP1

x
.Enefecto,

(
(log|x|)′,φ

)
=−(log|x|,φ′)=− ĺım

ε→0+

∫

|x|≥ε

log|x|φ′(x)dx=

=ĺım
ε→0+

{

log(ε)[φ(ε)−φ(−ε)]+

∫

|x|≥ε

φ(x)

x
dx

}

=

(

VP
1

x
,φ

)

.

(7.5.27)
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Enparticular,consideremosunadistribucíon f ∈ K∗ desoportecompacto,

Sop(f)⊂ [−a,a],cona >0.Paraundadoε >0,tomemosunafuncíonreal

hε(x)∈C∞
0 (R)quesatisfaga

hε(x)=






1,∀|x|≤a,

0,∀|x|≥a+ε.

(7.5.28)

Enesascondiciones,∀φ(x)∈Ktenemosque

(f,φ)=(f,hεφ)+(f,[1−hε]φ)=(f,hεφ), (7.5.29)

dadoqueSop(f)∩Sop[1−hε(x)]=∅.

Ahorabien,comofpuederepresentarsecomof
(n)
0 ,dondef0esunadistribucíon

regulardefinidaporunafuncíoncontinuaf0(x)yn∈N,podemosescribir

(f,φ)=
(
f

(n)
0 ,hεφ

)
=(−1)n

(
f0,(hεφ)(n)

)

=(−1)n
∑n

k=0

(
n

k

)
(
f0,h

(n−k)
ε φ(k)

)

=
∑n

k=0(−1)n−k

(
n

k

)((
h

(n−k)
ε f0

)(k)

,φ

)

.

(7.5.30)

Porlotanto,∀ε>0existeunconjuntodefuncionescontinuas

fε,k(x)=(−1)n−k

(
n

k

)

hε(x)(n−k)f0(x),k=0,1,...,n, (7.5.31)

consoportecontenidoenelintervalocerrado[−(a+ε),a+ε],talesqueladistribucíon

desoportecompactofpuedeescribirsecomo

f=
n∑

k=0

(
fε,k(x)

)(k)
. (7.5.32)

Sif∈ K∗ tienesoporteconcentradoenunpuntox0 ∈ R,unrazonamiento

similarpermitemostrarqueenestecasolafuncionalesdelaforma

f=
n∑

k=0

akδ(k)(x−x0), (7.5.33)

paraalǵunn∈N.

Enefecto,supongamosqueSop(f) ={0}yconsideremosunafuncíonϕ(x)∈

C∞
0 (R)talque

ϕ(x)=

{
1, |x|<1/2,

0, |x|>1.
(7.5.34)
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Entonces,paratodoε>0,

(f,φ(x))=
(
f,ϕ

(x

ε

)
φ(x)

)
=

(
f,ϕ

(x

ε

)
Pm(x)

)
+

(
f,ϕ

(x

ε

)
(φ(x)−Pm(x))

)
,

(7.5.35)

dondePm(x)eselpolinomiodeTaylordeordenm deφ(x).Sif= f
(n)
0 ,conf0

regulardefinidaporunafuncíoncontinua,podemosescribir
(
f,ϕ

(x

ε

)
(φ(x)−Pm(x))

)
=

∫ε

−ε

f∗
0(x)

[
ϕ

(x

ε

)
(φ(x)−Pm(x))

](n)

≤

≤
n∑

k=0

(
n

k

)∫ε

−ε

|f0(x)|ε−kϕ(k)
(x

ε

)
(φ(x)−Pm(x))(n−k) <

<
n∑

k=0

Mk[f0,φ]ε1−k+m+1−n+k< M[f0,φ]ε2+m−n,

(7.5.36)

dadoquelasderivadasdetodoordendeϕsonacotadas,lo mismoquelafuncíon

continuaf0 enelintervalo[−ε,ε],y|φ(x)−Pm(x)|= O(xm+1).Porlotanto,si

m ≥ n−1elsegundot́erminoenelladoderechode(7.5.35)tiendea0cuando

ε→ 0.

Finalmente,

(f,φ(x))=ĺım
ε→0

(
f,ϕ

(x

ε

)
Pm(x)

)
=

=
n−1∑

k=0

ĺımε→0

(
f,ϕ

(
x
ε

)
xk

)

k!
φ(k)(0)=

(
n−1∑

k=0

akδ(k)(x),φ(x)

)

.

(7.5.37)

Vemosentoncesquelasŕıgidasrestriccionesquehemosimpuestosobrelasfun-

cionesdelespacioK (que,noobstante,esdensoenL2(R)),nospermitenobtener

unconjunto muyampliodefuncionesgeneralizadas(todarestriccíondelespacio

conllevaunaampliacíondelespaciodual)sobrelascualesaplicarcongranlibertad

lasoperacionesdepasoalĺımiteydiferenciacíonantesdefinidas.

7.6. EcuacionesdiferencialesenK∗

Consideraremosahoraelproblemadereconstruirunafuncíongeneralizadaa

partirdesuderivada.

Primero mostraremosqueśololasdistribuciones(regularesdefinidasporfun-

ciones)constantestienenporderivadaaladistribucíonnula.Laigualdady′= 0

implicaque,paratodaφ(x)∈K,es

(y′,φ)=−(y,φ′)=0. (7.6.1)
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EstaecuacíonśolodefinealafuncionalyenelsubespaciodeK formadoporlas

funcionesφ(x)quesonladerivadadeunafuncíondeprueba.

Unacondicíonnecesariaysuficienteparaqueφ0(x)∈Ksealaderivadadeuna

funcíonψ(x)∈Kesque
∫∞

−∞
φ0(x)dx=0.Enefecto,siφ0(x)=ψ′(x),

ψ(x)=

∫x

−∞

φ0(x
′)dx′⇒

∫∞

−∞

φ0(x)dx=0. (7.6.2)

Inversamente, si φ0(x) satisface esa condicíon, tenemos que la integral
∫x

−∞
φ0(x

′)dx′=0paratodoxtalque|x|>a[φ0]>0(conafinito,yaqueφ0(x)

esdesoportecompacto).Entonces,laprimitiva

ψ(x)=

∫x

−∞

φ0(x
′)dx′∈C∞

0 (R). (7.6.3)

Ahorabien,dadaunafuncíon φ(x)∈ K,engeneral
∫∞

−∞
φ(x)dx=(1,φ) =

C ≠0(donde 1correspondealadistribucíonregulardefinidaporunafuncíon

id́enticamenteiguala1,yC = C[φ]).Seaφ1(x)∈ K talque
∫∞

−∞
φ1(x)dx=

(1,φ1)=1.Entoncesladiferenciaφ0(x)=φ(x)−Cφ1(x)satisfaceque
∫∞

−∞

φ0(x)dx=C−C=0, (7.6.4)

demodoqueφ0(x)esladerivadadeunafuncíondeKcomoen(7.6.3),φ0(x)=ψ′(x).

Enconsecuencia,podemosescribirque

(y,φ)=(y,φ0+Cφ1)=0+C(y,φ1)=α∗(1,φ), (7.6.5)

dondelaconstanteα=(y,φ1)
∗.

Porlotanto,lasolucíondelaecuacíony′= 0esunadistribucíonconstante,

y=α1,dondeαquedadeterminadoporelvalorquelafuncionaltomasobreuna

funcíonparticularφ1(x)∈K.

Deestoresultaquesidosdistribucionestienenla mismaderivada, f′= g′,

entoncesśolodifierenenunaconstante,f=g+α1.

Ahora mostraremosquetoda f∈ K∗ tieneunaprimitiva,queessolucíonde

y′=f.Estaecuacíonsignificaque,paratodaφ(x)∈K,

(y′,φ)=−(y,φ′)=(f,φ), (7.6.6)

loqueśolodefinealafuncionalysobreelsubespaciodelasfuncionesdeKqueson

laderivadadeunelementodeK.

Como mostramosanteriormente,podemosescribirunafuncíonarbitrariadeK

comoφ(x)=φ0(x)+Cφ1(x),dondeφ0(x)=ψ′(x),conψ(x)definidaen(7.6.3),
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C=(1,φ),yφ1(x)esunafuncíonfijadeKtalque(1,φ1)=1.Entonces,de(7.6.6)

resultaque

(y,φ)=(y,φ0+Cφ1)=−(f,ψ)+C(y,φ1)=−(f,ψ)+α∗(1,φ), (7.6.7)

loquedeterminalafuncionalyentodoK,amenosdeuna(distribucíon)constante

aditiva.Estaconstanteesfijadaporelvalorquetomalafuncionalsobreunafuncíon

particular,α=(y,φ1)
∗.

Sepuedeverqueeĺultimomiembrode(7.6.7)defineunafuncionallinealycon-

tinuasobreK.Suprimert́erminodeterminaunasolucíonparticulardelaecuacíon

inhomoǵeneay′=f(lacorrespondienteaα=0), mientrasquelaconstanteesla

solucíongeneraldelaecuacíonhomoǵeneay′=0.

Lalinealidaddeyen(7.6.7)esevidente.Paramostrarsucontinuidad,conside-

remosunasecuenciadefuncionesφ(n)(x)→ φ(x)enK,cuyossoportesest́enconte-

nidosenelintervalo[−a,a],yformemoslasecuenciaφ(n),0(x)=φ(n)(x)−Cnφ1(x),

dondeCn=(1,φ(n)).Estasecuenciaconvergeaφ0(x)=φ(x)−Cφ1(x)enK,con

C=(1,φ).

Entonces,

|ψn(x)−ψ(x)|=
∫x

−∞

(
φ(n),0(y)−φ0(y)

)
dy ≤

≤
∫a

−a
|φn(y)−φ(y)|dy+|(1,φn−φ)|

∫∞

−∞
|φ1(y)|dy<

<2aεn+δn,∀x,

(7.6.8)

dondeelmiembrodeladerechapuedehacersetanpequẽnocomosequieraconśolo

tomarnsuficientementegrande.

Enesascondiciones,lasecuencia{ψn(x)}tambíenconvergeaψ(x)enK,y

podemosescribir

(y,φn−φ)=−(f,ψn−ψ)+α∗(1,φn−φ)→ 0 (7.6.9)

cuandon→ ∞.

Enparticular,silainhonogeneidadfesregular,ellaest́adefinidaporunafuncíon

f(x)localmentesumable,delacualF(x)=
∫x

0
f(x′)dx′esunaprimitiva(absoluta-

mentecontinua).Entonces,integrandoporpartesyteniendoencuentaqueψ(x)es
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desoportecompacto,tenemos

−(f,ψ)=−

∫∞

−∞

F′(x)∗ψ(x)dx=

∫∞

−∞

F(x)∗φ0(x)dx=

=

∫∞

−∞

F(x)∗[φ(x)−Cφ1(x)]dx=(F−β1,φ),

(7.6.10)

dondeβ=(F,φ1)
∗.Estocorrespondeaunafuncionalregulardefinidaporuna

primitivadef(x).

Ḿasgeneralmente,laecuacíondiferencial

an(x)y(n)+an−1(x)y(n−1)+···+a0(x)y=0, (7.6.11)

dondeak(x)∈C∞(R),k=0,1,...,n,notieneotrassolucionesenK∗ quelas

correspondientesalassolucionescĺasicasdeesaecuacíonenC∞(R),a menosque

an(x)tengaceros.Enesecasopuedenexistirnuevassolucionescuyasderivadas

tienensoporteconcentradoenloscerosdean(x)5.Tambíenpuedeocurrirquelas

solucionescĺasicasnopermitandefinirunadistribucíon.Estose muestraenlos

siguientesejemplos.

Ejemplo 7.8.Consideremoslaecuacíonxy′=0.Susúnicassolucionesenel

espaciodefuncionesC∞(R)sonlasconstantes.EnelespacioK∗ellaimplica

(xy′,φ(x))=−
(
y,[xφ(x)]′)=0, (7.6.12)

∀φ(x)∈ K.Estarelacíonśolodefinealafuncionalysobreelsubespaciodelas

funcionesdepruebaquesonladerivadadeunafuncíondeKqueseanulaenx=0.

Siemprepodemosseleccionardosfuncionesφ1(x),φ2(x)∈Ktalesque

(1,φ1(x))=

∫∞

−∞

φ1(x)dx=1,(1−θ(x),φ1(x))=

∫0

−∞

φ1(x)dx=0,

(1,φ2(x))=

∫∞

−∞

φ2(x)dx=0,(1−θ(x),φ2(x))=

∫0

−∞

φ2(x)dx=1.

(7.6.13)

Dadaφ(x)∈Karbitraria,llamemos

C1=(1,φ(x))=

∫∞

−∞

φ(x)dx, C2=(1−θ(x),φ(x))=

∫0

−∞

φ(x)dx. (7.6.14)

5Recordemosquetodadistribucíonconsoporteconcentradoenunpuntox0esunacombinacíon

linealdelafuncionalδ(x−x0)ydeunńumerofinitodesusderivadas(verec.(7.5.33)).
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Lafuncíonφ0(x)=φ(x)−C1φ1(x)−C2φ2(x)satisface

(1,φ0(x))=

∫∞

−∞

φ0(x)dx,=C1−C1−0=0,

(1−θ(x),φ0(x))=

∫0

−∞

φ0(x)dx=C2−0−C2=0.
(7.6.15)

Enconsecuencia,suprimitivaψ(x),definidacomoen(7.6.3),esunafuncíondeK

queseanulaenelorigen.Porlotanto,por(7.6.12)tenemosqueparatodaφ(x)∈K

es

(y,φ)=(y,ψ′(x)+C1φ1(x)+C2φ2(x))=

=0+C1(y,φ1(x))+C2(y,φ2(x))=(α1+β(1−θ(x)),φ),

(7.6.16)

dondeα=(y,φ1)
∗yβ=(y,φ2)

∗.

Vemosentoncesquehaydossolucioneslinealmenteindependientesparalaecua-

cíonxy′=0:y1=1yy2=θ(x).Estoesevidenteparalaprimera,yesf́acilde

verificarparalasegunda,

(xθ′(x),φ(x))=(δ(x),xφ(x))=[xφ(x)]x=0 =0. (7.6.17)

Estotambíenmuestraquexδ(x)=0.

Ejemplo 7.9.Consideremosahoralaecuacíonx(xy′+y)=0.Lassoluciones

cĺasicassatisfacen(xy′+y) =0parax≠0,de modoque y(x)∼ 1/x,quenoes

localmentesumable.Entodocaso,debeŕıamosestudiarsilaregularizacíonque

ofreceladistribucíon VP1
x

essolucíondeaquellaecuacíon(verejercicio98,ṕag.

251).PeroenelespacioK∗tenemostambíenunasolucíonconsoporteconcentrado

enelorigen,y=δ(x),puesxδ(x)=0aśıcomox2δ′(x)=0,comopuedeverificarse

f́acilmente.

Ejemplo 7.10.Consideremosahoralaecuacíondiferencialx3y′+2y=0.La

solucíoncĺasicaenelespaciodefuncionescorrespondea

d

dx
logy(x)=

d

dx
x−2⇒ y(x)=Ce1/x2

. (7.6.18)

Perocomoestafuncíonnoesintegrableenninǵunintervaloquecontengaax=

0,ellanopermitedefinirunafuncionalregular. Ḿasáun,dadoquepresentauna

singularidadesencialenelorigen,tampocoadmiteunaregularizacíon(alestilode

VP1
x
,restandodelafuncíondepruebaundeterminadopolinomiodeTaylorenun

entornodelorigen)quepermitadefinirunadistribucíonsingular.Deese modo,la

únicasolucíonenK∗eslatrivial,y=0.
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7.7. Ladistribucíonxλ
+

Consideremoslafuncíon

xλ
+ :=






0,parax≤0,

xλ,parax>0,

(7.7.1)

para−1<λ<0.Comoeslocalmenteintegrable,permitedefinirunadistribucíon

regularcomo

(xλ
+,φ)=

∫∞

0

xλφ(x)dx, −1<λ<0. (7.7.2)

Suderivadacomofuncíon,

dxλ
+

dx
=






0,parax<0,

λxλ−1,parax>0,

(7.7.3)

noesintegrableenninǵunintervaloquecontengaalorigen,ynocorrespondeauna

distribucíonregular.

Pero,naturalmente,suderivadacomodistribucíonexisteyest́adadapor

(
(xλ

+)′,φ
)

=−
(
xλ

+,φ′
)

=−

∫1

0

xλφ′(x)dx−

∫∞

1

xλφ′(x)dx=

=−
(
xλ[φ(x)−φ(0)]

)1

0
+

∫1

0

λxλ−1[φ(x)−φ(0)]dx

−
(
xλφ(x)

)∞

1
+

∫∞

1

λxλ−1φ(x)dx=

=

∫1

0

λxλ−1[φ(x)−φ(0)]dx+

∫∞

1

λxλ−1φ(x)dx+φ(0),

(7.7.4)

paratodo−1<λ < 0.Estaexpresíondefineunafuncionalsingularque,para

funcionesdepruebaqueseanulanenx=0,sereduceatomarlaintegral
∫∞

0

λxλ−1φ(x)dx. (7.7.5)

Parafuncionesdepruebaarbitrarias,φ(0)̸=0,ylaúltimaĺıneadelaecuacíon

(7.7.4)constituyeunaregularizacíondelaintegralen(7.7.5),queenesecasoes

divergente.

Teniendoencuenta(7.7.3),resultanaturaldefinirlafuncionalxλ
+,para−2<

λ<−1,apartirdelaecuacíon(7.7.4)como

xλ
+ :=

(
xλ+1

+

λ+1

)′

, (7.7.6)
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queevidentementeeslinealycontinuaenK.

Enesascondiciones,para−2<λ<0,λ̸=−1y∀φ∈K,tenemos

(
xλ

+,φ
)

=

∫1

0

xλ[φ(x)−φ(0)]dx+

∫∞

1

xλφ(x)dx+
φ(0)

λ+1
, (7.7.7)

expresíonquesereducea(7.7.2)para−1<λ<0.

Extendiendodeese modoladefinicíondexλ
+,hemosobtenidounaexpresíon

paralosvaloresqueesafuncionaltomasobrefuncionesdeKquetienesentidoen

unaregíonḿasampliadelpaŕametroλ,yquesereducealaexpresíonoriginalpara

−1<λ < 0. Dehecho,elsegundo miembrode(7.7.7)constituyeunaextensíon

anaĺıticaenλdelsegundomiembrode(7.7.2).

Enefecto,paratodaφ(x)∈K,F(λ∗):=(xλ
+,φ)esunafuncíonanaĺıticadeλ∗

enlaregíon−1<ℜ(λ)<0(dondelafuncionalesregular).Suderivadaest́adada

por dF
dλ∗ =

∫∞

0
lnxxλ∗

φ(x)dx,yaqueestaintegralesabsolutayuniformemente

convergenteparaesosvaloresdeλ.LaextensíonanaĺıticadeF(λ∗)permitedefinir

lafuncionalxλ
+ paratodovalordeλdondeaquellaexiste.

Enesesentido,para−1<λ<0podemosescribir(xλ
+,φ)delaforma6

(
xλ

+,φ
)

=

∫1

0

xλ

[

φ(x)−
n−1∑

k=0

xk

k!
φ(k)(0)

]

dx+

+

∫∞

1

xλφ(x)dx+

n−1∑

k=0

φ(k)(0)

k!(λ+1+k)
.

(7.7.10)

Ahorabien,comofuncionesdeλ,laprimerintegralenelmiembrodeladerechade

(7.7.10)convergeparaℜ(λ)>−n−1,lasegundaconverge∀λcomplejo, mientras

6Esteprocedimientoessimilaralquepermiteextenderanaĺıticamenteladefinicíondelafun-

cíonΓ(λ):paraλ>−1setiene

Γ(λ+1):=

∫∞

0

xλe−xdx=

∫1

0

xλ

[

e−x−
n∑

k=0

(−1)kxk

k!

]

dx+

∫∞

1

xλe−xdx+

+

n∑

k=0

(−1)k

k!(λ+1+k)
,

(7.7.8)

expresíonqueseextiendeanaĺıticamenteaℜ(λ)> −n−1,ypresentapolossimplesenλ=

−1,−2,...,conresiduosdadospor

ResΓ(λ+1)|λ=−k−1=
(−1)k

k!
. (7.7.9)
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queláultimasumapresentapolossimplesenλ=−1,−2,...,−n,cuyosresiduosson

Res(xλ
+,φ)

λ=−k−1
=

φ(k)(0)

k!
=

(−1)k

k!

(
δ(k)(x),φ(x)

)
. (7.7.11)

Podemosdecirentoncesqueladistribucíonxλ
+ seextiendeanaĺıticamente7 a

todoelplanocomplejodelpaŕametroλ,presentandopolossimplesenlospuntos

λ=−1,−2,...,−n,conresiduosdadosporlasdistribuciones

Resxλ
+ λ=−k−1

=
(−1)k

k!
δ(k)(x). (7.7.16)

Ńoteseque∀φ(x)∈Kconsoportecontenidoenlasemirrectax<0,lafuncíon

(xλ
+,φ)esid́enticamentenulaparaℜ(λ)∈(−1,0).Enconsecuencia,suextensíon

anaĺıticaalrestodelplanotomatambíenvaloresnulosparatalesfuncionesdeprue-

ba.Esdecir,elsoportedelaextensíonanaĺıticadexλ
+ tambíenest́acontenidoenel

semiejepositivox≥0.

Finalmente,sẽnalemosquexλ−1
+ yΓ(λ)presentanpolossimplesparalosmismos

valoresdeλ(λ=−k,conk∈N).Entonces,ladistribucíonΦλ:=xλ−1
+ /Γ(λ),que

esregularparaℜ(λ)>0,existeporextensíonanaĺıticaentodoelplanocomplejo

delpaŕametroλcomounadistribucíonconsoporteenR+.Enparticular,de(7.7.16)

y(7.7.9)tenemosque

ĺım
λ→−k

Φλ=
Resxλ−1

+ λ=−k

ResΓ(λ)|λ=−k

=
(−1)kδ(k)(x)/k!

(−1)k/k!
=δ(k)(x), (7.7.17)

parak=0,1,2,....

7Esteprocedimientodedefinicíondefuncionalesporextensíonanaĺıticaenunpaŕametroes

conocidocomoprocesoderegularizacíondeintegralesdivergentesysueleser muyusadoen

F́ısicaporconvenienciadećalculo.Porejemplo,laintegral

I=

∫∞

0

x−3/2
(
e−ax−e−bx

)
dx (7.7.12)

puedeserentendidacomoelvalorenλ=−3/2delafuncíonanaĺıticadefinidapor

I(λ)=

∫∞

0

xλ
(
e−ax−e−bx

)
dx, (7.7.13)

integralqueconvergeparaℜ(λ)>−2.Peroparaℜ(λ)>−1,I(λ)puedeserescritacomo

I(λ)=

∫∞

0

xλe−axdx−

∫∞

0

xλe−axdx=
(
a−(λ+1) −b−(λ+1)

)
Γ(λ+1), (7.7.14)

yaquecadaintegralesconvergente.Envirtuddelaunicidaddelaextensíonanaĺıtica,esaigualdad

vale∀λ≠−1,−2,....Enparticular,

I(−3/2)=
(
a1/2−b1/2

)
Γ(−1/2)=−

(√
a−

√
b
)

2
√

π. (7.7.15)
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7.8. TransformacíondeFourierenK.ElespacioZ.

RecordemosqueelconjuntoC∞
0 (R)esunsubespaciodensodelespaciodeSch-

wartz(VerCaṕıtulo5).Seaφ(x)∈K⊂S.Entonces,sutransformadadeFourier

estambíenunafuncíondelespaciodeSchwartz,dadoqueF:S ↔S.

Perocomoesafuncíonesdesoportecompactotenemos

F[φ](σ)=ψ(σ)=
1

√
2π

∫a[φ]

−a[φ]

e−iσxφ(x)dx, (7.8.1)

dondeφ(x) =0∀x/∈(−a[φ],a[φ]).Enesascondiciones,ψ(s)puedeserdefinida

paravalorescomplejosdesuargumento,s=σ+iτ.Enefecto,laintegral

ψ(s)=
1

√
2π

∫a[φ]

−a[φ]

e−iσxeτxφ(x)dx (7.8.2)

existeparatodos∈C,puestoque

|ψ(s)|≤
e|τ|a∥φ(x)∥1√

2π
. (7.8.3)

Similarmente,lasderivadasdetodoordendeψ(s)tambíenexistenentodoel

planocomplejo.Ellasest́andadaspor

ψ(n)(s)=
1

√
2π

∫a[φ]

−a[φ]

e−isx(−ix)nφ(x)dx, (7.8.4)

dadoqueesasintegralesconvergenabsolutayuniformementeensparatodon∈N:

ψ(n)(s)≤
eTa∥xnφ(x)∥1√

2π
, para|ℑ(s)|≤T,conT >0. (7.8.5)

Porlotanto,latransformadadeFourierdeunafuncíondelespacioK esuna

funcíonanaĺıticaentera(holomorfaentodoelplano-sinsingularidades,exceptoen

elinfinito).

YasabemosquedichatransformadadeFourierestambíenunafuncíondede-

crecimientoŕapidosobreelejereal.Parascomplejotenemos

F[φ(q)](s)=
1

√
2π

∫a[φ]

−a[φ]

e−isxφ(q)(x)dx=

=
1

√
2π

∫a[φ]

−a[φ]

(is)qe−isxφ(x)dx=(is)qψ(s).

(7.8.6)

paratodoq,dedonderesultaque

|sqψ(s)|≤
e|ℑ(s)|a∥φ(q)(x)∥1√

2π
. (7.8.7)
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Similarmente,

sqψ(k)(s)≤
e|ℑ(s)|a∥

(
xkφ(x)

)(q)
∥1

√
2π

. (7.8.8)

Enconsecuencia,ψ(s)esunafuncíondedecrecimientoŕapidosobretodarecta

paralelaalejereal(ℑ(s)=constante).

Inversamente,todafuncíonanaĺıticaenteraψ(s)queverificadesigualdadesdela

forma

|sqψ(s)|≤Kq[ψ]e|ℑ(s)|a[ψ],∀q∈N (7.8.9)

(dondelasconstantesKqyadependendeψ(s))eslatransformadadeFourierde

unafuncíonφ(x)∈C∞
0 (R)queseanulaid́enticamentepara|x|≥a.

Elconjuntodelasfuncionesanaĺıticasenterasqueverifican(7.8.9)constituyeun

espaciolineal,denotadoporZ.Deesemodo,latransformacíondeFourierestablece

unacorrespondenciabiuńıvocaentrelosespaciosKyZ,

F:K ↔Z. (7.8.10)

RestringiendolosargumentosdelasfuncionescontenidasenZavaloresreales,

tenemosqueZ⊂SesunsubespaciodensodeL2(R).Enefecto,seaχ(σ)∈L2(R),

ysupongamosqueχ(σ)⊥Z.Entonces,

(χ,ψ)L2(R)=0,∀ψ(σ)∈Z ⇒

⇒ (F−1[χ](x),φ(x))L2(R)=0,∀φ(x)∈K.

(7.8.11)

YcomoK=C∞
0 (R)esdensoenL2(R),esF−1[χ]=0⇒ χ=0.Porlotanto,todo

vectordeL2(R)est́acontenidoenZ.

Laecuacíon(7.8.4) muestraquesi ψ(s)∈ Z ⇒ ψ(q)(s)∈ Z,dadoque

[(−ix)nφ(x)]∈K.Esdecir,
d

ds
:Z →Z. (7.8.12)

Evidentemente,elespacioZtambíenesinvariantefrentealproductoporfuncio-

nesanaĺıticasenterasdecrecimientopolinomialsobrerectashorizontales(enparti-

cular,polinomios):siP(s)esunafuncíonenteraque,paraciertasconstantesC>0

ym≥0yb>0,satisface

|P(s)|≤C(1+|s|m)e|ℑ(s)|b⇒ P(s)ψ(s)∈Z,∀ψ(s)∈Z. (7.8.13)

TambíenesposibletrasladarlasfuncionesdeZ sinsacarlasdeeseespacio.En

efecto,siψ(s)∈Z ⇒ψ(s+h)∈Z,∀h∈C.
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Porlodichoanteriormente,vemosquelatransformacíondeFourierestableceuna

correspondencia(lineal)biuńıvocaentreelespacioKyelespacioZ,F:K ↔Z.Es-

topermiteintroducirenZunsentidodeconvergenciaapartirdelaconvergencia

enK:sedicequeψn(s)→ ψ(s)enZ siφn(x)=F−1[ψn](x)→ φ(x)=F−1[ψ](x)

enK.

Estoimplica,enparticular,laconvergenciauniformeentodaregíonacotadadel

planocomplejodelasecuenciadelasderivadasψ
(k)
n (s)alacorrespondientederivada

delĺımite,ψ(k)(s).Enefecto8,como|φn(x)−φ(x)|<εn,∀x,tenemosque

ψ(k)
n (s)−ψ(k)(s)=

1
√

2π

∫a

−a

e−isx(−ix)k[φn(x)−φ(x)]dx≤

≤
ake|ℑ(s)|a

√
2π

||φn(x)−φ(x)||1≤
akeTa

√
2π

2aεn,

(7.8.15)

∀|ℑ(s)| ≤T,loquepuedehacersetanpequẽnocomosequieraconśolotomarn

suficientementegrande.

Porotraparte,comoψ(s)∈Zesunafuncíonanaĺıticaentera,suseriesdeTaylor

convergeentodoelplanocomplejo.Entonces,paralafuncíontrasladadapodemos

escribir

ψ(s+h)=

∞∑

k=0

hk

k!
ψ(k)(s),∀h∈C. (7.8.16)

EstaserietambíenconvergeenelsentidodelaconvergenciaenelespacioZ,pues

F−1

[
n∑

k=0

hk

k!
ψ(k)(s)

]

(x)=
n∑

k=0

hk

k!
F−1

[
ψ(k)(s)

]
(x)=

=
n∑

k=0

hk

k!
(−ix)kφ(x)−→n→∞ e−ihxφ(x)

(7.8.17)

enelsentidodelaconvergenciaenK.

8Similarmente,

(is)q
[
ψ(k)

n (s)−ψ(k)(s)
]

=
1

√
2π

∫a

−a

e−isx
{
(−ix)k[φn(x)−φ(x)]

}(q)
≤

≤
1

√
2π

e|ℑ(s)|a||
{
xk[φn(x)−φ(x)]

}(q)
||1→ 0

(7.8.14)

cuandon→ ∞.
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7.9. DistribucionessobreZ

DeformasimilaracomosehizoconelespacioK,seintroducenlasfuncionales

linealesycontinuassobreelespacioZ.Estasdistribuciones,quepuedenserre-

gularesosingulares(conelmismosignificadoqueantes),conformanelespaciodual

Z∗respectodeoperacioneslinealesdefinidasdelamismamaneraqueantes.

Adeḿas,sedefinelaconvergenciad́ebilenZ∗demodoque

gn→ gsi(gn,ψ)→ (g,ψ),∀ψ(σ)∈Z. (7.9.1)

TambíensedefineunaoperacíondederivacíonsobreelementosdeZ∗de modo

que,paratodafuncíonψ(σ)∈Z,ladistribucíonderivadasatisface

(g′,ψ)=−(g,ψ′). (7.9.2)

AligualqueladerivacíonenK∗,́estaesunaoperacíoncontinua:sign→ genZ∗,

entonces(g′
n,ψ)=−(gn,ψ′)→−(g,ψ′)=(g′,ψ).

Enparticular,L2(R)⊂Z∗.Enefecto,sig(σ)∈L2(R),ellapermitedefiniruna

distribucíonregularsobreZcomoelproductoescalar

(g,ψ):=(g,ψ)L2(R). (7.9.3)

Estafuncionalesevidentementelineal.Paraverquetambíenescontinua,tomemos

unasecuenciaψn(σ)→ ψ(σ)enZ.Estosignificaquesusantitransformadasde

Fourierφn(x)→ φ(x)enKy,porlotanto,tambíenconvergenen media.Enesas

condiciones,siendof(x)=F−1[g](x)(enelsentidodeL2(R)),yteniendoencuenta

laspropiedadesdeFylacontinuidaddelproductoescalarenL2(R),tenemos

(g,ψn)=(g,ψn)L2(R)=(f,φn)L2(R)→n→∞

→ (f,φ)L2(R)=(g,ψ)L2(R)=(g,ψ).

(7.9.4)

7.10. TransformacíondeFourierenK∗

HemosvistoquelatransformadadeFourierestableceunacorrespondenciabi-

uńıvocaentreloselementosdelosespaciosK yZ,quepreservalasoperaciones

linealesylaconvergenciadesecuencias.Esposibleestablecerunacorrespondencia

similarentrelosrespectivosespaciosduales,K∗yZ∗,quegeneralizalacorrespon-

denciainducidaporFentresussubespaciosL2(R).

Enefecto,paratodaf(x)∈L2(R),cuyatransformadag(σ)=F[f](σ)∈L2(R),

yparatodafuncíonφ(x)∈K,cuyatransformadaψ(σ)=F[φ](σ)∈Z,tenemos

(f,φ)K =(f,φ)L2(R)=(g,ψ)L2(R)=(g,ψ)Z , (7.10.1)
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dondehemosincluidocomosub́ındiceelespacioenqueact́uacadafuncional.

Dadaf∈K∗diremosqueg∈Z∗essutransformadadeFouriersi,paratoda

ψ(σ)∈Z,secumpleque

(g,ψ)Z =(f,φ)K , (7.10.2)

dondeφ(x)=F−1[ψ](x)∈K.Estarelacíonpuedeentendersecomounagenerali-

zacíondelaigualdaddeParseval.

Cadadistribucíonf∈K∗define,atrav́esdeesarelacíon,unafuncionallinealy

continuasobreZ,quedenotamosporF[f]:

(F[f],ψ)Z :=
(
f,F−1[ψ]

)
K

. (7.10.3)

Enefecto,esevidentequeF[f]aśıdefinidaeslineal.Veamosquetambíenesconti-

nua.Consideremosunasecuenciaconvergenteφn(x)→ φ(x)enK;sustransforma-

dasdeFourierψn(σ)→ ψ(σ)enZ.Entonces,de(7.10.3)resultaque

(F[f],ψn)Z =(f,φn)K → (f,φ)K =(F[f],ψ)Z , (7.10.4)

dadalacontinuidaddef.

Enesesentido,todadistribucíonsobreKtieneunatransformadadeFourier,que

esunelementodeZ∗,

F:K∗→Z∗. (7.10.5)

Adeḿas,sif1,f2∈K∗tienenlamismatransformada,F[f1]=F[f2]∈Z∗,entonces

∀φ∈Ktenemos(F[f1−f2],ψ)Z =(f1−f2,φ)K =0⇒ f1=f2.

Inversamente,todadistribucíonsobreZ define,atrav́esdelaec.(7.10.2),una

distribucíonsobreKdelaqueessutransformadadeFourier.Enconsecuencia,Fes

unaaplicacíonbiuńıvocadeK∗sobreZ∗,F:K∗↔Z∗.Suinversa,F−1:Z∗→K∗,

satisfaceque
(
F−1[g],φ

)
K

=(g,F[φ])Z,∀φ(x)∈K, (7.10.6)

ysetienequeF−1[F[f]]=f,∀f∈K∗yF[F−1[g]]=g,∀g∈Z∗.

LatransformacíondeFourierF:K∗→Z∗esunaaplicacíoncontinua(respecto

delaconvergenciad́ebildefuncionales).Enefecto,sifn → fenelespacioK∗

entonces,paratodaψ(σ)∈Z,setiene

(F[fn],ψ)Z =(fn,φ)K → (f,φ)K =(F[f],ψ)Z , (7.10.7)

dondeφ(x)=F−1[ψ](x).Porlotanto,tambíensetienequeF[fn]→F[f]enZ∗.

Similarmente,suinversaF−1:Z∗→K∗estambíenunaaplicacíoncontinua.
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Puedecomprobarsef́acilmentequesonv́alidaslasmismasf́ormulasqueparalas

transformadasyantitransformadasdeFourierdederivadasdefuncionesenS:

F[f]′=F[−ixf]⇒F[P(x)f]=P(id
dσ

)F[f],

F[f′]=iσF[f]⇒ P(σ)F[f]=F[P(−id
dx

)f].

(7.10.8)

Porejemplo,

(F[f]′,ψ(σ))Z =−(F[f],ψ′(σ))Z =−(f,−ixφ(x))K =

=(−ixf,φ(x))K =(F[−ixf],ψ(σ))Z ,∀ψ(σ)∈Z.

(7.10.9)

Ejemplo7.11.LatrasformadadeFourierdeladistribucíonδ(x)est́adadapor

(F[δ(x)],ψ(σ))Z =(δ(x),φ(x))K =φ(0)=

=
1

√
2π

∫∞

−∞

ψ(σ)dσ=

(
1

√
2π

,ψ(σ)

)

Z

,∀ψ(σ)∈Z.

(7.10.10)

Porlotanto,F[δ(x)]=1/
√

2π.

Similarmente,paralatransformadadeFourierdeunaconstantetenemos

(F[1],ψ(σ))Z =(1,φ(x))K =

∫∞

−∞

φ(x)dx=
√

2πψ(0)=

=
(√

2πδ(σ),ψ(σ)
)

Z

(7.10.11)

paratodaψ(σ)∈Z.Entonces,F[1]=
√

2πδ(σ).

Ejemplo7.12.ConsideremosahoraunpolinomioP(x)(/∈L2(R)).Tenemos

F[P(x)]=F[P(x)1]=P

(

i
d

dσ

)

F[1]=
√

2πP

(

i
d

dσ

)

δ(σ), (7.10.12)

queesunadistribucíonconsoporteconcentradoenelorigen.

Similarmente,

F

[

P

(

−i
d

dx

)

δ(x)

]

=P(σ)F[δ(x)]=
1

√
2π

P(σ). (7.10.13)
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Ejemplo7.13.Lafuncíonebx∈C∞(R)defineunadistribucíonregulary,enese

sentido,tieneunatransformadadeFourier.Enefecto,tenemos

(
F[ebx],ψ(σ)

)
Z

=
(
ebx1,φ(x)

)
K

=
(
1,eb

∗xφ(x)
)

K
=

(√
2πδ(σ),ψ(σ−(ib)∗)

)

Z
=

√
2πψ(−(ib)∗)=

=
√

2π

∞∑

k=0

[(−ib)∗]k

k!
ψ(k)(0)=

=
√

2π

∞∑

k=0

[(−ib)∗]k

k!

(
(−1)kδ(k)(σ),ψ(σ)

)
,

(7.10.14)

paratodafuncíon(entera)ψ(σ)∈Z.Laconvergenciadeesaserienuḿericaparato-

dafuncíondepruebacorrespondealaconvergenciad́ebildelaseriededistribuciones

(formalmenteunaseriedeTaylor)

δ(σ+ib):=F[ebx](σ)=
∞∑

k=0

(ib)k

k!
δ(k)(σ), (7.10.15)

dondeladistribucíonδ(σ+ib)aśıdefinidatienesoporteconcentradoenunúnico

punto,de modoquetomaelvalornulosobresobretodafuncíondepruebaquese

anuleens=−(ib)∗.

Enelcasogeneral,elhechodequelasfuncionesdelespacioZ seananaĺıticas

enteraspermitedefinirfuncionalestrasladadas,g(σ)→ g(σ+h),mediantelarelacíon

(g(σ+h),ψ(σ))Z :=(g(σ),ψ(σ−h∗))Z,∀ψ(σ)∈Z, (7.10.16)

loqueevidentementecorrespondeaunafuncionallinealycontinua. T́engaseen

cuentaquesiψn(σ)→ ψ(σ)enZ,tambíenconvergelasecuenciadefunciones

desplazadas,ψn(σ−h∗)→ ψ(σ−h∗).

TeniendoencuentaquelaseriedeTaylorparaψ(σ)tambíenconvergeenZ,y

quegescontinua,tenemos

(g(σ+h),ψ(σ))Z =
∞∑

k=0

(−h∗)k

k!

(
g(σ),ψ(k)(σ)

)
Z

=

=ĺım
n→∞

(
n∑

k=0

hk

k!
g(k)(σ),ψ(σ)

)

Z

,

(7.10.17)
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dedonderesultalaconvergenciad́ebildelaserie

g(σ+h)=
∞∑

k=0

hk

k!
g(k)(σ). (7.10.18)

Enesesentido,lasdistribucionessobreZsonanaĺıticasenteras.

Consideremosahoraunadistribucíonf∈K∗desoportecompactocontenidoen

[−a,a].Yasabemosque,∀ε>0,talesfuncionalespuedenserrepresentadascomo

sumasdederivadasdedistribucionesregularesdefinidasporfuncionescontinuas

fε,k(x)consoportecontenidoen[−(a+ε),a+ε](verec.(7.5.32)),

f=

n∑

k=0

(
fε,k(x)

)(k)
. (7.10.19)

SutransformadadeFourierest́adadapor

(F[f],ψ)Z =(f,F−1[ψ])K =
∑n

k=0(−1)k
(
fε,k(x),(F−1[ψ](x))

(k)
)

K
=

=
∑n

k=0(−1)k
(
F[fε,k(x)],(iσ)kψ(σ)

)
Z

=
(∑n

k=0(iσ)kgε,k(σ),ψ(σ)
)

Z
,

(7.10.20)

donde

gε,k(s):=F[fε,k(x)](s)=

∫a+ε

−(a+ε)

e−isxfε,k(x)
dx

√
2π

, (7.10.21)

latransformadadeFourierdeunafuncíoncontinuadesoportecompacto,esuna

funcíonanaĺıticaenteradesuargumentoquesatisface

g
(q)
ε,k(s)≤e|ℑ(s)|(a+ε)(a+ε)q

√
2π

∥fε,k(x)∥1 . (7.10.22)

Enconsecuencia,∀ε >0,latransformadadeFourierdeunadistribucíonde

soportecompactopuedeserrepresentadacomounadistribucíonregulardefinida

porunafuncíonanaĺıticaenteradecrecimientopolinomialenladireccíondeleje

real,

F[f]=g(σ)=
n∑

k=0

(iσ)kgε,k(σ). (7.10.23)

Finalmente,obtendremoslatransformadadeFourierdeladistribucíonxλ
+.Para

ellotendremosencuentaqueF:K∗→Z∗esunaaplicacíoncontinua.

Ejemplo 7.14.Consideremoslafuncíon(localmenteintegrable) e−τxxλ
+,con

τ >0yλ>0,queconvergeuniformementeaxλ
+ entodointervalocerrado[a,b],

paraτ→ 0+.Entonces,tambíenconverged́ebilmentelacorrespondientesecuencia

defuncionalesregulares:

ĺım
τ→0+

e−τxxλ
+ =xλ

+ enK∗⇒ ĺım
τ→0+

F
[
e−τxxλ

+

]
=F

[
xλ

+

]
enZ∗. (7.10.24)
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Ahorabien,paraτ>0yλ>0,e−τxxλ
+ ∈L2(R),porloquesutransformadade

Fouriercomodistribucíonesunafuncionalregulardeterminadaporsutransformada

comofuncíon.Teniendoencuentaque,adeḿas,e−τxxλ
+ ∈L1(R),dichatransformada

est́adadaporlaintegral

F
[
e−τxxλ

+

]
(σ)=

1
√

2π

∫∞

0

e−i(σ−iτ)xxλdx. (7.10.25)

Cambiandolavariabledeintegracíonporξ=i(σ−iτ)xycorriendoelcaminode

integracíondelasemirecta[0,(τ+iσ)∞)alsemiejerealpositivotenemos

F
[
e−τxxλ

+

]
(σ)=

e−i(λ+1)π/2

√
2π

(σ−iτ)−λ−1

∫∞

0

e−ξξλdξ=

=
Γ(λ+1)e−i(λ+1)π/2

√
2π

(σ−iτ)−λ−1.

(7.10.26)

Enesascondiciones,

F
[
xλ

+

]
=

Γ(λ+1)e−i(λ+1)π/2

√
2π

(σ−i0)−λ−1, (7.10.27)

distribucíondefinidaporelĺımited́ebil

(σ−i0)−λ−1:=ĺım
τ→0+

(σ−iτ)−λ−1. (7.10.28)

Porotraparte,paratodaψ(σ)∈Zy∀λ>0,

(
F[xλ

+],ψ
)

Z
=

(
xλ

+,φ
)

K
, (7.10.29)

dondeφ(x) =F−1[ψ](x).Peroyahemosvistoqueel miembrodeladerechase

extiendeanaĺıticamente(de maneraúnica)atodoelplanocomplejodelavariable

λ,presentandopolossimplesenλ=−1.−2,...Porlotanto,lafuncionalF
[
xλ

+

]

tambíenseextiendeanaĺıticamenteatodoelplanoλ,presentandolosmismospolos.

De(7.10.29)resultaquedichaextensíonrepresentalatransformadadeFourierde

laextensíonanaĺıticadexλ
+ paratodoλ̸=−1,−2,....

Enparticular,lafuncionalΦλ+1 :=xλ
+/Γ(λ+1)existeentodoelplanocomplejo

λytieneportransformadadeFouriera

F[Φλ+1]=F

[
xλ

+

Γ(λ+1)

]

=
e−i(λ+1)π/2

√
2π

(σ−i0)−λ−1. (7.10.30)

Enparticular,paraλ→−k−1,teniendoencuentalaecuacíon(7.7.17),tenemos

F
[
δ(k)(x)

]
=

eikπ/2

√
2π

σk, (7.10.31)

enacuerdocon(7.10.8).



210 7.TEOŔIA DE DISTRIBUCIONES

7.11. Distribucionestemperadas

Elconjuntodelasfuncionaleslinealesycontinuas(respectodelaconvergencia

uniformedelasderivadasdetodoordenentodalarecta)definidassobreelespacio

deSchwartz,S ⊃ K,constituyeelespaciodelasdistribucionestemperadas,

S∗⊂K∗9.

ElnombresejustificaporelhechodequeestesubespaciodeK∗ nocontiene

distribucionesregularesdecrecimientoŕapido,comoebxconℜ(b)̸=0,queśıtienen

sentidosobreK.

Lasdefinicionesdelasoperacioneslineales,dederivacíonypasajealĺımiteen

S∗sonenteramentesimilaresalasdadasanteriormente,ynoseŕanrepetidasaqúı.

Tambíensepuededefinirelproductodedistribucionestemperadasporfunciones

conderivadasdetodoordendecrecimientopolinomial:h(x)∈C∞(R)talesque

h(q)(x)≤Cq(1+|x|)kq,q=0,1,2,..., (7.11.1)

paraciertasconstantesCqykqquedependendeh(x).

SepuededemostrarquetodadistribucíonsobreelespacioSesladerivadade

ciertoordenfinitodeunadistribucíonregulardefinidaporunafuncíoncontinuade

crecimientoalosumopolinomial.

Porotraparte,dadoqueF:S ↔S,resultaquelastransformadasdeFourierde

distribucionessobreSsontambíenfuncionalessobreese mismoespacio.Dehecho,

FesunaaplicacíonbiuńıvocasobreS∗,

F:S∗↔S∗. (7.11.2)

7.12. Productodirectodedistribuciones

Seaφ(x,y)∈C∞
0 (R2).Puededefinirseunafuncionallinealycontinua(respecto

delaconvergenciauniformedelasderivadasparcialesdetodoorden)sobreese

espaciomedianteelproductodirectodedosdistribucionesenunavariable:

(f(x)×g(y),φ(x,y)):=(f(x),(g(y),φ(x,y))). (7.12.1)

Enefecto,paraxfijo,φ(x,y)∈Ky,demodoquetienesentidotomar

χ(x):=(g(y),φ(x,y)), (7.12.2)

loquedefineunafuncíondesoportecompacto(dadoqueφ(x,y)esdesoporte

compactoenR2,yseanulapara|x|≥a[φ],∀y).

9Ńoteseque,comoZ⊂S ⇒S∗⊂Z∗
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Porotraparte,dadoqueφ(x,y)∈C∞,porelteoremadelvalormediopodemos

escribir

∂k
yφ(x+ε,y)−∂k

yφ(x,y)

ε
−∂x∂k

yφ(x,y)=

= ∂x∂k
yφ(x+ε1,y)−∂x∂k

yφ(x,y)= ε1∂2
x∂k

yφ(x+ε2,y)<

<|ε|Mk[φ]→ε→00, ∀x,y∈R,∀k∈N,

(7.12.3)

donde|ε|>|ε1|>|ε2|>0.

Entonces,

ĺım
ε→0

φ(x+ε,y)−φ(x,y)

ε
=∂xφ(x,y),enKy,∀x∈R (7.12.4)

(donde∂xφ(x,y)∈C∞
0 (R2)).Enconsecuencia,comogesunafuncionalcontinua,

∀x∈Rtenemos

χ′(x)=ĺım
ε→0

(

g(y),
φ(x+ε,y)−φ(x,y)

ε

)

=(g(y),∂xφ(x,y)). (7.12.5)

Conelmismoargumentovemosque,engeneral,

χ(n)(x)=(g(y),∂n
xφ(x,y)). (7.12.6)

Porlotanto,χ(x)∈C∞
0 (R),yelproductodirectoest́abiendefinido:

(f(x)×g(y),φ(x,y))=(f(x),χ(x)). (7.12.7)

7.13. ProductodeconvolucíonenL1(R)

Seanf(x),g(x)∈L1(R).Lafuncíondefinidaporlaconvolucíondef(x)yg(x),

h(x)=(f∗g)(x):=

∫∞

−∞

f(x−y)g(y)dy∈L1(R). (7.13.1)

Enefecto,

∥h∥1=

∫∞

−∞

|h(x)|dx≤

∫∞

−∞

∫∞

−∞

|f(x−y)||g(y)|dydx=

=

∫∞

−∞

∫∞

−∞

|f(x)||g(y)|dxdy=∥f∥1∥g∥1,

(7.13.2)

dondesehacambiadoelordendeintegracíon(loqueest́ajustificadoporelteorema

deFubini,yaquelaintegraldobleexiste),ysehacambiadolavariabledeintegracíon

x→ x+y.

Aśıdefinido,elproductodeconvolucíonesasociativoyconmutativo,

(f∗g)∗h=f∗(g∗h), f∗g=g∗f. (7.13.3)
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Porejemplo,

(f∗g)(x)=

∫∞

−∞

f(x−y)g(y)dy=

∫∞

−∞

f(z)g(x−z)dz=(g∗f)(x), (7.13.4)

dondesehacambiadolavariabledeintegracíonporz=x−y.

Laconvolucíon(f∗g)(x)∈L1(R)permitedefinirunadistribucíonregularsobre

K,

(f∗g,φ)=

∫∞

−∞

{∫∞

−∞

f(x−y)g(y)dy

}∗

φ(x)dx, (7.13.5)

dondeφ(x)∈K.Comoestafuncíonesacotada,laintegraldobleexiste;entonces

sepuedecambiarelordendelasintegralesylavariabledeintegracíonx→ x+y,

paraobtener

(f∗g,φ)=

∫∞

−∞

∫∞

−∞

f(x−y)∗g(y)∗φ(x)dxdy=

=

∫∞

−∞

∫∞

−∞

f(x)∗g(y)∗φ(x+y)dxdy=

∫∞

−∞

f(x)∗(g(y),φ(x+y))dx,

(7.13.6)

yaquelafuncíondesplazadaφ(x+y)∈Ky.

EnlaSeccíonanteriorhemosvistoquelafuncíon

χ(x)=(g(y),φ(x+y))∈C∞(R) (7.13.7)

comoconsecuenciadelacontinuidaddegydequeφ(x+y)∈C∞(R2).Pero,en

general,χ(x)noesunafuncíondesoportecompactoenlarectadebidoaqueφ(x+y)

noesdesoportecompactoenelplano,sinoquetomavaloresconstantessobrelas

rectasx+y=constante.

Noobstante,existenciertoscasosenlosque

(f∗g,φ)=

∫∞

−∞

f(x)∗χ(x)dx (7.13.8)

puedeinterpretarsecomoelvalorqueladistribucíonftomasobreunafuncíondel

espacioK.

Porejemplo,supongamosquelafuncíong(y)seadesoportecompactoenlarecta

y.Comoφ(x+y)tambíenloes,ysusoportesedesplazaa medidaquesevaŕıax,

sevequepara|x|suficientementegrandelainterseccíondeambossoportesesvaćıa.

Enesascondiciones,χ(x)∈C∞
0 (R)y

(f∗g,φ)=(f,χ). (7.13.9)

Comoelproductodeconvolucíonessiḿetrico,lamismaconclusíonseobtienesi

f(x)esdesoportecompacto,intercambiandolosrolesdeg(x)yf(x).
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Supongamosahoraqueelsoportedeg(y)śoloest́eacotadodeunlado,digamos

porabajo.Comoelsoportedeφ(x+y)sedesplazahacialaizquierdacuandox

crece,paraxsuficientementegrandelainterseccíondeambossoportesesvaćıa.En

consecuencia,existeuna[φ]talquesix≥a[φ],entonceslafuncíonχ(x)=0.Es

decir,enestecasoχ(x)∈C∞(R),ysusoporteest́aacotadoporarriba.

Ahorabien,sielsoportedelafuncíonf(x)tambíenest́aacotadoporabajo,la

interseccíondelossoportesdef(x)yχ(x),Sop(f(x))
∩

Sop(χ(x)),esuncompacto.

Laintegralenelsegundomiembrode(7.13.8)śoloessensiblealosvaloresdeχ(x)

enesainterseccíon,ysuvalornocambiasicambiamoslafuncíonχ(x)porotra

funcíondeC∞
0 (R)quecoincidaconellaenelsoportedef(x):

χ(x)→ χ̂(x)∈K,talqueχ̂(x)=χ(x),∀x∈Sop(f(x)). (7.13.10)

Enesascondiciones,

(f∗g,φ)=

∫∞

−∞

f(x)∗χ(x)dx=

∫∞

−∞

f(x)∗χ̂(x)dx=(f,̂χ). (7.13.11)

Similaresconclusionesseobtienenparaelcasoenquelossoportesdef(x)yg(x)

est́enambosacotadosporarriba.

Vemosentoncesque,almenoscuando

unadelasfuncionesf(x)og(x)tienesoportecompacto,

ambasfuncionestienensoporteacotadodelmismolado,

ladistribucíonregulardefinidaporelproductodeconvolucíonf∗gpuededescribirse

como

(f∗g,φ)=(f,̂χ) (́o(g,̂χ)), (7.13.12)

dondeχ̂(x)∈Kestalque

χ̂(x)=χ(x)=(g(y),φ(x+y)),∀x∈Sop(f(x)). (7.13.13)

Ńotesequeenamboscasoslainterseccíon

Sop(f(x)×g(y))∩Sop(φ(x+y)) (7.13.14)

esuncompactoenelplano. Conunrazonamientosimilaralanterior,tambíen

podŕıamoscambiar

φ(x+y)→ φ̂(x,y)∈C∞
0 (R2),talque

φ̂(x,y)=φ(x+y),∀⟨x,y⟩∈Sop(f(x)×g(y)),

(7.13.15)

yrepresentaraladistribucíonf∗gcomounproductodirectodedistribuciones,

((f∗g)(x),φ(x))=(f(x)×g(y),̂φ(x,y)). (7.13.16)
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7.14. ProductodeconvolucíonenK∗

Teniendoencuentaquepara mostrarque χ(x) =(g(y),φ(x+y))∈C∞(R)

śolohemosrecurridoalacontinuidaddelafuncionalg,vemosquelas mismas

consideracioneshechasenlaSeccíonanteriorvalenparatodopardedistribuciones

f,g∈K∗.

Entonces,cuandolainterseccíondelossoportesSop(f(x)×g(y))∩Sop(φ(x+y))

esuncompactoenelplano,loqueocurrealmenoscuando

fógesdesoportecompacto,

fygtienensoporteacotadodelmismolado,

podemosdefinirelproductodeconvolucíondeesasdistribucionescomounpro-

ductodirecto:∀φ(x)∈K,

((f∗g)(x),φ(x)):=(f(x)×g(y),̂φ(x,y)), (7.14.1)

dondeφ̂(x,y)∈C∞
0 (R2)talque

φ̂(x,y)=φ(x+y),∀⟨x,y⟩∈Sop(f(x)×g(y)). (7.14.2)

Enesascondiciones,sepuededemostrarqueelproductodeconvolucíondedis-

tribucionestienelas mismaspropiedadesdeasociatividadyconmutatividadquela

convolucíondefuncionesenL1(R),ecuacíon(7.13.3).

Ejemplo 7.15.Sifygsondistribucionesregularesdefinidasporfunciones

localmentesumables,f(x)yg(x),quetienensusoportecontenidoenlasemirrecta

x≥0,tenemos

(f∗g,φ)=
(
f(x),(g(y),φ(x+y))

)
=

=

∫∞

0

f(x)∗

∫∞

0

g(y)∗φ(x+y)dydx=

=

∫a[φ]

0

f(x)∗

∫a[φ]

x

g(y−x)∗φ(y)dydx=

=

∫a[φ]

0

{∫y

0

f(x)g(y−x)dx

}∗

φ(y)dy=

=

(∫y

0

f(x)g(y−x)dx,φ(y)

)

,

(7.14.3)
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dondeφ(x)∈Ktalqueφ(x)=0,∀x>a[φ].Entonces,laconvolucíonf∗gesla

distribucíonregulardadaporlafuncíon

(f∗g)(x)=

∫x

0

f(ξ)g(x−ξ)dξ=

∫x

0

f(x−ξ)g(ξ)dξ. (7.14.4)

Lafuncionalδ(x−a)esdesoportecompacto,aligualquesusderivadasdetodo

orden,demodoqueexistesuconvolucíoncontodootroelementodeK∗:∀φ(x)∈K

setiene
(δ(x−a)∗f(x),φ(x))=(f(x)∗δ(x−a),φ(x))=

=(f(x)(δ(y−a),φ(x+y)))=(f(x),φ(x+a)).

(7.14.5)

Recordandoque

(f(x−a),φ(x)):=(f(x),φ(x+a)) (7.14.6)

vemosque

δ(x−a)∗f(x)=f(x)∗δ(x−a)=f(x−a). (7.14.7)

Enparticular,paraa=0,

δ(x)∗f(x)=f(x)∗δ(x)=f(x), (7.14.8)

loquemuestraqueδ(x)eslaunidadrespectodelproductodeconvolucíon.

SiDxesunoperadordiferencialacoeficientesconstantes,tenemos

(Dxδ(x)∗f(x),φ(x))=(f(x),(Dyδ(y),φ(x+y)))=

=
(
f(x),

(
δ(y),D∗yφ(x+y)

))
=(f(x),(δ(y),D∗xφ(x+y)))=

=(f(x),D∗xφ(x))=(Dxf(x),φ(x)).

(7.14.9)

Porlotanto,

Dxδ(x)∗f(x)=Dxf(x). (7.14.10)

Adeḿas,

(Dx(f∗g)(x),φ(x))=((f∗g)(x),D∗xφ(x))=

=
(
f(x),

(
g(y),D∗x+yφ(x+y)

))
=

(
f(x),(Dyg(y),φ(x+y))

)
=

=(f(x)∗Dxg(x),φ(x))

(7.14.11)

demodoque

Dx(f∗g)(x)=f(x)∗Dxg(x)=Dxf(x)∗g(x). (7.14.12)
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Entonces,unoperadordiferencialacoeficientesconstantesaplicadosobreunpro-

ductodeconvolucíonact́uasobreunocualquieradelosfactores.

Lema 7.1.Delaconvergencia fn → fenK∗ sededucelaconvergenciade

fn∗g→ f∗gen,almenos,lassiguientescondiciones:

lossoportesdelasdistribuciones{fn}est́ancontenidosenun mismocon-

juntocompacto,

gesdesoportecompacto,

lossoportesde{fn}ygest́anacotadosdel mismoladoyde manerainde-

pendienteden.

Enesoscasos,elproductodeconvolucíonescontinuoenK∗,

ĺım
n→∞

(fn∗g)=
(

ĺım
n→∞

fn

)
∗g. (7.14.13)

Corolario 7.0.1.Silafuncionalftdependedeunpaŕametrotyexistesude-

rivadad́ebilrespectodet,

(∂tft(x),φ(x)):=ĺım
ε→0

(
ft+ε(x)−ft(x)

ε
,φ(x)

)

, (7.14.14)

entonces

∂t(ft∗g)=∂tft∗g (7.14.15)

encualquieradelassiguientescondiciones:

lasfuncionalesfttienensussoportescontenidosenunmismoconjuntocom-

pacto,independientedet,

gesdesoportecompacto,

ftygtienensoportesacotadosdel mismolado,yde maneraindependiente

det.

EssabidoquelatransformadadeFourierdeunproductodeconvolucíonde

funcionessumablesenlarecta,f1(x),f2(x)∈L1(R),est́adadoporelproductode

sustransformadasdeFourier,F[f1∗f2](σ)=
√

2πF[f1](σ)F[f2](σ).Veremosque

estapropiedadseextiendealproductodeconvolucíondedistribucionessobreel

espacioKcuandounodelosfactoresesunafuncionaldesoportecompacto.

Enefecto,sif1,f2∈K∗yf2esdesoportecompacto,elproductodeconvolucíon

f1∗f2est́adefinidopor

(f1∗f2,φ)=(f1,χ), (7.14.16)

donde

χ(x)=(f2(y),φ(x+y))∈C∞
0 (R). (7.14.17)
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YasabemosquelatransformadadeFourierdeunadistribucíondesoportecom-

pactopuedeserrepresentadacomounadistribucíonregularsobreelespacioZ,de-

finidaporunafuncíonanaĺıticaenteradecrecimientopolinomial(verec.(7.10.23)),

F[f2](σ)=g2(σ).Enesascondiciones,

χ(x)=(f2(y),φ(x+y))K =(F[f2(y)],F[φ(x+y)])Z =

=(g2(σ),eiσxψ(σ))Z =
∫∞

−∞
eiσxg∗

2(σ)ψ(σ)dσ=

=
√

2πF−1[g∗
2(σ)ψ(σ)](x),

(7.14.18)

dondeψ(σ)=F[φ(x)](σ)ydondehemostenidoencuentaqueelproductog∗
2(σ)ψ(σ)∈

Z.

Enconsecuencia,

(f1∗f2,φ)K =
(
f1,

√
2πF−1[g∗

2(σ)ψ(σ)]
)

K
=

(
F[f1],

√
2πg∗

2(σ)ψ(σ)
)

Z
=

(√
2πg2(σ)F[f1],ψ(σ)

)
Z

=

=(F[f1∗f2],ψ)Z ,∀ψ(σ)∈Z.

(7.14.19)

Porlotanto,

F[f1∗f2]=
√

2πF[f1]F[f2], (7.14.20)

dondeunadelasdistribucionestienesoportecompactoysutransformadadeFourier

esunafuncíonanaĺıticaenteradecrecimiento(alosumo)polinomial.

7.15. Aplicacionesdelproductodeconvolucíon

7.15.1. Ecuacioneseĺıpticas.Seaρ(x),x∈R3,unadensidaddemasacon-

tinuaydesoportecompacto.Elpotencialgravitatorioqueproducesatisfacela

ecuacíondiferencialdePoisson,

△v(x)=ρ(x), (7.15.1)

cuyasolucíonesunafuncíonconderivadascontinuasdesegundoordendadaporla

integral

v(x)=
−1

4π

∫

R3

ρ(y)

∥x−y∥
d3y. (7.15.2)

Ahorabien,esaexpresíontieneelaspectodeunaconvolucíon(entresdimensio-

nes):

v=G∗ρ, (7.15.3)
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dondelafuncíondeGreendelLaplaciano(verEjemplo7.16),G=
−1

4πr
conr=∥x∥,

esunadistribucíonregulardefinidasobreC∞
0 (R3)quesatisface

△G(x)=δ(x). (7.15.4)

Consideremosahoraunadistribucíonarbitrariadesoportecompacto,ρ∈C∞
0 (R3)∗.

Ladistribucíondefinidaporlaconvolucíonv=
(

−1
4πr

)
∗ρsatisfacelaecuacíonde

Poisson,

△v=△

(
−1

4πr
∗ρ

)

=

(

△
−1

4πr

)

∗ρ=δ∗ρ=ρ. (7.15.5)

Engeneral,dadaunaecuacíondiferencialeĺıpticaacoeficientesconstantes,

Lu=f, (7.15.6)

ellapuedeserestudiadaenelespaciodedistribuciones(tomandoporinhomogenei-

dadfaunadistribucíondesoportecompacto).

LafuncíondeGreendeLesunadistribucíonquesatisface

LG=δ. (7.15.7)

Ellaest́adefinidaa menosdeunasolucíondelaecuacíonhomoǵenea.Si G es

conocida,unasolucíonparticulardelaecuacíoninhomoǵenea(7.15.6)puedeser

escritacomou=G∗f.Enefecto,

Lu=L(G∗f)=LG∗f=δ∗f=f. (7.15.8)

Ejemplo7.16.LafuncíondeGreendelLaplacianoenunespaciodedimensíon

neslasolucíondelaecuacíondiferencialinhomoǵenea

△G=δ⇒ G=
r2−n

(2−n)Ωn

,n>2, (7.15.9)

dondeΩn=
2πn/2

Γ(n/2)
eslasuperficiedelaesferaderadio1endichoespacio.

Enefecto,como r2−n esunadistribucíonregular(respectodela medidade

integracíondnx=rn−1drdΩ),paraφ(r,Ω)∈C∞
0 (Rn)tenemos

(
△r2−n,φ

)
=

(
r2−n,△φ

)
=ĺım

ε→0+

∫

r≥ε

r2−n△φ(x)dnx=

=ĺım
ε→0+

∫

r≥ε

{−→
∇·

[
r2−n−→

∇φ(x)−φ(x)
−→
∇r2−n

]
+φ(x)△r2−n

}
dnx.

(7.15.10)
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Teniendoencuentaquer2−n,funcíonhomoǵeneadegrado(2−n),verifica△r2−n=

0,tenemosque

(
△r2−n,φ

)
=ĺım

ε→0+

∫

r=ε

{
−ε2−n∂rφ(x)+φ(x)(n−2)ε1−n

}
εn−1dΩn

=ĺım
ε→0+

{

−ε

∫

r=ε

∂rφ(x)dΩn+(n−2)

∫

r=ε

φ(x)dΩn

}

=

=0+(2−n)Ωnφ(0)=(2−n)Ωn (δ(x),φ(x)),

(7.15.11)

paratodaφ(x)∈C∞
0 (Rn).

Enconsecuencia,

△

(
r2−n

(2−n)Ω

)

=δ(x), (7.15.12)

paran≥3.Paradimensíonn=2,unćalculoenteramentesimilarmuestraque

△

(
logr

2π

)

=δ(x). (7.15.13)

7.15.2. Ecuacionesparab́olicas.Enlateoŕıadelatransmisíondelcalor,la

temperaturadeunabarrainfinitaevolucionaseǵunlaecuacíon

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, (7.15.14)

dondeu(x,t)tieneunaderivadaprimerarespectodetyunaderivadasegunda

respectodexcontinuasparat>0.Siladistribucíoninicialdetemperaturaenla

barraest́adadaporlafuncíonu(x,t=0)=µ(x),lasolucíonde(7.15.14)parat>0

es

u(x,t)=
1

√
4πt

∫∞

−∞

e
−

(x−y)2

4t µ(y)dy. (7.15.15)

Siµ(x)∈L1(R),estaintegral(queexisteparaunaclase ḿasampliadefunciones)

puedeserescritacomolaconvolucíon

u(x,t)=
e
−

x2

4t
√

4πt
∗µ(x). (7.15.16)

Enelcasogeneral,podemossuponerqueµ(x)esunadistribucíonarbitraria

desoportecompacto(inclusounaregulardecrecimientopolinomial),mientrasque

u(x,t)en(7.15.16)esunadistribucíonenlavariablexquetambíendependedel

paŕametrot.
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Laderivadad́ebildeu(x,t)respectodeesepaŕametroest́adadapor

∂tu(x,t)=∂t








e
−
x2

4t
√
4πt
∗µ(x)







=∂t








e
−
x2

4t
√
4πt







∗µ(x), (7.15.17)

enraźondelaspropiedadesdecontinuidaddelaconvolucíonantesmencionadas.

Porotraparte,

∂2xu(x,t)=∂
2
x








e
−
x2

4t
√
4πt
∗µ(x)







=∂2x








e
−
x2

4t
√
4πt







∗µ(x). (7.15.18)

Finalmente,teniendoencuentaquee−
x2

4t
√
4πt
∈C∞(R×(R+\{0})),demodoque

susderivadascomodistribucíonyderivadad́ebilcoincidenconlasdistribuciones

regularesdefinidasporlasrespectivasderivadasparcialescomofuncíondeambas

variables10,ydadoque

{
∂

∂t
−
∂2

∂x2

}
e
−
x2

4t
√
4πt
=0, (7.15.20)

vemosqueu(x,t)satisfacelaecuacíondiferencial
{
∂

∂t
−
∂2

∂x2

}

u(x,t)=0. (7.15.21)

Adeḿas,parat→0+tambíensatisfacelacondicíoninicial,

ĺım
t→0+








e
−
x2

4t
√
4πt
∗µ(x)







=ĺım
t→0+








e
−
x2

4t
√
4πt







∗µ(x)=δ(x)∗µ(x)=µ(x) (7.15.22)

(verecuacíon(7.4.11)).

Enelcasogeneral,dadalaecuacíondiferencialacoeficientesconstantes

∂u

∂t
=P

(
∂

∂x

)

u, (7.15.23)

dondeu(x,t)esunadistribucíonenlavariablexquedependeadeḿasdelpaŕametro

t,elproblemadeCauchyconsisteenhallarunasolucíonquesereduzcaauna

distribucíondadaµ(x)parat→0+.

10Enefecto,

∂t

(
e−

x2

4t

√
4πt
,φ(x)

)

=

∫a[φ]

−a[φ]

∂t

(
e−

x2

4t

√
4πt

)

φ(x)dx, (7.15.19)

puestoqueestaintegralconvergeuniformementeparat>0.
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Lasolucíondeesaecuacíonparalacuallacondicíoninicialesµ(x) =δ(x),

G(x,t),esllamadasolucíonfundamental.UnavezconocidaG(x,t),lasolucíon

delproblemadeCauchyseexpresacomo

u(x,t)=G(x,t)∗µ(x), (7.15.24)

suponiendoquelaconvolucíonenel miembrodeladerechaest́ebiendefinida.En

efecto,parat>0tenemos
{

∂

∂t
−P

(
∂

∂x

)}

u(x,t)=

=

{
∂

∂t
−P

(
∂

∂x

)}

G(x,t)∗µ(x)=0∗µ(x)=0,

(7.15.25)

mientrasque

ĺım
t→0+

u(x,t)=ĺım
t→0+

G(x,t)∗µ(x)=δ(x)∗µ(x)=µ(x). (7.15.26)

7.15.3. Ecuacioneshiperb́olicas.Unasolucíonfundamentaldelaecua-

cíondelasondasenunadimensíon,

∂2u

∂t2
−

∂2u

∂x2
=0, (7.15.27)

est́adadapor

G(x,t)=
1

2
{θ(x+t)−θ(x−t)}. (7.15.28)

Enefecto,esinmediatomostrarque11

∂2G

∂t2
−

∂2G

∂x2
=0. (7.15.31)

Encuantoalacondicíoninicial,esevidenteque

ĺım
t→0+

G(x,t)=0,

ĺım
t→0+

∂tG(x,t)=ĺım
t→0+

1

2
{δ(x+t)+δ(x−t)}=δ(x).

(7.15.32)

11Laderivadad́ebildeθ(x−t)respectodetest́adefinidapor

∂t(θ(x−t),φ(x))=∂t

∫∞

t

φ(x)dx=−φ(t)=−(δ(x−t),φ(x)), (7.15.29)

de modoque∂tθ(x−t)=−δ(x−t).Similarmente,

∂t(δ(x−t),φ(x))=∂tφ(t)=φ′(t)=(−δ′(x−t),φ(x)), (7.15.30)

dedonde∂tδ(x−t)=−δ′(x−t).
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LlamemosĠ(x,t)aladerivadad́ebildeG(x,t)respectodet,

Ġ(x,t):=∂tG(x,t)=
1

2
{δ(x+t)+δ(x−t)}. (7.15.33)

Ellaconstituyeunasegundasolucíonfundamental,quedifieredelaprimeraenlas

condicionesinicialesquesatisface.

Enefecto,tambíenresultainmediatoverificarque

∂2Ġ

∂t2
−

∂2Ġ

∂x2
=0. (7.15.34)

Porotraparte,

ĺım
t→0+

Ġ(x,t)=ĺım
t→0+

∂tG(x,t)=δ(x),

ĺım
t→0+

∂tĠ(x,t)=ĺım
t→0+

∂2
tG(x,t)=ĺım

t→0+
∂2

xG(x,t)=0,

(7.15.35)

yaque

ĺım
t→0+

(
∂2

xG(x,t),φ(x)
)

=ĺım
t→0+

(
G(x,t),∂2

xφ(x)
)

=0 (7.15.36)

por(7.15.32).

Enesascondiciones,lasolucíonde(7.15.27)quesatisfacelascondicionesiniciales

u(x,t=0)=u0(x),∂tu(x,t=0)=u1(x),est́adadapor

u(x,t)=G(x,t)∗u1(x)+Ġ(x,t)∗u0(x). (7.15.37)

Enefecto,porlaspropiedadesdelaconvolucíonresultaevidenteque
{

∂2

∂t2
−

∂2

∂x2

}

u(x,t)=

=

{
∂2

∂t2
−

∂2

∂x2

}

G(x,t)∗u1(x)+

{
∂2

∂t2
−

∂2

∂x2

}

Ġ(x,t)∗u0(x)=0.

(7.15.38)

Porotraparte,

u(x,0+)=0∗u1(x)+δ(x)∗u0(x)=u0(x),

∂tu(x,t)=δ(x)∗u1(x)+0∗u0(x)=u1(x).

(7.15.39)

Ńoteseque,siendoG(x,t)yĠ(x,t)desoportecompacto∀t >0,laecuacíon

(7.15.37)tienesentido∀u0,u1∈K∗.Porotraparte,lasolucíonpuedeserescrita

como

u(x,t)=G(x,t)∗u1(x)+
1

2
{δ(x+t)+δ(x−t)}∗u0(x)=

=G(x,t)∗u1(x)+
1

2
{u0(x+t)+u0(x−t)},

(7.15.40)
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ent́erminosdeladistribucíonu0trasladada.Siadeḿasu1esregular12,obtenemos

lasolucíonded′Alembert,

u(x,t)=
1

2
{u0(x+t)+u0(x−t)}+

1

2

∫x+t

x−t

u1(y)dy. (7.15.42)

Paraelcasogeneraldeunaecuacíondeordenm ent,siP(x,t)esunpolinomio

endosvariablesacoeficientesconstantesydeordenm ent,elproblemadeCauchy

consisteenhallarlasolucíondelaecuacíondiferencial

P

(
∂

∂x
,

∂

∂t

)

u(x,t)=0 (7.15.43)

quesatisfagalascondicionesiniciales

u(x,t=0)=u0(x),∂tu(x,t=0)=u1(x),...,

∂m−1
t u(x,t=0)=um−1(x).

(7.15.44)

SellamasolucíonfundamentalaaquelladistribucíonG0(x,t)quesatisfacela

ecuacíonhomoǵenea(7.15.43)ylascondicionesiniciales

G0(x,t=0)=0,∂tG0(x,t=0)=0,...,∂m−1
t G0(x,t=0)=δ(x). (7.15.45)

Ńoteseque

P

(
∂

∂x
,

∂

∂t

)

∂k
xG0(x,t)=0, P

(
∂

∂x
,

∂

∂t

)

∂tG0(x,t)=0, (7.15.46)

dadoquePtienecoeficientesconstantes,yqueadeḿas

∂k
xG0(x,t=0)=0,∂t∂

k
xG0(x,t=0)=0,...,

∂m−1
t ∂k

xG0(x,t=0)=δ(k)(x),

∂tG0(x,t=0)=0,∂t∂tG0(x,t=0)=0,...,

∂m−2
t ∂tG0(x,t=0)=δ(x),

∂m−1
t ∂tG0(x,t)=Q

(
∂
∂x

,∂
∂t

)
G0(x,t),

(7.15.47)

12Parau1regulartenemos

(G(x,t)∗u1(x),φ(x))=(u1(y),(G(x,t),φ(x+y)))=

=
∫∞

−∞
u∗

1(y)
(

1
2

∫y+t

y−t
φ(x)dx

)
dy=

∫∞

−∞

(
1
2

∫x+t

x−t
u∗

1(y)dy
)

φ(x)dx.

(7.15.41)
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dondeQ(x,t)esunpolinomiodeordenm−1ent,demodoque

∂m−1
t ∂tG0(x,t=0)=Am−1

(
∂

∂x

)

δ(x). (7.15.48)

Seveentoncesque,tomandocombinacioneslinealesde∂tG0(x,t),G0(x,t)yde

susderivadasrespectodex,esposibleconstruirunasegundasolucíonfundamental

G1(x,t)quesatisfaga(7.15.43)ylascondicionesiniciales

G1(x,t=0)=0,∂tG1(x,t=0)=0,...,∂m−2
t G1(x,t=0)=δ(x),

∂m−1
t G1(x,t=0)=0.

(7.15.49)

Esteprocesopuedecontinuarseparaconstruirnuevassolucionesfundamentales

Gk(x,t),conk=1,2,...,m−1,conderivadasnulasent=0aexcepcíonde

∂k
tGk(x,t=0)=δ(x),parafinalmenteexpresarlasolucíonde(7.15.43)y(7.15.44)

como

u(x,t)=Gm−1(x,t)∗u0(x)+Gm−2(x,t)∗u1(x)+···+G0(x,t)∗um−1(x).(7.15.50)

7.16. Derivacíoneintegracíondeordenarbitrario

Seag(x)unafuncíonlocalmenteintegrableconsoporteenlasemirrectax≥0.

Laprimitivadeordenndeg(x)queseanulaenx=0est́adadaporlaf́ormulade

Cauchy,

g(n)(x)=
1

(n−1)!

∫x

0

g(y)(x−y)n−1dy, (7.16.1)

paran=1,2,...,comopuedecomprobarsef́acilmenteintegrandoporpartes.

Elsegundomiembrodeestaigualdadtambíenpuedeserentendidocomoelpro-

ductodeconvolucíondedosdistribucionesregulares,

g(n)(x)=g(x)∗
xn−1

+

Γ(n)
=g(x)∗Φn, (7.16.2)

dadoqueambasfuncionalestienensoportecontenidoenR+ (verec.(7.14.4)).

Peroel miembrodeladerechade(7.16.2)tienesentido,nośoloparadistribu-

cionesregulares,sinoparatodadistribucíonconsoporteenR+.Enparticular,para

n=1tenemos

g(1)(x)=g(x)∗
x0

+

Γ(1)
=g(x)∗θ(x), (7.16.3)

loquecorrespondeaunaprimitivadegcomodistribucíon,yaque

g′
(1)(x)=

d

dx
(θ(x)∗g(x))=θ′(x)∗g(x)=δ(x)∗g(x)=g(x). (7.16.4)
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ŃotesequeSop
(
g(1)

)
⊂R+.Enefecto,siSop(φ(x))∩R+ =∅entonces

χ(x):=(θ(y),φ(x+y))=
∫∞

x
φ(y)dy=0,∀x≥0⇒

⇒ (g(x),̂χ(x))=0⇒
(
g(1)(x),φ(x)

)
=0.

(7.16.5)

Porlotanto,g(1)eslaprimitivadegquetienesusoportecontenidoenR+.

EnlaSeccíon7.7hemosvistoqueladistribucíonΦλ=xλ−1
+ /Γ(λ),queesregular

paraℜ(λ)>0,existeporextensíonanaĺıticaentodoelplanocomplejodelpaŕametro

λcomounadistribucíonconsoporteenR+.Enefecto,dadoquexλ−1
+ yΓ(λ)śolo

presentanpolossimplesenλ=−k,conk∈N,de(7.7.16)y(7.7.9)tenemos

ĺım
λ→−k

Φλ=
Resxλ−1

+ λ=−k

ResΓ(λ)|λ=−k

=
(−1)kδ(k)(x)/k!

(−1)k/k!
=δ(k)(x), (7.16.6)

parak=0,−1,−2,...

Enconsecuencia,laconvolucíon

g(λ):=g∗Φλ (7.16.7)

tienesentido∀g∈K∗consoportecontenidoenR+ yseextiendeanaĺıticamentea

todoelplanoλcomounadistribucíonconsoporteenesasemirecta13.Enparticular,

paraλ=0tenemos

g(0)=g∗Φ0=g∗δ(x)=g, (7.16.8)

mientrasqueparavaloresenterosnegativosdeλ,

g(−n)=g∗Φ−n=g∗δ(n)(x)=g(n) (7.16.9)

sereducealaderivadan-́esimadeg(comodistribucíon).

Vemosentoncesqueunamismaexpresíon,laconvolucíonenelmiembrodelade-

rechadelaec.(7.16.7),dalasderivadasyprimitivasdeladistribucíongparavalores

enterosdeλ.Peroesaconvolucíontienetambíensentido∀λ∈C,porloquepode-

mosllamarag(−λ):=g(λ)laderivadadeorden(−λ)deg(o,equivalentemente,

suprimitivadeordenλ).

Estaoperacíondederivacíon(ointegracíon)deordencomplejotienealgunas

propiedadesdeladerivacíonusual.Porejemplo,laderivadadeorden−µdela

13Enefecto,siSop(φ(x))∩R+ = ∅,entoncesχ(x):=(Φλ(y),φ(x+y)) =

∫∞

0

yλ−1

Γ(λ)
φ(x+

y)dy=0,∀x≥ 0,∀ℜ(λ)> 0y,porextensíonanaĺıtica,tambíen∀λ∈ C. Enconsecuencia,

(g(x),̂χ(x))=0,esdecir,
(
g(λ)(x),φ(x)

)
=0.
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derivadadeorden−λesladerivadadeorden−(λ+µ).Enefecto,consideremosla

convolucíon

Φλ∗Φµ=
xλ−1

+

Γ(λ)
∗

xµ−1
+

Γ(µ)
. (7.16.10)

Paraℜ(λ)>0yℜ(µ)>0,setratadelaconvolucíondedistribucionesregulares

consoporteenR+ que,por(7.14.3)y(7.14.4),sereducealadistribucíonregular

definidaporlafuncíon

(Φλ∗Φµ)(x)=

∫x

0

(x−y)λ−1

Γ(λ)

yµ−1

Γ(µ)
dy=

=
xλ+µ−1

Γ(λ)Γ(µ)

∫1

0

(1−z)λ−1zµ−1dz

(7.16.11)

parax≥0,y(Φλ∗Φµ)(x)=0parax<0.Laintegralenelmiembrodeladerecha

de(7.16.11)eslafuncíondeEuler

B(λ,µ):=

∫1

0

(1−z)λ−1zµ−1dz=
Γ(λ)Γ(µ)

Γ(λ+µ)
. (7.16.12)

Enconsecuencia,paraℜ(λ),ℜ(µ)>0tenemosque

Φλ∗Φµ=
xλ+µ−1

+

Γ(λ+µ)
=Φλ+µ. (7.16.13)

Pero,envirtuddelaunicidaddelaextensíonanaĺıticadeambosmiembros(enλy

enµ),estaigualdadvale∀λ,µ∈C.

Entonces,

(g∗Φλ)∗Φµ=g∗(Φλ∗Φµ)=g∗Φλ+µ,∀λ,µ∈C. (7.16.14)

Enparticular,siµ=−λ,

(g∗Φλ)∗Φ−λ=g∗Φ0=g∗δ(x)=g, (7.16.15)

dedonderesultaquelasoperacionesdederivacíoneintegracíondeordenarbitrario

sonlainversaunadelaotra.

Otrasconsecuencias:

Φ1−λ=Φ1−λ∗δ(x)=Φ1−λ∗Φ−1∗θ(x)=Φ−λ∗θ(x)=θ(λ)(x), (7.16.16)
(

xλ−n−1
+

Γ(λ−n)

)(λ)

=Φλ−n∗Φ−λ=Φλ−n−λ=Φ−n=δ(n)(x). (7.16.17)

Elćalculoconderivadasdeordenarbitrario(conceptodiscutidoprimeramente

porLeibniz14en1695)hasidoutilizadoenãnosrecientespara modelarprocesos

f́ısicosydelaingenieŕıaconcomportamientosmicrosćopicostancomplejosquehacen

14Gottfried WilhelmvonLeibniz(1646-1716).



7.16.DERIVACÍONEINTEGRACIÓN DE ORDEN ARBITRARIO 227

quesudińamica macrosćopicaśoloadmitaunadescripcíon medianteecuaciones

diferencialesfraccionarias.Estosmodelosfraccionarios hanencontrandoaplicacíon

endiversoscamposdelaF́ısica,laQúımica,laBioloǵıa,laEconoḿıay,enparticular,

enlateoŕıadelcontrolyelprocesamientodesẽnaleseiḿagenes15.

Enloquesigueconsideraremosunproblemadela MećanicaCĺasicaqueperma-

necíodurantemuchotiempocomoeĺunicoejemplodesuaplicacíon.

Ejemplo 7.17.Elproblemade Abel16(1823):Consideremosuna masam que

puededeslizarsesinrozamiento,bajolaaccíondelagravedad,sobreunacurvaen

unplanovertical.Setratadeestudiareltiempot(x)queletomaaesapart́ıcula

alcanzarelnivelz=0,sipartedesdeelreposoaunaalturaz=x.

Delaconservacíondelaenerǵıatenemos

1

2
mv(z)2=mg(x−z)⇒|v(z)|=

√
2g(x−z). (7.16.18)

Entonces,lacomponenteverticaldelavelocidadaunaalturazest́adadapor

dz

dt
=−

√
2g(x−z)sinθ(z), (7.16.19)

dondeθ(z)eseĺanguloqueformalatangentealacurvaenesepuntoconunarecta

horizontal.

Silaformadelacurvafueseconocida,digamosy= y(z),tendŕıamosque

cotθ(z)=dy/dz,ylasolucíonestaŕıadadapor

t(x)=

∫x

0

dz
√

2g(x−z)sinθ(z)
. (7.16.20)

Encambio,lapreguntaquesepretenderesponderaqúıescualeslacurvay(z)

quehacequeeltiempodecáıda,t(x),seaunafuncíondadadelaalturaxdesdela

cualessoltadalapart́ıcula.Paraellobastacondeterminarde(7.16.20)lafuncíon

15Ver,porejemplo,

A Brief History And Exposition Of The Fundamental Theory Of Fractional

Calculus,BertramRoss,enFractionalCalculusandits Applications,SpringerLecture

Notesin Mathematics,volume57,1975,pp.1-36.

Theoryand Applicationsof Fractional Differential Equations, Kilbas, A. A.;

Srivastava, H. M.;and Trujillo,J.J. Amsterdam, Netherlands, Elsevier(2006).ISBN

0-444-51832-0.

Fractional Calculus. AnIntroductionfor Physicists, Richard Herrmann. World

Scientific,Singapore(2011).ISBN:978-981-4462-07-5(ebook).

16NielsHenrikAbel(1802-1829).
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φ(z)=1/sinθ(z),porloqueelproblemasereducearesolverlaecuacíonintegral

de Abel ∫x

0

φ(z)
√

2g(x−z)
dz=t(x). (7.16.21)

Ńotesequesetratadeunaecuacíonintegraldeprimeraespecie,deltipodeVolterra,

cuyońucleonoesdecuadradosumable.

Ḿasgeneralmente,sellama ecuacíonde Abelgeneralizadaa
∫x

0

(x−z)−α

Γ(1−α)
φ(z)dz=f(x), (7.16.22)

donde0<α<1,φ(z)eslainćognitayf(x)esunafuncíondada.Enparticular,

paraα≥ 1/2elńucleodeeseoperadorintegralde Volterranoesdecuadrado

integrable.

Ahorabien,estaecuacíontambíenpuedeinterpretarsecomo

x−α
+

Γ(1−α)
∗φ=Φ1−α∗φ=f, (7.16.23)

quetienesentido∀α∈C,y∀f∈K∗desoportecontenidoenR+.Susolucíonenel

espaciodedistribucionesest́adadasimplementepor

φ=Φα−1∗(Φ1−α∗φ)=Φα−1∗f=Φα∗Φ−1∗f=Φα∗f′. (7.16.24)

Supongamosahoraquefseaunadistribucíonregulardefinidaporunafuncíon

f(x)diferenciableparax≠0ynulapara x <0.Entonces,suderivadacomo

distribucíones

f′(x)=
df(x)

dx
+f(0+)δ(x), (7.16.25)

ylasolucíonde(7.16.23)sereducea

φ(x)=Φα(x)∗
df(x)

dx
+f(0+)Φα(x). (7.16.26)

Enparticular,paraα>0(loquehaceaΦα regular)setiene

φ(x)=f(0+)
xα−1

Γ(α)
+

∫x

0

(x−z)α−1

Γ(α)

df(z)

dz
dz, (7.16.27)

parax>0.

Volviendoalproblemaoriginal(donde α =1/2),sitomamos,porejemplo,

f(x)=T
√

2g/πconstante,entoncesdf(x)
dx

=0yobtenemos

φ(x)=
1

sinθ(x)
=

T
√

2g

π
√

x
, (7.16.28)

loqueconduceaunacicloide(taut́ocrona)paralatrayectoriadelapart́ıcula.
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7.17. Descomposicíonendistribucionespropias

Losoperadores(esencialmenteautoadjuntos)querepresentanalosobservables

dela MećanicaCúanticaposicíoneimpulsonotienenautovectoresenL2(R).En

efecto,

(x−λ)φ(x)=0⇒ φ(x)=0a.e.⇒ φ(x)=0(x)∈L2(R),

(

−i
d

dx
−λ

)

φ(x)=0⇒ φ(x)∼eiλx/∈L2(R).

(7.17.1)

Noobstante,esosproblemasdeautovaloresśıtienensolucíonenS∗,porque

(x−λ)δ(x−λ)=0,∀λ∈R, (7.17.2)

mientrasqueeiλx∈S∗,∀λ∈R.

Veremosenqúesentidoestasdistribucionespropiasconformansistemasortogo-

nalesycompletos.

Primerosẽnalemosque,identificandolasfuncionalesregularesconlasfunciones

quelesdanorigen,podemosescribir

S⊂L2(R)⊂S∗. (7.17.3)

ConsideremosahoraunoperadorlinealA:S →S,siḿetricoycontinuorespecto

delaconvergenciaeneseespacio.Entonces

(φ1,Aφ2)L2(R)=(Aφ1,φ2)L2(R), ∀φ1(x),φ2(x)∈S,

ĺım
n→∞

Aφn(x)=Aφ(x)enS, ∀φn(x)→ φ(x)enS.

(7.17.4)

SuadjuntoenL2(R),A†,est́adefinidoenundominioD(A†)⊃S,ysugŕafica

contienealadetodaextensíonsiḿetricadeAenelespaciodeHilbert.

Porotraparte,paratodafuncionalf∈S∗,laexpresíon

(g,φ)S :=(f,Aφ)S (7.17.5)

defineunadistribucíonsobreS.Enefecto,lalinealidaddegesevidenteapartir

delalinealidaddeAydef.Encuantoalacontinuidad,tomemosunasecuencia

convergenteφn(x)→ φ(x)∈S.Entonces

ĺım
n→∞

(g,φn)S =ĺım
n→∞

(f,Aφn)S =
(
f,ĺım

n→∞
Aφn

)

S
=(f,Aφ)S =(g,φ)S, (7.17.6)

dadalacontinuidaddefydeA.
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Enesascondiciones,podemosdecirqueeladjuntodeAenS∗,quedenotaremos

porA∗,est́adefinidosobretodoeseespaciodemodoque

A∗f=g. (7.17.7)

Aśıdefinido,A∗esevidentementelinealycontinuorespectodelaconvergencia

d́ebil.Enefecto,sifn→ fenS∗,∀φ(x)∈Stenemos

ĺım
n→∞

(A∗fn,φ)S =ĺım
n→∞

(fn,Aφ)S =(f,Aφ)S =(A∗f,φ)S . (7.17.8)

Enparticular,∀ψ(x)∈S ⊂S∗y∀φ(x)∈S,yteniendoencuentaqueAes

siḿetricoyqueAψ(x)∈S,tenemos

(A∗ψ,φ)S =(ψ,Aφ)S =(ψ,Aφ)L2(R)=(Aψ,φ)L2(R)=(Aψ,φ)S . (7.17.9)

Enconsecuencia,ladistribucíonA∗ψ(x)coincideconladistribucíonregularAψ(x)

paratodaψ∈S.Enesesentido,A∗constituyeunaextensíondeAatodoS∗.

Porotraparte,unadistribucíon17χλesunafuncionalpropiadeA∗correspon-

dientealautovalorλsi

A∗χλ=λχλ. (7.17.10)

Sepuededemostrarelsiguienteteorema(verI. M.GuelfandyG.E.Chilov,Les

distributions,Vol.I-IV).

Teorema7.1.SieloperadorlinealA:S →Sessiḿetricoycontinuoyadmite

unaextensíonautoadjuntaenL2(R),entonceslaextensíondeAaS∗,A∗,admite

eneseespaciounsistemaortogonalycompletodedistribucionespropias(enun

sentidoqueseaclaraacontinuacíon)correspondientesaautovaloresreales.

Eneseenunciado,completosignificaquetodafuncionalregularψdefinidapor

unafuncíonψ(x)∈S (densoenL2(R))eselĺımitedeundesarrollod́ebilmente

convergentedelaforma

ψ=
∑

λ

(χλ,ψ)Sχλ (7.17.11)

(dondelasdistribucionespropiasχλdeA∗hansidoapropiadamentenormalizadas).

Estosignificaque∀φ(x)∈Ssetiene

(ψ,φ)S =(ψ,φ)L2(R)=
∑

λ

(χλ,ψ)∗
S(χλ,φ)S . (7.17.12)

17Recordemosquetodadistribucíonsobre Sesladerivadadeciertoorden(finito)deuna

distribucíonregulardefinidaporunafuncíoncontinuaenlarecta,cuyocrecimientoesalosumo

polinomial.
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Enparticular,paraψ(x)≡φ(x),

(φ,φ)S = ∥φ∥2
2 =

∑

λ

|(χλ,φ)S|2. (7.17.13)

EstaecuacíonesunageneralizacíondelaigualdaddeParseval(que,asuvez,gene-

ralizaelteoremadePit́agoras),loquejustificaelt́erminoortogonal.

Estosresultadosseextiendenatodoelespaciode HilbertL2(R) =Senel

siguientesentido:sif(x)esunafuncíondecuadradosumableenlarecta,entonces

ladistribucíonregularqueelladefineeselĺımited́ebildeundesarrollodelaforma

f=
∑

λ

f(λ)χλ, (7.17.14)

dondeloscoeficientesdeesedesarrollosatisfacen

∥f∥2
2 =

∑

λ

f(λ)
2

. (7.17.15)

Ejemplo7.18.Eloperadorimpulso,definidocomoP=−id
dx

sobreD(P)=S,

essiḿetricoycontinuosobreSyadmiteuna(́unica)extensíonautoadjuntaen

L2(R)(verEjemplo6.6-Caṕıtulo6).

SuextensíonaS∗ est́adadaporP∗f= −if′paratodaf∈S∗,queesun

operadorcontinuosobreeseespacio.Enefecto,∀φ∈Stenemos

(P∗f,φ)S =(f,−iφ′)S =(−if′,φ)S . (7.17.16)

LasfuncionalespropiasdeP∗sondistribucionesregularesque,convenientemente

normalizadas,est́andadasporlasfuncionesχλ(x)=
eiλx
√

2π
paratodoλ∈R(ńotese

queparaℑ(λ)̸=0noseobtieneunadistribucíontemperada).

Seǵunelteoremaanterior,paraφ(x)∈S⊂S∗setiene

φ(x)=

∫∞

−∞

φ(λ)
eiλx
√

2π
dλ (7.17.17)

enelsentidodelaconvergenciad́ebil,donde

φ(λ)=

(
eiλx
√

2π
,φ(x)

)

=

∫∞

−∞

e−iλx
√

2π
φ(x)dx. (7.17.18)

Enefecto,enestecasoφ(λ)noesotracosaquelatransformadadeFourierde

φ(x)∈S ⊂ L1(R)ylaintegralen(7.17.17)convergeuniformementeenx(ver

Lema5.1-Caṕıtulo5).
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Lacondicíondeortogonalidadenestecasoest́agarantizadaporelTeoremade

Plancherel,

∥φ∥2
2 =

∫∞

−∞

|φ(λ)|2dλ= ∥φ∥2
2. (7.17.19)

Porotraparte,dadaf(x)∈L2(R),lafuncionalregularqueelladefineesel

ĺımited́ebildeunaintegraldelaforma

f(x)=ĺım
N→∞

∫N

−N

f(λ)
eiλx
√

2π
dλ, (7.17.20)

dondef(λ)∈L2(R)ysatisface∥f(λ)∥2=∥f(x)∥2.Enefecto,f(λ)esaqúıla

transformadadeFourierdef(x)(enelsentidodeL2(R))ylaconvergenciaenmedia

delladoderechode(7.17.20)(verTeorema5.1)garantizasuconvergenciad́ebil(en

raźondelacontinuidaddelproductoescalarenL2(R)).

Ejemplo 7.19.Similarmente,conlasdistribucionespropiasdeloperadorposi-

cíonpodemosescribirparatodaf(x)∈L2(R),

f(x)=

∫∞

−∞

f(λ)δ(x−λ)dλ (7.17.21)

enelsentidodeconvergenciad́ebildelaintegral.Enefecto,∀φ∈Stenemos

∫∞

−∞
f(λ)∗

(
δ(x−λ),φ(x)

)
dλ=

=
∫∞

−∞
f(λ)∗φ(λ)dλ=(f,φ)L2(R)=(f,φ)S .

(7.17.22)

Finalmente, mencionemosqueenlanotacíon de Diraclasfuncionalesson

representadasmedianteelśımbolo

⟨f|:=(f,·)S . (7.17.23)

ElresultadodelTeorema7.1(Ec.(7.17.11))quedaentoncesexpresadocomo

⟨ψ|=
∑

λ

((χλ,ψ)Sχλ,·)
S

=
∑

λ

(χλ,ψ)∗
S(χλ,·)S =

∑

λ

(χλ,ψ)∗
S⟨χλ|, (7.17.24)

paraψ∈S⊂S∗.Ysiconvenimosenexpresar

(χλ,ψ)S =⟨χλ|ψ⟩ y (χλ,ψ)∗
S =⟨ψ|χλ⟩, (7.17.25)

podemosrepresentaraladistribucíonregularψmediantelanotacíon

⟨ψ|=
∑

λ

⟨ψ|χλ⟩⟨χλ|. (7.17.26)
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Obien,porabusodenotacíon,decirqueeloperadoridentidadenS ⊂S∗admite

eldesarrollo

I=
∑

λ

|χλ⟩⟨χλ|. (7.17.27)

Similarmente,paratodaψ∈S⊂S∗yparatodaφ∈Stenemos

⟨A∗ψ|φ⟩=(A∗ψ,φ)S =(ψ,Aφ)S =
∑

λ

(χλ,ψ)∗
S(χλ,Aφ)S

=
∑

λ

(χλ,ψ)∗
S(A∗χλ,φ)S =

∑

λ

(χλ,ψ)∗
Sλ(χλ,φ)S =

∑

λ

⟨ψ|χλ⟩λ⟨χλ|φ⟩,

(7.17.28)

demodoqueconcluimosque

⟨ψ|A:=⟨A∗ψ|=
∑

λ

⟨ψ|χλ⟩λ⟨χλ|, (7.17.29)

obien,quelaextensíondeloperadorA(siḿetricoycontinuoenS)alespaciode

lasdistribucionestemperadasadmiteenS⊂S∗ladescomposicíonespectral

A=
∑

λ

|χλ⟩λ⟨χλ|. (7.17.30)
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1964-1968.

A.N.KolmogorovyS.V.Fomin,ElementosdelaTeoŕıadeFuncionesydel
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Aṕendice A

EJERCICIOSPROPUESTOS

A.1. EspaciosEucĺıdeos

1.SeaEunespacioeucĺıdeoconproductoescalar(·,·).Demostrarque∀x∈E:

a)(0,x)=0.

b)(x,y)=0,∀y∈E⇒ x=0.

2.Probarquelassiguientesdefinicionessonproductosescalares:

a)xty=a1b1+···+anbn,parax=







a1

...

an





,y=







b1

...

bn





 ∈Rn.

b)(A,B)=tr(AtB)conA,B∈Rn×n,matricesrealesden×n.

c)(f,g)=
∫b

a
f(t)g(t)dtconf,gfuncionesrealesycontinuasenelintervalo

[a,b].

d)Extenderlasanterioresdefinicionesalcasocomplejo.

e)Decirsielproductodelasnormasdedosvectoresdefineunproducto

escalar.

3.SeaE unespacioeucĺıdeo.Probarquelasumadedosproductosescalares

definidossobreelespacioE,definenunnuevoproductoescalarsobreE.

¿Puededecirselomismodeladiferencia?

4.Considerarunaformasesquilineal1f(x,y)definidasobreunespacioeucĺıdeo

complejo.

a)Mostrarque fsatisfacelaf́ormuladepolarizacíon:

f(x,y)=
1

4

∑

α=±1,±i

αf(αx+y,αx+y)

b)Tomandof(x,y)=(x,y),mostrarqueelproductoescalarenunespacio

eucĺıdeocomplejopuederecuperarsedelanormadelosvectores:

(x,y)=
1

4

∑

α=±1,±i

α∥αx+y∥2

(Notarqueestonoesposibleenunespacioeucĺıdeoreal).

1Sesquilinealsignificalinealrespectodelargumentodeladerecha,f(z,αx+βy)=αf(z,x)+

βf(z,y),yantilinealrespectodelargumentodelaizquierda,f(αx+βy,z)=α∗f(x,z)+β∗f(y,z).

235



236 A.EJERCICIOSPROPUESTOS

5.Encontrarlośangulosinternosdeltríanguloformadoporlossiguientesvec-

toresdelespaciodefuncionesrealescontinuasCℜ
2(a,b):x1(t)=1,x2(t)=t,

x3(t)=1−t(recordarque,pordefinicíon,eĺanguloθentredosvectoresx,y

vienedadoporcosθ= (x,y)
||x||||y||

).

6.Considerarelsubespacio F ∈ R4 generadoporlosvectores(1,1,0,0)y

(1,1,1,1)yhallarelcomplementoortogonal.

a)Hallarloselementosde matrizdeloperadorproyeccíon P sobreF en

labasecańonica,aśıcomolosdeloperadordeproyeccíonP̄ sobresu

complementoortogonal.

b)Verificarlasrelacionesdecompletitud,P+P̄=14,ydeortogonalidad

entrelosmismos,PP̄=O=P̄P.

c)Escribirloselementosdematrizdeesosoperadoresreferidosaunabase

queseobtienedelacańonica medianteunarotacíonenunánguloπ/4

enelplano(x1,x2).

7.SeanG⊂F,subespaciosdeunespacioeucĺıdeoE. MostrarqueF⊥ ⊂G⊥,

F⊂F⊥⊥,yF⊥ ⊂F⊥⊥⊥.

8.SeaΦunafuncionallinealdefinidasobreunespacioeucĺıdeodedimensíon

finitaE,Φ:E → K,dondeK eselcuerporealócomplejo.Probarque

existeunvectoŕunicoz∈E,talqueΦ(x)=(z,x),paratodo∀x∈E.

9.Definirdela maneranaturallasumadeformaslinealesdefinidassobreun

espacioeucĺıdeoE,(f+g)(x):=f(x)+g(x),ysuproductoporńumeros,

(λf)(x):=λf(x),∀x∈E,∀λ∈C. Mostrarqueelconjuntodeformas

linealesformaunespaciolinealrespectodeesasoperaciones,queesllamado

espaciodualE∗.SiladimensíondeEesfinitan,¿cúalesladimensíonde

E∗?

10.Decircualesdelossiguientesoperadoressonlineales:

a)Ax=x+a,conanonulo,enR3(traslacíon),

b)Ax=αx,conα∈R,yx∈R3(homotecia),

c)Ax=(2x1−x3,x2,0)enR3,

d)Ax(t)=x(t)+t2,conx(t)∈C2(−1,1).

11.Muestrequetodooperadorlineal AdefinidosobreunespacioeucĺıdeoEque

conmutacontodootrooperadorlinealsobreEesunahomotecia(A=λI,

conλ∈cuerpodelespacio)(Sugerencia:consideraroperadoresdeproyeccíon

sobresubespaciosunidimensionales,Pe=e(e,·))

12.Enunespacioeucĺıdeon-dimensional(conn <∞),escribirlas matrices

asociadasalosoperadoresnulo,identidadyhomoteciasrelativasaunabase

ortonormal.Seleccionaralgunoselementosdelabaseyescribireloperador
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proyeccíonsobreelsubespaciogeneradoporesoselementos.Definiralǵun

operadordiagonal.

13.MuestrequetodoespacioeucĺıdeoesunespaciodeBanach.

14.Enelespaciodetodoslospolinomiosent,P2(a,b),seanDyTlosoperadores

definidosporDp(t)=p′(t)yTp(t)=tp(t).

a)Mostrarquesonoperadoreslineales.

b)MostrarqueDT ≠TD.

c)ElconmutadordedosoperadoreslinealesAyBsedefinepor[A,B]:=

AB−BA.Mostrarque[AB,C]=A[B,C]+[A,C]B.

d)Mostrarque[D,T]=I.

e)Probarque[Dm,T]=mDm−1.

15.SeaAunoperadorlinealdefinidosobretodounespacioeucĺıdeoEysean

dosoperadoreslinealesByCtalesque

a)Rank(A)=Dom(B),

b)BAx=x,∀x∈E,

c)ACy=y,∀y∈Dom(C).

TalesoperadoressediceninversasdeAaizquierdayderecharespectivamen-

te. MostarqueDom(C)⊂Dom(B)yqueBy=Cy,∀y∈Dom(C).En

particular,siDom(C)=Dom(B),entoncesB=C=A−1,inversadeA.

16.Enelespaciodelospolinomiosent,P2(a,b)⊂C2(a,b),seanAyBlos

operadoresdefinidospor

a)A(ant
n+···+a1t+a0)=ant

n−1+···+a2t+a1,

b)B(ant
n+···+a1t+a0)=ant

n+1+···+a1t
2+a0t.

Mostrarque AyBsonoperadoreslinealesyqueAesinversadeBaiz-

quierda,peroquenoessuinversaaderecha.DecirsieloperadorAtiene

inversa.

17.Aplicarelḿetododeortonormalizacíondevectoresenunespacioeucĺıdeo

alasecuenciadefunciones1,t,t2,···⊂C2(−1,1)paraobtenerelcuarto

polinomiodeLegendre.

A.2. Operadoresacotados

18.SeanAyBdosoperadoreslinealesacotados,definidossobreunespacio

eucĺıdeoE.Deacuerdoaladefinicíondesunorma,verificarquesesatisfacen

lasdesigualdades

∥A+B∥≤∥A∥+∥B∥ ∥AB∥≤∥A∥∥B∥
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19.SeanAyB dosoperadoreslinealesdefinidossobreunespacioeucĺıdeoE

talesquesuconmutadorsea[A,B]=I. Mostrarquenopuedenserambos

acotados(Sugerencia:tenerencuentaelpunto14e)delEjercicio14yemplear

ladesigualdadtriangular).

20.Mostrarquelarelacíon

(y,A†x)=(Ay,x)=(x,Ay)∗,∀x,y∈E

defineuńıvocamentealoperadoradjuntodeA.Qúepartedeesademostra-

cíonnoseŕıav́alidaenelcasodeunoperadornoacotado?(Sugerencia:tener

encuenta,porejemplo,lascondicionesenquepuededefinirseunoperador

diferencial).

21.Probarque,deacuerdoaladefinicíondeloperadoradjuntodeunoperador

linealacotado,sesatisfaceque

(A†)†=A (A+B)†=A†+B†

(λA)†=λ∗A† (AB)†=B†A†

22.Mostrarqueparaunoperadorlinealacotado, ∥A†∥=∥A∥,yquesix0esun

vectorḿaximodeA,entoncesAx0/∥A∥esunvectorḿaximodeA†.

23.Mostrarqueelsubespacionulode A†coincideconelcomplementoortogonal

delaimagendeA:

KerA†=(RankA)⊥

(Sugerencia:considerarprimeroelproductoescalardeunvectorpertene-

cientea(RankA)⊥ conelvectorAx,yluegoelproductoescalardeunvec-

torpertenecientea KerA†conAx).Similarmentese muestraque KerA=
(
RankA†

)⊥
,dedondesededuceque

[(
RankA†

)⊥
]⊥

=(KerA)⊥ .

24.Unoperadorlinealdefinidosobreunespacioeucĺıdeo E sedicepositivo

si(x,Ax)≥ 0,∀x∈E. Muestrequetodooperadorpositivoacotadoes

autoadjunto.Paraellotengaencuentaqueenesecaso(Ax,x)=(x,Ax)∗=

(x,Ax)≥0.Finalmente,apliquelaf́ormuladepolarizacíon(verEjercicio4.)

alaformasesquilinealf(x,y):=(x,Ay)−(Ax,y)(Notequeesteresultado

noesciertoparaelcasodeunespacioeucĺıdeoreal).

25.Muestreque,dadounoperadorlinealacotado Adefinidosobreunespacio

eucĺıdeoE,eloperadorA†Aespositivo(y,porelEjercicio24,autoadjunto

enunespacioeucĺıdeocomplejo).



A.3.SUBESPACIOSINVARIANTES. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES 239

A.3. Subespaciosinvariantes. Autovectoresyautovalores

26.¿Qúeformatienela matrizasociadaaunoperadorlinealAdefinidosobre

unespacioeucĺıdeon-dimensional(conn<∞),silosprimeroskvectores

delabaseortonormaldelespaciogeneranunsubespacioinvariante?¿Ysiel

complementoortogonaldeeseespaciotambíenesinvariante?

27.Mostrarquesiunsubespacio F deunespacioeucĺıdeoE esdejadoinva-

rianteporlaaccíondeloperadorlinealacotadoA,entoncessucomplemento

ortogonalF⊥ esinvariantefrenteaA†.

28.SeanAyBdosoperadoreslinealesqueconmutanentreśı. Mostrarque

a)laimagenporBdetodosubespacioinvariantedeAestambíeninvariante

frenteaA,

b)todosubespaciocaracteŕısticodeAesinvariantefrenteaB.

29.UnoperadorlinealAesunahomoteciasiA=λI,conλenelcuerpodel

espacioeucĺıdeoE. MostrarquetodovectordeEesunautovectordeAsiy

śolosiAesunahomotecia.

30.MostrarqueelcuadradodelanormadeunoperadorAdefinidoenunespacio

eucĺıdeodedimensíonfinita,∥A∥2,esigualalḿaximoautovalordeloperador

A†A(Sugerencia:verEjercicio25).

31.Unoperadorsediceisoḿetricosiconservalosproductosescalares,

(Ux,Uy)=(x,y),∀x,y∈E

(sielespacioEest́aconstruidosobreelcuerpodelosreales,taloperadorse

diceortogonal,mientrasquesiEescomplejosediceunitario).

a)Mostrarque ∥U∥=1,yqueU†U=I.

b)SiunoperadorlinealAsedescomponecomoproductodeunoperador

isoḿetricoUyotrosiḿetricoS,A=US,mostrarqueA†A=S2.

c)Mostrarquetodooperador A definidosobreunespaciodedimensíon

finitaquetengaasociadaunamatrizdedeterminantenonulopuedeser

descompuestocomoproductodeunoperadorisoḿetricoyotrosiḿetrico

positivo,yqueestadescomposicíoneśunica.

32.ConsiderareloperadordeSturm-LiouvilleLdefinidoporlasfuncionesp(t)≡

1yq(t)≡ 0,siḿetricoenelespaciodefuncionescontinuasen[0,π]y

dosvecesdiferenciablesenelintervalo(0,π)quesatisfacenlascondicio-

nesdecontornodeDirichlet,x(0)=0=x(π).Encontrarsusautofunciones

yautovalores.HacerlopropioparacondicionesdecontornodeNeumann,

x′(0)=0=x′(π),ycomparar.Observarquelosautovalorescrecensinĺımite

(setratadeunoperadoresnoacotados!).
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A.4. Distancia,ĺımiteycontinuidadenespacioseucĺıdeos

33.Mostrarquelaconvergenciauniformeenintervalosnoacotadosnoimplica

convergenciaenmedia.Paraelloconsiderarlasecuenciadefuncionesconti-

nuasdefinidascomo

xk(t):=






1√
k

√
1− t

k
,0≤t≤k,

0,t>k,

yextendidasalasemirectanegativacomofuncionespares. Mostrarque

a)lasecuenciaxk(t)convergeuniformementea0enR,

b)lasecuenciaxk(t)noconvergeenmediaa0(t)≡0.

34.Mostrarconunejemploquelaconvergenciapuntualentodopuntodeun

intervalofinitonoimplicaconvergenciauniforme(Sugerencia:consideraruna

secuenciadefuncionescontinuasxk(t)enelintervalo[0,1],quetomanvalores

entre0y1,nulaspara1/k≤t≤1,talesquexk(0)=0yquealcancenel

valor1paraalǵun0<t<1/k).

35.Mostrarconunejemploquelaconvergenciapuntualentodopuntodeun

intervalofinitonoimplicaconvergenciaen media(Sugerencia:considerar

unasecuenciadefuncionescontinuasxk(t)enelintervalo[0,1],nulaspara

1/k≤t≤1,talesquexk(0)=0yque
∫1

0
(xk(t))2dt=1).

36.Demostrarladesigualdadtriangularparaladistanciaenunespacioḿetrico

segeneralizacomo

ρ(x1,xn)≤ρ(x1,x2)+ρ(x2,x3)+···+ρ(xn−1,xn).

37.Mostrarquelassiguientesformasdefinendistanciassobreelespaciodelas

funcionescontinuasC(a,b):

a)ρ(x,y)=supa≤t≤b|x(t)−y(t)|.

b)ρ(x,y)=
∫b

a
|x(t)−y(t)|dt.

c)ρ2(x,y)=
∫b

a
|x(t)−y(t)|2dt.

38.Dadasdossecuenciasconvergentesenunespacioeucĺıdeo E,{xk} →xy

{yk} →y,mostrarque{αxk+βyk}estambíenunasecuenciaconvergentey

hallarsuĺımite.

A.5. Conjuntoscerrados,conjuntosdensos

39.Mostrarquelaclausura AdeunsubespacioAdeunespacioeucĺıdeoEes

tambíenunsubespaciodeE.

40.VolveralEjercicio7ymostrarqueF⊥ =F⊥⊥⊥.
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41.Mostrarqueelsubespacionulodeunoperadorlinealacotado A definido

sobreunespacioeucĺıdeoEesunconjuntocerrado.

42.Dadounsubespaciodeunespacioeucĺıdeo,F⊂E,mostrarque

a)
(
F⊥

)⊥
⊃F(clausuradeF).

b)VolveralEjercicio23ymostrarque

RankA†⊂(KerA)⊥ .

43.Demostrarquelos polinomiostrigonoḿetricos(combinacioneslineales

decos(kt)ysin(lt))formanunconjuntodensoenCℜ
2(−π,π)(Sugerencia:

considereelconjuntodelasfuncionescontinuasen[−π,π]quepuedenser

extendidasatodalarectacomofuncionesdiferenciablesy2π-períodicas;

muestrequeeseconjuntoesdensoen P2(−π,π)ytengaencuentaquela

seriedeFourierconvergeuniformementeparatalesfunciones).

A.6. Espacioscompletos

44.Mostrarqueelconjuntodelasfuncionescontinuas C([a,b])escompletores-

pectodeladistanciadefinidaenelpunto37a.

45.Considerarelespaciolinealformadoporlasfuncionescontinuasyacotadas

sobreelejereal,estructuradoconlasoperacionesusualesdesumayproducto

porreales. Mostrarquelaforma

ρ(f,g)=sup
t∈R

|f(t)−g(t)|

defineunadistanciasobreeseespacio.Decirsieseespacioḿetricoescompleto

(Sugerencia:considerarunasecuenciafundamentaly mostrarqueconverge

aunafuncíoncontinuayacotadaentodalarecta).

46.Dadaf(t)∈L2(a,b),con(b−a)<∞,demostrarladesigualdad

[∫b

a

|f(t)|dt

]2

≤(b−a)

∫b

a

|f(t)|2dt

(Sugerencia:considerarelproductoescalarconlafuncíoncaracteŕıstica

delintervalo[a,b]:χ[a,b](t)=1∀t∈[a,b]ynulafueradeeseintervalo).

47.Mostrarquelasecuenciadefuncionesdecuadradosumable

fn(t)=

{ √
n t∈(0,1/n)

0 t̸∈(0,1/n)

convergea0puntualmente∀t∈[0,1]peronoconvergeenL2(0,1).



242 A.EJERCICIOSPROPUESTOS

48.Paracadańumeronaturalk∈Nsedefinenlasfuncionesf
(k)
1 (t),···,f

(k)
k (t)

parat∈[0,1]como

f
(k)
i (t)=

{
1 (i−1)/k≤t≤i/k

0 entodootrocaso.

Mostrarquelasucesíon F1=f
(1)
1 ,F2=f

(2)
1 ,F3=f

(2)
2 ,F4=f

(3)
1 ,F5=f

(3)
2

···convergeenL2,peronoconvergepuntualmenteparaninǵunvalordet.

A.7. IntegraldeLebesgue

49.Mostrarqueunafuncíonquetomavaloresnonegativosyescontinuasalvo

porunadiscontinuidadaisladadealturafinitaessumableyquesuintegral

deLebesguecoincideconsuintegralimpropiadeRiemann. Mostrarquelo

mismoocurrecuandolafuncíontieneunńumerofinitooinfinitonumerable

dediscontinuidadesaisladas.

50.Mostrarquelafuncíon f(t)=t−1cont∈[0,1]esmedibleperonosumable,

demodoquetampocotieneunaintegraldeLebesgue.

A.8. Desarrollosortogonales-Sistemascompletos

51.Dadounsubespaciodeunespacioeucĺıdeocompleto,F⊂E,mostrarque

a)F(clausuradeF)esunespaciocompleto,

b)E=F⊕F⊥,dondeF=
(
F⊥

)⊥
(Sugerencia:verTeorema2.4),

c)RankA†=(KerA)⊥ (VerEjercicio23).

52.Mostrarquesiempreexistenvectoresnonulosortogonalesaundadosubes-

pacionodensodeunespaciodeHilbert.

53.Muestrequepuedeconstruirseunsistemadefuncionesortonornalesque

resultecompletoenC2(a,b),perocuyascombinacioneslinealesnogeneren

unsubespaciodensoenL2(a,b).Paraello,

a)Considerelaortogonalizacíondeunasecuenciadefuncionesformada

porunaprimerafuncíondiscontinua(normalizada)fija,χ(t),yporla

secuenciadelospolinomiosacoeficientesracionales(conjuntodensonu-

merable).

b)Digasielconjuntoaśıobtenido,{χ(t),e1(t),e2(t),...},escompletoen

L2(a,b).

c)Muestrequeunafuncíon continuaf(t)∈C2(a,b)(⊂L2(a,b))quesea

ortogonalatodaek(t)conk=1,2,3,...,esnecesariamentelafuncíon

id́enticamentenula,de modoqueelconjunto{e1(t),e2(t),e3(t),...}es

completoenC2(a,b).
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d)Muestrequelavariedadlinealgeneradaporlasfunciones {e1(t),e2(t),

e3(t),...}noesdensaenL2(a,b)(Sugerencia:recuerdequenohayvec-

toresnonulosortogonalesasubespaciosdensos).

Nota:esteejemplomuestralanecesidaddeconsiderarsistemasortonormales

queresultencompletosenunespacioeucĺıdeocompleto.

54.MostrarqueelconjuntodelospolinomiosdeLegendreescompletoen

L2(−1,1)(VerEjercicio17).

55.MostrarquetodoespaciodeHilbertconstruidosobreelcuerpodeloscom-

plejosesisomorfoalaextensíoncomplejadelespacioL2.

A.9. Funcionaleslinealesycontinuas

56.Elespaciolinealformadoporlasfuncionaleslinealesycontinuasdefinidas

sobreunespaciolinealEsellamaespaciodualysedenotaporE∗. Mostrar

quetodoespacioeucĺıdeocompletoes(comoespaciolineal)isomorfoasu

espaciodual.

A.10. Operadorescompactos

57.Mostrarquesi AyBsonoperadorescompletamentecontinuos(ocompac-

tos),entoncesA+Bescompletamentecontinuo.

58.MostrarqueelconjuntodeoperadorescompactossobreunespaciodeHilbert

EesunsubespaciocerradodelespaciodeBanachdelosoperadoresacotados

sobreE(Sugerencia:recordarelLema3.2).

59.MostrarquesiAcompletamentecontinuoyBesacotado,entoncesAByBA

soncompletamentecontinuos(Sugerencia:muestrequeunoperadoracotado

Baplicaunasecuenciafundamentalenotrasecuenciafundamental).

A.11. OperadoresintegralesdeFredholm

60.Mostrarquesielńucleo K(t,s)escontinuoenelintervalocerrado[a,b],

entonces

y(t)=

∫b

a

K(t,s)x(s)ds

escontinua∀x(s)∈L2(a,b).

61.Mostarquesielńucleo K(s,t)admitenderivadascontinuasenelintervalo

cerrado[a,b],entonceslasfuncionesenelrangodeloperadorintegralque

definetambíenadmitenadmitennderivadascontinuas.

62.Hallarlasautofuncionescorrespondientesaautovaloresnonulosdelossi-

guientesoperadoresdeFredholmdeńucleodegenerado
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a)

A1φ(s)=

∫π

0

(
cos2scos2t+cos3scos3t

)
φ(t)dt

b)

A2φ(s)=

∫1

0

(3s−2)tφ(t)dt

c)

A3φ(s)=

∫1

0

(t
√

s−s
√

t)φ(t)dt

A.12. El ḿetodode Rayleigh-Ritz

63.Hallar medianteel ḿetodode Rayleigh-Ritzlosautovaloresnonulosdel

operadorintegralcuyońucleoest́adadoporK(t,s) =ts∈ L2([0,1]×

[0,1])(Sugerencia:tenerencuentaqúesetrataconunoperadordeńucleo

degenerado).

64.UtiliceelḿetododeRayleigh-Ritzparaobtenerenformaaproximadaalgu-

nosautovaloresyautovectoresdeloperadorintegralcuyońucleosiḿetrico

est́adado,parat<s,porK(t,s)=t∈L2([0,1]×[0,1]).Utilicedistintas

basesdelespaciodeHilbertycompareelresultadoconlasolucíonexacta

(Sugerencia:busquelainversa).

A.13. Operadoresnoacotadosconinversascompactas

65.HallarlafuncíondeGreendelproblema
{

Lx(t)=x′′(t)+k2x(t),

x(0)=x(1)=0.

DeterminarlainversadeL,siexiste.Determinarsurangoydominio.Co-

mentaracercadelaspropiedadesdelosautovaloresyautovectoresde Ly

delaconvergenciadedesarrollosenseriedeautofuncionesdeL.

66.HallarlosautovaloresyautovectoresdeloperadordeFredholmdeńucleode

cuadradosumabledadopor

Aϕ(x)=

∫π

0

K(s,t)ϕ(t)dt,

donde

K(s,t)=

{
cosssint 0≤s≤t

costsins t<s≤π

a)DecirsiestosautovectoresformanunsistemacompletoenL2(0,π)(jus-

tificar!).

b)Dada x(t)∈L2(0,π),decirsiconverge(yenqúesentido)suseriede

Fouriergeneralizadarespectodedichosistema.
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c)Dadaunafuncíonu(t)∈L2(0,π)talqueu′′(t)escontinuaysatisfacelas

condicionesu′(0)=0yu(π)=0,decirenqúesentidoconvergesuserie

deFouriergeneralizadarespectodelsistemadeautovectoresdeA.

(Sugerencia:determinarsielńucleoK(t,s)essiḿetricoy,enesecaso,de-

terminarsieloperadorAtieneporinversaunoperadordeSturm-Liouville,

loquepermitiŕıareducirelproblemadeautovaloresdeAaecuacionesdife-

rencialesconcondicionesdecontorno).

67.Resolverlassiguientesecuacionesintegralesdeńucleosiḿetricoycontinuo

a)

φ(s)−

∫1

0

K(s,t)φ(t)dt=s,

con

K(s,t)=

{
s(t−1) 0≤s≤t,

t(s−1) t<s≤1,

b)

ϕ(s)−

∫1

0

K(s,t)ϕ(t)dt=cosπs,

con

K(s,t)=

{
(s+1)t 0≤s≤t,

(t+1)s t<s≤1.

(Sugerencia:determinarlasinversasdeestosoperadoresintegrales).

A.14. Ecuacionesintegralesdeńucleodecuadradosumable

68.Resolverlassiguientesecuacionesintegrales

a)

φ(t)−

∫π

−π

(
tcoss+s2sint+costsins

)
φ(s)ds=t,

b)

φ(t)−4

∫π/2

0

(sint)2φ(s)ds=2t−π.

69.Estudiarlaresolubilidaddelasecuacionesintegrales

a)

φ(s)−µ

∫1

0

(5s2−3)t2φ(t)dt=es,

b)

φ(s)−µ

∫1

0

sin(lns)φ(t)dt=2s,

comofuncíondelpaŕametroµ(Sugerencia:emplearelcorolariodelaAlter-

nativadeFredholm).
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A.15. Resolventedeecuacionesintegrales

70.HallarlaresolventedelosoperadoresdeFredholmdefinidosporlosńucleos

a)

K(t,s)=sin(t−2s), 0≤t,s≤2π

b)

K(t,s)=t−s, 0≤t,s≤1

c)

K(t,s)=

{
t+s, 0≤t≤s

t−s, s<t≤1

(aproximarmediantelosprimerosńucleositerados).Establecerencadacaso

unacondicíonsuficienteparalaexistenciadeloperadorresolventeRµ.

71.Decirparaqúevaloresdeµ∈Cexisteeloperadorresolventelaecuacíon

φ(t)−µ

∫1

0

tsφ(s)ds=f(t).

Determinardichooperadorenunentornodelorigendelplanocomplejode

lavariableµ.Sirecurreaundesarrolloenserie,decircualessuradiode

convergenciayenqúesentidoconverge.Estimarladistanciaentrelasolucíon

delaecuacíonintegralylaaproximacíonquedaunasumaparcialdedicha

serie.

Deserposible,determinarelńucleoΓ(t,s;µ)para|µ|>3(Justificarla

respuesta).Analizarlaresolubilidaddelaecuacíonintegralparaµ=3.

72.HallareloperadorresolventeparalosńucleosdeVolterra

a)

K(t,s)=

{
1, t≥s

0, t<s

b)

K(t,s)=

{
exp(t−s), t≥s

0, t<s

Determinarparaqúevaloresde µ∈CexisteelńucleoΓ(t,s;µ)ydarsu

expresíon.Sirecurreaundesarrolloenserie,decircúalessuradiodecon-

vergenciayenqúesentidoconverge.

73.Resolverlaecuacíonintegral

φ(t)−

∫t

0

exp(t2−s2)φ(s)ds=exp(t2).
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74.EmplearelḿetododelosdeterminantesdeFredholmparahallarlaresolvente

delosńucleos

K(t,s)=texp(s), K(t,s)=exp(t−s), en[0,1]×[0,1]

yresolverlaecuacíonintegral

φ(t)−µ

∫1

0

K(t,s)φ(s)ds=exp(−t),conµ≠1.

A.16. ElespacioL1

75.Seanelintervalocerrado[a,b],con−∞<a<b<∞.Mostrarmedianteun

ejemploque,sibienL2(a,b)⊂L1(a,b)(verEjercicio46),notodafuncíon

f(x)∈L1(a,b)esdecuadradosumableeneseintervalo.

76.Mostrar(medianteejemplos)que,adiferenciadeloqueocurreenintervalos

compactos,L2(R)noest́acontenidoenL1(R).

77.Mostrarquesif(t)essumableenunintervalo[a,b],entonces
∫b

a

f(t)sin(Nt)dt→0

cuandoN→∞.(Sugerencia:Mostrarprimeroqueelenunciadoescorrecto

paralafuncíoncaracteŕısticadeunintervalo[c,d]⊂[a,b],ynotarquelo

mismovaleparacualquierfuncíonescalonadah(t)∈L1(a,b),porseruna

combinacíonlinealdeunńumerofinitodefuncionescaracteŕısticas.Final-

mente,tenerencuentaqueelconjuntodelasescalonadasesdensoenL1(a,b),

demodoque∀ε>0existeunafuncíonescalonadah(t)∈L1(a,b)talque

||f(t)−h(t)||1<ε/2.)

A.17. LaTransformacíondeFourier

78.Mostrarquesi φn→ φenL1(R),entonceslasecuenciadetrasformadas

deFourier{ψn(σ)}est́auniformementeacotadaentodalarecta:ψn(σ)≤

M,∀σ,nyparaalǵunM > 0(Sugerencia:tenerencuentaque||φn||1≤

||φ||1+||φn−φ||1).

79.Mostrarquelasfunciones φn(x) =x
ne−x/2,n=0,1,2,...,formanun

sistemacompletoenL2(R
+).Obtenerporortogonalizacíondeesasecuencia

lasprimerasfuncionesdeLagùerre,Ln(x)e
−x/2/n!.

80.Mostrarquelasfunciones φn(x)=x
ne−x

2/2,n=0,1,2,...,formanun

sistemacompletoenL2(R).Obtenerporortogonalizacíondeesasecuencia

lasprimerasfuncionesdeHermiteHn(x)e
−x
2

2.
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81.Mostrarquelasfuncionesde Hermite φn(x) =Hn(x)e−x2

2 ,dondelospo-

linomiosde HermiteseexpresancomoHn(x) =(−1)nex2(
d
dx

)n
e−x2

,son

autovectoresdeloperadorF(transformacíondeFourier)correspondientesa

autovalores(−i)n.

A.18. Operadoresnoacotados

82.ConsiderarlosoperadoresT1yT2definidossobrelosdominios

D(T1)=
{
φ∈AC(R+)∩L2(R

+)|φ′(x)+xφ(x)∈L2(R
+)

}

y

D(T2)=
{
φ∈AC(R+)∩L2(R

+)|φ′(x)+xφ(x)∈L2(R
+);φ(0)=0

}

respectivamente,yqueact́uancomooperadoresdiferencialesseǵun

T1,2φ(x):=φ′(x)+xφ(x).

a)DecirsiesosdominiosdedefinicíonsondensosenL2(R
+).

b)Mostrarquesusespectrospuntualesson σ(T1)=Cyσ(T2)=∅(Suge-

rencia:buscarelfactorintegrantedelaecuacíondeautovalores).

c)IdentificarlosoperadoresadjuntosT†
1,2ymostrarquesusespectrospun-

tualessonambosvaćıos,σ(T†
1,2)=∅.

d)Mostrarque T1 yT2 sonamboscerrados(Sugerencia:deserposible,

determinarlosoperadoresT††
1,2)

e)Mostrarquelosespectrosresidualesdelosadjuntosson σr(T
†
1)=Cy

σr(T
†
2)=∅.

83.Mostrarqueeloperadorimpulsodela Mećanica Cúantica,definidopor

Pφ(x) =−iφ′(x)sobreD(P) =C∞
0 (R),esesencialmenteautoadjuntoy

determinarsu(́unica)extensíonautoadjunta(Sugerencia:identificarelope-

radoradjuntoP†paradeterminarlośındicesdedeficienciadeP).

84.Mostrarqueeloperador impulsoradialdela MećanicaCúanticaenD di-

mensiones,definidopor Prφ(r,Ω)=−i
(
∂r+(D−1)

2r

)
φ(r,Ω)sobreD(P)=

C∞
0 (R)⊗C∞(SD−1)(dondeSD−1eslaesferaderadio1enelespacioeucĺıdeo

D-dimensional),noadmiteextensionesautoadjuntasy,porlotanto,noco-

rrespondeaunobservable(Sugerencia:idemEjercicioanterior;notarque

bastaconconsiderarfuncionesder).

85.Mostrarqueeloperadordefinidocomo Tφ(x)=−iφ′(x)sobreeldominio

D(T)=C∞
0 (0,1)essiḿetricoperonoesencialmenteautoadjunto.Determi-

narlossubespaciosdedeficienciadeTparamostrarqueadmiteunafamilia
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deextensionesautoadjuntasdependientesdeunpaŕametrocontinuo.Espe-

cificarsusdominios. Mostrarqueesasextensionesautoadjuntaspuedenser

caracterizadasmediantecondicionesdecontorno(esdecir,medianteunare-

lacíonentrelosvaloresquelafuncíontomaenlosextremosdelintervalo

[0,1])ydeterminarsusespectros(puntuales).

86.Considerareloperadorcondominio

D(A)={φ(x)∈AC(0,1)|φ′(x)∈L2(0,1),φ(0)=0=φ(1)},

sobreelcualest́adefinidocomoAφ(x)=−iφ′(x).

a)DeterminareladjuntoA†.

b)Mostrarque Aescerrado.

c)DefiniradecuadamentelascomposicionesdeoperadoresA†AyAA†,y

mostrarquesetratadeoperadoresautoadjuntos.

d)Determinaraqúeextensionesautoadjuntasdeloperadordefinidocomo

L=−d2

dx2 sobreeldominioC∞
0 (0,1)correspondenesascomposiciones.

87.Definireloperadormomentolineal deunapart́ıculacúanticalibreconfinada

aunarectaalaquelefaltaunpunto.ConstruireloperadorHamiltoniano

comoelcuadradodel momentolineal(Sugerencia:considerareloperador

siḿetricoP=−i∂x,definidosobreeldominioD(P)=C∞
0 (R\{0}),deter-

minarsuadjuntoysusextensionesauto-adjuntas).

88.DefinireloperadorHamiltonianodeunapart́ıculacúanticalibreconfinadaa

unarectaalaquelefaltaunpunto;construirsusextensionesautoadjuntas

ydeterminarbajoqúecondicionesresultanserelcuadradodeloperadormo-

mentolinealdelejercicioanterior(Sugerencia:considerareloperadorsiḿetri-

coH =−∂2
x,definidosobreeldominioD(H)=C∞

0 (R\{0}),determinarsu

adjuntoysusextensionesauto-adjuntas).

89.CaracterizarlasextensionesautoadjuntasdelEjercicioanteriorent́erminos

delosvaloresdebordedelasfuncionesaambosladosdelorigen.Paraello

definireloperadorHφ(x) =−φ′′(x)condominioD(H)⊂C1(R\{0})∩

L2(R\{0}),conφ′′(x)∈L2(R)yconsiderarladiferencia(ψ,Hφ)−(Hψ,φ)

paraestablecerlascondicionesadicionalessobrelasfuncionesquedeterminen

losdominiosdelasextensiones.

90.SeaTunoperadorautoadjunto. MostrarquesutransformadodeCayley,

V :=(T−i)(T+i)−1condominioD(V)=Rank(T+i),esunoperador

unitario.Paraello,

a)tenerencuentaqueTescerradocondominiodensoenH yespectro

σ(T)⊂R,
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b)que,entonces,±i∈ρ(T),demodoqueRank(T+i)esdensoenHy

(T+i)−1:Rank(T+i)→D(T)esacotado,

c)paraw=(T+i)uconu∈D(T),Vw=(T−i)u,demodoqueVesuna

isometŕıa:∥Vw∥2=∥Tu∥2+∥u∥2=∥w∥2,

d)finalmente,Vw=0⇒u=0⇒w=0,demodoqueKerV={0}yV

esunitario(isometŕıaconinversa).

Mostrarquelatransformacíoninversaest́adadaporT=−i(V+1)(V−1)−1,

conVunitarioyTautoadjuntodefinidosobreD(T)=Rank(V−1),siempre

queKer(V−1)={0}.

A.19. TeoŕıadeDistribuciones

91.Demostrarelsiguienteĺımited́ebildedistribucionesregularesenC∞ ala

distribucíonsingularδdeDirac:

fϵ(x)=
ϵ

π(ϵ2+x2)
→ε→0δ(x).

92.MostrarquexVP1
x
=1(distribucíonregulardefinidaporlafuncíonid́enti-

camenteiguala1).

93.Considerarladistribucíonregulardefinidaporlafuncíon

logx+=

{
logx, x>0,

0, x≤0.

Recurriraladefinicíondederivadadeunadistribucíonparadeterminar

(logx+)
′ymostrarquenosetratadeunadistribucíonregular.

94.a)Calcularladerivadadeladistribucíondefinidaporelĺımited́ebil

log(x±i0):=ĺım
y→0+

log(x±iy).

b)Mostrarque

(x±i0)−1:=ĺım
y→0+
(x±iy)−1=VP

(
1

x

)

∓iπδ(x).

c)Mostrarqueladistribucíonsingular(x±i0)−1esladerivadadeunorden

finitodeunadistribucíonregulardefinidaporunafuncíoncontinuaen

larecta(Sugerencia:calcularunaprimitivadelog(x±i0)).

95.Resolverlaecuacíondiferencialxy′=0enelespacioK∗.

96.Mostrarelĺımited́ebil

ĺım
ν→∞
νkeiνx=0, ∀k>0.
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97.Determinarlasumadelaseriededistribucionesregulares

∞∑

k=1

cos(2k−1)x

(Sugerencia:tenerencuentaque
∑∞

k=1
cos(2k−1)x

(2k−1)2 = π
4

[
π
2

−|x|
]

-VerTable

ofIntegrals,SeriesandProducts,I.S.GradshteynyI.M.Ryzhik,Academic

Press,2000).

98.ParaelEjemplo7.9(ṕagina197),verificarquey= VP1
x

essolucíonde

xy′+y=0.(Sugerencia:tenerencuentaque
([

VP
1

x

]′

,φ(x)

)

=−

∫

|x|≥1

φ′(x)

x
dx−

− ĺım
ε→0+

{(∫−ε

−1

+

∫1

ε

)
[φ(x)−φ(0)−xφ′(0)]′

x
dx

}

+

+ĺım
ε→0+

{(∫−ε

−1

+

∫1

ε

)
[−φ(0)−xφ′(0)]′

x
dx

}

.

99.Dadaunadistribucíonf:K →Cdesoportecompactocontenidoenelin-

tervalo[−a,a], mostrarquesutransformadadeFourieresunadistribucíon

regularg:Z →Cdefinidaporunafuncíonanaĺıticaenteradecrecimiento

polinomialenladireccíondeejereal.(Sugerencia:tenerencuentaquetoda

distribucíonesladerivadadeciertoordendeunadistribucíonregulardefi-

nidaporunafuncíoncontinuayquesihϵ(x)∈C∞
0 [−(a+ε),a+ε]talque

hϵ(x)=1parax∈[−a,a]entonces(f,φ(x))=(f,hϵ(x)φ(x))).

100.Mostrarquesi ψn(σ)→ ψ(σ)enZ,tambíenconvergelasecuenciadefun-

cionesdesplazadas,ψn(σ−h)→ ψ(σ−h),conh∈C.

101.TeniendoencuentaqueelLaplacianoencoordenadasesf́ericasenRnest́ada-

dopor

△ =∂r
2+

n−1

r
∂r+

1

r2
△Ω,

donde△Ω eselLaplacianosobrelaesferaderadio1deeseespacio,mostrar

quelafuncíondeGreendelLaplacianoes

Gn=
r2−n

(2−n)Ωn

, conΩn=
2πn/2

Γ(n/2)

paran≥3y

G2=
logr

2π
,

paran=2.
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102.CalcularlastransformadasdeFourierdelasdistribucionesregularessin(ax),

cos(ax),sinh(ax)ycosh(ax).

103.MostrarquesiSop(f),Sop(g)⊂R+ conf,g∈K∗,entoncesSop(f∗g)⊂R+.

104.Sedesearegularelflujodeunŕıo mediantelaconstruccíondeunarepresa

conunaaberturaquepermitaunciertoflujoQ(z)enfuncíondelaalturaz

delaguacontenida.Setrataentoncesdedisẽnarlaformaadecuadadeesa

abertura,x= f(y),dondexeslacoordenadahorizontal medidadesdeel

centrodelabasedeunaaberturasiḿetricaeyeslacoordenadavertical

medidadesdeesemismopunto.(Sugerencia:aplicarelprincipiodeBernoulli

paraestablecerlavelocidaddesalidadelaguaporlaaberturadeancho

2f(y)comofuncíondelaalturayycalcularelflujototalporintegracíon.

Despreciarlavelocidaddelaguaenlasuperficiedelembalse.)

A.20. Solucíondeejerciciosseleccionados

Ejercicio87:DefinimosPφ(x):=−iφ′(x)sobreeldominioD(P):=C∞
0 (R+\{0}).

Entonces,eloperadoradjuntoest́adensamentedefinidoenelconjunto

D(P†)=
{
ψ(x)=ψ1(x)+ψ2(x)

ψ1(x)∈AC(R+)∩L2(R+);ψ1(x<0)=0;ψ′
1(x)∈L2(R+);

ψ2(x)∈AC(R−)∩L2(R−);ψ2(x>0)=0;ψ′
1(x)∈L2(R−)},

conP†ψ(x)=−iψ′(x)parax≠0.Similarmente,paralaclausuradelope-

radorresultaque

D(̄P)=
{
ϕ(x)=ϕ1(x)+ϕ2(x)

ϕ1(x)∈AC(R+)∩L2(R+);ϕ1(x≤0)=0;ϕ′
1(x)∈L2(R+);

ϕ2(x)∈AC(R−)∩L2(R−);ϕ2(x≥0)=0;ϕ′
1(x)∈L2(R−)},

conP̄ϕ(x)=−iϕ′(x).

ComoP̄nocoincideconP†,eloperadorPnoesesencialmenteautoad-

junto.Paradeterminarsuśındicesdedeficienciaconsideramoselproblema

deautovalores

P†ψ±(x)=−iψ′
±(x)=±iψ±(x)
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cuyassolucionesenD(P†)son,respectivamente,

ψ+(x)=

{
e−x, x≥0

0, x<0,

y

ψ−(x)=

{
ex, x≤0

0, x>0.

Porlotanto,n±(P) =1yP admitetodaunafamiliadeextensiones

autoadjuntasdependientedeunpaŕametro.Susdominiosest́anconformados

porlosconjuntos

D(Pγ):=
{
χ(x)=ϕ(x)+A

(
ψ+(x)+eiγψ−(x)

)
ϕ(x)∈D(̄P);A∈C

}
,

paracadaγ∈[0,2π).Sobretalesfuncioneseloperadoract́uacomo

Pγχ(x):=P†χ(x)=−iϕ′(x)+iA
(
ψ+(x)−eiγψ−(x)

)
.

Ńoteseque

χ(0+)=0+A(1+eiγ0)=A

χ(0−)=0+A(0+eiγ1)=Aeiγ

}

⇒ χ(0+)=e−iγχ(0−).

Finalmente,sidefinimosHγ:=Pγ
2sobreeldominio

D(Hγ):=
{
χ(x)∈D(Pγ)Pγχ(x)∈D(Pγ)

}
,

estasfuncionesdebentenerderivadasprimerasabsolutamentecontinuasen

(R+\{0}),derivadassegundasenL2(R)ysatisfaceradeḿaslacondicíon

χ′(0+)=e−iγχ′(0−).

Ejercicio88:SobreeldominioD(H):=C∞
0 (R+\{0})sedefineHφ(x) =

−φ′′(x).Eloperadoradjuntoest́adefinidosobreelconjuntodefunciones

D(H†)=
{
ψ(x)∈C1(R\{0})∩L2(R)

ψ′(x)∈AC(R\{0});ψ′′(x)∈L2(R)},

sobrelasqueact́uaseǵunH†ψ(x) =−ψ′′(x), mientrasquesuclausura

est́adefinidasobreeldominio

D(̄H)=
{
ϕ(x)∈C1(R)∩L2(R)

ϕ′(x)∈AC(R);ϕ′′(x)∈L2(R);ϕ(0)=0=ϕ′(0)},

enelcualtambíenact́uacomoH̄ϕ(x)=−ϕ′′(x).
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ComoH̄nocoincideconH†,eloperadorHnoesesencialmenteautoad-

junto.Paradeterminarsuśındicesdedeficienciaconsideramoselproblema

deautovalores

H†ψ±(x)=−ψ
′′
±(x)=±iψ±(x)

cuyassolucionesenD(H†)son,respectivamente,

ψ
(1)
± (x)=

{
e
−
(
1∓i√
2

)
x
, x≥0,

0, x<0,

y

ψ
(2)
± (x)=

{
0, x>0,

e

(
1∓i√
2

)
x
, x≤0,

con∥ψ
(1)
± ∥=∥ψ

(2)
± ∥=2

−1/4.

Entonces,n±(H)=2yHadmitetodaunafamiliadeextensionesauto-

adjuntasqueest́anencorrespondenciaunoaunoconlasisometŕıas(apli-

cacionesquepreservanlanorma)entrelosespaciosbidimensionalesK+ y

K−.

Porcomodidad,definimosΨ±(x):=

(
ψ
(1)
± (x)

ψ
(2)
± (x)

)

∈K±.Ńoteseadeḿas

que

Ψ′±(x)=−

(
1∓i
√
2

)(
1 0

0 −1

)

Ψ±(x).

PodemosescribirlosdominiosdelasextensionesautoadjuntasdeHcomo

D(HU):=
{
χ(x)=ϕ(x)+(AB)·(Ψ+(x)+UΨ−(x))

ϕ(x)∈D(̄H);A,B∈C
}
,

paracadamatrizunitariade2×2,U†U=12(U∈U(2)),lasquedependen

decuatropaŕametrosreales(VerIntroduccíonalateoŕıadegrupos,Curso

deḾetodosdelaF́ısicaMateḿatica,Vol.II,H.Falomir).

Sobretalesfuncionestenemosque

HUχ(x):=H
†χ(x)=−ϕ′′(x)+i(AB)·(Ψ+(x)−UΨ−(x)).

Porotraparte,comoesasfuncionesysusderivadasprimerastienenĺımi-

teslateralesbiendefinidosenelorigen,resultaque

(χ(0+)χ(0−))=(AB)[12+U],

(χ′(0+)χ′(0−))=(AB)
[(
1−i√
2

)
12+

(
1+i√
2

)
U
]
(
−1 0

0 1

)

,

loquecorrespondeadoscondicionessobredichosĺımiteslaterales.
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Porejemplo,siU=−12,entoncesχ(0
+)=0=χ(0−).Similarmente,si

U=i12entoncesχ
′(0+)=0=χ′(0−).Engeneral,siU≠−12,

(χ′(0+)χ′(0−))=

=(χ(0+)χ(0−))[12+U]
−1
[(
1−i√
2

)
12+

(
1+i√
2

)
U
]
(
−1 0

0 1

)

,

loqueestableceunparderelacioneslinealesentrelosĺımiteslateralesen

elorigendelasfuncionesysusderivadasprimeras,lasquecaracterizanel

dominiodelaextensíon.

Ejercicio89:SiHesautoadjunto,paratodopardefuncionesensudominio

dedefinicíondebeser

(ψ,Hφ)−(Hψ,φ)=

=
{∫0
−∞
+
∫∞
0

}
d
dx
[−ψ′(x)∗φ(x)+ψ(x)∗φ′(x)]dx=

=−

(
ψ(0+)

ψ′(0+)

)†(
0 1

−1 0

)(
φ(0+)

φ′(0+)

)

+

+

(
ψ(0−)

ψ′(0−)

)†(
0 1

−1 0

)(
φ(0−)

φ′(0−)

)

=0.

Siφ(0+)=0óφ′(0+)=0yφ(0−)=0óφ′(0−)=0(doscondiciones,

unadecadaladodelorigen)selogralaanulacíondecadat́erminoinde-

pendientemente.Peroadeḿaspuedeimponersealasfuncionessobrelasque

est́adefinalaextensíonautoadjuntaunacondicíonḿasgeneralquehaceque

secancelelasumadeambost́erminos.Llamando

Φ−:=

(
φ(0−)

φ′(0−)

)

, Φ+:=

(
φ(0+)

φ′(0+)

)

,

imponemos

Φ−:=e
iθMΦ+,

conθ∈[0,2π)y

Mt

(
0 1

−1 0

)

M =

(
0 1

−1 0

)

, condetM =1,
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esdecir,conM unamatrizsimpĺectica(M ∈Sp(2,R)-VerIntroduccíona

lateoŕıadegrupos,Cursode ḾetodosdelaF́ısicaMateḿatica,Vol.II,H.

Falomir).

Enefecto,supongamosque

Φ−=

(
A B

C D

)

Φ+

con
(
A∗ C∗

B∗ D∗

)(
0 1

−1 0

)(
A B

C D

)

=

(
0 1

−1 0

)

.

EntoncesA∗C,B∗D∈Ry(A∗D−C∗B)=1,demodoque
(
A B

C D

)

=eiθ

(
ab

c d

)

, cona,b,c,d∈R, yad−bc=1.

Porejemplo,tomandoa=1=d,b=0ycindeterminado,tenemosφ(0−)=

φ(0+)yφ(0+)=(φ′(0−)−φ′(0+))/c,demodoqueenelĺımitec→ ∞

recobramoslaextensíondefinidaporlascondicionesφ(0−)=0=φ(0+).

Ejercicio104:Supongamosquelaaberturaeneldiqueessiḿetricayque

suformaest́adadaporlarelacíonx=f(y).Dadoquetantoelaguaenla

superficiedelembalse(aalturaz)comolaquesaleporlaabertura(aaltura

y)est́asometidaalapresíonatmosf́erica,elprincipiodeBernoullipermite

escribirque

ρgz=ρgy+
1

2
ρv(y)2 ⇒ v(y)=

√
2g(z−y)1/2,

dondehemosdespreciadolavelocidaddelaguaenlasuperficie.Elflujode

aguaquesaleporlaaberturaentrelasalturasyey+dyesentonces

dQ(y)=v(y)2f(y)dy,

demodoqueelflujototales

Q(z)=

∫z

0

√
2g(z−y)1/22f(y)dy=CΦ3/2(z)∗f(z),

dondeC=2
√
2gΓ(3/2).Enesascondiciones,podemosdespejarladistribu-

cíonfporconvolucíondeambosmiembrosconΦ−3/2,

f(y)=C−1Φ−3/2(y)∗Q(y)=C
−1Φ−2(y)∗Φ1/2(y)∗Q(y)=

=
C−1

Γ(1/2)

{∫y

0

Q(z)
√
y−z

dz

}(2)
=
C−1

Γ(1/2)

∫y

0

Q(2)(z)
√
y−z

dz.
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Porejemplo,siQ(y)=BΦ1+α∼yα
+,entoncesf(y)=AΦ−3/2(y)∗Φ1+α(y)=

AΦα−1/2(y)∼y
α−3/2
+ .
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forma

funcional,20

Fourier

coeficientesde,19,74

seriegeneralizadade,75

transformacíonde,139
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isoḿetrico,239

lineal,22

noacotado,103

normade,28

normal,176

positivo,238

resolvente,121,125,156

resolventedeoperadoresintegrales,127
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continuidaddel,216

derivadad́ebildel,216

enL1(R),211

enK∗,214

productoescalar,13

continuidadde,46

puntoesencial,182

puntofijo,122,123
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