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5.4.3. Teorema. Si B es un dlgebra de Boole finita, entonces Ao S =

idp(r) ‘.

Demostracién. Sea X€ P(T); compararemos los conjuntos A(S(X)) y X. Si
a€X, entonces asS(X), de donde, por la definicién de A, aEA(S(X)). Luego
X CA(S(X)).

Reciprocamente, si a€A(S(X)), a=S(X), con lo cual aaS(X) = a. Por ser B
finito, X es un conjunto finito, pongamos X = {a},....an}. Entonces S(X) =
ajv...vap, de donde,

a = aAS(X) = (anaj)v...v(aaap). Puesto que a = 0, existe i, 1si=<n, tal que
aaai = 0. Pero entonces, siendo a y a; dtomos, debe cumplirse a=a; Luego

a€X, con lo cual A(S(X))Q X.

5.4.4. Teorema. Sean B un digebra de Boole finita y T el conjunto de los
dtomos de B. Entonces la aplicacion A de B en P (T). definida mas arriba,
es un isomorfismo de B sobre el dlgebra (P(T).U,N, " T).

Demostracién. Puesto que SoA = idg y AoS = idp (1), resulta que A es una
biyeccién y S la aplicacidn inversa.

Sean ahora X,z €EB. Si x = 0, A(xvz) = A(z2) y AX)=O.

Luego, A(xvz) = A(X)UA(z). Por otra parte, A(xaz) = A(0) = &, de donde,
A(XAz) = AX) N A(z).

Supongamos ahora que X ¥ z son ambos distintos de 0 y pongamos
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menor o igual que ninguno de los elementos de la forman (0,x), con x=0.
Segin 4.7.7 las 4lgebras de Boole finitas son atémicas. Con respecto a la

propiedad de ser supatdmica (ver 4.7.8), se tiene el siguiente resultado.

5.4.1. Teorema. Toda digebra de Boole atémica es supatémica.
Demostracién. Sean B un dlgebra de Boole atémica y x=0 un elemento de
B. Entonces, A(x) (ver 4.7.8) es no vacio y X es cota superior de A(X).

Sea z una cota superior de A(X) y supongamos que X RO e€s menor O igual
que z. Entonces, por 4.6.1, xaz” = 0. Siendo B atémica, existe un dtomo a de
B tal que asxaz” . Luego asx, de donde a& A(x) y por lo tanto asz. Como
también as<z”, resulta aszaz” = 0, lo que es absurdo. Entonces x<z, de doande,

X = sup A(X).

5.4.2. Corolario. Toda dlgebra de Boole finita es supatomica.

Sean B un 4lgebra de Boole finita y T el conjunto de sus dtomos. La asigna-
cién X—A(x) define una aplicacién A, de B en P(T). Por otra parte, asig-
nando a cada XE P(T) el elemento sup X de B se obtiene una aplicaciéa S,
de P(T) en B.' Segiin el Teor. 5.4.1, para todo XE B, x = S (A(X)), 0 equiva-

lentemente, SoA = idR. El teorema siguiente muestra el valor de AoS.
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AMX)={a1,....a5} y A(z) = {b],....by;}. Entonces x = ajv...ap yz =
biv...vby-

Luego,

A(xvz) = A(S({at,..-an.b1,----bm}) = {381--.3p. D14 Om} =
{a1,....an}U{by,...bir} = AX)UA(2).

Por la propiedad distributiva A(xaz) = A(S({ajab; ; 1=i=n, 1sj=m})), que es
igual a A(S(A(X)NA(2))), puesto que para aj=bj ,a; abj = 0. Entonces,
A(xaz) = AX) NA(2).

Ya que A(0) = Dy A(1) = T, resulta que A es un isomorfismo de dlgebras de
Boole.

5.4.5. Corolario. El niimero de elementos de un dlgebra de Boole finita es
una potencia de dos. Si dos dlgebras de Boole finitas tienen el mismo
nimero de elementos, entonces son isomorfas

Demostracién. Si B es una dlgebra de Boole finita y T es el conjunto de sus

4tomos, por el teorema precedente se tiene que |[B|=|P (T)|=2 [T,
Si By y By son 4dlgebras de Boole finitas tales que | By | = | B2 |y T;, 1=1,2,
es el conjunto de los 4tomos de Bi, se tiene que | Ty [=|T2 |, con lo cual las

dlgebras de Boole sobre P(T1)y P(T2) son isomorfas. Por el teorema pre-
cedente B1 v B2 son isomorfas.
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5.4.6. Corolario. Toda dlgebra de Boole finita con n dtomos es isomorfa a
(Bp)".
Demostracion. Si B es un dlgebra de Boole finita con n 4tomos, entonces | B |

= 27 Puesto que | (B)" [ = 27, el resultado se deduce por aplicacién de

Ejercicio.

5.4.5.

5.47. a) Sea B un 4lgebra de Boole finita con n dtomos af,...,an.

Probar que para todo k, k=1,...,n, ak es el fnfimo de los complementos de los
elementos aj, para todo j distinto de Kk, j=1,....n.

b) Demostrar que si S es una subdlgebra de Bn engendrada por n-1 4tomos,

entonces S=By.
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5.1.9. Sea N el conjunto de los nimeros naturales, se define en P(N) la rela-

cién = dada por AxB si y s6lo si A-B es finito.

a) Demostrar que x es un preorden,

b) Explicitar la relacién de equivalencia R en P(N) asociada con el preor-

den, y el orden < que se obtiene en el cociente,

c) Demostrar que si A € B, entonces [Al = [B], siendo [A}l, [B]E PM) /R
Describa las clases [J] y [N].

d) Demostrar que ( P(N) /R, = ) es un 4lgebra de Boole.

e) Demostrar que este dlgebra de Boole no tiene dtomos.

5.1.10. Sea A la diferencia simétrica o suma booleana de los elementos a y b,
de un dlgebra de Boole, definida por aAb = (aab’)v(a’ab).

Demostrar las siguientes igualdades: aAb” = a’Ab |, aAb = a’Ab’, (aAb)Ac =
aA(bAc).
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b—b’A X, el primer elemento igual a O y el dltimo igual a x. Pero entonces

este dlgebra no es una subédlgebra de B.

5.2.4. El dlgebra B definida en 5.1.5. es una subdlgebra del 4lgebra de las
partes del intervalo [0,1), sin embargo un subconjunto infinito de B tiene
siempre supremo ( o infimo) en Pdo,1» y puede no tenerlo en B, mds aiin,
puede suceder que ambos supremos existan pero que sean distintos. Tal es el
caso del conjunto A = {[1/n,1) ; n € N- {0}}, puesto que supg A =1[0,1) ¥
supp [0,1) A = (O,1).

Sean By y By élgebras de Boole (las operaciones y los primeros y dltimos

elementos se denotan con los mismos simbolos aunque pueden ser distintos).
Se comprueba inmediatamente que el reticulado producto (4.2) es un
dlgebra de Boole donde, la operacién unaria estd dada por: (b1,b2)" = (by -,
b2), (0.0) es el primer elemento y (1,1) el dltimo.

Se denomina el digebra producto de B1 por Ba.
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5.2. Subalgebras y productos.

5.2.1. Definicién. Sean B = (B,v,A, %, 0,1) un dlgebra de Boole y S un
subconjunto de B. Se dice que S es cerrado para todas las operaciones de B si
se cumplen las condiciones siguientes

1) para todo par a,b de elementos de S, avb, aab,a”, € S,

2)0,1,eS.

Una subdlgebra de B es un 4lgebra de Boole ( Sy,A, °, 0, 1) tal que S es un
subconjunto de B, cerrado para todas las operaciones de B y v,A,” son las

restricciones a S de las operaciones de B.
Ejemplos

5.2.2. Sea X un subconjunto propio de un conjunto Y. Entonces (P({X),C)
es un subreticulado de (P(Y),C) pero no es una subédlgebra puesto que el

idltimo elemento de
(P(Y),C) no pertenece a P (X).

523, Como generalizacién del ejemplo precedente, sea X un e¢lemento,
distinto de 0, de un dlgebra de Boole (B,v,A, ",0,1).
Entonces el intervalo [0,x] = {bEB; Osb=x} es un dlgebra de Boole con las

operaciones binarias restringidas de las de B, la operacién unaria dada por
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5.2.9. a) Sean B un 4lgebra de Boole y Spg el conjunto de las subdlgebras de
B. Probar que SgC es un reticulado. (Indicacién: Usar el concepto de

subdlgebra engendrada por un conjunto).

b) Sea X un conjunto no vacfo y finito y sea S una subdlgebra de (P(X),C).

Demostrar que el conjunto de los dtomos de § es una particién de X,

5.2.10. Sea B un dlgebra de Boole sin dtomos. Establecer si el dlgebra de

Boole producto BjxB tiene dtomos y, en caso afirmativo, establecer si para

todo elemento no nulo (X,y) de BjxB, existe un dtomo (a,b) tal que (a,b) s

x.y).

5.3 Morfismos de dlgebras de Boole.

5.3.1. Definicién. Sean B| y B2 4lgebras de Boole. (Las operaciones y el
primer y tltimo elemento se denotan en ambas con los mismos simbolos
v.A, 0,1, aunque pueden ser distintos). Un morfismo de B| en B2 es una
aplicacién 1 B]—Bp tal que, para todo par a,b, de elementos de Bj se
cumplen las siguientes propiedades. |

1) f(avb) = f(a)vi(b) 3) f@”) = (f(a))”

2) f(aab) = f(a)af(b) H O)=0yf(l)=1.
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Ejercicios

5.2.5. Sea B un 4lgebra de Boole. Demostrar que si un conjunto A € Bes

cerrado con respecto al par de operaciones v, ~ 0 con respecto al par de ope-

raciones A, ”entonces es cerrado con respecto a las tres operaciones v, A,

5.2.6. Determinar en qué condiciones el reticulado del ejercicio (4.2.10) es

upa subdlgebra de Boole de P (A) ,U,NCA T .A).

5.2.7. Mostrar que el reticulado I del ejercicio (4.2.11) no es una subdlgebra
de Boole de (P (E) ,U ,N ,CE I E).

5.2.8. a) Hacer el diagrama de Hasse de los siguientes conjuntos ordenados:
B1xB2 con el orden producto y B1xB2 con el orden lexicogrifico L. Decir
si (B1xB2,L) es un reticulado, en caso que sea decir si es O no
complementado.

b) Sean Aj....,Ap reticulados con 0 y 1. Sean a = (aj,....an} y b= (b1.....by)
dos elementos no comparables de (A1x...XAp . L). Sea 1 el primer indice tal
que ai es distinto de bi. Probar que (aj....,a;-1,aiAb;,1,1,...,1) es el infimo de

ayb.
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Ejercicios

3.3.3. Sea f un isomorfismo del dlgebra de Boole A en el dlgebra de Boole
B. Probar que la aplicacién inversa de f es también un isomorfismo de

dlgebras de Boole.

53.4. Sean A y B dlgebras de Boole y f un morfismo booleano de A en B.
Demostrar que:

a) si S es una subilgebra de A, entonces f(S) = {f(s) ; s € S} es una
subdlgebra de B.

b) Si T es una subilgebra de B, entonces f‘l(T )={x€A;fX)ET } es una

subdlgebra de A.

53.5. Sean A y B 4lgebras de Boole y f un morfismo booleano de A en B.

a) Probar que el elemento O de A pertenece a la imagen inversa por f del
elemento O de B.

b) Probar que para todo a € A,sia € -1 (OB), entonces -1 (O) contiene al
intervalo [0a,a)].

c) Sean aj, a2 elementos de A. Probar que si af, a3 € 1 (OB), entonces
también ajvag € f-1 (OR).

d) Establecer si f-1 (0B) es una subdlgebra de Boole de A.





index-105_1.png
Estructuras Algebraicas 93

Es decir, un morfismo de 4lgebras de Boole es un morfismo de los
reticulados subyacentes que, ademds , conserva la complementacién, O y 1.
Como en el caso de los reticulados, un morfismo inyectivo, (resp. suryectivo,
biyectivo) recibe el nombre de monomorfismo (resp. epimorfismo, isomor-
fismo). Se demuestra sin dificultad (ejerc 5.3.3), que la aplicacion inversa de
un isomorfismo es también un isomorfismo.

Las condiciones dadas en 53.1 no son independientes, en efecto 1) y 2)
implican que 3) es equivalente a 4): Si valen 1), 2) y 3) se tiene, para un
elemento a€EBj, f(0) = f(ana” ) = f@Q)Af(a" ) = f(a) A (f(@))" = O y f(1) =
fava” ) = f(a)v(f(a))" = 1.

Sivalen 1), 2) y 4) resulta f(a)a f(a” ) = f(ana” ) = f(0) = 0 y f(ayvf(@a” ) =
f(ava”) = f(1) = 1, de donde se verifica 3).

53.2. Teorema. Si B es un dlgebra de Boole la complementacion, como
operacion de B en B, es un isomorfismo de B en el dlgebra dual.

Demostracién. Teniendo en cuenta que, para todo a € B, (a”)’=a, resulta que
la complementacién es una aplicaciéon biyectiva que cumple, ademds, la

propiedad 3) de 5.3.1. Las propiedades 1) y 2) se satisfacen en virtud de las
leyes de De Morgan.
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5.3.6. Sea B un dlgebra de Boole, la diferencia entre dos elementos a2 y b de
Bes

a-b = aab”.

a) Probar que (a-b) A b = 0 y que, si bsa, entonces (a-b) v b = a.

b) Sea a un elemento no nulo de B. Probar que el intervalo 1=[0,a), con el
orden inducido por el de B, es un dlgebra de Boole.

Establecer si I es una subdlgebra de B.

¢) Demostrar que la aplicacién f; de B en I, dada por fa(X) = aAx es un
epimorfismo de dlgebras de Boole.

d) Demostrar que la aplicacién F de B en [0,a] x [0,a” ], dada por F(x) =
(fax) fa'(x)) es un isomorfismo de dlgebras de Boole.

5.4 Representacion de las algebras de
Boole finitas.

Toda 4lgebra de Boole no es necesariamente atémica (ver 4.7.6), por
ejemplo, las dlgebras de Boole que no tienen 4tomos como la del ejemplo
5.1.5. Existen 4lgebras que tienen 4tomos pero que no son atémicas, por

ejemplo, si B es un dlgebra de Boole sin 4dtomos y B” es el producto
cartesiano B xB resulta que (1,0) es el dnico dtomo de B” ¥ que (1,0) no es
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6.3.13. Sea A=(A+,.,-,0,1) un anillo con unidad. Sea U el subconjunto de A
formado por los elementos a de A para los que existe en A el elemento a1
tal que aa! = a1 a=1.

Probar que U=(U,.,’1,1) €s un grupo.

63.14. Sea A= (A+,.,-,0,1) un dlgebra que satisface todos los axiomas de los
anillos con unidad con la posible excepcién de a+b=b+a, para todo a, b € A.
Probar que esta propiedad debe verificarse en A. ( Indicacién: Desarrollar

(a+b)(1+1) en dos formas).

6.3.15. Los cuaternios reales son los simbolos de la forma o + ®1i+ x7]
+x3k, donde xt es un nimero real para t=0,... 3.

Dos cuaternios X= x0+ *] i+ x2 j+ x3k,Y=Bo+B1i+82j+B3k,

son iguales si xt = Bt, para t=0,...,.3.

Sea Q el conjunto de todos los cuaternios reales, para X,Y € Q se definen las
operaciones sigunientes:

X+Y = (xo+B0) + (x1+B1) i + (x2+82) j + (x3+B3) k

XY = (x0Bo - x1B] - x282 - x3B3) + (x0B] + x1B0+ %283 - x382)1+
(xoB2 + x2Bo +%x3B7 - x1B3)j+ (x0B3 + x3B0 + x1B82 - x2B1)k

0 = 0+0i+0j+0k , 1 = 1+0i+0j+0k.

Definir la operacién - de Q en Q y probar que (Q,+,.,-,O;l) es un anillo no

conmutativo con unidad.
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2)(-a) . b = a(-b) = -(a.b),

3) (-a).(-b) = a.b. .
Demostracién. Por la propiedad distributiva, a.0 = a(0+0) = a.0+a.0. Luego
0+a.0 = a.0+a.0. Por la propiedad cancelativa del grupo (A,+,-,0), resulta 0 =
a.0. En la misma forma resulta 0.a=0.

Por la propiedad distributiva, a.b + (-a).b = (a-a).b = 0.b = 0. Luego, (-a).b =
- (a.b). Andlogamente resulta a. (-b) = - (a.b).

Por lo recién demostrado, (-a).(-b) = -(a.(-b)) = -(-(a.b)) =a.b.

Ejercicios

6.3.11. Sea Z(21/2) el conjunto de los nimeros reales de la forma m+n.21"2,
donde m,n son enteros. Mostrar que Z2V2)+,..-0,1), siendo las operaciones

indicadas las habituales de los nimeros reales, es un anillo.

6.3.12. Sean a,b,c elementos de un anillo A. Probar que:
a) Si a.b=b.a y si existe b1, entonces a.b-1 =b-1 a

b) Si a.b=b.a y a.c=c.a, entonces a.(b.c) = (b.c).a
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Se dird que O es el elemento nulo de S y 1la wunidad de S.

E jemplos.

6.4.2. Si (A+,..-,0,1) es un anillo con unidad, entonces, de acuerdo con 6.3.1,

(A,+,.,0,1) es un semianillo.

6.4.3. Si (B,v,A,%,0,1) es un dlgebra de Boole, (B,v,A,0,1) es un semianillo.

6.4.4. ( N,+,.,0,1) es un semianillo, donde + y . designan, respectivamente, a

la suma y al producto usual en el conjunto N de los niimeros naturales.

6.4.5 Siendo R el conjunto de los nimeros reales, (RU{ec} min,+,%,0) es un
semianillo, donde min{a,b) = minimo {a,b}, para a,b € R,+ es la suma usual

en RyO€ER.

6.4.6. Siendo R* el conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que 0,
(RT U{=} max,min,0,%) es un semianillo, donde max (a,b) = miximo {a,b},

para a,b € RT, min estd definido como en 6.4.5. y OE R.

6.44.7. Si [0,1] es el intervalo real de extremos O y [, ([0,1], max,.,0,1) es un

semianillo, donde max estd definido como en 646 y 0,1 &€ R
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Encontrar el grupo U formado por los elementos invertibles de Q.

63.16 Un dominio de integridad ( o dominio entero) es un anillo
conmutativo y sin divisores de cero, esto es, tal que a.b =0 implica a=0 o
b=0, para todo par a,b de elementos del anillo.

Sea A un anillo con unidad tal que para todo a€ A, a2 = a. Probar que:

a) Para todo a& A,a+a=0,

b) A es conmutativo.

c) Si A tiene més de dos elementos, entonces A no es un dominio de

integridad.

6.3.17. Sea D un dominio de integridad finito. Probar que D es un cuerpo.

6.3.18. Probar que todo cuerpo conmutativo es un dominio de integridad.

6.4 Semianillos

6.4.1. Definicién. Un semianillo es un dlgebra § = (5.+,.,0,1) tal que
1) (§,+,0) es un moenoide conmutativo.

2) (S,.,1) es un monoide,

3) la operacién . es distributiva con respecto a la operacién +,

4) para todo a&€ S,a0=0a=0.
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Bt , f(b)EB. H conjunto B es un subuniverso de A si es cerrado para

todas las operaciones fundamentales de A.

En particular, si B es un subuniverso de A y f es una operacién O-aria de A,
la definicién precedente implica que f(J)EB, con lo cual, un subuniverso de

un 4lgebra que tiene operaciones (-arias no es vacio.

7.1.2. Definicién. Una subdlgebra de un dlgebra A es un ilgebra B = (B,G)
tal que B es un subuniverso no vacfo de A y G es la familia de operaciones
fundamentales de A restringidas a B.

Ejemplos

7.1.3. Las subdlgebras de un reticulado L son los subreticulados de L, segiin
4.2.1, y las subdlgebras de un digebra de Boole B son las subdlgebras de B,

segtin la definicién 5.2.1.

7.1.4. Un subuniverso de un semigrupc § = (S..) es un subconjunto S'de S
tal que, para todo par a,b de elementos de S", a .bE S”.
Puesto que la operacién de S restringida a un subuniverso sigue siendo

asociativa, resultja' que una subdlgebra de un semigrupo es también un
: A
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Subalgebras y morfismos

Los conceptos de subreticulado y subél gebra.de Boole, asf como los de
homomorfismos de reticulados y 4lgebras de Boole, son ahora generalizados

presentando los - subuniversos y subdigebras de un 4lgebra y los

homomorfismos de 4lgebras de un mismo tipo. Se estudian las subéigebras
generadas por un conjunto, y en particular, los semigrupos, monoides y
grupos generados por un elemento, que se llaman ciclicos.

Segin un teorema de Cayley, todo grupo es isomorfo a un grupo de

permutaciones de su conjunto subyacente. Se expone este teorema y los del

mismo tipo para semigrupos y monoides.

7.1 Subuniversos y subalgebras

7.1.1. Definicién. Sean A un 4lgebra y f una operacién n-aria fundamental
de A. Un subconjunto B de A es cerrado con rcspectoé f si, para todo be

119
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(a+b)jj = ajj+byj

y el producto por
n

(ab)j= Y ajkbgj
k=1
se obtiene un anillo (ADXD, + - 0), donde (-a)jj = - ajj y 0j=0, para todo ij,

en genefal, no conmutativo. Si (A,) tiene unidad 1, la matriz u dada por

ujj=1, si i=j y ujj=0, si i=j, es unidad de (ARXR,),

6.3.6. Sea C el cuerpo de los niimeros complejos (las operaciones son las

usuales) y sea K el subconjunto de C2X2 dado por las matrices de la forma

a+bi c+di
~-c+di a-bi

Se comprueba inmediatamente que K, con las operaciones de C2X2 la matriz

nula y la matriz unidad, constituye un cuerpo no conmutativo.

6.3.7. Sea R[x] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x a
coeficientes reales. Designando con + y . a la suma y al producto,
respectivamente, usuales entre polinomios, con -p al polinomio opuesto del
polinomio p y con o al polinomio nulo, se obtiene que (R[X], +,.,-,0) es un

anillo conmutativo.
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Ejemplos

6.3.2. A partir del grupo de los enteros (Z.+.-,0) se obtiene el anillo con
unidad de los enteros (Z,+,.,-,0,1) tomando como segunda operacion binaria
a la multiplicacién usual. Este anillo no es un cuerpo, en cambio, los

conjuntos : K, de los niimeros racionales, R de los nimeros reales y C, de los

nimeros complejos, son cuerpos, con las operaciones usuales, Oy 1.

6.3.3. A partir del grupo de los enteros médulo p (6.2.8) se obtiene el anillo
con unidad de los enteros mdédulo p

(Zp.+,.,-R(O).R(1)), .
donde . es la operacién binaria definida por : R(a) . R(b) = R(a .b) ( se

demuestra facilmente que si aRa” y bRb” entonces (a .b)R (a”. b")).

6.34. Si m es un niimero entero distinto de 1, el conjunto de los multiplos
enteros de m, con la suma y el producto usual entre enteros y O como
operacién cero aria, es un anillo conmutativo que no puede extenderse a un

anillo con unidad.

6.3.5. Sea A = (A+,.,-,0) un anillo y ABX con n entero mayor o igual que
1, el conjunto de las matrices con coeficientes en A, de n filas y n columnas.

Definiendo la suma de las matrices a y b por
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6.3.8, Sea (B,v,A,”,0,1) un dlgebra de Boole. Sea A la operacién binaria sobre
B definida por

aAb = (aab”) v (a” Ab),
Resulta ficilmente que A es una operacién asociativa (ver (5.1.10)) y
conmutativa, y que, para todo a€ B, aAa = 0. Luego, (B,A,idg,0) es un grupo
abeliano. Como ademds A es distributiva con respecto a A, se tiene que

(B.A,A,idg,0,1) es un anillo conmutativo con unidad.

6.3.9. Sea X un conjunto y (A,+,.,-,0) un anillo. Definimos sobre €l conjunto
AX,

de las aplicaciones de X en A, las siguientes operaciones binarias, denotadas
también con + y .,

(f+g) x) = f ) + gx) vy (fg (x) = f (x).g(x), para todo xEX, y la
operacion unaria -, dada por

(- (x) = -f (x), para todo xE€ X.

Resulta que (A¥+,,-0) es un anillo, donde o denota la aplicacidn
constantemente igual a 0. Este anillo es conmutativo si 1o es A y se puede

expandir a un anillo con unidad si (A,.) tiene unidad.

6.3.10. Teorema, Si (A,+,..-,0) es un anillo, entonces, para todo par ab de
elementos de A. valen las siguientes propiedades

1)a0=0a=0,
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6.2.3. Definicién. Un grupo es una 4lgebra (G, . ,"1,1) tal que (G,.,1) es un
monoide y -1 es una operacién unaria cumpliendo, para todo a € G, a.a"1
=ala=1Siel semigrupo (G , .) es conmutativo se dice que el grupo es

conmutativo o abeliano .

Ejemplos

6.24. Si RA denota el conjunto de todas las relaciones binarias sobre un
conjunto A, entonces ( RA,.JJA) es un monoide, donde . denota la
composicién de relaciones (ver 1.2) e 1 la relacién identidad. En general, es

un monoide no conmutativo que no puede expandirse a un grupo.

6.2.5. Un semireticulado (S,.) (ver 4.4) es un semigrupo conmutativo. Se

dice que es idempotente porque, para todo aES, a.a=a.

6.2.6. Si + denota la suma usual entre nimeros naturales, se tiene que (N,+)
€s un semigrupo conmutativo que puede expandirse al monoide (N,+,0), pero

no a un grupo.

6.2.7. Si + denota la suma usual entre enteros y - la aplicacién de Z en Z que

a cada entero le asigna su opuesto, se tiene que (Z,+,-,0) es un grupo abeliano

que serd llamado el grupo de los enteros .
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de los cuales se llama el grupo de las permutaciones de A,y grupo

simétrico de orden n, en el caso A = {1,...,n}.

6.2.11. Sean A un conjunto no vacfo y . la operacién binaria sobre A

definida por: a.b = b. Entonces (A,.) es un semigrupo denotado Ad, que no
puede expandirse, en general a un monoide. En forma aniloga se define

al=(A,), poniendo a.b=a.

6.2.12. Definicién. Sea S = (S,)) un semigrupo. Un elemento uES es neutro
en S ,0esunaunidad de S, si para todo a€S, a.u = u.a=a.

Si u es una unidad de S, el semigrupo se expande al monoide (S,.,u). Si u 'y
u” son unidades de § , se tieneque v.u’'=uyu.u"=u",conlo cual § tiene

a lo sumo una unidad.
A partir de S se define un monoide S! como sigue: si S tiene una unidad u.

S 1 = (S,.u). En caso contrario, sea 1 un elemento no perteneciente a S.
Ponemos S! = SU{1} y definimos una operaci6n binaria * en S! por: a #b=
ab, paraa, bE Sy a*xl = 1* a = a, para a €Sl. Es f4cil verificar que
(S1,+,1) es un monoide. Se dice que S1 ha sido obtenido de S por adjuncidn

de una unidad.

6.2.13. Definicién. Sea M = (M,.,1) un monoide. Un elemento a de M es

invertible siexiste b. en M, tal queab=b.a=1.
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6.2.8. Sean p un nimero entero mayor que 1, R la relacién congruencia
moédulo p en Z (3.1.4) y Zp el conjunto de los enteros médulo p (3.2.7). Si
a,b,c.d son enteros tales que aRb, y cRd, entonces (a+c) R (b+d). Luego
puede definirse una operacién binaria, también denotada +, en Zp, por :
R(a)+R{c)=R(a+c). Como también de aRb se deduce (-a) R (-b), puede
definirse la operacién unaria, denotada -, sobre Zp, por -R(a)=R (-a). Se de-
muestra ficilmente que el dlgebra (Zp,+,-,R(0)) es un grupo abeliano, llama-

do el grupo de los enteros modulo p .

6.2.9. Si P es el conjunto de los nimeros enteros pares y . la multiplicacién
usual, (P,.) es un semigrupo conmutativo que no puede expandirse a un

monoide.

6.2.10. Sea A un conjunto. Denotaremos A2 al conjunto de todas las
aplicaciones de A en A, e idA a la aplicacién idéntica sobre A.

Sean oy @ las operaciones binarias sobre AA, dadas por : fog(a)=f(g@)) y f
ng(a) = g(f(a)), respectivamente, para todo a de A. Entonces (AA,o, ida) v
(AA,u,id A) son monoides, en general, no conmutativos.

Si S(A) designa al subconjunto de AA formado por todas las biyecciones de
A en A, o permutaciones de A, se tiene que idA €S (A), y que para todo fE€
S(A), existe una dnica aplicacién -1 € sA) tal que fo f-1 = -1 of=ida. Se
tiene entonces que (S(A),o,‘l, ida) y (S(A),n,'l,idA) son grupos, el primero
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Si tal elemento b existe, entonces es dnico, ya que si un elemento b” tiene la
misma propiedad, resulta (b.a).b” = 1.b’=b"y b.(a.b”) = b.1 = b, de donde b
=b". Sedice que b es el inverso de a y se escribe b=a-1. De la definicién
resulta claramente que (a‘l)'lz a.

Si todo elemento de M es invertible, queda definida sobre M una operacién

unaria -! y resulta que M se expande al grupo (M, ., -1, 1).

6.2.14. Teorema. En un grupo (G, ., -1 | 1) vale la propiedad, llamada
cancelativa, siguiente: para toda terna a,b.c de elementos de G, a.c = b.c o
c.a = c.b implica a=b.

Demostracidén. Si a.c = b.c, entonces (a.c).c'1 = (b.c).c'l.

Aplicando la propiedad asociativa y puesto que cel=1, resulta a=b. Sic.a
= ¢.b, se multiplica a la izquierda por ¢” 1

6.2.15 Definicién. Un elemento a de un algebra A es idempotente, con

respecto a una operacién binaria, fundamental ., de A si a.a=a.

6.2.16. Teorema. En un grupo, el iinico elemento idempotente es la unidad.
Demostracion. Si a es un elemento idempotente de un grupo (G,.,"1,1), se

tiene, a.a = a = l.a . Aplicando la propiedad cancelativa, resulta a = 1.
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6.2.20. Sean a,b nimeros reales y fab una funcién de R en R definida por
fab(x)=ax+b. Sea G={fab; a, b € R, a distinto de 0}, probar que (G,o,'l, id)

€s un grupo.

6.2.21. Sean (M,.,1) un monoide y AC M. Para todo a € A se define la
aplicacién fa de M en M definida por fa( x) = a.x.

Mostrar que en el dlgebra (M, ( fa) geA) se verifica que fay ... fap (x) =
fby...fby(x) si ysblosiaj ....an = by ....bg.

6.3 Anillos

6.3.1. Definicién. Un anillo es un dlgebra (A,+,..-.0) tal que (A,+,-0) es un
grupo abeliano, (A,.) es un semigrupo y se cumple la propiedad siguiente,
llamada distributiva de . con respecto a +,. para toda tema abc de
elementos de A, a.(b+c) = a.b+acy (b+c)a = ba+ca.

Si (A,) es un semigrupo conmutativo, se dice que el anillo A es conmutativo.
Se acostumbra Ilamar suma a la primera operacién y producto a la
segunda.

Un anillo con unidad es un dlgebra A = (A+,.,-,0,1) tal que (A,+,.,-,0) es un
anillo y (A,.,1) es un monoide. El anillo con unidad A es un cuerpo’si todo

elemento de A, distinto de 0, es invertible en el monoide (A,.,1).





index-121_1.png
Estructuras Algebraicas 109

Ejercicios

6.2.17. Un elemento z de un semigrupo S se llama cero a izquierda
(respectivamente cero a derecha) si z.s=z (respectivamente si s.z=z) para
todo s en S. Se llama cero si es a la vez cero a izquierda y cero a derecha.

a) Probar que si z es un cero a izquierda de un semigrupo S, entonces todos
sus miltiplos a izquierda xz (x € S ) son también ceros a izquierda.

b) Encontrar un semigrupo que tenga identidad a izquierda y cero a derecha
y que no sea monoide.

¢) Sea S un semigrupo con un cero a izquierda y un cero a derecha. Probar
que son iguales y que éste es el tnico cero del semigrupo.

d) Mostrar que un grupo con dos o més elementos no puede tener ningin

CEro.

e) Sea B un conjunto con mas de un elemento. Probar que el monoide de
todas las transformaciones de B tiene mds de un cero a izquierda y ningin

cero a derecha.

6.2.18. Sea X un conjunto. Probar que (PCOW) ¥ ( P(X), N) son monoides

conmutativos.

6.2.19. Demostrar que si todo elemento de un grupo es su propio inverso

entonces el grupo es abeliano.
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Si f es una operacién n-aria sobre A se dice que n es el rango o la aridad

de f. Si n= 0 se denotard f por f (J), entonces, una operacién O-aria serd

considerada como un elemento de A.

6.1.2. Definicién. Un digebra es un par ordenado A=(A.F), donde A es un
conjunto no vacio y F = (f;} j €[ es una familia de operaciones sobre A de
aridad finita.

El conjunto A es el universo o el conjunto subyacente del dlgebra A.
Muchas veces en lo sucesivo se utilizard el mismo simbolo para designar al
dlgebra y a su conjunto subyacente. En caso de que convenga remarcar la
distincién, se designaré al dlgebra con la letra, en negrita, que se utiliza para
designar a su conjunto subyacente. Un 4lgebra es finita si su universo A es
finito, y es trivial si |A|= 1.

Los elementos de la familia F son las operaciones fundamentales o bdsicas
del dlgebra; el conjunto de indices I de la familia F es el conjunto de
simbolos operacionales del dlgebra. La funcién p de I en N, que asigna a un
simbolo operacioiuil i €1 el rango de la operacién fi, es la funcion rango del
dlgebra.

Si ¢l niimero K, de indices de la familia F es pequefio, se acostumbra ordenar
fos elementos de I en la forma if....,ik, de modo que, para todo j, j=1,.. k-1,

p(ij) =z p(ij+1) ¥y , en ese caso, el dlgebra A se denota por la k+1 upla

Afi1.-o Bk ).
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Definicion de algebras

En este capitulo se definen las dlgebras desde el punto de vista del dlgebra
universal. Esta Optica prepara el camino para el estudio de las 4lgebras
heterogéneas, de especial importancia en informética. Se definen los
semigrupos, monoides, grupos, anillos y semianillos como 4lgebras especiales

y se dan los ejemplos mas relevantes.

6.1 Nociones fundamentales.

Sea A un conjunto. Para un ndmero natural nz1, se denota A" al producto

cartesiano de n veces el conjunto A, es decir al conjunto de todas las n-uplas

(a1,..,ay) con aj,...an € A. Convendremos, ademds, en que A0 = {2}.

Denotaremos, cuando convenga, a a un elemento de AR ; entonces, si n = 0,

a =g, ysin>0, a designard una n-upla (aj,...,an) de elementos de A.

6.1.1. Definicién. Sean A un conjunto y n un nimero natural. Una

operacién n-aria sobre A es una aplicacién de A en A. Una operacion de

aridad finita es una operacién n-aria, para algiin n natural.

101
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Ejercicios

6.1.6. Sea (A.D) un dlgebra con una dnica operacién unaria f. Sean x, y €A,
se define la relacién R en A dada por xRy si y s6lo si existen enteros m, n =2 0
tales que

f (x) = M (y) ( se conviene en que O (x) es x ).
Probar que R es una equivalencia en A.

Las clases de equivalencia segiin R se llaman componentes conexas de (A f).
((1py.

6.2. Semigrupos, monoides y grupos.

6.2.1. Definicién. Un semigrupo es un 4lgebra (S,) tal que . es una
operacién binaria asociativa ( es decir, para toda tema a,b,c de elementos de
S, (a.b).c = a.(b.c)). Si ademds, la operacién . es conmutativa, se dice que

(S,.) es un semigrupo conmutativo.

6.2.2. Definicién. Un monoide es un 4lgebra (M, . , 1) tal que (M,.) es un
semigrupo y 1 €M, denota una operacién O-aria cumpliendo, para todo a €
M, a.1 = 1.a = a. El monoide es conmutativo si el semigrupo (M , . ) es

conmutativo. El elemento 1 es la unidad de M.
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La funcién rango de un dlgebra A se llama también el tipo de A.
Un 4lgebra A es similar a un 4lgebra Bsi la funcién rango de A es igual a
la funcién rango de B, 6 sea si A y B tienen el mismo tipo.

La relacién de similaridad entre dlgebras es una relacién de equivalencia.

Un 4lgebra A = (A,(f)j € 1) es una reduccion de un 4lgebra B= (B,
(gj) j€j). o B es una expansion de A,si A- = B, la funcién rango de A es
una restriccién de la funcién rango de By, para todo i€l f; = g; Es decir, B

se obtiene de A agregando otras operaciones bésicas.

Ejemplos

6.1.3. Sisg (o siguiente) denota la funcién de N en N, dada por, sg (n) =
n+1, (N,;sg) es un 4lgebra que tiene como \nica operacién a una
operacién unaria.

6.1.4. Un reticulado es un 4dlgebra (L,v,A) con dos operaciones binarias.

6.1.5. Un dlgebra de Boole es un 4dlgebra B = (B,v,A, * ,0,1) con dos
operaciones binarias, una unaria y dos cero arias. El reticulado (B,v,A)

es una reduccion del dlgebra de Boole B.
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Se escribird h: A—B para designar a un morfismo h de A en B. Para
demostrar que h es un morfismo de A en B se comprobard solamente la
igualdad de 7.3.1 cormrespondiente al caso p(i)>0, pues el caso p(i)=0 sigue

los mismos lineamientos que el anterior (basta reemplazar las n-uplas por &).

Sea h: A—B un morfismo. Si h es una aplicacién inyectiva (resp, suryectiva,
biyectiva) se dice que h es un monomorfismo (resp. epimorfismo,
isomorfismo) de A en B. Un endomorfismo de A es un morfismo de A en A;
un automorfismo de A es un isomorfismo de A en A. El 4dlgebra A es

isomorfa al dlgebra B si existe un isomorfismo de A en B.
Ejemplos

7.3.2. Los morfismos de reticulados y los morfismos de dlgebras de Boole,
dados en 4.3 y en 5.3 respectivamente, son morfismos en el sentido de la

definicién 7.3.1.

7.3.3. Sean § =(8,.) y §" = (8,.) semigrupos. Un morfismo de § en §” es una
funcién h: S—8” tal que, para todo par ab de elementos de S, h(ab)=
h(a).h(b).
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Ejercicios

7.2.10. Sea A={ab,c}, encontrar el submonoide del monoide de las

transformaciones de A, generado por {f1, f2} donde f1(z) =a, para todo z €

A y fp toma los valores siguientes: f2(a)=b, fa(b)=a, f2(c) =b.
7.2.11. Demostrar el teorema 7.2.5.

7.2.12. Describir el subreticulado generado por un conjunto X cuando X
tiene un elemento y cuando X ticne dos elementos.

Idem para un dlgebra de Boole.

7.3 Morfismos.

7.3.1. Definicion. Scan A= (A(fHieD) y B= (B,(g)ic]) dlgebras del mismo
tipo. Un morfismo u homomorfismo de A cn B es una aplicacion h de A en
B tal que, para todo i€l, se cumple: si n=p@i) >0, para toda n -upla
(ag,an)EA",

h(fj (ay.....an)) = gi (h(ay),....h(&@n)),
y si p(1)=0, h(f; (D)) = gi (D).
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7.3.7. Sean A y A anillos. Denotamos con + y ., respectivamente a la suma
y al productoen A yen A”. De 7.3.6 y 7.3.3 se deduce que una aplicacién h
de A en A” es un morfismo de A en A’ si y sélo si para todo par a,b de

elementos de A,
h(a+b)=h(a)+h(b) y h(a.b)=h(a).h(b).

7.3.8. Teorema Si h es un isomorfismo de A en B, entonces h! es un
isomorfismo de Ben A.

Demostracién. Sean A = (A.(fp); D), B = (B.(g) je]), i€l y n=p(i).

Si (by,....,.by)EBD | se tiene |

1 h(h ! (gi(b1...bn)))= gi(b,....bn).

Por otra parte, por ser h un motfismo de A en B,

b(fih 1 (b1),...b"1 (on)) = i 1(d1)), b0 1)) = gi(b1,....bn)

De (1), considerando que h es una funcién inyectiva, resulta
hd(gi(b1,...bn)) = fith™! (b1),....h1(bn)).

7.3.9. Teorema. Si h es un morfismo de A en B ykes un morfismo de B en
C, entonces koh es un morfismo de A en C. _
Demostracién. Sean A=(A,(f;)ic]). B=(b.(g)ieD. C=(C.(1));en.e €] 1tal
que p(i)=n. Si (a]....,ap)EA", se tiene (koh) (fi(aj ...,ap)) = k(g (h (ay)...,
h (an))) = 1i((koh) (a1),....(koh) (ap)).
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7.3.4. La funcién logaritmo, en una base determinada, es una biyeccién del
conjunto R*-{0} de los nfimeros reales mayores que O en el conjunto R de
todos los nimeros reales. Puesto que log (a.b)=log(a)+log(b), log. es un

isomorfismo del semigrupo (R*-{0},.) en el semigrupo (R,+).

73.5. Sean M=(M,..1) y M = (M" ,.,1” ) monoides. Un morfismo de M en
M~ es un morfismo h del semigrupo (M,.) en el semigrupo (M,.) tal que

h(1)=1".

7.3.6. Sea G:(G,.,‘I,l) y G =(G” % ) grupos. Un morfismo de G en G”
es un morfismo h del monoide (G,.,1) en el monoide (G”,.,17) tal que, para
todo a&€G, h(a'l):(h(a))'l. Estas condiciones son superabundantes ya que h
es un morfismo de G en G’ si y sélo si, para todo par a,b de elementos de G,
() h(a .b)=h(a).h(b)

( 0, en forma equivalente, si y sélo si h es un morfismo del semigrupo (G,.)
en el semigrupo (G~,.)).

En efecto, si vale la condicién (1), h(1)=h(1.1)=h(1).h(1), con lo cual h(l) es
idempotente en G, de donde (6.2.16) h(l)=1" . Por otra parte, para un ele-
mento a de G,h(a" l).h(a):h(a'l.a):h(l)zl ‘y,andlogamente, h(a). h(al):l ‘.
Luego, por (6.2.13), h(a-1)=(h(a))-L.
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Sean ahora f; una operacién n-aria y at,...,an e€lementos . de hl (B").
Entonces h(a;) € B’ , para todo i, i=1,...,n. Como, por ser h un morfismo y
B un subuniverso, se tiene

h(f; (a1.....an)=gi (b(a1)....h(an)) €EB’,
resulta que fi(ag,...,an) pertencce a h-1 (B"). Luego bl (B esun

subuniverso de A.

7.3.11. Teorema. Sea A un digebra generada por un conjunto X. Sihyk
son morfismos de A en un dlgebra B tales que h y k coinciden en X.

entonces h=k.
Demostracién. Sean (f)); 1 y (g))i ] las familias de operaciones

fundamentales de A y B respectivamente.

Sea Xo,...,.Xr,Xr+1,... 1a sucesién de subconjuntos de A definida en 7.24.
Puesto que Xo= X, h y k coinciden en Xo, por hiptesis. Supongamos que
coinciden en Xr, para r=0, y sea x un elemento de Xr+1 - Xr. Entonces
existen i€l y Xx|,....Xp €Xr, donde n=p(i), tales que x=fj(Xi ...,Xp). Luego ,

h(x)=gjh(x1)..... B(xp)), ¥ puesto que, hixj=k(xj), para todo j, j=1...n,
resulta finalmente h(x)=k(x).
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Para toda 4lgebra A, es inmediato que id4 es un automorfismo de A. Luego

la relaci6bn A=B si y s6lo si A es isomorfa a B, es reflexiva y, por los
teoremas precedentes, es simétrica y transitiva; luego, es una relacién de
equivalencia.

Sea End(A) el conjunto de los endomorfismos de un 4lgebra A.

Denotamos con o a la operacién binaria sobre End(A) dada por (k,h)—koh.
Por el teorema precedente, y teniendo en cuenta que la composicién de
funciones es asociativa resulta que (End(A ),0,id) es un monoide.

Sea ahora Aut (A) el conjunto de los automorfismos de A. Si-1 denota a 1a
funcién de A en A, que asigna a un automorfismo h el automorfismo inverso

h-1, resulta que (Aut(A),0,” 1,idA) €s un grupo.

7.3.10 Teorema. Sea h un morfismo de uﬁ dlgebra A en un dlgebra B . Si
A’ es un subuniverso de A y B’ es un subuniverso de B, entonces h(A") es
un subuniverso de B y ni (B°) es un subuniverso de A. '
Demostracién. Sean (fjic] y (giie1 las familias de operaciones
fundamentales de A y B respectivamente.

Si gj es una operacién n-aria, y by,...,by pertenecen- a h(A”), existen ajy,...,an
€ A’ tales que h(a;j)=b;, para todo i, 1<i=n. Se tiene

i (b1,-,bn) = gi (h(@1),...h (an))=h(fi(a1,..an),
puesto que h es un morfismo. Siendo A” un subuniverso de A, f; (@j,....ap) €

A’ Luego gj(bi,....bn) € h(A”). Entonces h(A”) es un subuniverso de B.
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1.1.2. Definicién. Una relacién n-aria sobre Al,...,Ap es un subconjunto del
producto cartesiano Ax... XA,

Si R es una relacién n-aria sobre Af...,An se llama i-ésima proyeccién pj a
la aplicacién de R en Ai que a cada n-upla de R le asigna su i-ésima
coordenada. '

" Las relaciones 2-arias se llaman también binarias. Si R es una relacién binaria
sobre A, B, se dird también que R es una relacién de A en B y si A=B se dird
que R es una relacién en A o sobre A. o ‘

Si R es una relacién binaria de A en B y el par (a,b) €ER se dice que a esti R
. relacionado con b y se escribe también aRb. El dominio de R es el conjunto
de los elementos a de A tales que a estd R relacionado con b, para algin b de
B. Si X es un subconjunto de A, la imbgen. de X por R, denotada R(X), es el
conjunto de los elementos b de B tales que, para algin a de X, a estd
relacionado con b. En particular, la imagen de A por R, o R(A), se llama
simplemente imagen de R. Si X es un conjunto unitario, X= {x}, escribiremos |
R(x) en lugar de R({x}). El conjunto formado por los pares (b,a) tales que
(a,b)ER, denotado R-1, es una relacién binaria de B en A; 1lamada relacién

inversa de R.
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Ejercicios

7.3.12. Sea f una aplicacién de (R:+,-0) en (R-{0},."1,1) definida por f(a) =

22, Probar que f es un morfismo de grupos y que no es epimorfismo.

7.3.13. Probar que los monoides del ejercicio (6.2.18) son isomorfos.

7.3.14. Sea (S,.) un semigrupo. Se define la operacién . en P (S) por :
AB={ab;a€EAbEB}
Probar que ( P (S),.) es un semigrupo y que la funcién que a s € S le asigna

{s} € P (S), es un monomorfismo de (S,.) en ( P (S),).

7.3.15. Sea G un grupo. Probar que si a2 = |, para todo a € G, entonces G

es abeliano.

7.3.16. Sean G un grupo y g un elemento fijo de G. Sea f la aplicacién de G

en G definida por f(X)= gxg‘l. Probar que f es un automorfismo de G.

73.17. Sean G y G~ dos grupos, B un conjunto generador de G y f una

funcién de B en G.
Probar que st existe un morfismo de grupos de G enr G” tal que su restriccién

a B coincide con f, entonces este morfismo es dnico.
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Si S = (S,) es un semigrupo y a€S, se define, para todo nimero entero n>0,
la potencia n de a, poniendo
a’=a. .. a
n veces

SiM = (M,.,1) es un monoide y aEM, se define también la potencia cero de

a, por : a0 = 1. Finalmente, si G = (G,.,”1,1) es un grupo, se define las

potencias negativas de a, poniendo, para todo entero n>0, a”* = (a-1)”.

7.4.2. Teorema. Para todo elemento a de un grupo Gy todo par de enteros
m y n, se cumple que a™. @t = "N,
Demostracién. Si m=0 o n=0, la igualdad del enunciado es evidente.
Supongamos m y n mayores que 0. Entonces,

am a" = (a. .. a). (a. .. .a)=amtn

m veces I veces

am a-n — (a~l)m ) (a-l)n = (a-l)m+n = a-(m+n) — g-m-n_

aman=@hman =@l _ _alyca .. .a),
m veces n veces

lo que es igual, por la propiedad asociativa, a a M+,

De acuerdo con 7.2.7, si a es un elemento de un semigrupo S .
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73.18. Sea Z(21/2) el anillo del ejercicio (6.3.11) y f la aplicacién de este
anillo en sf mismo, dada por f(m + n.21"2) = m-n.21/2. Probar que f es un

morfismo de anillos. Establecer si f es monomorfismo o epimoirfismo.

7.3.19. Sea A el conjunto de todas las funciones reales continuas definidas
| sobre el intervalo unitario cerrado, A es un anillo con las operaciones
habituales de suma y multiplicacién de funciones (teniendo en cuenta que la
suma y el producto de dos funciones continuas es una funcién continua), la
funcién opuesta, la funcién nula y la identidad.

Sean R el anillo de los reales y ¢ la aplicacién de A en R dada por
¢ (f(x)) = T (1/2).
Probar que ¢ es un morfismo de anillos. Encontrar el subconjunto de A cuya

imagen por ¢ es O.

7.4 Semigrupos, monoides y grupos
ciclicos.

7.4.1. Definicién. Sean A un semigrupo, monoide o0 grupo y a un elemento
de A. Entonces la subdlgebra generada por a se llama, respectivamente, el
subsemigrupo, submonoide o subgrupo ciclico generado por a. Se dice que

A es ciclico si A=[a], para algiin elemento a de A.
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Sea S’ el conjunto de los elementos de S de la forma (1). Por el Teor. 7.2.4,
s Xx].
Ademds ,siabE S ,abeE S y XCS'. Luego, S” es un subuniverso de S

que contiene a X, con lo cual [X]CS’

7.2.8. Sean M = (M,.,,1) un monoide yX CM. Si X = &,[X] = {1}, En caso
contrario, razonando como en 7.2.7, es fécil ver que [X] = {1}U{x1. ... Xp;
nEN, n =1 ,x1,..., Xy €X}.

7.29. Sean G = (G,.,"1,1) un grupo ¥ X un subconjunto de G. Si X=0,[X]=
{1}. En caso contrario, probaremos que [X] es el conjunto de los elementos
de G de la forma

nH X1. ... .Xp, con XjEX 0 xi'l €x,

para todo i, i=1,...,n, y n natural, n=1.

Sea S el conjunto de los elementos de la forma (1). Por el Teor. 7.2.4,
SCIX]. Si a,b €S, es inmediato que a .b €S. Tomando x €S, resulta que

I=x.x"1es.
Sea a=x]. ... xg €S. Entonces a1 = x5 1, ..., x1-1- de donde a-! € S. Como

X CS,S es un subuniverso de G que contiene a X. Luego [X]CS.
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7.1.10. Sea S=(S,.) un semigrupo, si A, BC S, A .B denota ¢l conjunto {a .b

;aE A, bEB}. Sis €S y A CS, se denota con s.A al conjunto { s.a ; a€ A}.

Un subsemigrupo I de un semigrupo S=(S,.) se llama ideal a izquierda
(respectivamente ideal a derecha) de S si S.ICI ( respectivamente L.SC I).
Se dice que I es un ideal de S si I es a la vez ideal a izquierda y a derecha de
S (ver (8.2.1)).

En cada caso si I es un subconjunto propio, no vacio de S, I es un ideal
propio a izquierda, ideal propio a derecha o ideal propio, segin corresponda.
a) Sea n un entero, probar que el conjunto de los miltiplos de n es un ideal
del semigrupo ( Z,.) y que no es ideal del semigrupo (Q,.), siendo Q el
cbnjunto de los nimeros racionales.

b) Probar que {<J} es un ideal de ( P (X).N), para un conjunto cualquiera X.
¢) Sean S un semigrupo con algin cero a izquierda e I={ zE §; z es cero a
izquierda de S}. Probar que todo subconjunto no vacfo de I es un ideal a
derecha de S.

7.1.11. Probar que si un semigrupo S no tiene ningin ideal propio a
izquierda entonces S.s=S, para todo s € S.

( Vale la propiedad andloga para un semigrupo sin ideales propios a derecha
y la igualdad s.S=S).
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Determinar los elementos idempotentes de Al y de (P(E).,N).

7.2 Subalgebras generadas por un
conjunto.

7.2.1. Teorema. La interseccion de una familia de subuniversos de un

dlgebra A es un subuniverso de A.
Demostracién. Sea (U;) j] una familia de subuniversos de un-4lgebra A. Si

f es una operacién fundamental n-aria y Se(n U,-)n , resulta que ag(y;)f,

paratodoi €1,
con lo cual f(z'a') € Ui, para todo i€l, y entonces f(a) pertenece a la

interseccién de la familia dada.

El teorema precedente justifica la definicién siguiente

72.2. Definicién. Sean A un dlgebra y X un subconjunto de A. El
subuniverso de A generado por X (o engendrado por X) es la interseccién

de la familia de los subuniversos de A que contienen a X.





index-136_1.png
124 L. Oubiiia y R. Zucchello

7.1.12. Probar que un semigrupo que no tiene ideales propios a izquierda ni
a derecha es un grupo. A

(Indicaciones: Usar (7.1.11) para encontrar una identidad a izquierda,
anilogamente buscar una identidad a derecha, probar que son iguales y que
esa identidad es la dnica. Usar de nuevo (7.1.11) y la existencia de esa
identidad para encontrar un inverso a izquierda y uno a derecha de un

elemento cualquiera, luego probar que éstos son iguales.).

7.1.13. Mostrar que un grupo no tiene ideales propios de ninguna clase

Reunir este resultado con el de (7.1.12) y enunciar la conclusién.

7.1.14. Sea S un semigrupo finito y sea 7 el conjunto de los ideales de S.
a) Sean I],I €1 Probar que I1. I cIjNly; yquel). Io, 1IN e [jU I,

pertenecen a I.
b) Probar que (7,C) es un reticuiado.

¢) Sean 1j,..., I, todes los elementos de I probar que Ij .... In=Ni=1,..n
Ii

d) Probar que si z es un cero de S, entonces N j=1,...n Ii = {z}, siendo Ij

si=1,...,n, todos los elementos de 7.

7.1.15. Determinar los subgrupos (subsemigrupos que ademis son grupos)
maximales de los semigrupos Al, (P(E), N) y (X%,0).
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Se designard con Sg A X}, 0 simplemente con [X] , si A estd sobrentendida,
al subuniverso de A generado por X. Si A = [X] se dice que X genera A o
que A estd generada por X. Si ademids X es finito, se dice que A estd
finitamente generada. M4s generalmente, si [X] no es vacfo, la subdlgebra de
A generada por X es la subdlgebra de A cuyo universo es [X]. Es evidente
que [A] = A.

Designaremos con U (A) al conjunto de todos los subuniversos del 4lgebra
A.

7.2.3. Teorema. El conjunto U(A) de todos los subuniversos de un dlgebra

A, ordenado por inclusion, es un reticulado completo. Si S es un
subconjunto de U(A), entonces el infimo y el supremo de S en ( U(A).C)

estdn dados respectivamente por

infS=NS ysupS= US]
S5 <S5

Demostracién. Puesto que NS es claramente el fofimo de S en (ua) , <)
SsS .

y que A es el dltimo elemento de este conjunto ordenado, resulta de 4.1.13
que (U(A) ,C) es un reticulado completo. En general, [X] es el primer

elemento del conjunto de los subuniversos de A que contienen a X. Luego

sup S tiene el valor del enunciado. B
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Relaciones

En este capitulo se definen las relaciones n-arias y se tratan especialmente las
binarias. Se muestra como se representa una relacién binaria sobre un con-
junto finito por medio de una matriz de ceros y unos y por medio de un gra-
fo dirigido. Se definen la relacién producto y la composicién de relaciones
binarias. Se muestra el vinculo entre la composicién y el producto booleano

de matrices. Se definen las propiedades de las relaciones y la clausura transi-

tiva.
1.1. Producto cartesiano y relaciones.

1.1.1. Definicién. Sean Aj,.., Ap conjuntos. El productgy cartesiano de

Al,...,Apn, denotado A[x...XAp, es el conjunto de las n-uplas (a}....,an) tales

que ai €A, para todo i, i=1,....,n.
El elemento ai € Ai se denomina la i-ésima coordenada de (ajy..., ap).

Cuando Ai=A para todo i, entonces Ajx...XAp se denota A™.
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El préximo teorema muestra la construccién de [N] paso a paso: si X no es
un subuniverso, se agregan a X los resultados de todas las operaciones
fundamentales de A aplicadas a elementos de X; a este nuevo conjunto se
vuelven a aplicar todas las operaciones de A y se agregan los -resultados;

continuando en la misma forma se obtiene una sucesién de subconjuntos de

A, X CEX; C...CX;C...; se demostrard que la unién de los mismos es [X].

7.2.4. Teorema. Sean A un dlgebray X un subconjunto de A . Si
Xo,..Xr,Xr+1... esla sucesion de subconjuntos de A definida por

induccion en la forma siguiente

Xo=X,

supuesto definido Xr, Xr+1 = Xy U{f (5) ; f es una operacion fundamental

de Ay a E(Xr)p(f) }, entonces Sg AX]= U Xr.
r€N

Demostracion. Sea B la unién de los Xr, con r€EN.

Demostraremos primero que B es un subuniverso de A. En efecto, sean f una
operacién fundamental de A, n-aria, ¥ aEBD. Puesto que n es finilo y
X;EXr+1, para todo rEN, existe mEN tal que 5E(Xm)n. Entonces f(é-)
€Xm+1 y, por lo tanto, f(a)EB.

Como NEB y Sg A[X] es la interseccién de todos los subuniversos de A

que contienen a N, resuita Sg A [X]CB.
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Ejemplos

7.2.6 Sean B = B,v,A,”,0,1) un 4lgebra de Boole y X un subconjunto de B.
Si

X = &,[X] es la interseccidn de todos los subuniversos de B, con lo cual [X]
= {0,1}. Si X = &, probaremos que los elementos de [X] son todos los de la
forma

(H (x“ Ao A -‘lrl)" (x21 A A xzrz)v...v'(xm A A ann)

con x jj EX 0 Xjj "€ X, para todo 1}, Isi=n y lsjsrj.

Sea S el conjunto de los elementos de B de la forma (1).

Por el Teor. 7.2.4 SC[X]. Reciprocamente, si a,b € S es evidente que avb €S
y, por la propiedad distributiva de A con respecto a v, también aab €S. Por
las leyes de De Morgan y las propiedades distributivas, a” €S. Tomando un X
€S, resulta que O=xAX" €S y l=xvx’ €S. Ademds todo elemento X de X es
de la forma (1) (tomando n=1, r] =1 y X]1 =x). Luego S es un subuniverso

de B que contiene a X, con lo cual [X]CS.

7.27. Sean S = (S,.) un semigrupo y X un subconjunto de S. Si X=0, [X]es
la interseccién de todos los subuniversos de § . Como en S no hay operacio-

nes O-arias, @ es un subuniverso. Luego [X]=O. Si X = &, probaremos que

[X] es el conjunto de todos los elementos de la forma (1) X}. ... . X4, con

xi€X y n natural, nz1.
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Sea ahora U un subuniverso de A que conticne a X. Probaremos, por
induccién sobre r, que, para todo rEN,X,c U

Por hipdtesis, No=X CU. Supongamos que X.cU, para un r=0 y sea f una
operacién fundamental de A de aridad n. Si a € (X)), entonces a €UM, con
lo cual, siendo U un subuniverso, f(a) € U. Entonces Xr+1CU.

Se tiene entonces que BEU y como Sg A [X] es un subuniverso que

contiene a X, BC Sg A X}

Sea A un 4lgebra. Asignando a cada subconjunto X de A el subuniverso [X]
se obtiene una aplicacion de P(A) en P(A). Esta aplicacién tiene las

siguientes propiedades. La demostracién se deja como ejercicio (7.2.11).

7.2.5. Teorema. 1)X C{X],

2) [IX11 = [X].
3) si X CY entonces [X]C[Y],

) B es un subuniverso de A siy sélo si B = [B].
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veces el entero m, se tiene que [m]C S. Sea ahora sES. Existen enteros q y T -

tales que
s=qm+r y O=r<m.

Puesto que r= s-qgm y S es un subuniverso, resulta r e S, de donde por la
hipétesis efectuada sobre m,r = 0. Entonces s€ [m], con lo cual SC [m].

Ejercicios

7.1.7. Sea G=(G,.,'1,l) un grupo. Probar que un subconjunto G” de G es un
subuniverso de G si y s6lo si G” es no vacio y, para todo par a,b de elementos
'de,G’,a.bIEG’

7.1.8. El centro de un semigrupo S es el conjunto c(S) de elementos que
canmutan con todo elemento de S.
Probar que, si es no vacio, el centro ¢ (S) del semigrupo S, es un

subsemigrupo de S.

7.19. Sea M un monoide. Probar que el conjunto de los elementos
invertibles a izquierda (respectivamente a derecha) de M es un submonoide
de M.

Probar que si M es conmutativo el conjunto de los elementos idempotentes

de M, es un submonoide de M.
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semigrupo, llamado subsemigrupo | de S . Resulta también inmediatamente
que una subdlgebra de un monoide M=(M,.,1) es un monoide, llamadq

submonoide de M. La unidad del submonoide es 1.

7.1.5. Un subuniverso de un grupo G=(G,.,‘1,l) es un subcopjunto G'de G
tal que 1EG” y para todo par a,b de elementos de G, 2a bE G’ ya-l €G".
Una subdlgebra de G es también un grupo, cuya unidad coincide con la de
G. Se dice que es un subgrupo de G.

Los subuniversos de G quedan también caracterizados en la forma siguiente
(ejercicio 7.1.7): un subconjunto G de G es un subuniverso de G si y s6lo si

G’ =y, para todo par a,b de elementos de G, a bl €G”.

7.1.6. Teorema . Todo subuniverso del grupo Z = (Z;+,-,0) de los enteros es .
de la forma {km; k€ Z}, para algiin niimero entero m ( es decir, igual al
conjunto de los nuiltiplos de un entero m).

Demeostracién. Para un entero m, pongamos [m] = {km; kEZ}.

. Puesto que O€[m], km+k” m= (k+k") m; - (km) = ( -k) m resulta que [m]
es un subuniverso de Z. )

Reciprocamente, sea S un subuniverso de Z. E:ltonces 0ES. Si S = {0}, S =
[0], en caso contrario, sea m el primer efitero estrictamente positivo
perteneciente a S. Puesto que para un entero k, km es igual a la suma de k
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Si A es un conjunto las biyecciones de A en A, o permutaciones de A,
constituyen un grupo con respecto a las operaciones o y =(ver 6.2.10). Se

tiene el siguiente teorema de representacién de grupos

7.5.3. Teorema. (Cayley) Todo grupo G es isomorfo a un grupo de
permutaciones de G.

Demostracién. Sea [ la aplicacion de G en GO definida en la demostracién
de 7.5.1. Si x €G, I(x)ol(x 1) =1 (x.x‘l) = I(l)‘: idg ¥y , andlogamente,

1(x “holx) = idG.

Luego, I(x) es una biyeccidn de G en G. Entonces, por la demostracién de

7.5.1, G es isomorfo al subgrupo I(G) del grupo de las permutaciones de G
con respecto a la operacidn o.

Las aplicaciones I y D se llaman representaciones regulares a izquierda y

derecha respectivamente.
E jemplos

7.5.4. Sea Ad = (A,) un semigrupo tal que A es no vacio y la operacién

binaria estd definida por: a.b=b. Entonces, (I{a)) (1)=a.1=a y, para todo b,
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st
Demostracion. Sea I: S —»(Sl) la aplicacién dada por: (I(X)) (r)= x.r, para

todo xES y todo r€S!, donde x.r designa el prbducto en Sl

Entonces (I (x.y)) (1) = (x.y).r = x.(y.n) = x.( (y) (1) = ) {Hy) () =
I(x)ol(y)(r). Luego, I (x.y) = I(x)ol(y), lo que muestra que I es un
mortfismo de semigrupos.

Por otra paite, si X ¢ ¥ son elementos distintos de S, se tiene que I(x) e I(y)
son aplicaciones distintas, ya que I(x) (1) =x e I (y) (1) =y. Entonces I es un

monomorfismo, con lo cual S es isomorfo al subsemigrupo I(S) de

st
(sY)” .0) (ver 73.10).

sl
Definiendo la aplicacién D: S—>(Sl) por (D(x)) (r)=r.x, se¢ obtiene, en

e

Sea ahora M=(M,.,1) un monoide. Entonces MI=M y para las aplicaciones I

forma andloga, que S es isomorfo al subsemigrupo D(S) de ((S]Ek

y D de la demostracidén precedente, se tiene, I{1)=D(1)=1dp1, con lo cual , M

es isomorfo a I (M) y a D(M). Vale, por lo tanto, el siguiente teorema

7.5.2. Teorema . Todo monoide M es isomorfo a un submonoide de
(MM,o,idM) y a un submonoide de (L\'IM,ﬂidM).
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Para todo x € A encontrar el ciclo de x y escibir f como el producto de sus
ciclos.

b) Sea g=(1 2 3) una permutacién de {1,2,3}; verificar que g=(1 2) (1 3) =
B1)(32).

¢) Sea p= (1 2 3) (4 5) una permutacién de { 1,2,3,4,5}. Encontrar el grupo

generado por p.

7.5.8. Sea Sy, el grupo de permutaciones de un conjunto con n elementos y

sea G un subgrupo de Sp. Las permutaciones s y t de G se llaman

conjugadas en G si existe un elemento g € G tal que s:gtg’1 .

a) Probar que la conjugacién es una relacién de equivalencia en G.

b) Sean s y t permutaciones conjugadas en Sp, tales que s = gtg‘l.

b1) Probar que para todo ciclo (ai,....ak) de t, (g(aq),....g(ak)) es un ciclo de
S.

b2) Sean s=(aj,..ak) (ar.--3) . @i...am) Yy t=(b1,...bg) (br....bj) ..
(bj,...,bm) dos permutaciones de S, con el mismo niimero de ciclos y de
mismas longitudes resbe.ctivas.

Probar que s y t son conjugadas en Sn.
b3) Qué conclusién se obtiene a partir de bj) y bp) ?

7.5.9. Sea G un grupo de permutaciones contenido en Sn. Probar que si G

contiene una permutacién impar t, es decir tal que su signo es sig(t)=-1, en-
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(I(a)) (b)=a.b=Db, es decir I(a) es la aplicacién que vale a en 1 y que coincide
con la identidad sobre todos los elementos de A.
Para la aplicacién D(a) se tiene qhe (D(a)) (1)=a y, para todo b, (D(a)) (b)=a,

es decir, D(a) es una aplicacién constante.

7.5.5. En el monoide (P(E),N.E) las aplicaciones I y D coinciden.
Ambas asignan a un subconjunto A de E la aplicacién B—»ANB, de P(E) en

P(E).

7.5.6. El grupo Z> es isoformo a un subgrupo de S> mediante las

aplicaciones 1 y D, que en este caso coinciden. Se tiene que I(0)=id,

01 01
I(l):(lzcj yI2) = (203

Ejercicios

7.5.7. Sea x perteneciente a un copjunto {inito A y sea f una permutacién de

los elementos de A, existen un entero positivo k tal que fk (x)=x. El ciclo de f

es el conjunto ordenado (x,f(x),fz(x),..., fk-1 x)).

12345
j una permutacién de A = { 1,2,3,4,5,6}.

S =
8) Sea f (21356
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Algebras cocientes y productos

Las congruencias en un 4lgebra son relaciones de equivalencia, en su
conjunto subyacente, que permiten definir, en forma natural, un 4lgebra del
mismo tipo sobre el conjunto cociente. Se estudian, en este capitulo, las
congruencias en general y luego las especificas para semigrupos, grupos,

anillos y 4dlgebras de Boole.

Habiendo visto previamente los productos de reticulados y de 4lgebras de
Boole, el lector no tendrd dificultades en asimilar y dar ejemplos del

concepto de dlgebras del mismo tipo que se expone a continuacion.

8.1 Congruencias

8.1.1. Definicién. Sea A un 4lgebra y R una relacién de equivalencia en A.

Entonces, R es compatible con respecto a una operacién n-aria fj de A si,
dados aj,...,ap, by,....by en A tales que a;j Rbj, para todo j=1,...,n, entonces
fi (ay.....an ) Rf; (by,...,bp).

153
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tonces G contiene el mismo némero de permutaciones pares que de impares.
(Indicacién: Probar que la aplicacién 8 de G en G definida por B(g)=tg es

una biyeccién y considerar la sumatoria Isig(g) sobre todas las

permutaciones g € G.)

7.5.10. Representar (Z4,+,-,0) por un grupo de permutaciones sobre
{0,123 }.

7.5.11. a) Explicitar el subsemigrupo de NN jsoformo al semigrupo
(N-{0},+) por una representacién regular.

b) Explicitar el submonoide de PE) P(E) isoformo al monoide

( P(E),N.E), por una representacién regular.

7.5.12. Sea M un monoide finito. Probar que si un elemento de M tiene
inverso a izquierda ( o tiene inverso a derecha) entonces éste es dinico y es el
inverso a ambos lados.

( Indicacién: Usar el teorema de Cayley).

Probar que el resultado enunciado no vale para monoides infinitos. .

(Indicacién: Considerar el monoide de las funciones de N en N).
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8.1.5R es una congruencia en un reticulado (L,v,A) o en un 4lgebra de
Boole (B,v,A,”,0,1) si y s6lo si R es de equivalencia y a;Rbj, para i=1,2
implica ajvapRbjvby y ajaapRbjabp. Para ver que estas dos dltimas
condiciones implican la compatibilidad de R con respecto a la operacién ~
del dlgebra de Boole, sean a,b € B tales que aRb. Puesto que a” Ra“ , se tiene,
IRbva’ . Como también b” Rb’, resulta b” R(bva” ) Ab” . Por la propiedad
distributiva, (bva” ) Ab"=a" A b”, con lo cual, b" Ra” Ab” . En la misma forma
resulta a’Ra” Ab” , de donde, por la transitividad y simetria de R, se obtiene a”

Rb".

Denotaremos C 4 al conjunto de todas las congruencias sobre el dlgebra A.

Recordamos (3.2) que E A designa al conjunto de las relaciones de

equivalencia sobre A.

8.1.6. Teorema. El conjunto CA,6 ordenado por inclusion, es un
subreticulado de (EA, Q).
Demostracién Sean R; i=1,2, congruencias en A. Veremos que RiNR2 ¥y
[R1UR2] (4.1.4) son también congruencias. Sean entonces f una operacién
n-aria en A y aj,...,an,bi,....op € Al
Si a; (R1NR2)b; para todo i, i=1,...,n), entonces

f (ag,.-..an) RA (b1,....bp), 1=1,2,

con lo cual,
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Si R es compatible con todas la operaciones de A, se dice que R es una
congruencia en A.
Es evidente que una relacién de equivalencia es siempre compatible con las

operaciones O-arias del dlgebra.
Ejemplos

8.1.2. R es una congruencia en un semigrupo (S..) o en un monoide (M,.,1)

si y s6lo si R es de equivalencia y
(H ajRbj y agRbo implica aj.a2Rb1.b2

8.1.3. R es una congruencia en un grupo (G, 1,1) si y s6lo si R es de equi-

valencia y vale (1) para toda cuaterna a1,a2b1,b2 de elementos de G. En
efecto, con respecto a la operacién unaria -1, se tiene que si aRb, como a~
IRa-1, por (1), IRba-l, y puesto que también b1 Rb-1, aplicando

nuevamente (1), se obtiene b~ Rals

8.1.4. R es una congruencia en un anillo (A,+,,-,0) o en un semianillo

(A,+,.0,1) si v sélo si, para toda cuaterna aj, a2, by, b2 de elementos de A
tales que a;Rbj, i=1,2, se cumple aj+a2Rb1+b2 y aj.a2 Rby.b2 ( la compati-
bilidad de R con respecto a la operacién - resulta de 8.1.3. ).
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8.1.8. Teorema. Sea R una congruencia en un digebra A. Entonces, la
aplicacion candnica p : A~>A/R es un epimorfismo del dlgebra A sobre
el dlgebra A/R

Demostracion. Si f es una operacién n-aria de A y aj,...,an son elementos de
A, de acuerdo con las definiciones de p y de [f], se tienen las siguientes
igualdades,

p(f(ay...an) = R(f(ay,...,an))
= [fI(R(ay)....R@n)) = [f] (p(a})....p(an)).

lo que prueba el enunciado.

Segin se definié6 en 3.1.5, la relacidn de equivalencia asociada a una
aplicacién f: A— B es la relacién Rf sobre A dada por: aRfa” si y sélo si f(a)

= f(a").

8.1.9. Teorema Sea h un morfismo de un dlgebra A = (A.(f)icy) en un
dlgebra B= (B(g)icl)). Entonces, la relacion de equivalencia. Ry,
asociada a h es una congruencia en A.

Demostracién. Sean f; una operacién n-aria en A y aj,..apa’l..a’n
elementos de A tales que, para todo j, j=1,...,n, se cumple ajRpa” j.. entonces,
por ser h un morfismo, y h(aj) = h(a” j), para todo j, j=Il....n, resultan las

siguientes igualdades
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f(ay,....an) RINRof (by,....by).
Supongamos ahora que 3;[RjUR2]b;, para todo i, i=l,...,n.
Emtonces, existen xlir...,xkii .i1=1,.., n, en A, tales que,

aj RjUR2)x14.. . xkif (RjUR)b;, i=1,....0.
Utilizando eventualmente la reflexividad de R} y R2, puede obtenerse una
sucesién Rji,..., Rjm de relaciones, cada una igual a R} oaR2,y, paracada i,
i=1,...,n, una sucesion zt 1,...,zi m-1 , de elementos de A, tales que,
a; Rj1Z'1.....20m-1Rjmbi.

Luego,
f(al,...an) Rjzf(z!1,...2" ). £z m- 1. - DRjmf (DL, bn),
con lo cual , f(ay,...ap) [R{UR2]f(b],....by).

Si R es una congruencia en un dlgebra A, para cada operacién n-aria f de A
queda definida una operacién n-aria {f], sobre A/R, poniendo:
[fIR(@})....R(ap)) = R(f(a]....,ay)). La operacién [f] estd bien definida ya

que R es compatible con f.

8.1.7. Definicién. Sean A = (A(f));ep un dlgebra y R una congruencia en
A. El dlgebra (A/R,([f;]); 1) se denota A/R y se llama el dlgebra cociente de
A por R
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- S¢S [a] = { a; n>0}.
Si a pertenece a un monoide M, por 7.2.8,
Sy!{a] = { a” ; 020}

Finalmente, si a pertenece a un grupo G, por 7.2.9y 7.3.2,
S¢ [a] = {a" ; nEZ}.

7.43. Teorema. Si § = (§. .} es un semigrupo ciclico generado por un
elemento a, entonces S es isomorfo al semigrupo (N{0},+) o S es finito y
existe un par de enteros r y m, r2l y mz1, tales que S = { a,...a" +m-1 A
cumpliéndose ademds que{a’,...a"+*M1}es el universo de un subsemigrupo
de S isomorfo a ( Zm,+) (6.2.8).

Demostracion. Caso 1. Para todo par r y s de enteros positivos, si r=s
entonces al =a .

La aplicacidn de N-{0} en S=[a] dada por n—a” es evidentemente biyectiva.
Por el Teor. 7.42 a m+n le corresponde a™*7 = ™. a”, luego es un
isomorfismo de (N{O},+) sobre S .

Caso 2. Existen enteros positivos r y s tales que r =s y al = aS.

Sea r el primer entero tal que al =al*X | para algiin x>0, y sea m el primer
entero tal que a” =a'+/ _ Entonces a,..., a” +m-1 son todos distintos.

Sea ahora tzr+m. Luego, t-r=m. Si q y p son el cociente y el resto,
respectivamente, de la divisién de t-r por m, resulta t-r=mq+p, con Ospsm, de

donde t=r+mq+p, con lo cual at = af+*mq aP
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De a’ =at/ resulta a= aT+/4, y entonces, al=aT*P , lo que muestra que

al €{al,..a™*m1}  Luego S ={a,.al*m 1}y B={al, a"*m1 } esun
subuniverso de §.

Sea ahora f:B—Zm la aplicacién dada por f(a”t¥)=(r+x) (mod m).

Si f(att5)=f (a”*)) resulta que x-y es un miiltiplo de m, de donde x=y por
estar ambos nimeros comprendidos entre O y m-1 . Puesto que |B|=|Zm |,
f es biyectiva.

Por otra parte, f(a’+* . afY) = (r+x+1+y) (mod m) = (r+x) (mod m) + (r+y)

(mod m) = f @™%) + f (@™)). con lo cual f es un isomorfismo del
subsemigrupo (B,.) sobre (Zm,+).

En el caso finito el semigrupo § puede representarse por el grafo Grm que

muestra la figura siguiente





index-155_1.png
Estructuras Algebraicas 143

Demostracién. Si a es un elemento generador de un semigrupo o de un
monoide en las condiciones del enunciado se tiene que, para algin rzl y
algin m=1, {a',..,aT*"-1} es el universo de un subsemigrupo isomorfo a
(Zm,+). Sea aT** el elemento correspondiente a O por el isomorfismo
definido en 7.4.3 ( es decir, r+x es un miltiplo de m). Entonces, a a’*X

.af+X e corresponde 0+0=0, con lo cual al+¥ a F'+X = aI+x,

7.4.6. Corolario. Para todo elemento x de un semigrupo, o monoide,
finito, existe un entero 1 tal que X" es idempotente.

Demostracién. Basta aplicar 7.4.5 al subsemigrupo o submonoide ciclico
generado por X.

7.4.7. Teorema. Si G es un grupo ciclico entonces G es isomorfo al grupo
de los enteros o G es finito y, para algiin m=z1, G es isomorfo a (Zm,+,-0).
Demostracion. Sea a un generador del grupo G.

Caso 1. Para todo par de enteros distintos 1y s, af =aS.

La aplicacién de Z en G dada por r—al es un isomorfismo de grupos.

Caso 2. Existe un par de enteros distintos r y s tales que af = aS.

Suponiendo r>s, 1=al .(aS)" 1_ar '“s, con 1-s>0. Sea m el primer entero
positivo tal que 1=a™. Entonces el monoide de las potencias de exponente

mayor o igual que cero de a es isomorfo a (Zm,+,0).

Como a’-1=a-1, para todo >0, a=(a-1)n=(am-1yn=a(m-Dn
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gr+m-1 €— ... r+3

Grafo Gy, representativo de un semigrupo ciclico finito

Fig. 15

Para el caso de los monoides se obtiene el resultado siguiente, efectuando
muy pocos cambios en la demostracidén precedente.

7.4.4. Teorema. Si M=(M,.,1) es un monoide ciclico generado por un
elemento a, entonces M es isomorfo a ( N,+,0) 0 M es finito y existe un par
de enteros 120 y mz1 tal que M={ l,a,...,ar'”"'l }, cumpliéndose ademds
que {a,..aT+M-13 o5 ol universo de un subsemigrupo de (M, .) isomorfo a

{ Zm+).

7.4.5. Corolario. Todo semigrupo ciclico finito contiene un elemento
idempotente. Todo monoide ciclico y finito , no isomorfo a ( Zm,+0), para

algiin mz1, contiene un elemento idempotente ademds de la unidad.
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Ejemplos -

7.4.10 Sea la relacién sobre el comjunto X= {a,b,c,d}, R={(a,b),(b.c).
(b,d).(c,d),(d,a),(d,c)}. Entonces, en el monoide de todas las relaciones
binarias sobre X con respecto a la composicién, R genera el submonoide

ciclico: {RO,R,...,RG}. En este caso los nimeros r y m del Teor. 74.4 son 6 y

1 respectivamente. Los elementos idempotentes son RO= idx y RS,

7.4.11. En Zg los 6rdenes de 1,2,3,4 y 5 son, respectivamente, 63,23 y 6. Si

p es primo, todo elemento no nulo de Zp es generador, 0 equivalentemente,
todo elemento no nulo tiene orden p. En efecto, si n es el orden de un
elemento x de Zp se tiene que nx=0 (mod p), es decir: p | nx, con lo cual p |

n, de donde n=p.

7.4.12. Sea R el grupo de las rotaciones en el plano, con respecto a la
composicién como operacién binaria. Una rotacién de dngulo x< 2 & tiene

orden finito si y sélo si, para un entero n, n>0, nx=2n, es decir, x=2n/n.

Ejercicios.

7.4.13. Mostrar que no es valido en general que un subsemigrupo (resp.

submonoide) de un semigrupo ciclico (resp. monoide ciclico) es ciclico.
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Luego , toda potencia de exponente negativo coincide con una potencia de
exponente positivo. Esto concluye la demostracién del teorema.
7.4.8. Definicion. El orden de un elemento a de un grupo G es el cardinal

del subgrupo ciclico generado por a.

Se deduce directamente de la definicién 7.4.8 que un elemento a de un
grupo G tiene orden finito m, si y s6lo si, m es el menor entero, mayor o

igual que 1, tal que a™=1.

7.4.9. Teorema. Todo subgrupo de un grupo ciclico. es ciclico.
Demostracién. Sean G un grupo cfclico generado por un elemento ay S un

subgrupo de G.

Sea Z” el conjunto de los enteros x tales que aX €S. Luego 0 €Z" y si X,yEZ’,
se tiene aX-Y =aX(a-1)¥ =aX(@ay)-1, que es un elemento de S, con lo cual (x-
y)E Z° . Entonces Z~ es subuniverso de Z, de donde, por 7.1.6, Z estd
generado por un entero m=0. Por lo tanto, todo elemento de S es de la forma
adMm_ con qEZ, es decir, es una potencia de a’. .

" Nota. No vale en general que un subsemigrupo (resp. submonoide) de un

semigrupo ciclico (resp. monoide ciclico) es ciclico (ejercicio 7.4.13).
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b) Sean S] un semigrupo de torsién, S un semigrupo y f de S1 en Sy un

epimorfismo de semigrupos,
Probar que Sp también es de torsion, _
Probar que f (E(S1)) = E(S2). ( Indicacién: Tener en cuenta que todo

semigrupo ciclico finito contiene un elemento idempotente).

7.5 Representacion de semigrupos
monoides y grupos.

Sea A un conjunto. En 6.2.10 se definié en AA (conjunto de todas las
aplicaciones de A en A) las operaciones binarias o y ®©dadas por :
fog(x)=f(g(x)) y fag(x)=g(f(x)).

A continuacién de 6.2.12 se definié el semigrupo § 1 obtenido de un

semigrupo S por adjuncién de una unidad. Se tiene ahora el siguiente

resultado.

7.5.1. Teorema. Todo semigrupo S es isomorfo a un subsemigrupo de

S
((51)51 ,0) ¥ a un subsemigrupo de ((Sl) ,9).
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74.14. (Z+,-0) es un grupo ciclico generado por 1. Encontrar el

submonoide de Z generado por 1.

Encontrar un subconjunto A CZ tal que el submonoide de Z generado por

A seaigual a Z.

7.4.15. a) Probar que un grupo ciclico de orden 5 tiene 4 generadores.
b) Probar que un grupo ciclico de orden p, p mimero primo, tiene p-1

generadores.

7.4.16. Sea a un elemento del grupo (Zp,+,-,0). probar que los subgrupos

generados por a y por p-a coinciden.

7.4.17. Un semigrupo S se 1lama semigrupo de torsion si para todo X& S el
subsemigrupo ciclico [x] generado por X es finito.

Un grupo de torsion es un semigrupo de torsién que adema4s es un grupo.
Probar que G es un grupo de torsién si y s6lo si todo subsemigrupo de G es

un subgrupo de G.

7.4.18. Sea S un semigrupo y sea E(S) el conjunto de elementos
idempotentes de S.

a) Probar que si S es conmutativo, entonces E(S) es un subsemigrupo de S.
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Ejemplos

1.1.3. La relacién identidad sobre A, denotada IA es el conjunto de los pares

(a,a) para todo a €A.

1.1.4. Sean A= {234,5},B= {2,6,78,12 } y R la relacién de A en B dada
por aRb si y s6lo si a divide a b. El dominio de R es { 2,34 } y la imagen
R(A)es { 268,12 }.

1.1.5. Sean A el conjunto de los alumnos de un curso, B el intervalo racional
[0,10] v R la relacién de A en B dada por : aRb si y sélo si a tiene promedio
b. El dominio de R es A y un mimero b pertenecé a R(A) si y s6lo si algiin
alumno del curso obtuvo promedio b.

1.1.6. Sean A el personal de una empresa, B el conjunto de los cargos que
existen en ella, C el conjunto de los nimeros racionales positivos y R la
relacién 3-aria sobre A,B,C dada por: (a,b,c) € R si y sélosi a tiene el cargo b

y percibe el sueldo c.

En lo sucesivo nos ocuparemos de ‘relaciones binarias. La palabra relacién

indicard una relacién binaria.
Las relaciones sobre conjuntos finitos se representan por medio de matrices

de ccros y unos y también por medic de grafos dirigidos. Sea R una relacién
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de A en B, se toman los elementos de A y de B en un orden determinado:

aj...ap y bl';..,bm respectivamente, se construye la matriz r de n filas y m

columnas en la siguiente forma: rjj=1si a; R bj y rjj= 0 en caso coatrario.

Se dird que r es una matriz de la relacién R.

Un grafo dirigido o digrafo Ges un par ordenado G = (V,E) donde V es un
., conjunto y E es un subconjunto de VxV, o sea una relacién en V. Los

”:el.‘ementos de V se llaman vértices y los de E se llaman arcos. Si € = (a,b)EE, |

se dice que a es el extremo inicial u origen de e y b el extremo final.

Usualmente sefeprcsentan los .elementos de V por puntos del plano y un

arco (a,b) por una flecha de a hacia b. '

Si R es una relacién de A en B se le asocia el digrafo G = (AUB, R).

"~ Ejemplo

1.1.7. En el ejemplo 1.1.4 la matriz r asociada con la relacién R es la

siguiente matriz de 4 x 5.

2 6 7 -8 12
2 1 1 0 1 1
3 0 1 0 0 1
4 0 0 0 1 |
5 0 0 0 0 0
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_Ejercicios.

8.1.11. Sean A un 4lgebra y R, § congruencias en A tales que S CR.
SeaR/S = {(S(a).S(M)EAIS x AS ; (a,b) € R}. Probar que R/S es una

congruencia en el 4dlgebra cociente A/S .

8.1.12. Sean R, S congruencias en un algebra A tales que SCR, « la
aplicacién de (A/S )/ (R/S ) en A/R dada por x ((R'S ) (§ (a)) = R(a).

Protar que = estd bien definida y que es un isomorfismo.

(S () es un elemento de A/S v (R/S) (§ (a)) denota la imagen de S (a) por la

relacién R/S que, por (8.1.11), es una congruencia en A/S ).

8.1.13. Scan A un élgebray § una congnie;ncia en A. Se indica con [§ ,1] el
intervalo de extremos § y 1 en el reticulado (C(A),C )de las congruencias
de A.

Sea x la aplicacién de [S, 1} en C(A:S ) dada por x(R)=R'S .

Probar que x es un morfismo de orden de ([5,1].€) en (C(A/S),C) y que

x es inyectivo.

8.1.14. Sean A un 4lgebra, B un subuniverso de A y R una congruencia en
A.SeaBR= {2 € A; aRb, para algin b € B}.

Demostrar que BR es un subuniverso de A.
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h(fxay.....an)) = gih(ay).....h(an))

= gi(h(a’y),....h@")) = h(fi(@’y ....a" ).
Luego,
fial,....an)Rnfi@’y,...a ‘n). .
8.1.10. Teorema. Sean h un epimorfismo de un dlgebra A = (A.(fHiel)
sobre un dlgebra B = (B,(g)icl) ¥y Rh la relacion de equivalencia asociada
a h. Entonces, existe un isomorfismo h’de ARh, en B tal que. h'op = h,
donde p es la aplicacién candnica de A sobre ARp.
Demostracién. La aplicacién h”: A/Rp — B, dada por h’(Rp(a)) = h(a), estd
bien definida (ver 3.2.8) y es biyectiva, ya que h es una suryeccién. Para
verificar que es un morfismo, sea fj una operacién n-aria de A y ajy,...an

elementos de A. Entonces aplicando las definiciones de [fj] y de h" , y

teniendo en cuenta que h es un morfismo, resulta
h’(fi] (Ru(21),-.Rh(an))) = h'( Ra(fi(@1,.-.an)))
= h(fi((a1,-..ap))) = gih(a1).....h(an))
= gi(h “(Rn(a1)...Rnlan)), '

lo que prueba la asercién.
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8.1.15. Sean A un 4lgebra con una sola operacién unaria y B un subuniverso

de A.
Sea R la relacién dada por: aRb si y sélo si a=b o {a,b}CB.

Probar que R es una congruencia en A.

8.1.16. Sean S un semirreticulado y a un elemento de S.

Sea R;, = {(bc) ES xS ; las relaciones asb, asc valen ambas o bien no

vale ninguna de las dos }. Probar que R; es una congruencia en S .

8.1.17. Si R es una congruencia en A y C (A) es un reticulado distributivo
(resp. modular), probar que C (A/R) es también un reticulado distributivo

(resp. modular ).

8.2. Congruencias en semigrupos.

Es inmediato comprobar que si R es una congruencia en un semigrupo § =

(S,.), el dlgebra cociente, S /R, es también un semigrupo.

8.2.1. Definicién. Un ideal de um semigrupo S = (S,.) es un subconjunto
no vacio, I, de S tal que, paratodoideI ytodoade S, i.a y a.i pertenecen a
1.





