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Presentacion

Este libro esta pensado para el cuarto curso semestral de Matematica que corresponde
al area Matematicas Especiales de la Facultad de Ingenieria, Universidad Nacional de La
Plata. Resulta apropiado como guia para la cursada tanto presencial como a distancia. Sus
contenidos abordan el andlisis de funciones de variable compleja.

Comenzamos con la extensién del Calculo en variable real a funciones de una variable
compleja, reconociendo similitudes y diferencias. Irrumpe el concepto fundamental de anali-
ticidad, su relacién con las funciones arménicas y las transformaciones conformes; enfocamos
estas herramientas en la resolucién del problema de Dirichlet. Luego, las series de potencias
dan lugar al desarrollo de Laurent, al estudio y clasificacién de singularidades y a la teoria de
residuos, resultando eficaces en el cdlculo de ciertas integrales reales. Por tdltimo, introducimos
las transformadas de Fourier y de Laplace, sus propiedades y su aplicacion a las ecuaciones
diferenciales parciales e integrodiferenciales ordinarias.

En cada capitulo incluimos actividades complementarias que permitan afianzar e integrar
los conocimientos adquiridos y propicien la autoevaluacién. Posteriormente, en el mismo senti-
do, es posible acceder a la seccién de actividades resueltas para reflexionar sobre los desarrollos
y resultados obtenidos.

Cabe destacar las contribuciones con parte de las actividades resueltas de Cintia N. Perro-
ne, German I. Brunini, Federico G. Vega, Alfredo C. Lépez y Sergio D. Rodriguez Ruiz, quien
ademds aporté la historicidad en la introduccién. Resaltamos la participacién enjundiosa de
Cintia y Sergio en la etapa de correccion.

Confiamos en que los lectores asimilen los procesos como preparacién para un estudio més
profundo y especializado segun las distintas ramas de interés.

Diana L. Kleiman
Jorge G. Argeri
Carlos D. Sorichetti
Cecilia Z. Gonzéilez
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Introduccion

Para poner en contexto los contenidos especificos programados, a continuacion, una resefia
histérica con anécdotas y aplicaciones.

Raices cuadradas de nimeros negativos

La primera referencia conocida a raices cuadradas de nimeros negativos proviene de los
matematicos griegos, como Herén de Alejandria en el siglo I antes de nuestra Era, resultado
de la imposible seccién de una piramide.

Diofanto de Alejandria (s. III) fue uno de los primeros matemaéticos en estudiar las ecua-
ciones de segundo grado de manera algebraica, ya que hasta alli los griegos solian hallar
soluciones con métodos geométricos. Resolvia ecuaciones del tipo z? + pxr = ¢, incorporan-
do “incognitas auxiliares” obteniendo soluciones aproximadas y para casos particulares, pero
siempre considerando una sola raiz, la positiva.

Siguiendo la linea cronoldgica, Al-Khuwarizmi (s. IX) recibié influencias griegas e hinddes,
es de quien por deformacion de su nombre deriva el término “algoritmo”, también resol-
vié ecuaciones de la forma z? 4+ px = ¢ con coeficientes positivos y agregé comprobaciones
geométricas.

Durante la Alta Edad Media, Bhaskara (s. XII) vive una época en la que ya se hacia uso
del cero, se distinguian los niimeros positivos de los negativos y se disponia de un simbolismo
precursor del Algebra. Esto permitié unificar los casos de ecuaciones de segundo grado en un
solo tipo, cualquiera fueran los coeficientes y admitiendo las soluciones negativas aunque sin
considerarlas pues, a decir de Bhaskara, “la gente no aprueba las raices negativas” [14].

Se atribuye a Scipione Del Ferro (1465-1526), profesor en Bologna, haber sido el primero
en resolver la ecuacién ctibica de la forma x® + pr = ¢, en 1506 segin Tartaglia (1499-1557)
o en 1515 segiin Cardano (1501-1576), aunque el hecho nunca fue comprobado.

Cuenta la historia que Del Ferro resolvié la ecuacién ciibica pero no comunicé a nadie el
método utilizado, solo divulgé la solucién. Sin embargo, poco antes de morir pasé el secreto
a su discipulo Antonio Maria del Fiore. En aquella época (Renacimiento) era comin que un
matematico desafie piblicamente a otro con problemas no resueltos, apuestas mediante. Fue
asi que Del Fiore ret6 a Niccoldo Tartaglia (1499-1557), ingeniero y matemadtico que habia
alcanzado fama resolviendo problemas de artilleria. Intercambiaron treinta problemas. Los
que recibié Tartaglia constituian ecuaciones de tercer grado, luego de un mes encontré las
soluciones a todos los problemas mientras que del Fiore a ninguno.

El suceso llegé a oidos de Gerolamo Cardano, quien pidi6 a Tartaglia que le revelara el
método de resolucion mediante una carta en la que juraba “por los Santos Evangelios y su fe
de caballero” que nunca lo harfa piblico, a lo que accedié [14].

Ambas formulas, la de del Ferro y la de Tartaglia, incluian raices que, en algunos casos,
podrian tener radicandos negativos.

Poco tiempo después, Cardano y su discipulo Ludovico Ferrari (1522-1565) descubrieron
la solucion de del Ferro, y al considerar que Tartaglia no era el tinico, decidieron publicarla
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en el famoso libro Ars Magna; alli quedé una laguna, el llamado “caso irreducible”, que
se presentaba cuando se obtenian soluciones que involucraban raices cuadradas de nimeros
negativos. Este libro puede ser considerado como el principio del dlgebra moderna y en el cual
se plantea el problema de las raices cuadradas de nimeros negativos.

Los nimeros imaginarios

Rafael Bombelli (1526-1572) ingeniero y matematico, alumno de Cardano, en alguno de
sus descansos, motivado por la paralizacion momentanea de alguna obra de ingenieria, decidié
escribir un libro de &dlgebra, Algebm, en 1572. Habia leido detalladamente el Ars Magna de
Cardano, la Arithmetica de Diofanto,de la que hizo una completa traduccién; y basicamente
todo lo escrito sobre el tema. Alli tuvo la idea original de que existia un nuevo tipo de ntimeros
cuyo cuadrado era negativo.

Aparecian en algunas ecuaciones de segundo grado, entonces, sus soluciones debian in-
volucrar raices cuadradas de nimeros negativos. Por ejemplo, 22 = —1, cuyas soluciones
involucran la raiz cuadrada de —1.

Como ningin ntmero real tiene cuadrado negativo, eso contrariaba tremendamente a los
matematicos de siglo XVI. Mencionamos antes que las raices de niimeros negativos estaban
en los escritos de Cardano, pero consideraba que eran “tan sutiles que eran inutiles”, y no
investigé mas sobre ellos [14]. Sin embargo, Bombelli, en sus estudios algebraicos, de forma
secundaria, dio con una de sus principales contribuciones a la matemaética: la creacion de los
que hoy se conocen como los niimeros imaginarios. Desarroll6 la aritmética, descubriendo las
reglas de su suma y su multiplicacién. Para trabajar con estos niimeros, inventé una sofisticada
notacién y se se referfa a los ntimeros imaginarios v/—1 y —v/—1 como “pit1 di meno” y “meno
di meno”.

René Descartes (1596-1650), refiriéndose a una ecuacién cibica con una raiz real y otras
dos no calculables en ese momento, expresé que “Unicamente una de ellas es real (...) las otras
dos... son simplemente imaginarias”; fue la primera vez que se usé6 la palabra “imaginario”
[11].

En palabras del ilustre matematico Gottfried Leibniz (1646-1716), creador del calculo
diferencial, Bombelli se adelanté a su tiempo y decia “los nimeros imaginarios son (...) una
especie de anfibio entre el ser y el no ser” [11].

Los matematicos no habian sido capaces de ver la utilidad de esta construccion abstracta,
pero a Bombelli, con su mentalidad de ingeniero, le resultaban necesarios para sus calculos.
Asi surgen algunos avances matematicos, de la necesidad de nuevos instrumentos para tratar
fenémenos fisicos o aplicaciones a la ingenieria. De todas maneras, entre los mateméticos,
incluyendo al propio Bombelli, habia mas dudas que certezas sobre estos nuevos nimeros.
Solian plantearse problemas sin sentido, como imaginar un cuadrado de lado igual a /—1
cuya drea sea igual a —1 [11].

El nimero i

Fue el gran matemético Leonhard Euler (1707-1783) el primero que denoté i = /—1,
en 1777, eligié esa letra por ser la inicial de la palabra “imaginario”. Asi, i es tal 2 = —1.
Definido 7 de esta manera, se puede expresar la raiz cuadrada de cualquier nimero negativo
del siguiente modo: v/—n = iy/n [2]. Euler se dedicé a estudiar estos niimeros en profundidad.

El matematico aleman Karl Friedrich Gauss (1777-1855) fue quien dio el nombre Numeros
Complejos, los definié rigurosamente y los utilizé en la demostracion original del Teorema
Fundamental del Algebra. También se le debe la introduccion sistematica de los niimeros
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complejos en la Matematica y su representacion grafica tal cual se la conoce hoy. Propuso
representar un ntimero complejo z = a + b como un par ordenado de ntimeros reales a y b
escribiendo z = (a,b) = (Re(z),Im(z)), de modo que en el eje de abscisas se represente “la
parte real” y en el de ordenadas la “parte imaginaria”. Caspar Wessel en 1799 y Jean-Robert
Argand en 1806, propusieron el plano complejo y la representacién de la unidad imaginaria 4,
mediante el punto (0, 1) del eje vertical [11].

i, Tiene “realidad” un imaginario?

El nuevo concepto provocd polémicas entre matematicos y entre muchos hubo reticencias
a admitir la “realidad” de los niimeros imaginarios. Pero para el matematico actual son tan
“reales” como los enteros o los fraccionarios.

Cuenta el gran divulgador cientifico Isaac Asimov [2], que al matemédtico los niumeros
imaginarios les parecen bien “en tanto que a una cantidad definida se le puedan aplicar
las reglas de operacién que no contradigan ninguna otra cosa dentro de la matemaética”,
sin importarle demasiado qué significan. A su vez, remarca la gran utilidad de los Nimeros
Imaginarios al ubicarlos sobre una recta perpendicular a la recta de los Numeros Reales: se
obtiene un par de ejes sobre el cual puede establecerse la posiciéon de cualquier punto en el
plano, el cual estard representado por un Niumero Complejo de la forma a+ b, y con él podran
hacerse todas las operaciones matematicas conocidas. Si se ven como puntos cardinales a los
imaginarios por un lado y a los reales por otro, «nos damos cuenta de que ninguin conjunto
de nimeros es mas “imaginario” ni tampoco mas “real” que cualquier otro».

Asimismo, los Numeros Reales son todos aquellos cuya parte imaginaria es nula, y los
Nimeros Imaginarios Puros son aquellos cuya parte real es nula. No hay mayor o menor esta-
tus entre un conjunto y el otro. Los Nuimeros Complejos son de gran utilidad para representar
magnitudes vectoriales que poseen mddulo y direccién, y con ello, poseen algin tipo de co-
rrespondencia con una “realidad” tan valida como la de los Niimeros Reales al representar
magnitudes escalares [11].

El conjunto de los Nimeros Complejos comprende a los Reales y los Imaginarios, y estos
ultimos son, para el matematico actual, tan “reales” como los naturales o las fracciones [7].

Interpretaciones y confusiones

Una interpretacién grotesca de los Nimeros Imaginarios es brillantemente analizada por
Alan Sokal y Jean Bricmont [16]. Este libro se ocupa, entre otras cosas y a decir de los propios
autores, «de la mistificacién, del lenguaje deliberadamente oscuro, la confusién de ideas y el
mal uso de conceptos cientificos» realizado por corrientes intelectuales posmodernas. En el
apartado “Los nimeros Imaginarios” correspondiente al capitulo 1 dedicado al psicoanalista
Jacques Lacan, se cuenta el (mal) uso del concepto de estos nimeros. Los autores transcriben
un seminario de Lacan en el cual confunde los Numeros Irracionales con los Imaginarios y
utiliza los niimeros como metaforas o analogias que no conducen a nada sino que crean mas
confusion. En otro seminario, el psicoanalista se ocupa de los Imaginarios en el que habla
de “significados” y “significantes” (erréneamente como significante/significado = enunciado)
relacionandolos mediante operaciones matematicas fantasiosas y sin sentido.

Las funciones de variable compleja

Se puede considerar al siglo XIX como el méas fecundo para la Matemadtica en convergencia
con el gran desarrollo cientifico y tecnolégico. Se “amplia de modo imponente el horizonte de
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los conocimientos adquiridos” e irrumpe “una creciente marejada de aplicaciones cientificas
sobre las condiciones de la vida humana”. Entre los aportes cientificos estan los descubri-
mientos de Volta, Oersted, Arago, Ampere y Faraday sobre la electricidad y el magnetismo;
la Teoria Ondulatoria de la Luz (Young); la Teoria electromagnética de la luz (Maxwell), los
procesos Termodindmicos (Carnot), los estudios sobre la energia (Joule) [13]. Mientras que
entre los aportes tecnolégicos se puede nombrar la fotografia, el motor eléctrico, el motor de
combustién, la locomotora, el refrigerador, el poliestireno, el teléfono, el fondgrafo, la lampara
incandescente, el automovil, la comunicacién sin cables, el cinematografo, la radio.

La Matematica adquirié autonomia, bases més sélidas en sus fundamentos y se distribuyd
en varias ramas: geometria analitica, algebra, calculo infinitesimal, etc.

La definicién de una funcién de variable compleja a valores complejos es idéntica a la
conocida para variable real en cuanto al emparejamiento de valores de una variable inde-
pendiente con otra dependiente: si la imagen de z = x + i por f es w = u + v, se escribe
w = f(z) = u(x,y) + w(x,y), donde u(z,y), v(z,y) son funciones de dos variables reales a
valores reales y se llaman parte real y parte imaginaria de f(z), respectivamente.

El hecho de que las funciones complejas f(z) estén compuestas por dos funciones de
variable real u(z,y) y v(x,y) puede hacer pensar que su estudio se reduce al de estas dos
ultimas. Sin embargo, el concepto de derivabilidad en variable compleja es algo més exigente,
u(z,y) y v(z,y) deben estar ligadas entre si de una manera especial: verificando las Ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Como su nombre lo indica, estas ecuaciones son atribuidas a estos dos
matematicos, fundadores del analisis complejo moderno, pero es justo recordar que fueron
propuestas por primera vez por D’Alembert en 1752 en el contexto de la dinamica de fluidos.

Si bien, el que da una nueva direccién al estudio de las funciones analiticas de variable
compleja es Karl Weiestrass (1815-1897), quien llama “analitica” a una funcién compleja
cuando puede expresarse mediante una serie de potencias convergente en una regién, uno de
los mateméticos que més aportes realizo a la teorfa de esas funciones fue Agustin-Louis Cauchy
(1789-1857), apoyandose en trabajos de Euler, Clairaut, D’Alembert, Poisson y Lagrange.
Extendié la serie de Taylor a las funciones de variable compleja, establecié su férmula de
“la integral de Cauchy” y desarroll6 la teoria de polos y residuos, lo que llevé a su discipulo
Pierre-Alphonse Laurent (1814-1854) a crear su “serie de Laurent”, de la cual la de Taylor
pasa a ser un caso particular. Asimismo, esa teoria permitié resolver integrales de funciones
reales imposibles de abordar con métodos de anélisis real.

Casi paralelamente, Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), asesor de Gauss en la
catedra de Gottingen, a través del estudio de funciones propuso un tipo de problema que
consiste en determinar una funcién continua de dos variables reales que satisfaga la ecuacién
de Laplace en el interior de un recinto y tome determinados valores en su borde; problema
que hoy se conoce como “problema de Dirichlet”. Se utilizan, por ejemplo, para hallar la
temperatura de una placa delgada en una regién del plano xy, el potencial electrostatico en
una regién libre de cargas, flujo de fluidos irrotacionales y solenoidales.

Pocos anos més tarde, Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) estudi6 las funcio-
nes de variable compleja mediante la ecuacién de Laplace e ideé las llamadas “superficies de
Riemann”.

Vale destacar, que ya en 1749, basidndose en la definicién de In(z) = lim n (zl/” — 1>,
n—oo

Euler habia establecido la primera teoria satisfactoria de las funciones logaritmicas en el plano
complejo [1].

La denominada “Férmula de Euler” es la conclusion de un largo pleito con Leibniz acerca
de los logaritmos de los nimeros negativos e imaginarios, al cual Euler pone fin mediante
la multiplicidad de los logaritmos. La férmula siguiente, segtin Richard Feynman [11], “la
més notable en Matemadtica”, es descubierta por Euler durante su etapa en Basilea (hasta
1726). En ella, relaciona la constante matemadtica e, los nimeros complejos y las funciones
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trigonométricas:
e =cosx+isenr, x€R,

cuando x = 7, se obtiene una ecuacién que relaciona cinco ntimeros esenciales: 0,1, e, 7, 7:
e +1=0

Fuler, ademas, utiliz6 los niimeros complejos para conectar las funciones de variable com-
pleja con los niimeros primos y respaldar la idea de Gauss de que los nimeros primos, a pesar
de estar aleatoriamente distribuidos en la recta numeérica, presentan ciertas regularidades
estadisticas.

Las transformaciones complejas

Para representar una funcién de variable compleja w = f(z) serfan necesarios cuatro ejes
mutuamente perpendiculares, para salvar esa imposibilidad se emplean dos planos, el plano z
donde viven los z = x 4 iy del dominio y el plano w donde se pintan las imagenes w = u + iv.
De este modo, se habla de como la funcién transforma un punto z de un dominio en el punto
w de su imagen.

Interpretar las funciones complejas como “transformaciones” de un conjunto de puntos
en el plano z en otro conjunto de puntos del plano w constituye una de las propiedades méas
interesantes y fructiferas.

Las transformaciones permiten llevar un problema de dificil resolucién en un conjunto
del plano z a su imagen en plano w donde es posible resolverlo de manera ma&s sencilla.
Luego, cumplidas ciertas condiciones, se encuentra la solucién al problema original mediante
la transformacién inversa.

Una tipo de transformacién de gran importancia es la transformacién conforme, preserva
los angulos entre curvas y la forma de figuras infinitesimales aunque no necesariamente su
tamaifio o curvatura. Una de sus aplicaciones méas conocida se da en cartografia: muchas pro-
yecciones de la esfera terrestre en mapas, como la estereogréfica o la Mercator, son conformes.

El ingeniero ruso Nikolai Zhukovsky (1847-1921) propuso una transformacién compleja
que lleva un circulo a una figura geométrica muy parecida a un perfil de ala de avién. Como la
resolucién matemaética del flujo de aire a través del perfil alar es complicada, puede resolverse
de manera més sencilla en el circulo, para luego, encontrar la solucién en el perfil original.

Como dato anecdético se puede citar una especial vinculacién entre la metemaética y el ar-
te. Es el caso de la litografia Prentententoonstelling (Galeria de grabados) del artista Maurits
C. Escher (1898-1972) en la cual se representa una imagen distorsionada de un muchacho en
una galeria. La distorsion, segtin el autor, pretende representar “una superficie que se hincha,
de forma anular, sin principio ni fin”. Escher pinté y cuadriculé una versién “realista” la cual
distorsion6 mediante una reticula que se inflaba desde el borde inferior derecho a medida que
giraba en sentido horario, y luego traspasé cada celda de la versién realista a su correspon-
diente celda del plano deformado; no pudo completar la parte central de su obra y en ese
lugar dej6é un hueco sin pintar en el cual colocé su firma. Los mateméaticos Bart de Smit y
Hendrik Lenstra Jr. pensaron que el problema podia abordarse con variable compleja y asi
encontraron una transformacion que recorria el camino inverso al de Escher: llevaba la figura
distorsionada a la version realista. Una vez hallada esta transformacién, Smit y Lenstra com-
pletaron el hueco y paso seguido, aplicaron la transformacion inversa para obtener la version
distorsionada pero ahora “completa” [11].

Sergio Daniel Rodriguez Ruiz
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CAPITULO 1

Funciones de variable compleja

En este capitulo presentaremos las herramientas cldsicas del calculo diferencial en el campo
complejo. Comenzaremos recordando aspectos bésicos del sistema de niimeros complejos. Ex-
tenderemos al plano complejo las nociones de funcion, limite, continuidad y diferenciabilidad.
Definiremos y estudiaremos la analiticidad, concepto fundamental en la teoria de funciones
complejas y sus aplicaciones. Por iltimo definiremos las funciones arménicas, estableceremos
su relacion con las analiticas y las utilizaremos en la resolucion de problemas de contorno.

1.1. Sistema de niimeros complejos

La importancia de los sistemas numeéricos no radica en su naturaleza como conjuntos, sino
como estructuras algebraicas en las que se definen operaciones que gozan de determinadas
propiedades, las cuales suelen enriquecerse definiendo estructuras adicionales (por ejemplo
topoldgicas).

El sistema (C,+,.) de los nimeros complejos es un conjunto numérico con dos operaciones
bésicas, suma (+) y producto (.). Dicho sistema estd sujeto a las siguientes condiciones:

(C1) Las operaciones bésicas de suma y producto entre complejos gozan de las propiedades
usuales de la aritmética: son asociativas, conmutativas, el producto distribuye con res-
pecto a la suma, poseen elementos neutros, cada complejo admite un opuesto aditivo y
cada complejo no nulo posee un inverso multiplicativo.

(C2) Todo ntumero real es un nimero complejo. La suma y el producto entre complejos
extienden a las respectivas operaciones entre nimeros reales (es decir, si dos nimeros
reales se suman o multiplican como complejos el resultado es un ntimero real, el mismo
que se obtiene al efectuar la operacién en los reales).

(C3) Existe un nimero complejo, llamado unidad imaginaria y denotado i, que verifica

i =-1

(C4) Todo nuimero complejo z se escribe de modo tinico en forma binémica:
z=xz+1ty donde x,y€R

Anotamos z = Re(z), y = Im(z) y los denominamos respectivamente la parte real y
la parte imaginaria de z. El complejo Z = x — iy se denomina el conjugado de z.
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Dos consecuencias importantes de las condiciones anteriores:

» La ecuacién 22 + 1 = 0 de grado 2, si bien carece de soluciones reales, admite dos
soluciones complejas ¢ y —i. Este es un caso particular del siguiente resultado general.

Teorema Fundamental del Algebra Todo polinomio no constante a coeficientes com-
plejos admite al menos una raiz compleja.

Se deduce que todo polinomio de grado n > 1 tiene exactamente n raices complejas
(pueden estar repetidas).

= No es posible ordenar los niimeros complejos (compatiblemente con las operaciones de
suma y producto).

Otra posible representacion del nimero complejo z = z + iy es en forma cartesiana:

z=(z,y)

Este par corresponde a un punto o vector en el plano cartesiano, en este contexto denomi-
nado plano complejo. Los ejes coordenados x e y se llaman respectivamente eje real y eje
1Maginario.

Alternativamente si en lugar de las coordenadas cartesianas se utilizan coordenadas polares:

Im(z)

{ x =rcosf Yro=="""""x IZ
_ 1
y = rsenf g

el nimero complejo z = = + iy queda expresado en su forma polar o trigonométrica:
r = /12 + y2

z =r(cosf +isenf) donde
tand = 2 iz #0
x
Como existe una infinidad de angulos cuya tangente es igual a un nimero real dado, 6 no
queda definido de manera univoca. Recordemos que la funcién arcotangente es inversa de la
tangente sélo en el intervalo (—7n/2,7/2), por lo que arctg(y/z) determina correctamente 6
solamente cuando el complejo z se sitiia en el primero o el cuarto cuadrantes. En otros casos
serd necesario efectuar una reduccién al cuadrante que corresponda (por ejemplo sumando o
restando al arcotangente un nimero entero de veces 7). En el caso x = 0 e y > 0 podemos
tomar ¢ = 7, mientras que cuando x = 0 e y < 0 podemos considerar § = —7. En el origen el
angulo polar 6 no esta definido, en ese caso r = 0 es suficiente para caracterizar a dicho punto.

La coordenada polar r se denomina el médulo de z y se anota |z|. Es el nimero real no

negativo
o = Va4 i

que representa la distancia del punto (z,y) al origen o la longitud del vector z. Ademés, dados
z1 = x1 +1Y1, 29 = T9 + 1Yo el mddulo de la diferencia entre ellos estd dado por:

|21 — 22| = /(21 — 22)2 + (y1 — y2)?

Luego, |21 — z2| mide la distancia entre los puntos z1 y 2a.
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‘ Ejemplo 1.1.1. I

A=
de los puntos z del plano cuya distancia al punto ¢
es igual a dos, en efecto:

Resulta 22 + (y — 1) = 4, ecuacién de la

{z € C: |z —i] = 2} es el lugar geométrico Im(z)
4i

[z =il =@+ —i| =]z +ily-1)| = .
= VE-0P+y-1)7=2 '

circunferencia de radio 2 centrada en el punto i. ]

Desigualdades importantes

a) |Re(z)] < 2|, [Im(z)] < ||

b) |z1 £ 22| < |21| + |22| Desigualdad triangular

©) |1 2] = ||z1] — |zl

Volviendo a la forma polar, si z # 0:

A partir de la forma polar o trigonométrica y la identidad de Euler cosf + isenf = €’

» La coordenada 6 se dice un argumento de z, y se denota arg(z) al conjunto de todos

los argumentos de z, es decir los numeros 6 + 2kw con k = 0,+1,4+2,+3,- - -, donde
0 es cualquiera de los dngulos, medido en radianes desde el eje real positivo hasta el
vector de componentes (z,y). El signo del déngulo se utiliza para definir su orientacién:
antihoraria para angulos positivos y horaria para negativos.

De acuerdo con la definicién, si 61 y 02 son argumentos de un mismo complejo z, entonces
su diferencia es un multiplo entero de giros completos, es decir que existe algin entero
k tal que 0 — 01 = k2.

El tnico elemento del conjunto arg(z) que pertenece al intervalo (—m, x| es la deter-
minaciéon o valor principal del argumento o argumento principal de z, que
indicamos Arg(z).

0

llegamos a la forma exponencial:

Z=Te

‘ Ejemplo 1.1.2. I

Hallemos médulo, argumento y argumento principal: 1+ i, —v/3 + 1, V/8ei/3 1 — 24

a)

Imz1

Va2 1+
1+i=vVI2+12=+2 W

Arg(1 4 1) = /4 /
arg(l+1) ={n/4+2kn: k € Z} 0 Rez

4
En la figura se indica Arg(1 + ) ' ’
y dos elementos de arg(1 + )

correspondientes a los valores k = 0, 1.

‘_\/§+i‘: (_\/§)2+12:\/1:2 Imz
Arg(—V3+1i) =57/6 .
arg(—/3 +i) = {bn/6 + 2kT : k € Z} om
En la figura se indica Arg(—+/3 +1). 2 \6
Grafique los elementos de arg(—+/3 + 1) , -
correspondientes a los valores k = —1, 2.
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|\/gei47r/3‘ — \/g . 1 Rez
arg (v8e"™/3) = {4n /3 + 2km : k € Z} /
Arg (\/gei47r/3) — _27.[./3 72—71-
En las figura se indica el argumento principal, ’
le proponemos graficar algunos otros argumentos.

‘1 B 22’ - \/5 Rez
Arg(1 — 2i) = arctan (—2) * :

arg(l — 2i) = {arctan (—2) + 2k7 : k € Z} arctg(—2)
En las figura se indica el argumento principal,
le proponemos graficar algunos otros argumentos. V5

1— 2

Ejemplo 1.1.3. 1

Resolvamos la ecuacién 22 + 8 = 0 y verifiquemos las soluciones obtenidas.

Para resolver empleamos la formula:

Vi= e (”ﬁ’”):%[cos<6+n2k”>+isen(“fr>} E=0.1 (1)

En este caso, z = /-8 = {/| — 8| (cos % + isen %) para k=0,1,2

z1=2(cos§ +isen %) —2(%—1—2'@) =1+iv3 (k=0)
29 =2(cosm+isennm)=—-2 (k=1)
z3 =2 (cos 3T +isen 2T) = 2<f—z‘[)—1 iv3  (k=2)
Para verificar usamos la férmula de De Moivre:
2" = r"e™? = ™ [cos (nf) + isen (nd)]

=1 +2\f) 2% [cos (3%) +isen (3%)] = 8(cosm +isenw) = —8

(1- Z\f) 23 [cos (3%F) + isen (32F)] = 8 (cos 5w + isenbm) = —8

‘ Actividad 1.1.4.
Dados z1 = =14+ 24, z0 = \/geig’r/‘l, 23 =3 — 1, 24 = —V3 - 3, z5 = —4, zg = —iT

a) Halle médulo, argumento y argumento principal.

——ar- I
b) Calcule: 2z —3iz2+zz , <1 7 zg V5 Im( m(22)> u
24

<6
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Algunas nociones topologicas

Entorno de zg de radio R > 0: E(29,R) = {2 € C: |z — 20| < R}, figura 1.1.
Entorno reducido de zg de radio R > 0: E*(29, R) = {z € C: 0 < |z — 2| < R}, figura 1.2.

Im(2) Im(z)

\/ 7 \/ ’
\\ . ///,’ Re(z) \\\ : /,/, Re(z)
Figura 1.1: entorno de zg Figura 1.2: entorno reducido de z

Sea S un subconjunto de C

= Un punto zg esta en la frontera de S si en todo entorno de zg hay al menos un punto
de S y al menos uno que no pertenece a S.

S es abierto si para cada punto zg € S existe un entorno de zy incluido en S.

S es cerrado si incluye a su frontera.

S es acotado si existe M > 0 tal que S estd incluido en el disco {z € C: |z| < M }.

= S es abierto conexo si es abierto y cualquier par de puntos de S se pueden unir
mediante una curva completamente incluida en S. La conexidad corresponde a la idea
intuitiva de “conjunto de una sola pieza”.

= S es abierto simplemente conexo si es abierto conexo y toda curva cerrada simple
contenida en S encierra solo puntos de S. Corresponde a la idea intuitiva de “no tiene
agujeros”.

‘ Ejemplo 1.1.5. }

a) A={z € C:Re(z) =—-2,0 <Im(z) <5} no es abierto ni cerrado y es acotado.

b) B ={z € C:Re(z) <3, Im(z) > —2} no es abierto ni cerrado ni acotado.

Imz
Imz
------ 5 Re(z) < 3ATm(z) >|-2
53 Rez
_9 Rez -2 ]
Re(z) = —2A 0<1Im(z) <5
Figura 1.3: conjunto A Figura 1.4: conjunto B
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c) C={z€C:|z—3+1i2| > 2} es abierto conexo no simplemente conexo ni acotado.

d) D={z€C:% < Arg(z) < 2T} es abierto simplemente conexo y no acotado.

Imz
|2 — (3—20)| > 2 fm=
Rez
G x
4 3 2
T
- Rez
Figura 1.5: conjunto C Figura 1.6: conjunto D
e) E={2€C:1<|z| <4, |Arg(z)| < 5} es cerrado y acotado.
f) F ={z € C:|Re(z)| > 1} es abierto no conexo y no acotado.
Imz
2?4+ 7= 16 | Tmz
- .
2 .2 3 : :
s Re(z) < -1 i Re(z)>1
\ | Rez 5_1 1 Rez
i | |
3 s |
Figura 1.7: conjunto E Figura 1.8: conjunto F

| Actividad 1.1.6. |

Grafique el lugar geométrico de los complejos z que satisfacen las siguientes relaciones y cla-
sifique como en el ejemplo anterior:

a) Im(z) > 2Re(z — 2) b)0<|z—1i <3 c)|z—4—3i >1y Re(z) >2

d)1<|z—il<3yIm(z) >0 e)V2]|z| > |z —1 f) |24+ 4+3il <1oRe(z) >2
-2

g) Re((1+14)z) <1 h)‘Z—l—i‘Z\/ﬁ i) |z >4y -5 <Arg(z) < g []

1.2. Funciones de variable compleja

Si D es un conjunto de nimeros complejos, una funcién de dominio D y codominio C es
una relacién que permite asignar a cada elemento z de D un uUnico nimero complejo w. Se
dice que w es el valor de f en z o la imagen de z por f y se indica w = f(z). Anotamos
f:D — Cy decimos que f es una funcién de D en C.

Siz=ux+1iy, w=u+iv entonces w = f(z) puede escribirse mediante la igualdad:

u+iv = f(x +iy)

donde u y v son funciones reales de dos variables reales (u, v:R? - ]R) llamadas respectiva-
mente la parte real y la parte imaginaria de f(z):

Re(f(2)) = u(z,y) Im(f(z)) = v(z,y)
La imagen por f de un subconjunto A del dominio D es el conjunto f(A) = {f(z) : z € A}.
Se dice que f estd acotada si el conjunto f(D) es acotado.

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 15



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

‘ Ejemplo 1.2.1. I

a) f(z) = 2% es una funcién de dominio C que a cada complejo le asigna su cuadrado:

w= f(2) = 2% = (z +iy)* = 2® —y* +i22y

2

U(I‘7y) =T — y27 v(w,y) = 2'171/

]
b) f(z) = e es una funcién de dominio C — {0} que verifica:
z
- b 1 B B 1
w= f(z) = P 2 donde wu(z,y) =0, v(z,y) = 2142
c¢) arg(z) no es una funcién, pues cada complejo z no nulo tiene infinitos valores del ar-
gumento, en cambio f(z) = Arg(z) es una funcién de dominio C — {0} pues el 0 es el
Uinico complejo que no tiene argumento y cada complejo no nulo, si bien posee infinitos
argumentos, solamente uno de ellos es principal.

| Actividad 1.2.2. |

En cada caso halle y grafique el dominio mas amplio de la funcién dada y escriba la parte

real y la parte imaginaria de la misma.
1 z 1 z
D) fE) = D) G VI = VIR =

[]

1.3. Limite

Definicién 1.3.1. (Intuitiva) Diremos que lim f(z) = L si los valores f(z) se acercan
z Z0

arbitrariamente a L eligiendo z suficientemente cercano a zg pero distinto de zg.

Observaciones

1. En el concepto de limite es irrelevante si zy pertenece o no al dominio de la funcién.
Para que esta definicién tenga sentido es necesario que existan puntos en el dominio de
la funcién, tan cerca de zy como se quiera pero distintos de zg. Cuando esto ocurre se
dice que zg es punto de acumulacién del dominio de f.

2. Cuando el limite existe, su valor no depende del camino por el cual z se acerca a z.

Ejemplo 1.3.2. I

El dominio de f(z) = Arg(z) es D = C — {0}. A pesar de no pertenecer a D, zy = 0 es de
acumulacién de D pues hay puntos en D tan cercanos al origen como se quiera y distintos
de él, entonces el limite de Arg(z) cuando z — 0 tiene sentido. Sin embargo no existe porque
encontramos dos caminos por los cuales da valores distintos:

Im(z)
z m
T T Arg(z) = -
lim Arg(z) = lim — = — B =5
2—0 y—0+ 2 2
Re(z)=0
Im(z)>0
zZ0) = 0 Re(z)

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 16



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

Im(z)
lim Arg(z) = lim (—E> __T
z—0 y—0— 2 2
Re(z)=0
Im(z)<0
z20 = 0

IS

Re(2)

™
Arg(z) = — 5

Proposicién 1.3.3. Dados f(z) = u(z,y) + iv(x,y), 20 = xo + iyo, L = L1 + iLs.

a) lim f(z) =L < lim

ZaZ0 (x’y)%(x()’yo)

u(z,y)=L1 A

b) Zlgngo fz) =L <

En particular cuando L = 0:

lim |£(2) ~ L| =0

Z—r20 Z—r20

lim v(x,y) =L
o) gy BV = 12

lim f(z) =0 < lim |[f(2)|=0

Empleando la proposicién 1.3.3a) y las propiedades de los limites reales, se deduce:

Propiedad Si existen lim f(z) y lim g¢(z) entonces
Z—20 Z—r20

a) lm (f(2) +g(2)) = lim f(2) + lim g(2)

Z—r20

b) lim (£(2)g(2)) = lim f(z) lim g(2)

220 Z—20

() lim f(z)

c¢) lim — % siempre que lim ¢(z 0
) Mm o)~ T g(2) pre que lim g(z) #
z—20

Proposicién 1.3.4. Sean f(z),g(z) funciones complejas.

a) Si en un entorno reducido de zy se verifica |f(2)| < |g(2)| y lim lg(z)| = 0 entonces
z—20

lim f(z) =0.

Z—r20

b) St lim g(z) = 0 y f(z) estd acotada en un entorno reducido de zy entonces
Z—r20

lim f(2)g(z) =0.

Z—20

Demostracion

a) Dado que |f(2)[,|g(z)| verifican 0 < |f(2)| < |g(2)| ¥ h;m lg(2)| = 0, por el teorema de
2—20

intercalacién para funciones reales, se desprende que lim |f(z)| = 0. De acuerdo con la
Z—20

proposicién 1.3.3b) se deduce que lim f(z) = 0.
Z—r20

b) Supongamos que en un entorno reducido de zp se cumple |f(z)| < M.
Dado que |£(2)g(2)| = |f(2)| ()] < M|g(2)| = |Mg(2)]. Por el inciso a) y la proposi-

cién 1.3.3b) se deduce li)m f(2)g(z) =0.
Z—r20
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‘ Ejemplo 1.3.5. I

Analicemos lim f(z) para las siguientes funciones.
Z—r20

20 = 2 +1i. Dado que u(z,y) = 22 — y2, v(z,y) = 2y

a) f(z) = 2%
lim  w(z,y)= lim (22—¢y?)=3
(z,y)—(2,1) (.9) (zy)—(2,1) v)
lIim w(z,y)= lim 2xy) =4
(=) —(2,1) (=:9) (:r,y)ﬁ(ll)( v)

Entonces por la proposicién 1.3.3a): h'IQIL 22 =344
z—r (2

z
b) f(2) = —, 29 =0. En este caso probaremos que h’I% f(2) no existe, mostrando que
VA zZ—
tiene valores distintos por dos caminos del plano complejo, S1 = {2z € C: Re(z) =0} y

Sy = {z € C: Im(z) = 0}, en efecto:

z , T —1y L, Yy

lim — = lim 2 =lim — = -1
2—0 Zz (z,y)—(0,0) T +1y  y—0 1y
z€S1 =0
FA x—1 x
lim — = lim ,y:h'mle
2—0 2 (z,y)—(0,0) T + 2y z—=0 T
zESo y=0

Re(z?
= (%) zo = 0. Dejamos al lector proponer distintos caminos cuando z — 0

) 1(z) = ==,

y observar que por esos caminos el limite vale 0, lo que no alcanza para concluir acerca
del limite de f(z) cuando z — 0. En este caso conviene utilizar la proposicién 1.3.4a):

Re(z%)| _ [Re(z2)] _ |2*] _ |sF
= <= =g
z 7] Il
R 2
y como lim |z| =0 entonces lim eEz ) =0
z—0 z—0 z

d) f(z) = zArg(z), zp = 0. Puesto que HI%Z =0y Arg(z) estd acotada (|Arg(z)| < w),
z—r
aplicando la propiedad 1.3.4b) resulta HH[I) z Arg(z) = 0.
2—

| Actividad 1.3.6. |

Estudie los siguientes limites:
z—1 iIm(z) Re(2?)
lim —— b) 1f Ii
2) SN2 izt 2 ) 250 2] 2 250 22 L]

1.4. Continuidad

Definicién 1.4.1. Dada la funcion f(z) de variable compleja

» f(2) es continua en el punto zg si y sdlo si lim f(z) = f (20)
zZ—r20

» f(2) es continua en un congunto D si lo es en cada punto de D
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‘ Ejemplo 1.4.2. I

Estudiemos la continuidad de las siguientes funciones en el origen:

zZ . Re(z?) .
- 0

g =1 = A7 M=~z % FFO
0 si 2=0 0 si 2=0

De acuerdo a los resultados del ejemplo 1.3.5 la funcién ¢(z) carece de limite cuando z — 0,
por lo que resulta discontinua en ese punto; en cambio h’r% h(z) = 0 = h(0), de modo que h
zZ—>

es continua en el origen. ]

Proposicién 1.4.3. f(z) = u(z,y) + wv(x,y) es continua en zo = xo + iyo < u(z,y) y
v(z,y) son continuas en (o, Yo)

Propiedades

La suma y el producto de funciones continuas es continua. El cociente de funciones continuas

es continua salvo en los puntos en que se anula el denominador.

Si lim ¢(z) = wp y f es continua en wy entonces lim f (g(z)) = f ( lim g(z)), esta propiedad
Z—r20 Z—r20 Z—r20

se conoce como corrimiento del limite. En particular, la composicién de funciones continuas
es continua.
Las demostraciones son exactamente las mismas que las utilizadas en el caso real.

Se deduce inmediatamente de las propiedades anteriores:

» Las funciones polinédmicas f(z) = ag + a1z + - - - + a, 2" son continuas para todo z.

p(z)

z
» Las funciones racionales f(z) = E ) (p, g polinémicas) son continuas en su dominio, es
q(z

decir en {z € C: q(z) # 0}.

‘ Ejemplo 1.4.4. I

a) Como la funcién f(z) = 22 es polinémica, es continua en C. Volviendo al ejemplo 1.3.5a),

podriamos haber calculado el limite directamente evaluando la funcién en el punto:
lim 2% = (2+4)*=3+4i
z—2+1
b) f(z) =% = x — iy no es polindmica en z. Sin embargo u(z,y) = =, v(zr,y) = —y son
polinémicas en x e y y por lo tanto continuas en R?. Entonces f(z) es continua en C.

c¢) Queremos hallar el dominio de definicién y el de continuidad de f(z) = Arg(z).
El argumento principal esta definido para complejos no nulos, por lo que el dominio de
definicién de f es C—{0}. Es evidente que f es discontinua en zy = 0 ya que este punto
no pertenece a su dominio. Veamos que también es discontinua en los puntos del semieje
real negativo, es decir si zg = x¢ con g < 0 se tiene:

Zli}nﬂr}o Arg(z) == y Zli}rgclo Arg(z) = —m
Im(z)>0 Im(2)<0

esto muestra que por dos caminos los limites son diferentes y que el limite no existe.
En los demés puntos del plano complejo se puede comprobar analiticamente que f es
continua.

Entonces el dominio de continuidad de f es C — {z : Im(z) = 0, Re(z) < 0}.
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| Actividad 1.4.5.

Justifique que los siguientes enunciados son verdaderos:

z—8

23 4+ 32

a) f(z)= es continua en C — {0, —v/3i,v/3i}

b) g(z) = Im(z) es continua en C
c) h(z) = 22Im(z) es continua en C

d) k(z) = Arg(z — 2) es continua en C — {z : Im(z) = 0, Re(z) < 2}. ]

1.5. Derivabilidad y analiticidad

La definicion de derivada para funciones complejas de variable compleja es la misma que
para funciones reales de variable real.

Definicién 1.5.1. Sea f(z) una funcidn compleja de variable compleja definida en un
entorno del punto zy. La derivada de f en el punto zg es

7 ) = fim, L

cuando este limite existe.

Cuando se considera una funcién que es derivable en un punto y en todo un entorno del mis-
mo, surge el concepto de analiticidad, en el que nos enfocaremos en gran parte de este texto.

Definicién 1.5.2. Una funcion de variable compleja f(z) se dice
e analitica en el punto zg si f es derivable en todo un entorno de zg.

e analitica en un conjunto D si lo es en cada punto de D.

Ejemplo 1.5.3. I

Consideremos la funcién f(z) = —

z
1 1
2 —Az -1 1
) = lim 2EDBz 2z _ A P S
Fz Az 50 Az Az 50 Az(z+ Az)z Az 50 (z+ Az)z 22

Entonces f es derivable en todo punto salvo el origen, figura 1.9. Ademés para cualquier

Im(z) Im(z)
Re(z) & Re(z)
Figura 1.9: dominio de derivabilidad Figura 1.10: estudio de la analiticidad
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punto donde f es derivable es posible encontrar un entorno del mismo en el que f es también
derivable, figura 1.10. El dominio de analiticidad coincide con el de derivabilidad. ]

Contindan vélidas las reglas de derivacién usuales (cuyas demostraciones son exactamente las
mismas que en variable real). Estas reglas permiten analizar la derivabilidad de funciones que
se obtienen mediante operaciones combinadas de suma, resta, producto, cociente y composi-
cién, a partir de funciones més sencillas cuya derivabilidad es conocida. Anédlogamente para
la analiticidad.

Propiedades. Reglas de derivacién
a) Las funciones constantes tienen derivada nula en todo punto.

b) Si k es un nimero entero, f(z) = z* es derivable en su dominio y f/(z) = kz*~1.

c) Si f y g son derivables en zy entonces f + g, fg son derivables en zg, y si g(z9) # 0
entonces f/g es derivable en zj. Se cumple:

(f +9) (20) = f'(20) + ¢'(20)

(f9) (20) = F'(20)g(20) + f(20)9' (20)

(f)’ () = TC0)9(z0) = [(0)g'(20)
g [9(0)]

d) Regla de la cadena: si g es derivable en zy y f es derivable en g (z9) entonces la compo-
sicion f o g es derivable en 2o y (£ 0 g) (20) = £'(9(20))' (x0)

si g(z0) # 0

Propiedad Si f(z) es derivable en zp entonces f(z) es continua en zy. Luego, si f(z) es
discontinua en zg no puede ser derivable en zj.

Se deducen inmediatamente las propiedades de las funciones analiticas.
Propiedades

a) Si f y g son analiticas en 2y entonces f + g, fg son analiticas en zp, y si g(zo) # 0
entonces f/g es analitica en zj.

b) Si g es analitica en zp y f es analitica en g () entonces la composicién f o g es analitica
en zgp.

En particular:

= Las funciones polinémicas f(z) = ag+a1z+agz?+---+a,2" son derivables y analiticas
para todo z.

» Las funciones racionales son derivables y analiticas en todo su dominio.

En las secciones anteriores se justificé que la existencia de limite y la continuidad para fun-
ciones complejas de variable compleja equivalen a la existencia de los limites y la continuidad
de sus partes real e imaginaria. Veamos que no sucede lo mismo con la derivabilidad.

‘ Ejemplo 1.5.4. I

Sea f(z) = Z = x — iy. Si bien en variable real las funciones u(x,y) = =, v(z,y) = —y son
ambas diferenciables en el origen por ser polinémicas, f no es derivable en el origen:

CF0+A)-f0) . Ae-0 . As
Aligo A = Al;go A T Al;rgo A, 1o existe (ejemplo 1.3.5b).

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 21



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

‘ Ejemplo 1.5.5. I

Analicemos los dominios de derivabilidad y analiticidad de las siguientes funciones y calcule-
mos la derivada.

0 16 = (255

3
- . Aplicamos las reglas de derivacién:
22 —3iz

e — < 241 )3]':3< 241 )2 [(z2—3z‘z) (24 1) (22 — 30)
22 — 3iz 22 — 3iz (22 — 3@'2)2
3(z+1)* (—22 — 22 + 3i)
B (22 — 3iz)*
El dominio de derivabilidad es C — {0, 3i}, que coincide en este caso con el dominio de
analiticidad.

b) f(z) =Z. En este caso no podemos aplicar las reglas de derivacién.
En el ejemplo 1.5.4 recurrimos a la definicién de derivada para mostrar que f no es
derivable en el origen. Lo mismo puede hacerse en un punto cualquiera:
f(z4+Az) = f(2) 2+ Az—Z . Az

/ R R _ 24
O Aligo Az a Allgo Az Al,lzrgo Az

que no existe (cualquiera sea z). Luego, los dominios de derivabilidad y analiticidad son
vacios.

c) f(z) = zRe(z). Anotemos z = z + iy, Az = Az + iAy.

oy f+Az)—f(2) . (z4+Az)Re(z+ Az) — zRe(z)
FoO=m= e =% A: -

_ oy @t Actily)Re(z iy + Av+iAy) - (@ +iy) Re(z +iy)
T (Az,AY)—(0,0) Az +iAy
Si Ay = 0:

lim (z + iy + Az) Re(z + iy + Ax) — ( + iy) Re (v +1dy)
Ax—0 Az N

(x + 1y + Azx) (x + Az) — (z +iy) x

s Az = Jim  Gr+iy+ Aw) =2z +iy
Si Az =0:
lm (v + iy +iAy) Re(z + iy + iAy) — (v +iy) Re (z +1y)
Ay—0 sz N
— lim (x+zy+sz)x—(w+zy)x: lm (z.Ay):U:x
Ay—0 iAy Ay—0 1Ay

Luego, para que f sea derivable en z es necesario que se verifique 2x + iy = x, es decir
= =z

que (x,y) sea solucién del sistema de ecuaciones {
Como las partes real e imaginaria de f(z) son u(z,y) = 22

observar que el sistema anterior coincide con

{um(wyy) = vy(z,y)

uy(%?/) = _Ux(xvy)

, v(x,y) = yx, podemos
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Dado que su tnica solucién es (z,y) = (0,0) se deduce que si z # 0 entonces f no es
derivable en z.
Queda por ver si f es derivable en el origen. Analicemos la existencia de derivada en
este punto particular:

(0+ Az)Re(0+ Az) — 0 Re(0)

/ _ ’ _ 1. —
£ (0) = Jim A- = Jim Re(Az) =0

Esto muestra que f es derivable en el origen. Luego, el dominio de derivabilidad es {0}
y en consecuencia el de analiticidad es vacio.

| Actividad 1.5.6. |
Halle el dominio de derivabilidad y calcule la derivada en los puntos donde exista:

0i0=(25)  wie=(-0) asm=ime m

La observacién hecha en el ejemplo 1.5.5¢) no es casual. Los teoremas que enunciaremos a
continuacién formalizan lo visto alli y permiten analizar la derivabilidad de una funcién f(z)
sin recurrir a la definicién de derivada.

El sistema de ecuaciones:
{ Um(wv y) - ’Uy(.’B, y)
uy(m, y) = _'Uz(ma y)

se conoce como las condiciones de Cauchy-Riemann (CR).

Teorema 1.5.7. Condicién necesaria de derivabilidad
Si f(z) = u(z,y) + wv(x,y) es derivable en zg = xo + iyo entonces existen las deriva-
das parciales ug (2o, Y0) , Uy (T0,%0) , Ve (T0, Y0) , vy (T0,Y0) y verifican las condiciones CR
en (o, yo). Ademds

f' (z0) = uz (20, y0) + ive (w0, Y0)

Demostraciéon
Supongamos que f es derivable en zy. Entonces el siguiente limite existe:

/ . (20 +Az) — f(20)
1 (z0) = Jim, A

En particular, su valor no depende del camino particular elegido.
Anotemos zg = xg + iyg, Az = Az 4+ iAy

Si Ay =0:
, o f(:Co—i—iyo—i-Aa?)—f(xo—i-iyo)i
) = Jim As =
— lim U (113‘0 + AI‘, yO) + 1w (330 + Al‘, y(]) — U (xov yO) — v (.’L‘(], yO) _
Az—0 Azx
— lim [u (w0 + Az, y0) — u (20, y0)) + i (v (w0 + Az, y0) — v (70, Y0)] _
Az—0 Az
~ im u (zo + Az, y0) — u (x0,Y0) i tm Y (o 4+ Az, y0) — v (20, %0) _
Az—0 Ax Ax—0 Az

= uy (20, Yo) + vy (20, Yo)
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Si Az =0:

[’ (z0) = lim f (zo +iyo + iAy) — f (xo +iyo)

Ay—0 sz
o Y (w0, yo + Ay) + @ (z0, yo + Ay) — u (0, Yo) — i (%0, %) _
Ay—0 1Ay
— lim [u (o, yo + Ay) — u (0, 40)) + % (v (0, Y0 + Ay) — v (z0,%0)] _
Ay—0 ZAy
— lm u (2o, Yo + A.y) —u (20, %0) © lfm v (20, yo + Ay) — v (20, Y0) _
Ay—0 1Ay Ay—0 Ay

1 .
=l (0, Y0) + vy (w0, Yo) = vy (o, Yo) — iuy (0, Yo)
Tenemos dos expresiones para la derivada:
[ (20) = uz (20, y0) + Vs (w0, Y0) = —iuy (T0,Y0) + vy (o, Yo)

Uz (o, y0) = vy (20, Y0)

Comparando se deduce que
P 4 {Uy(iﬂo,yo) = —vg (%0,%0)

Teorema 1.5.8. Condicion suficiente de derivabilidad

Sea f(z) = u(z,y) +iv(z,y). Si las derivadas parciales uz(x,y), uy(x, ), va(x,y), vy(2, y)
existen en un entorno de (zo,Yyo), son continuas en (xo,yo) y satisfacen las condiciones de
Cauchy Riemann en (xo,yo), entonces f es derivable en zy = xo + iyo.

‘ Ejemplo 1.5.9. I

a) Visitemos la funcién f(z) = zRe(z) del ejemplo 1.5.5¢) para mostrar c6mo los teoremas
anteriores simplifican el anélisis.

Uz (z,y) = 2 va(z,y) =y
uy(z,y) =0 vy(z,y) ==
Las derivadas parciales son continuas en R? por ser polinémicas. Luego f es derivable
. . 2z =
en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann: Ox B _a:y

La solucién de este sistema de ecuaciones lineales es (x,y) = (0, 0). Entonces f solamente
es derivable en el origen. Ademas f’(0) = uz(0,0) + iv,(0,0) =0+ 0 = 0.
El dominio de derivabilidad es {0} y el de analiticidad es el conjunto vacio.

b) f(z) = (2 —y) + izy? es una funcién de dominio C.

Uy (,y) = 23 e (7, y) = y°
uy(2,y) = -1 vy(@,y) = 2zy

Las derivadas parciales son continuas en R? por ser polinémicas. Luego f es derivable
. . 20 = 2

en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann: _:i _ _:1;%

Como se trata de un sistema no lineal deberemos ser muy cuidadosos de no perder so-
luciones al resolverlo.

[u—y

y =

{2xy—2x =0 _{Qx(y—l) =

2 = y2 = 1
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La segunda ecuacién se satisface siy = 1 o y = —1. Sustituyendo en la primera ecuacion:

- Siy =1, la primera ecuacién se satisface para todo x. Luego, (z, 1) son soluciones
del sistema cualquiera sea = € R.
- Si y = —1, la primera ecuacién da x = 0. Entonces (0, —1) es solucién de CR.

El dominio de derivabilidad estd formado por la recta de ecuacién y = 1 y el punto
z = —i, es decir {x +1i:2 € R} U{—i}.

Ademas
(@ 414) = ug(x, 1) +ivg(z, 1) =22+
Im(2) Im(2)
: y=1 ) - y=1
) : _; ’ ’ Re(2) ' 2 f] 0 2 Re(2)
Figura 1.11: dominio de derivabilidad Figura 1.12: estudio de la analiticidad
En el punto z = —¢ la funcién f es derivable pero no analitica: en la figura 1.12 se

muestra un entorno genérico del punto —¢ en el cual hay puntos donde la funcién no
es derivable. Lo mismo sucede con cualquier punto de la recta y = 1. El dominio de
analiticidad es ().

1
c) f(z) = 5 In(2? + y?) + darctg (Q) es una funcién de dominio {x + iy : x # 0}.
T
Como f(z) no estd definida en el eje imaginario, las derivadas parciales de u(x,y) y

v(x,y) no existen alli. Luego, f no es derivable en esos puntos. Fuera del eje imaginario
dichas derivadas parciales son continuas y estan dadas por:

€z Y
Uz (2, y) = W vg(z,y) = —m
Y x
uy(r,y) = 2+ vy(z,y) = m
Las ecuaciones CR son: . .
1'2 + y2 - IZ‘2 + y2
Yy Y
.’E2 + yQ 562 + y2

Luego, el dominio de derivabilidad de f es {z + iy : = # 0}, figura 1.13.

Ademads
z Y

—1
12 + y2 12 + y2
Para cualquier punto donde f es derivable es posible encontrar un entorno del mismo

en el que f es también derivable, figura 1.14. El dominio de analiticidad coincide con el
de derivabilidad.

f'(2) = ua(@,y) + iva(2,y) =
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Im(z) Im(z)§

o
(o
)

Re(z) . Re(z)

Figura 1.13: dominio de derivabilidad Figura 1.14: estudio de la analiticidad

d) f(2) =seny —ixcosy es una funcién de dominio C

uz(z,y) =0 vz (@,y) = — cosy
uy(x,y) = cosy vy(x,y) = Tseny
Las derivadas parciales son continuas en R? por ser productos de continuas. Las ecua-

ciones CR son:
{ 0 = xseny

cosy = Cosy
La segunda ecuacién no impone condiciones sobre las coordenadas del punto y se verifica

en todo el plano.

Las soluciones de CR son: z = 0 V seny = 0. Es decir: z = 0 V y = kn(k € Z).
Luego, el dominio de derivabilidad de f es {z:Re(z) =0} U {z : Im(2) = km,k € Z},
figura 1.15. El dominio de analiticidad resulta vacio, figura 1.16. Calculemos la derivada
en los puntos donde existe, es decir en los del dominio de derivabilidad:

F(iy) = ua(0,y) +ive(0,y) = —icosy
F(@ + k) = ug(x, kr) + ivg(x, kn) = —icos (kr) = (—1)F1q

Y= 3r Im(z) y=3n Im(z)
y=2m y=2m / ’.— )
y=m y=m |
y=0 r=20 y=0 xr =0
Re(z) Re(z)
y=-m y=-m
y = —2m y=—27
Figura 1.15: dominio de derivabilidad Figura 1.16: estudio de la analiticidad

) 2
e) f(z) = i 2y2> +1 (a:2 + 4a;y) es una funcién de dominio {z + iy : y # 0}.
Yy
Observamos que f es discontinua en el eje real, por lo que alli no es derivable. Para los

puntos con y # 0 se tiene:

4z
Ug(x,y) = ”m v (7,y) = 22 + 4y
22
uy(w,y) = —? —4y vy(z,y) = 4
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Las derivadas parciales son continuas en {(:z:,y) ER?:y # 0} por ser racionales. Las
ecuaciones CR son:

4x

= 4z z(y—1) = 0
; (y—1)
= 2
222 r = 7

Para que se cumpla la primera ecuacion: t =0 V y =1
Si x = 0 se reemplaza en la segunda ecuacién, esta se verifica para todo y # 0. Los
puntos del eje imaginario son soluciones de CR, excepto el origen.
Si y = 1 se reemplaza en la segunda ecuacién se obtiene: 2 = x, es decir x (z — 1) = 0,
que se satisface si x =0 o x = 1. Los puntos z = i,z = 1 4+ i son soluciones de CR.
El dominio de derivabilidad de f es {iy:y € R,y # 0} U{1 4+ i} y el dominio de anali-
ticidad vacio. Ademas,

f'liy) = 4yi si y #0

fl(l+i)=4+6i

| Actividad 1.5.10.

Halle los dominios de derivabilidad y analiticidad y calcule f’(z) donde exista:

a) f(z) = iRe(z) (comparar con actividad 1.5.6c) b) f(z) = 3> —ix3
c) f(z) = 2* = 3xy® +i(32%y — y°) d) f(z) = 32" —y* +i(xy® + 2%) []

1.6. Funciones elementales

Exponencial compleja

Comencemos preguntandonos si es posible dar un significado a la expresion e? cuando z =
x + 1y es un numero complejo. Sea cual fuera la definicién, quisiéramos que se reduzca a la
conocida funcién exponencial real cuando z sea un nimero real. Y dado que la derivada (en el
sentido real) de la exponencial real es ella misma, parece natural requerir la misma condicién
sobre e*.

La siguiente definicién resuelve ambas cuestiones.

Definicion 1.6.1. Funcion exponencial

e* = e%eW = €% (cosy +iseny), 2=z +iy € C

Entonces

» Siz = x40 entonces e* = e” (cos 0 + isen0) = e”. Esto muestra que e* es una funcién
que extiende la exponencial real al campo complejo.

» Las partes real e imaginaria de e* son u(z,y) = e*cosy, v(z,y) = e*seny. Resultan
u; = e*cosy, uy, = —e*seny, v, = eseny, vy, = e’cosy continuas en R? y las
ecuaciones CR se verifican en todo punto. Entonces e* es derivable y analitica para todo
z € C, ademaés

(ez)/ = uz(z,y) +ivg(z,y) = €* cosy + ie® seny = e (cosy + iseny) = e*
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Algunas propiedades

a) |e| =1 para todo y € R

En efecto: !eiy| = |cosy + iseny| = \/(cos y)2 + (semy)2 =1
b) Siz=uz+iy:

e =

En efecto: |e*| = |e$eiy| = |e”| ‘eiy‘ = |e”| = e” porque |e*| = e” ya que e® > 0
» arg(e®) =y +2km, k€ Z

Arg(e*) =y & —nm<y<m

c) €* # 0 para todo z € C
En efecto, como su moédulo e* no se anula nunca entonces e¢* tampoco puede anularse.

d) efle?2 — pRlt22
et

Z_—e
e~2

21722

‘ Ejemplo 1.6.2. I

4
Para hallar el dominio D de f(z) = ¢ debemos resolver e3* = —1.

T L3z
e’? 41 ‘ '
Escribiendo ambos miembros en forma exponencial: e3%e?3¥ = 1¢i™
y considerando que la igualdad se cumple si y solo si los médulos son iguales y los argumentos
difieren en multiplos enteros de 27:

3z

¥ =|-1 @ %=1 & 32=0 & =0

y=n+2kn, k€Z & y=n/3+2kn/3, kEZ

Resulta D = C — {i(2k + 1)7/3 : k € Z}.

El numerador e? es derivable y analitico en C. La funcién e®* es derivable y analitica en C
por ser composicién de 3z con e?, derivables y analiticas en C. Luego el denominador e3* + 1
es derivable y analitica en C pues ambos términos lo son.

La funcién f(z) es derivable y analitica en D puesto que es cociente de derivables y analiticas
con denominador no nulo. Su derivada se calcula aplicando reglas:

f(z) = ( s ) S Gl bl il
€37 + 1 (32 + 1)2 (e3% + 1)2

3z

| Actividad 1.6.3.

a) Exprese los siguientes niimeros complejos en forma binémica:
e(3+im)/4

_ T3 in)/4 _ 1+im)/2 _
2 = e(3—im)/4 zg = e1F+im)/ 2= 0o/

b) Resuelva la ecuacién: e* +1i =0

c¢) Halle los dominios de definicién, derivabilidad y analiticidad y la derivada donde exista:

z 1 -
1) = = 9(:) = 57 hz) = (]
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Logaritmo complejo

Dados ntimeros complejos z,w diremos que w es un logaritmo de z si eV = z.

Por ejemplo, w = i es un logaritmo de z = —1 porque €™ = —1. M4s generalmente, cualquier
complejo de la forma w = i(7 + 2km) es también un logaritmo de —1, cualquiera sea el entero
k, puesto que e!(™2kT) — _1. Como muestra este ejemplo en general un complejo no tiene un
Unico logaritmo.

Anotaremos In(z) al conjunto de todos los logaritmos de z. Entonces:

weln(z) & z=¢"

En particular z = 0 no puede tener logaritmos ya que la exponencial compleja nunca se anula.
Si z # 0 se escribe en forma exponencial z = re?, donde r = |z|, 0 € arg(z), y w = u + v en
forma binémica:
w o ut+iv 10 u v 10
weln(z) & e“=2 & e =re"¥ & e =re
» Comparando médulos: €* = r. Por lo tanto: u = In(r) = In |z| (este logaritmo es el real,
funcién inversa de la exponencial real).

» Comparando argumentos: v = 0 + 2k7 para algun k € Z, que equivale a v € arg(z).

Definiciéon 1.6.4. Conjunto de los logaritmos de un complejo
Siz#0, z=re?,
In(z) =In|z| + i arg(z) =Inr +i (0 + 2km), k € Z

Es importante observar que In(z) no es una funcién ya que dado z # 0, In(z) toma infinitos
valores.

Funcién logaritmo principal

Restringiendo los valores de 6 a intervalos adecuados se obtienen diferentes funciones o “de-
terminaciones” del logaritmo. Si se considera f(z) = Inr + i con 6 € (—m, 7] es la rama o
determinacion principal del logaritmo ya que corresponde a la determinacién principal del
argumento de z.

Definicién 1.6.5. Funcion logaritmo principal
Siz #0,
Ln(z) =1n|z| + i Arg(z)

Otra determinacién del logaritmo es g(z) = Inr + 0 con 0 € (0,27]. Mas generalmente,
cualquier intervalo real semiabierto I de longitud 27 permite elegir uno entre los infinitos
argumentos # de z, mediante la condiciéon que € € I; cada uno de estos intervalos da origen
a una determinacién del logaritmo. El logaritmo principal tiene la ventaja de ser una funcién
continua en el semieje real positivo (como sucede con el logaritmo real, al que extiende).

‘ Ejemplo 1.6.6. I

a) In(—1) =In|-1| +darg(—1) =In(l) + i (7 +2kn) =i (2k+ 1) 7 con k € Z
In(—1) =Iln|-1]+iArg(—1) = In(1) + imr =iw

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 29



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

b) In(2 — 2i) = In|2 — 2i| +iarg(2 — 2i) = In /8 + i (—%4—2]{:77) -
:%ln2+i(—§+2k7r) con k € Z ;
Ln(2 —2i) =1In|2 — 2i| + i Arg(2 — 2i) = §1n2—i

T
4
¢) Ln((—144)?) = Ln(—2i) = In|~2i| + i Arg(—2i) = In(2) — zg
3 In(2 3
Ln(—1+44) =1In|—1+i|+iArg(—1+1) = In(v/2) + Zzﬂ = n; ) + zzﬂ
Ln((—1+4)%) # 2Ln((—1 +1))
Este ejemplo muestra que debemos tener cuidado de no atribuirle al logaritmo complejo
algunas propiedades del logaritmo real

Observemos que

Algunas propiedades

a) Siz #0: e = 4 en) = 4
En efecto:
eln(z) — eln|z\+i arg(z) _ eln\z|€i arg(z) _ |z’eiarg(z) — 5

eLn(z) _ €ln|zH—i Arg(z) _ eln|z|ei Arg(z) _ \z\ei Arg(z) _ p
b) In(e*) = z + i2kn, k € Z, para todo z.
En efecto:
In(e®) =1Inle®*| 4+ i arg (e*) = In(e”) + i (y + 2km) =
=x+i(y+2km) = (z+iy) +i2km =z + i2knm

En general Ln (e*) # z. Por ejemplo para z = 27 resulta:

Ln (e*) = Ln (¢*™) = Ln(1) = 0 # 27i

¢) El dominio de definicién Ln(z) es C—{0}. La parte real de Ln(2) es In|z| = In /22 + y2,
continua en R? — {(0,0)}. La parte imaginaria es Arg(z), continua excepto en el origen
y en el semieje real negativo. Por lo tanto el dominio de continuidad de Ln(z) es C —
{z € C:Im(z) = 0,Re(z) < 0}. En particular, Ln(z) no es derivable ni en el origen ni
en el semieje real negativo.

Im(z) Im(z)
Re(z) _________________ Re(z)
Figura 1.17: dominio de Ln(z) Figura 1.18: dominio de analiticidad de Ln(z)

d) (Ln(2)) =1/
En efecto, las partes real e imaginaria de Ln(z) expresadas en coordenadas polares son
U(r,0) = Inr,V(r,0) = 0 si —7 < 0 < w. En estas coordenadas las condiciones CR
pueden expresarse:
U.(r,0) = %Vg(r, 0)

VI“(T7 0) = _%UG'(T)G)
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La funcién Ln(z) las verifica para todo r > 0 y todo 6 € (—m, 7). Luego, los dominios
de derivabilidad y analiticidad de Ln(z) coinciden con el de continuidad. Ademads, la
derivada puede calcularse en coordenadas polares a partir de:

f'(z) = e (U(r,0) + iV, (r,0))

Entonces:
(La(=))' = e (U, (1,0) + Vs (r.0)) = e (£ 40 ) = ze7# = — =1
r 9 T 9 r r reie >
‘ Ejemplo 1.6.7. 1
a) Visitemos el ejemplo 1.6.2 para resolver la ecuacién e3* = —1 empleando logaritmos.

Una forma es aplicando la definicién del conjunto de los logaritmos de un complejo:
e =-1 & 3z¢cIn(-1)

los ntiimeros z tales que 3z estén en el conjunto In(—1) son los que satisfacen la ecuacion,
entonces

3z=In|—-1|+iarg(—1)=0+i(n+2kn), ke Z & z=i(2k+1)n/3, ke Z

Otra manera es aplicando logaritmos a ambos miembros:
e¥=-1 & In(e¥*)=In(-1) & 3z4+2hr=i(2+ )7, h,lcZ <
& 3z=i2(l—h)+ )7, hle€Z & z=i(2k+1)n/3, ke Z

Resolvamos la ecuacién Ln(2z) = im + Ln(z — )
Aplicaremos la exponencial compleja en ambos miembros de la ecuacién y usaremos que
para z # 0, e2(?) = 2 (propiedad de los logaritmos):

LH(QZ) — i+ LH(Z - Z) = 6Ln(2z) _ ei7r+Ln(zfi) = 6Ln(2,z) — eifreLn(zfi) PN

& 2z=—(z2—1) & 3z=1i & z=1/3

Como Ln(e*) # z en general, la primera no puede ser una equivalencia, de aqui es que no
podemos estar seguros que z = /3 sea una solucién y debemos corroborarlo, en efecto,

reemplazando z = i/3 en cada uno de los miembros de la ecuacién se obtiene el mismo
resultado:

Ln(2i/3) =1n|2i/3| + i Arg(2i/3) = In(2/3) +in/2
im 4 Ln(i/3 — i) =imr + Ln(—2¢/3) = im + In| — 2i/3| + i Arg(—2i/3) =
=it +1n(2/3) —in/2 =1n(2/3) +in/2

Resolvamos la ecuacién Ln(z) = i37
Aplicaremos la exponencial compleja en ambos miembros de la ecuacién y usaremos que
para z # 0, eln(x) = (propiedad de los logaritmos):

Ln(z) _ 3t

Ln(z) =3ir = e & z=cos3m+isendm = —1

Como Ln(e®) # z en general, la primera no puede ser una equivalencia, de aqui es que
no podemos estar seguros que z = —1 sea una soluciéon y debemos corroborarlo:

In(—-1)=In|—1]+4 Arg(—-1) =In(1) +imr =inw

El niimero z = —1 no satisface la ecuaciéon y entonces no existe solucién. La misma
conclusién se obtiene directamente de la ecuacién original pues Arg(z) < 7.
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| Actividad 1.6.8.

a) Empleando logaritmos resuelva la ecuacién: e 4+ ¢ = 0 (compare con 1.6.3b)

b) Halle las soluciones de: e* + 2e™% =4

c) Halle los dominios de definicién, derivabilidad y analiticidad y la derivada:

f(z) = = g(z) = zLn(iz) h(z) = im + 2Ln(z)

Funciones trigonométricas e hiperbdlicas
De acuerdo con la identidad de Euler podemos escribir, para 6 € R:

i0

et 0

=cosf +isend e " =cosf —isend
Si ambas identidades se suman o se restan miembro a miembro:
e + e = 2cos0 e — e = 2isend

Por lo tanto, cuando 6 es real:

cos = ——— senf = -
2 21

Los miembros derechos de estas dos identidades tienen sentido cuando se reemplaza 0 € R

por z € C, dando lugar a funciones complejas de variable compleja que extienden al coseno y

al seno reales.

Definicion 1.6.9. Funciones coseno y seno

eZZ + e—’LZ e’LZ _ e—’LZ

cos(z) = 5 sen(z) = 5

Atn mas sencillo resulta definir las funciones hiperbélicas. Dado que en los reales vienen defi-
nidas como combinaciones de exponenciales pueden extenderse facilmente al campo complejo
a partir de la exponencial compleja.

Definicion 1.6.10. Funciones coseno y seno hiperbdlicos

e +e * e —e *

cosh(z) = g senh(z) = 5

Aplicando reglas de derivacién se prueba facilmente que sen(z),cos(z),senh(z),cosh(z) son
analiticas en todo el plano complejo y que sus derivadas coinciden con las clédsicas:

(cos(2)) = —sen(2) (sen(z))" = cos(2)

(cosh(z))" = senh(z) (senh(z))" = cosh(z)
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Ejemplo 1.6.11. I

Calculemos sen(2 + i) y cosh (im/4) y expresemos el resultado en forma bindmica.

oi(24i) _ p—i(241) 1420 _ ,1-2i

2 )) = = =
sen(2 + 1) 5 5;
etet —ele™® el (cos(2) +isen(2)) — el (cos(2) —isen(2))
B 2i B 2i B
_cos(2) (e —e') +isen(2) (e +e!)
= 5 =
-1_ 1 -1, 1
- +
= cos(2)(e2ie) +1 sen(2)(€2ie) =
1, -1 1 -1
= sen(2) <e—|—2e> + i cos(2) <e2e> = sen(2) cosh(1) + i cos(2) senh(1)
cosh(in/4) = e/ eI/ _ (cos(m/4) + isen(m/4)) + (cos(m/4) — isen(mw/4)) _
2 2
_ 2cos(m/4) @
B 2 2
‘ Ejemplo 1.6.12. I
Resolvamos las ecuaciones: a) senz = 0 b) cosz = —2
a) o
e —e™ iz —iz iz —iz
senz:O@T:O@e —e”"=0& e"=¢ &
i
& iz+12hm = —iz412m, bl €Z & 2iz=1i2kn & z=kn, k€Z
b)
iz —iz ) . ) )
cosz=—2 & % =2 & F+e¥ =-4 6 ¥ +44+e =0 &

o (%) 446 +1=0

Anotando w = €** la ecuacién anterior se transforma en una cuadratica:

—4+2
wWtdw+1=0 < w:2\/§ & w:—Q:I:\/Z’;

Quedan dos posibilidades: A
ezz — _9 + \/g

e =-2-13
Resolviendo la primera ecuacién:
¥ =-24V3 & izeln(-24V3) & iz=In| -2+ V3| +iarg(-2+V3) <
& iz=InQ2—-V3)+i(r+2kn) & iz=In(2—V3)+i(2k+1)m

Luego:
z=02k+1)r—iln(2-V3), keZ

Andlogamente para la segunda ecuacién:

2= 2k+ 1)1 —iln(2+V3), ke Z
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| Actividad 1.6.13.

a) Exprese en forma binémica:

sen <g + z) cosh (1 + z%)

b) Resuelva la ecuacién: 1+ isen(z) =0

c) Halle los dominios de definicién, derivabilidad y analiticidad y la derivada:
sen(z) z

1(z) = 2 — cos(z) 9(2) = senh(iz) + cos(z)
hz) = cos(2) +1i +e % k(z) = ijosse(jgz) L
Propiedad Sea z =x + iy
a) sen(z) = sen(x) cosh(y) + i cos(x) senh(y)
b) cos(z) = cos(x) cosh(y) — i sen(x) senh(y)
c¢) senh(z) = senh(x) cos(y) + i cosh(x) sen(y)
d) cosh(z) = cosh(z) cos(y) + i senh(z) sen(y)
Demostracién de a)
Sen(z) _ el? _be—iz _ etla+iy) _'e—i(ac-‘riy) _ e Vel _'eye—i:c _ (_i) e Yel® _ oYp—it
23 24 23 2

. € Y(cosx +isenx) —eY(cosz —isenx) e Y(—icosx + senz) + e¥(icosx + senx)

= (=) 5 = 5 —

ey + efy . ey — efy .
=senx — + 1 cosx — = senx cosh ¢y + 7 cos x senh y
Observaciones

1. Las funciones sen(z), cos(z) no son acotadas en C. Se puede comprobar utilizando el
hecho que senh(y) no estd acotada y las siguientes igualdades:

|sen(z)| = \/seHQ(m) + senh?(y) |cos(2)| = \/COS2<$) + senh?(y)

2. Sit € [—1,1] entonces sen z = t, cos z = t se verifican exactamente en los mismos puntos
que senx = t,cosx = t. En particular sen z,cosz se anulan en los puntos z = knw y
z = (2k + 1) /2 respectivamente (k € Z).

| Actividad 1.6.14. |
Teniendo en cuenta las propiedades y las observaciones anteriores rehaga los ejemplos 1.6.11
y 1.6.12a). ]
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Exponenciacién generalizada

Para a,b € R, a > 0 se define a® = (@) Basados en esto podemos definir de modo natural
la exponenciacién compleja.

Definicion 1.6.15. Exponenciacion
St z1,29 € C, 21 #0,

ZfQ — %2 In(z1)

Como el logaritmo complejo es multivaluado, la exponenciacién compleja también lo es.

\ Ejemplo 1.6.16. [

a) (_1)1 _ eiln(—l) — 6z’[ln|—1\—|—iarg(—l)] — 6i[ln(1)—&—1’(71'—1—21<:7r)] — 6—(2k+1)7r conkeZ

b) it = eiln() — pi(Infil+iarg(i)) — ei[ln(l)+i(%+2k7r)] — e 5% con ke 7

2@')1/2 — 3 In(20) _ 5[m|2i+iarg(20)] _ 5 [In(2)+i(5+2km)]
— n(V2)+i( k) — V2eikmein/4 — (—1)k \f 2 (cos(m/4) +isen(m/4)) =
= (D" V2 (L id) = ()F (1) =+ (1+4)

Observemos que se trata de las dos raices cuadradas complejas de 2.

| Actividad 1.6.17. |

Utilice la definicién de exponenciacién para calcular 2/ " n € N. Corrobore la consistencia
con la féormula para calcular raices n-ésimas de un complejo. ]

Funcién exponencial generalizada

Si en la exponenciacién generalizada se considera una determinacién del logaritmo complejo,
queda definida una funcién de la exponencial generalizada. Llamaremos rama principal de la
exponencial compleja a la definida utilizando el logaritmo principal.

Definicion 1.6.18. Funcion exponencial principal de base a
Sia,ze€ C,a#0,

a? = ean(a)

‘ Ejemplo 1.6.19. I

Calculemos los valores principales en el ejemplo anterior.

a) (_1)1 — etln(=1) — ei[1n|—1|+iArg(—1)] _ 6i(lr1(1)—|—i7r) — e

b) (20)1/2 = e3Ln@i) — hnf2il+i Arg(@)] — 3 (n2)+i5) —

M(V2)HiE — | fgein/4 — V2 (cos(m/4) + isen(m/4)) =
:\[(E Zﬁ) =(14+i)=1+1

¢) it = ellnl) = illnfil+i Arg(i)) — i[ln()+i5] _ -

[VE]
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1.7. Funciones armonicas

Consideremos un campo vectorial F(z,y) = (M(x,y), N(z,y)) cuyas componentes poseen
derlvadas parciales de primer orden continuas en un disco abierto D C R2.
Si Fes 1rrota01onal en D, es decir si rot(F )= 0 en D, entonces puesto que D es simplemente
conexo resulta F conservativo en D [17], de modo que existe una funcién potencial u(x, ) tal

que F(z,y) = Vu(z,y) para todo (z,y) € D. Por lo tanto M = gu y N = ({Tu Observemos
€ Y

que como M (z,y), N(z,y) admiten derivadas parciales de primer orden continuas en D en-
tonces las derlvadas parciales de segundo orden de u(x,y) tamblen lo son.
Si ademas F es un campo solenoidal en D, es decir si div(F ) =0 en D, entonces:

2 2
0= div(F)=v.F=2M ON 3<8u> 8<8u>_au 8%

oz "oy oz \oz) Tay\ay) T a2 T a2

Se llama laplaciano al operador diferencial parcial de segundo orden en dos variables definido

por:
B o 0 o 0 o 0

2 _ . — _ . _— = — o

VvV <6$’8y> <8w’8y> 8x2+8y2

La ecuacién diferencial parcial de segundo orden

Pu

_ : 2. _
@—i—a—yg—o o bien Veu =0

se denomina ecuacion de Laplace.

Definicién 1.7.1. Sea D abierto y conexo en R?. La funcién u(z,y) es arménica en D
si sus derivadas parciales de segundo orden son continuas y satisfacen V?u =0 en D.

Por lo tanto el potencial u(z,y) de un campo F (z,y) irrotacional y solenoidal en un disco
abierto D resulta una funcién arménica en D. Lo mismo es cierto para un conjunto abierto D
cualquiera puesto que u(z,y) es arménica en D si y solo si lo es en cada disco abierto incluido
en D.

Por ejemplo, la ecuacién de Laplace permite modelizar la siguiente situacién. Una lamina
delgada conductora del calor, cuya forma estd representada por una region del plano, se
calienta manteniendo el contorno a temperaturas conocidas. El flujo de calor en la placa esta
representado por un campo vectorial. Si las caras superior e inferior se aislan térmicamente,
impidiendo el flujo de calor hacia o desde el exterior, excepto a través del contorno, entonces
en los puntos interiores de la placa no existen fuentes ni sumideros de calor de modo que el
flujo de energia térmica es solenoidal. Bajo ciertas condiciones ideales el calor se distribuye
sobre la placa hasta alcanzar, luego de un tiempo, un patrén estacionario de temperaturas
u(z,y), es decir que no varian con el tiempo. El flujo de calor es conservativo pues es el
gradiente de u(x,y). Por lo tanto la distribucién estacionaria de temperaturas en el interior
de la placa es una funcién arménica.

Situaciones similares se describen mediante funciones arménicas: el potencial electrostatico
en una regiéon del plano que no contiene cargas eléctricas, el potencial asociado al campo de
velocidades de un fluido irrotacional y solenoidal, etc.
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Ejemplo 1.7.2. I

La funcién u(z,y) = e~* cos(y) es arménica en R2. En efecto:

U:c($7y) =—e " Cos(y) uy(ac,y) =—e " Sen(y)
Uz (T,y) = € ¥ cos(y) Uyy(x,y) = —e~* cos(y)

por lo tanto
Uz + Uyy = € * cos(y) + (—e_‘” cos(y)) =e “cos(y) —e “cos(y) =0

Como las derivadas parciales de segundo orden de u(z,y) son continuas en R? y satisfacen
allf la ecuacién de Laplace, entonces u(z,y) es arménica en R2.

| Actividad 1.7.3.

Determine cudles de las siguientes funciones son armonicas. ;jDénde?

D ule) =3y - Dutes) =y o) uloy) = Re(?) 0

z

La conexién entre las funciones arménicas en dominios del plano y la teoria de variable com-
pleja se evidencia en el resultado siguiente.

Teorema 1.7.4. Si f(2) = u(x,y) +iv(z,y) es analitica en un conjunto abierto conexo D
entonces u(x,y),v(z,y) son funciones armonicas en D.

Demostracién Es posible demostrar que si f(z) = wu(z,y) + iv(x,y) es analitica en D,
entonces f’(z) también lo es. En particular, f'(z) es continua en D. Pero como f’(z) =
ug(2,y) + vz (x,y), se deduce que ug, v, son continuas en D. Como ademés se verifican las
condiciones CR: u, = vy, uy = —v,, se deduce que uy, v, también son continuas en D.

Esto demuestra que si una funcién es analitica en D las derivadas parciales de primer orden
de sus partes real e imaginaria son continuas en D. Aplicando este resultado a la funcién
analitica f’(z) = uy + tvy, = vy — fu, deducimos que las derivadas paciales de segundo orden
de u, v son continuas en D por lo que las derivadas segundas cruzadas son iguales. Entonces
empleando CR:

Ugg + Uyy = (uﬂi)x + (Uy)y = (Uy)x + (_U:Jc)y = VUyx — Ugy = 0

lo que muestra que u(x,y) es arménica en D. De modo anédlogo se demuestra que v(z,y) es
armonica en D. []

En general no es cierto que toda funcién arménica en D sea la parte real o imaginaria de una
funcién analitica en D. El teorema 1.7.4 se complementa con el siguiente, que es una suerte
de reciproco para dominios simplemente conexos.

Teorema 1.7.5. Si u(x,y) es armdnica en un conjunto abierto simplemente conexo D,
entonces existe f(z) analitica en D tal que u(z,y) = Re (f(z)) en D.

Observacidén Para probar que u(z,y) es arménica en D basta mostrarlo localmente, es decir,
que en todo punto admite un entorno en el cual u(z,y) es la parte real o imaginaria de una
funcién analitica, pudiendo ser distintas esas funciones analiticas en distintos entornos.
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Ejemplo 1.7.6. I

La funcién f(z) = 2? es analitica en C. Sin necesidad de calcular las derivadas parciales, el

teorema 1.7.4 asegura que las partes real e imaginaria

u(z,y) =22 -y, v(r,y) =2y

son funciones arménicas en R2.

| Actividad 1.7.7. |

Rehaga la actividad 1.7.3c) teniendo en cuenta el teorema anterior.

| Actividad 1.7.8. |

A partir de las funciones f(z) = ALn(z)+ B, g(z) = ALn(z) + Bi, donde A, B son constan-
tes reales, justifique: A In(r)+ B, A0+ B son arménicas en {(r,0) :7>0,—7 <0 <7} []

En realidad, por la observacién anterior, la funcién A In(r) + B es arménica en R? — {(0,0)}
puesto que los puntos del semieje real negativo (donde f(z) = ALn(z)+ B deja de ser analiti-

ca) poseen un entorno en el cual u(z,y) = A In (x/:n2 + y2) + B coincide con la parte real de
la funcién analitica f1(z) = ALn(—z) + B.

Definicién 1.7.9. Sean u(z,y),v(z,y) armdnicas en un conjunto abierto D. Se dice que
v(z,y) es una conjugada armonica de u(x,y) en D si f(z) = u(z,y)+iv(z,y) es analitica
en D.

El teorema 1.7.5 asegura que toda funcién arménica en un abierto simplemente conexo, admite
conjugada arménica. Por otra parte, conviene advertir que la relacién “es conjugada arménica
de” no es simétrica pues si v es conjugada armonica de u, v no es conjugada armoénica de v,
en cambio —u si lo es.

Ejemplo 1.7.10. I

Mostremos que u(z,y) = 2zy + 3z es arménica en R? y hallemos una conjugada arménica.
Las derivadas parciales de primer orden estdn dadas por: u, = 2y +3 , uy = 2z
Entonces

2(2y+ 3)+ Q(Qx) =0

2
VU= tae Ty = 5 dy

Como ademss R? es un dominio simplemente conexo, existe arménica conjugada v(z,y) de
u(z,y). Es decir tal que f(z) = u(z,y)+iv(x,y) es analitica en C. Luego, debe satisfacer CR:

Uy = Uy vy = 2y+3
es decir
Uy = —Ug Vpy = —2

La primera ecuacién equivale a que v(z,y) f 2yu+3)dy = y? + 3y + h(z)

Derivando respecto de z se obtiene: v, = h/(z)

En virtud de la segunda ecuacién, debe ser: h/(z) = —2z. Entonces h(z) = —2% + C donde C
es una constante real.

Luego: v(z,y) = 2>+ 3y — 22+ C
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| Actividad 1.7.11. |
En la actividad 1.7.3 se comprobé que u(zx,y) = 322y — y® es armoénica en R2. Proponga una
funcién analitica en C cuya parte real sea u(x,y). ]

Otro resultado util es el siguiente.

Proposicién 1.7.12. Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) analitica en un conjunto abierto y
conexo D. Entonces las curvas de nivel de u(x,y) y las curvas de nivel de v(z,y) son
familias ortogonales en todo punto de D donde Vu # 0.

Demostracién Sean Fj : u(z,y) = C1 y Fa : v(x,y) = Cy. Basta probar que en cada punto
(z,y) donde una curva de F; se interseca con una de Fa, las respectivas rectas tangentes
son ortogonales. Pero siendo perpendiculares a los vectores gradiente ﬁu(az, Y)y ﬁv(m, y), la
ortogonalidad de las tangentes equivale a Vu(z,y) - Vo(z,y) = 0 en todo punto de D donde
Vu #* 0. Esto es cierto porque siendo f analitica, u, v satisfacen CR en D. Por lo tanto:

ﬁu(m,y) . ﬁv(m,y) = (Ug, uy) - (Vg,Vy) = (Ug, —Vz) - (Vz, Ug) = UgVy — Vg =0 ]

‘ Ejemplo 1.7.13. }

Sea f(z) = 2%. La figura muestra algunas
curvas de nivel de u(z,y) = Re(f(2))

y algunas de v(z,y) = Im(f(2)).

Se observa su ortogonalidad,

excepto en el origen.

En el contexto de una distribucién estacionaria de temperaturas, la proposicion 1.7.12 estable-
ce la relacién de ortogonalidad entre las isotermas y las lineas de flujo de calor. El calor fluye
en sentido opuesto al gradiente de temperatura, el cual a su vez es ortogonal a las isotermas (o
sea a las curvas de nivel de T'). Luego, las lineas de flujo de calor son trayectorias ortogonales
a las isotermas. Si conocemos f(z) analitica en D cuya parte real sea T'(x,y), entonces de
acuerdo a lo anterior, las curvas de nivel de la parte imaginaria Im(f(z)) serdn las lineas de
flujo de calor.

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 39



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

1.8. Problema de Dirichlet en el plano - Primera Parte

Sea D un dominio del plano limitado por la curva frontera dD. Queremos hallar funciones
u(z,y) que sean armonicas en el interior de D y tomen valores prefijados sobre 0D. Este
problema se conoce como problema de Dirichlet:

Im(z)

V2u=0en D u=g

u=gen dD

Re(z)

La funcién g representa los valores de u en 0D. Se quiere hallar soluciones u(x,y) que sean
continuas en DUOJD. M&s generalmente, si g es seccionalmente continua, se quiere que u(x,y)
resulte continua en D U dD excepto en los puntos de discontinuidad de g sobre 0D. Bajo
condiciones generales el problema de Dirichlet admite una tnica solucién.

Si bien es posible emplear el método de separacién de variables y la teoria de Fourier para
encontrar soluciones a estos problemas para cierto tipo de regiones, en esta secciéon veremos
como aprovechar la teoria de las funciones analiticas para hallar soluciones en cierta clase de
dominios elementales D cuando la condiciéon de contorno g es sencilla.

Franjas horizontales o verticales

Supongamos que se quiere hallar la distribucién estacionaria de temperaturas sobre una placa
térmicamente aislada D, con forma de franja vertical, sujeto a condiciones de borde:

Im(z)
D ={(z,y) ;11 <x <23, —00 <y < o0}
D
T = T, sobrelafrontera x = 21
Tr =T T = Z9

T(Tal/):T T 2, =T

T = T5 sobrelafrontera x = x9 : : (22,9) = T
Re(z)

Consideremos constantes A, B € R. Cada funcién de la familia u(z,y) = Az + B es armdnica
en R? puesto que es la parte real de f(z) = Az + B analitica en C. En particular u(z,y) es
armonica en D = {(z,y) : 21 <z < x2, —00 < y < 00}.

Por otra parte, los pardmetros A, B de esta familia permiten satisfacer las condiciones de
borde requeridas sobre u(z,y). En efecto, bastard determinar los valores A, B que satisfagan

las ecuaciones:
Ari+B = 1T}

Axo+B = T

Como se supone que x1 < Zo, este sistema posee solucién tnica para A, B. Reemplazando
estos valores en u(x,y) = Az + B obtenemos una solucién del problema. Se puede probar que
dicha solucién es tnica.
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Ejemplo 1.8.1. I

Determinemos la distribucién estacionaria de temperaturas 7'(z,y) en la ldmina conductora
delgada, térmicamente aislada, representada por

{(z,y): —1<zx <2, —00<y< oo}

sabiendo que T'(—1,y) = 1,7T(2,y) = 7 para todo y € R.

Proponemos una solucién de la forma T'(z,y) = Az + B, cuya armonicidad ya se justificé.
Para satisfacer las condiciones de borde planteamos el sistema de ecuaciones:

-A+B =1
2A+B =7
cuya solucién es (A, B) = (2, 3).

Luego, la funciéon buscada es
T(x,y) =243

| Actividad 1.8.2.

A partir del ejemplo anterior y con las modificaciones necesarias, determine la distribucién
estacionaria de temperaturas T'(z,y) en la ldmina conductora delgada, térmicamente aislada,
representada por

{(z,y): 1<y <3, —oo <z < o0}

sabiendo que T'(z,1) = —2,7T(z,3) = 6 para todo = € R. ]

Regiones angulares con vértice el origen

Supongamos que se quiere hallar la distribucion estacionaria de temperaturas sobre una pla-
ca conductora térmicamente aislada D, con forma de dngulo con vértice el origen, sujeto a
condiciones de borde:

Im(z2)
D={zeC:0; <Arg(z) <0}
D
T =T, sobrelafrontera Arg(z) =6,
b =0,
T =T, sobrelafrontera Arg(z) = 65 e =t
(—7T<91<¢92§7T) 0 =0,
T0r,0,) = T}
Re(2)

En este caso consideramos f(z) = ALn(z)+ Bt analitica en el interior de D, entonces su parte
imaginaria v(r,0) = A6 + B, con # = Arg(z), es armonica alli.
Para satisfacer las condiciones de borde planteamos el sistema de ecuaciones:

A+B = T

A+ B = Ty
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Este sistema tiene solucién unica. Si se reemplazan esos valores en v(r, ) = A0+ B se obtiene
una solucién al problema, expresada en términos de § = Arg(z). Para encontrar una solucién

en términos de (x,y) basta con expresar Arg(z) en dichos términos. Esto es particularmente

sencillo si —m/2 < 6 < 7/2 puesto que en ese caso 0 = arctg (Q)
x

Ejemplo 1.8.3. I

Hallemos la distribucién estacionaria de temperaturas T'(x,y) en la ldmina conductora delga-
da, térmicamente aislada, representada por

{z€C:0< Arg(z) <m/4}
sabiendo que para todo z > 0, T'(z,0) =2, T(z,z)=>5.
Proponemos una solucién de la forma T'(r,0) = Af + B, cuya armonicidad ya se justificé.

Para satisfacer las condiciones de borde planteamos el sistema de ecuaciones:

B =2
AT4+B = 5

12
cuya solucién es (A, B) = <, 2>.
™
Luego
12
T(r,0)=—6+2
T

y como en el interior de D es 0 < 6 < /4, podemos escribir

12
T(x,y) = —arctg (Q) +2
T T

12
Las isotermas son las curvas de nivel de T'(x,y), dadas por —arctg (Q) +2=0C1.
i x
Equivalentemente, son las semirrectas desde el origen:
y=Cx

Las lineas de flujo de calor son ortogonales a las isotermas. Seran las curvas de nivel de la

12 12 12
parte real Re (Ln(z) + 2i> = — Inr. Es decir tendran ecuaciones — Inr = Cs.
T ™ i

Equivalentemente, son las circunferencias centradas en el origen:

r=C"

| Actividad 1.8.4.

Encuentre las temperaturas estacionarias 7'(z,y) en la ldmina conductora delgada, térmica-
mente aislada, representada por

7r 0
—— <A < —}
{z eC 5 < rg(z) < 5
sabiendo que para todo y > 0, T'(0,y) = —1y para todo y < 0, T(0,y) = 1. ]
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Anillos centrados en el origen

Supongamos que se quiere hallar la distribucién estacionaria de temperaturas sobre una placa
conductora térmicamente aislada D, con forma de anillo o corona circular centrada en el
origen, sujeto a las condiciones de borde:

Im(z)

D={zeC:ri <|z| <r}

T =T sobrelafrontera |z| =r;

T = Ty sobrelafrontera |z| =7y Re(2)

r="Ty

(0< 7 <719 < 00)
T(T2, 9) = Tz

En este caso consideramos la familia de soluciones u(r, ) = Aln(r) + B, con r = |z|.
Veamos que son funciones arménicas en el interior de D. En efecto:

u(r,0) = Re (f(z)) donde f(z) = ALn(z) + B es analitica en el interior de D excepto posible-
mente sobre el segmento situado sobre el semieje real negativo.

u(r,0) = Re (h(z)) donde h(z) = ALn(—z) + B es analitica en el interior de D excepto posi-
blemente sobre el segmento situado sobre el semieje real positivo.

‘ Ejemplo 1.8.5. }

Hallemos las temperaturas estacionarias 7'(z, y) en la ldmina delgada D = {z € C : 1 < |z| < 3}
sabiendo que T' = 2 sobre |z| =1 y T = 8 sobre |z| = 3.

Proponemos una solucién de la forma T'(r,0) = Aln(r) + B, cuya armonicidad ya se justificé.

Para satisfacer las condiciones de borde planteamos el sistema de ecuaciones:

{Aln(l)—i—B = 2
Aln(3)+B = 8

In(3)’
In(r) + 2 de modo que

6
cuya solucién es (A, B) = ( 2).

6
Luego T'(r,0) = )

T(x,y) = In(z® + y°) + 2

3
In(3)

Las isotermas son las curvas de nivel de T'(z,y), dadas por In(z% 4 »?) 4+ 2 = C4. Equi-

In(3)
valentemente, familia de circunferencias centradas en el origen: 22 + y?> = C. Las lineas de
flujo de calor son ortogonales a las isotermas. Estan representadas por las curvas de nivel de

la conjudada arménica Im(ln:())fi)Ln(z) +2) = hl??))e, es decir son de la forma lnz()j3)9 = Cs.
Equivalentemente, semirrectas con vértice en el origen: 6 = C*. ]

En el capitulo 2 consideraremos el problema de Dirichlet en regiones no elementales. Daremos
las herramientas que nos permitiran pasar a resolver un problema en regiones elementales vy,
entonces, proceder como en el presente capitulo.
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} Actividades complementarias

1) Halle el dominio més amplio de las funciones:

Tm(1
z 1
C)h(z):ﬁ Ok = 1o

2) Analice la posibilidad de extender el dominio de f para incluir el punto zy de manera
que la funcién extendida sea continua en ese punto.

=i b) f(z):ﬁRe(i) =0 <) f(z)zRe(i) =0

53 2
12° + 2z
VI ="

3) Halle el dominio de analiticidad de las siguientes funciones:

a) f(2)

1
1 1 ez2+1

Y b)f(z) = i+ e?? ¢)J(z) = cosh(iz) + sen(z)

4) En cada caso determine y grafique el dominio de derivabilidad, calcule la derivada en
los puntos donde exista. Halle también el dominio de analiticidad.

a) f(2) = (27 — 2zy°) + i (227 + ¢?) b) f(z) = (2* + 4y*) + i (42%y)

¢) f(z) = 8x%e ™ + 22tV d) f(2) = 2% (1 + cosy) + idwseny
e) f(z) = y* (1 — cos(2x)) + 2isen(2z) f) f(2) = (x +3i)Z

2) /() = Ln(1 + iz)

OPTATIVOS (con mayor grado de dificultad):

h) f(z) = |2 + 2° i) f(z) = ze
) i) =2 ) f(2) =
] oz 22420z
3 .3 3 3
S Zty si z#0
1-2_’_2/2 ZL‘2 +y2
5) OPTATIVO Dada f(z) =
0 si z=0

comprobar que satisface las condiciones de Cauchy Riemann en (0, 0) pero no es derivable
en z = 0. jPor qué esto no representa contradicion con los resultados tedricos?

6) Muestre que no existe ninguna funcién analitica de la forma
f(z) = (2 = ay®) +iv(z,y)

7) Compruebe que las siguientes funciones son arménicas en R? y halle una funcién f(z) =
u(z,y) + iv(x,y) analitica en C

a) u(z,y) = 2xy + e Fcosy b) u(x,y) = (senh z + cosh x) cosy
c) u(z,y) = 32%y — y® — day — 3y + 1

8) Halle si es posible una funcién h(z,y) tal que f(z) sea analitica en C

a) f(2) = h(z,y) + 2y* —izy b) f(z) = Re (2* — 2z) + ih(z,y)
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9) Encuentre una funcién

a) u(r,y) armoénica en R? tal que f(2) = u(z,y) + i Im (ze~*) sea analitica en C
b) v(z,y) arménica en R? tal que f(z) = (23 — 3zy? + 2xy) +iv(x,y)
sea analiticaen Cy f(—1+1i) =1

10) Halle las familias de curvas de nivel de Re(f(z)) y de Im(f(z)). Representar en un mismo
grafico algunos de sus miembros (con algin software) y observe su ortogonalidad.

@) f(z)=324+2  b)f)=- o f(z) =Lu(2)

1.9. Actividades resueltas

Notacién
D dominio de f, D¢ dominio de continuidad de f, Dp dominio de derivabilidad de f, D4
dominio de analiticidad de f

Actividad 1.2.2
a) D=C— {i,—i}.
b) Se puede escribir de diferentes formas, por ejemplo:

D={zc€C:Im(2) #0} =C—{z€C:Im(2) =0} =C—{x+iy:z € R, y =0}.
El dominio es el conjunto de todos los niimeros complejos que no estan en el eje real.

c) D=C—-{zeC:|z—i| =3}
El dominio es el conjunto de todos los niimeros complejos que no estan en la circunferencia
de centro 7 y radio 3.

d)D=C—{z=z+iyeC:y=axVy=—x}.
Actividad 1.3.6

a) Factorice el denominador.
b) Estudie por caminos.
c) Acote el médulo de la funcién.

Actividad 1.5.10

a) f(z) =iRe(z), u(z,y)=0,v(z,y) =2
D = Do = C por ser v y v polinémicas en x e y

ug(z,y) =0 v (,y) =1
uy(z,y) =0 vy(z,y) =0

Las derivadas parciales son continuas en R? por ser funciones constantes. Luego f es derivable
en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

{um(x,y) = vlzy) {0 = 0

uy(%?!) = _U:c(xay)
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Este sistema no tiene solucién. Entonces Dp = Dy = ()

b) f(2) =y’ —ia®, u(w,y) =y’ v(z,y) = —2?
D = D¢ = C por ser v y v polinémicas en x e y

ux(x)y) =0 U$($,y) = _3$2
uy(x»y) = 3y2 Uy($ay) =0

Las derivadas parciales son continuas en R? por ser funciones polinémicas. Luego f es derivable
en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

u:c(xay) = ’U(x7y) (1) 0 = 0
{uy(w,y) = —yvx(w,y) = { (2) 3y* = —(-3z%

(1) se verifica para todo (z,y) € R?

De (2): 1> =22 & Vy2=Va? & |y|=|z| & y=2Vy=—=

La solucién del sistema es el conjunto de puntos de las dos rectas. Luego
Dp={zx+iz:zeR}U{z—ix:z€R}, Dy=10

Ademads, como [’ (z +iy) = uy (z,y) + vy (x,y) :

' (z+iz) = ug (z,7) + ivy (v, 2) = 0+ i(—32?%) = —i3z?
f'(x —iz) = up (x, —x) + ivy (z, —x) = 0+ i(—32?) = —i32?

c) f(z) = 2® = 3zy® +i(32%y —y°), wu(w,y) =2 - 3zy®,v(z,y) = 32°y —y°
D = D¢ = C por ser v y v polinémicas en x e y

ug(z,y) = 32° — 3y va(,y) = 6ay
uy(z,y) = —6xy vy(z,y) = 32 — 3y*

Las derivadas parciales son continuas en R? por ser funciones polinémicas. Luego f es derivable
en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

{ux(ﬂzy) = ulry) {3$2—3y2 = 3% -3y
uy(z,y) = —vz(z,9) —6zy =  —6xy

Ambas ecuaciones se verifican para todo (z,y) € R?
Luego Dp =Dy =C
Ademés para todo z = z + iy € C, f'(2) = uy (z,y) + iv (v,y) = 322 — 3y? + i6xy

d) f(z) = 32> —y? +i(ay? +2°) u(w,y) =327 -y’ v(z,y) = 2y® + 2°
D = D¢ = C por ser v y v polinémicas en x e y

ugy(z,y) = 6z ve(x,y) = y? + 322
uy(z,y) = —2y vy(z,y) = 22y

Las derivadas parciales son continuas en R? por ser funciones polinémicas. Luego f es derivable
en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

uz(z,y) = vy(z,y) (1) 6z = 22y
{Uy(ﬂ%y) = —yvx(:v,y) < { 2) -2y = —(y°+32%)
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De (1):223—y)=0 & z=0Vy=3

Siz=0,en (2): 2y=—-1y?> & *—-2y=0 & yly—2)=0 & y=0Vy=2
Entonces los pares (0,0) y (0, 2) satisfacen ambas ecuaciones.

Siy=3,en (2): —6=—-9—322 & 22 = —1 esta ecuacién no tiene solucién (recordemos
que x es un numero real).

Luego Dp = {0, 2i}, Da=10
Ademads, como [’ (z +iy) = uy (z,y) + vy (2, y) :

f"(0) = ug (0,0) + vy (0,0) = 0440 = 0
f1(28) = ug (0,2) +ivy (0,2) = 0 + 44 = i4

Actividad 1.6.3
b)ef+i=0 & € =—i

El médulo de —i es 1 y un argumento es —/2 entonces —i = le~*"/2, Escribiendo ambos
miembros en forma exponencial: e%e® = 1¢ /2

Considerando que la igualdad entre dos niimeros complejos se cumple si y solo si los médulos
son iguales y los argumentos difieren en multiplos enteros de 27:

e*|=|—i] & =1 & z=0

y=-—m/2+2km, keZ

Entonces los valores de z que satisfacen la ecuacién son z = = + iy = 0+ i(—7/2 + 2k7) =
i(—m/2+2km), ke Z

z
1 =
1) () = =
Para hallar el dominio D de f(z) = — i debemos encontrar los valores de z que anulan
e* 41
el denominador, es decir, resolver e* = —i. Por el inciso b) los valores de z que anulan el

denominador son i(—7/2 4 2k7), k € Z. Resulta D = C — {i(—n/2 + 2kn) : k € Z}.

El numerador z es derivable y analitico en C por ser polinémico. La funcién e* es derivable y
analitica en C, luego el denominador e* + i es derivable y analitico en C pues ambos términos
lo son.

La funcién f(z) es derivable y analitica en D puesto que es cociente de derivables y analiticas
con denominador no nulo. Su derivada se calcula aplicando reglas:

z )'_ 1(e*+1i) —ze® e +i—ze?
e + i (6% +1)? (€2 +1)°

e =(

1
<2) 9() =

La funcién 1/z est4 definida en C — {0} y como e'/* # 0, el dominio de g(z) es D = C — {0}.
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La funcién 1/z es derivable y analitica en C — {0} por ser racional en z, e* es derivable y
analitica en C, entonces e'/* es derivable y analitica en C — {0} por ser la composicién de las
anteriores. Finalmente, g(z) es derivable y analitica en D = C — {0} puesto que es cociente
de derivables y analiticas con denominador no nulo. Su derivada se calcula aplicando reglas:

c3) h(z)=¢*, D=C
En este caso no podemos aplicar propiedades ni reglas de derivacién entonces consideramos

h(z) = e = "W = % (cosy — iseny)

donde u(z,y) = e® cosy, v(z,y) = —e*seny
ug(x,y) = e* cosy vg(x,y) = —e®seny
uy(z,y) = —€e"seny vy(x,y) = —e” cosy

Las derivadas parciales son continuas en R? por ser producto de exponenciales reales con senos
o cosenos reales. Luego f es derivable en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

uz(z,y) = vy(z,y) N ecosy = —e®cosy
uy(@y) = —va(z,y) —etseny = —(—¢*seny)
N e’(cosy +cosy) = 0 N e"2cosy = 0

—e¥(seny +seny) = 0 —e2seny = 0

Como e es positivo, para que (x,y) satisfaga las dos ecuaciones deberia ser cosy = seny = 0,
luego el sistema no tiene solucién pues cosy y seny no se anulan simultdneamente. Resulta
Dp=Ds=10

Actividad 1.6.8

1 9?42 —ie?
b)e?+2e =i & & +2——-i=0 & (€)+—zw:0 & () —ie" +2=0
e &

Considerando w = e* la ecuacién anterior se transforma en una cuadrética:

1Ev—-1—-4x1x2 1431 ) .
S ow= S w=2 V w=—1
2x1 2

W —iw+2=0 & w=

z

Sustituyendo en w = e® obtenemos e =2¢ V € = —i

Resolvemos la ecuaciéon e® = 2¢ aplicando la definicién del conjunto de los logaritmos de un
complejo:
e =2 & z€ln(2i)

los nimeros z del conjunto In(27) son los que satisfacen la ecuacién, entonces
z=1In|2i|+iarg(2i) =In2+i(n/2+2kw), ke Z
Resolvemos la ecuacién e = —i de la misma forma:

z

e =—1i & z€ln(—i)
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z=In|—i|+iarg(—i)=Inl+i(—7/2+ 2kn) =i(—7/2+2km), kEZ

Recordemos que estas dos ecuaciones también se pueden resolver aplicando logaritmo en am-
bos miembros como mostramos en el ejemplo 1.6.7.
z

Luego el conjunto solucién de la ecuacién e® + 2e¢™% =i es

{In2+i(r/2+2kn): ke Z} U{i(—7/2+2km): k € Z}

c1) f(z) = ——

Ln(z)
El dominio de Ln(z) es C — {0} asi que z = 0 no puede estar en el dominio de f.
Por otra parte Ln(z) estd en el denominador entonces tampoco pueden estar los valores de
z tales que Ln(z) = 0. Para encontrarlos aplicaremos la exponencial compleja en ambos
miembros de la ecuacién y usaremos que para z # 0, e"*(?) = z (propiedad de los logaritmos):

Ln(z) =0 = @) =¢l o =1

Como Ln(e?) # z en general, la primera no puede ser una equivalencia, de aqui es que no
podemos estar seguros que z = 1 sea una solucién y debemos verificarlo, en efecto:

Ln(l) =In|1|+¢ Arg(1) =0

El dominio de f es D = C — {0, 1} pues en este conjunto estan definidos tanto el numerador
como el denominador y este ultimo no se anula.

La funcién constante 1 es derivable y analitica en C, Ln(z) es derivable y analitica en C —
{z+iy: x <0,y =0} entonces f es derivable y analiticaen C—({zx +iy: 2 <0,y =0} U{1})
pues en este conjunto es cociente de derivables y analiticas con denominador no nulo.

El entonces en el enunciado de las propiedadades para el cociente de funciones, nos asegura
derivabilidad y analiticidad en C — ({z + iy : © <0, y =0} U {1}) pero no sabemos qué pasa
en los puntos del dominio que estan sobre el eje real negativo.

Para averiguarlo despejamos Ln(z) y queda

Si f fuera derivable en algin z( del eje real negativo, Ln(z) serfa cociente de derivables en z
con denominador no nulo y luego derivable en zy, lo cual es una contradicciéon. Resulta que f
no puede ser derivable en puntos del eje real negativo.

Concluimos que Dp = Dg=C— ({z+iy: 2 <0,y=0}U{1})

Para derivar se pueden usar las reglas:

1= () = (@97) = =ne? £ = =

c2) g(z) = zLn(iz)
El dominio de z es C y el de Ln(iz) son todos los complejos salvo donde iz = 0 o equivalen-
temente donde z = 0. Luego el dominio de g es D = C — {0}.
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La funcién z es derivable y analitica en C por ser polinémica. Para analizar derivabilidad y
analiticidad de Ln(iz) debemos encontrar los valores de z tales que Re(iz) < 0, Im(iz) = 0.
Como iz = i(x + iy) = —y + iz resulta

Re(iz) = -y <0,Im(iz) =2=0 & y>0,2=0

de donde Ln(iz) es derivable y analitica en C—{x + iy : x = 0, y > 0}, es decir, los complejos
salvo el origen y el eje imaginario positivo.

Luego usando las propiedades, por ser producto de z y Ln(iz), g resulta derivable y analitica
en C—{z+iy: x =0, y > 0}, faltaria analizar en los demds puntos del dominio de g, los que
estan sobre el eje imaginario positivo.

Despejamos Ln(iz) y queda

- _9(2)
Ln(iz) = —
(i) = &
Si g fuera derivable en algiin zy del eje imaginario positivo, Ln(iz) seria cociente de derivables
en 2o con denominador no nulo y luego derivable en zy, lo cual es una contradiccién. Resulta

que g no puede ser derivable en puntos del eje imaginario positivo.
Concluimos que Dp =Dy =C—{z+iy: =0,y >0}
Para derivar se pueden usar las reglas:

d(2) = (zLn(iz)) = 1Ln(iz) + Zéi = Ln(iz) +1

1

€3) he) = -

El dominio de Ln(z) es C — {0} asi que z = 0 no puede estar en el dominio de h.

Por otra parte im+2Ln(z) estd en el denominador entonces tampoco pueden estar los valores de
z tales que im+2Ln(z) = 0, es decir los valores de z tales que Ln(z) = —im/2 . Para encontrarlos
aplicaremos la exponencial compleja en ambos miembros de la ecuacién y usaremos que para
240, el = 2 (propiedad de los logaritmos):

Ln(z) = —in/2 = @) =2 o =

Como Ln(e?*) # z en general, la primera no puede ser una equivalencia, de aqui es que no
podemos estar seguros que z = —i sea una soluciéon y debemos verificarlo, en efecto:

Ln(—i) =In|—i| +i Arg(—i) =lnl —in/2 = —in/2

El dominio de f es D = C— {0, —i} pues en este conjunto estan definidos tanto el numerador
como el denominador y este ultimo no se anula.

Las funciones constantes 1 y im son derivables y analiticas en C, im + 2Ln(z) es deriva-
ble y analitica en C — {z +iy: 2 <0, y = 0} entonces h es derivable y analitica en C —
({x+iy: 2 <0,y =0}U{—i}) pues en este conjunto es cociente de derivables y analiticas
con denominador no nulo.

Para analizar en los puntos del dominio que estan sobre el eje real negativo despejamos Ln(z)
y queda

1

Ln(z) = W

—im/2
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Si h fuera derivable en algin zy del eje real negativo, Ln(z) serfa la diferencia entre un co-
ciente de derivables en zy con denominador no nulo y una constante, luego derivable en 2 lo
cual es una contradiccion. Resulta que h no puede ser derivable en puntos del eje real negativo.

Concluimos que Dp =Dg=C— ({z+iy: 2 <0,y =0} U{—i})

Para derivar se pueden usar las reglas:

! 2 —2

1'(z) = (Hzan()) = ((im o+ 2Ln(2) ™) = = o 2n2) " S = s

Actividad 1.6.13
sen(z)
1 = E
c1) f(z) 2 — cos(z)

Las funciones sen(z), 2 (constante) y cos(z) estdn definidas, son derivables y analiticas en C y
2 — cos(z) también por ser la diferencia. Solamente resta encontrar los valores de z que anulan
el denominador, es decir, resolver la ecuacién cos(z) = 2.

eiz_‘_efiz ) ) ) )
COSZ=2<:>72 =2 & P4e¥=4 5 -4+ =0 <

= (eiz)2 — 4% +1=0

Considerando w = e** la ecuacion anterior se transforma en una cuadratica:

4+2v3
w—4dw+1=0 < w:2\f = w:2:|:\/§

Quedan dos posibilidades: '
e =243

eiz —9_ \/g
Resolvemos la primera ecuacion:
e =243 & izeln(2+V3)
Como 2+ /3 es real positivo entonces |2+ V3 | =2+ V/3 y su argumento principal es 0 resulta
iz=In|2+ V3| +iarg(2+V3) =n(2+V3) +i2kn, k€ Z

Luego:
z=2kn—iln(2+V3), ke Z

Anslogamente para la segunda ecuacién teniendo en cuenta que 2 — v/3 es real positivo:
z=2kn—iln(2-V3), ke Z

Porlotanto D = Dp = Dy = C—({2km —iln(24+ V3), k € Z} U {2kn — iln(2 — V3), k € Z})
Para derivar se pueden usar las reglas:

o) sen(z) ' _cos(z) (2 — cos(z)) —sen?(z)  2cos(z) — cos?(z) — sen?(z)
=) = <2 - COS(2)> - (2 — cos(2))? B (2 — cos(z))?

2co0s(z) — 1

@) = (2 — cos(2))?
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z
senh(iz) + cos(z)

c2) g(z) =

Las funciones z, iz (polindémicas), senh(z), cos(z) y senh(iz) (composicién de iz con senh(z))
estan definidas, son derivables y analiticas en C, asimismo la suma senh(iz)+cos(z). Solamente
resta encontrar los valores de z que anulan el denominador, es decir, resolver la ecuacion
senh(iz) + cos(z) = 0.
_ et? _ iz etz + e~ % )
senh(iz) + cos(z) =0 < 5 + 5 =0 & =0

Debido a que la exponencial compleja nunca toma el valor 0 podemos afirmar que la ecuacién
no tiene solucién.
Otra forma de analizar la dltima ecuacién es considerar

% = ! @HW) — o7YFIT) — o7V — oY (cos x4 isena) = 0
Como la exponencial real es siempre positiva, para que se verifique la igualdad deberian ser
cosx y senx simultdneamente nulos, lo que no cumple ningin x real.

Por lo tanto D = Dp =Dy, =C
Para derivar se pueden usar las reglas:

N z " senh(iz) 4 cos(z) — z (i cosh(iz) — sen(z))
91%) = <senh(iz) + COS(Z)> a (senh(iz) 4 cos(z))?
1
cos(z) +i+e

c3) h(z) =

Las funciones 1, 7, iz (polinémicas), cos(z) y e ** (composicién de iz con e® estan definidas,
son derivables y analiticas en C, asimismo la suma cos(z)+i+e~"*. Solamente resta encontrar
los valores de z que anulan el denominador, es decir, resolver la ecuacién cos(z) + i + e "2,
e* 1 1

eiz+e—iz ' » '
T tireTEle ShgE it a0

cos(z) +i+e =0 &

(€%)% + 1+ 20’ + 2
etz

. 2 B .
=0& (e”) +2ie” +3=0
Considerando w = €** la ecuacién anterior se transforma en una cuadratica:

21+ /(-20)7 —Ax1x3 —2i+y—4-12 —2i+/-16

2x1 2 2

W+ 22iw+3=0 & w=

wzﬂz—ii% S w=1t V w=-3i
Sustituyendo en w = ¢%* obtenemos
e? =iV e*=3i
Resolvemos la primera ecuacion:

e” =i & iz cln(i)

iz=1Inli| + i arg(i) = In(1) +i(w/2 4+ 2k7m), k € Z
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Luego:
z=7/2+ 2kn, k€Z

Andlogamente para la segunda ecuacién:
e” = —3i & iz €lIn(—3i)

iz=In|—3i| + 1 arg(—3i) = In(3) +i(—7/2 4 2kn), k€ Z

Luego:
z=(—m/2+ 2kn) —iln(3), k € Z

Por lo tanto D = Dp = Dy =C — ({n/2 + 2km, k € Z} U{(—7/2 + 2km) —iln(3), k € Z})
Para derivar se pueden usar las reglas:

!/

iz

sen(z) + ie”

= —(cos(z) +i+e -2 —sen(z) —ie %) =
= — (cos(z) +i+e ) (—sen(2) ) TR

Actividad 1.7.7

1 1
La funcién — es analitica en C — {0} entonces u(x,y) = Re () es arménica en C — {0}.
2 2

Actividad 1.7.8

Las funciones f(z) = ALn(z) + B y ¢(z) = ALn(z) + Bi son analiticas en
C—{x+iy: xﬁO,y:O}:{z:rew: r>0,—T<f<7}

Ademas
f(z) = ALn(z) + B=A(ln|z| + 7 Arg(z)) + B=A(lnr+i0)+ B=Alnr+ B+iAf

g(z) = ALn(z) + Bi = A(In|z| 4+ i Arg(z)) + Bi = A(lnr +i6) + Bi = Alnr +i(A6 + B)

Observamos que Alnr + B = Re(f(z)) y A0+ B =Im(g(z)) entonces resultan armdnicas en
{(r,0): r>0, —m <0 <7}

Actividad 1.8.2
Consideremos f(z) = Az + Bi con constantes A, B € R,
f(2) =Az+ Bi=A(x +iy) + Bi = Az + i(Ay + B)
La funcién f(z) es analitica en C entonces su parte imaginaria Ay + B es arménica en R?, en
particular es arménica en {(z,y) : 1 <y <3, —00 < x < c0}.

Proponemos la solucién T'(z,y) = Ay + By usaremos las condiciones en los bordes para
hallar las constantes:

T(x,1) = -2 A+B = -2

T(z,3) = 6 A3+B = 6
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La solucidn del sistema de ecuaciones es (A, B) = (4, —6) luego la funcién buscada es
T(z,y) =4y — 6

Actividad 1.8.4

Consideremos la funcién g(z) = ALn(z) + Bi con constantes A, B € R. Si § = Arg(z)
g(z) = ALn(z) + Bi = A(In|z| + ¢ Arg(z)) + Bi = A(lnr +160) + Bi= Alnr +i(A0 + B)

La funcién ¢(z) es analitica en C — {x +iy: 2 <0,y=0} = {z € C: —7w < Arg(z) < 7}
entonces su parte imaginaria = A0+ B es arménica en {(r,0) : r > 0, —7 < 6 < w}. En par-

ticular es armonica en {(r, 0):r>0, —g <0< g} Proponemos la solucién T'(r, 0) = A0+ B

con 6 = Arg(z) y usaremos las condiciones en los bordes para hallar las constantes:
T0,y) = —1siy>0 AZ+B = -1
TO,y) = 1siy<0 A(-3)+B = 1

2 2
La solucién del sistema de ecuaciones es (A, B) = <—, O> luego T'(r,0) = ——46
T T

Para encontrar la solucién en términos de (z,y) basta con expresar § = Arg(z) en dichos

términos. Como —7/2 < 0 < 7/2 resulta § = arctg <g> para x > 0 y la funcién buscada es
x

2
T(xz,y) = —;arctg (%) , >0

Actividades complementarias

Ejercicio 4)
Desarrollaremos la resolucién completa de los incisos d) y g), en los demds presentaremos el
sistema de ecuaciones que deben resolver y las respuestas finales.

a) f(2) = (2% — 22y°) +i (22> +¢?), D=C
ug(2,y) = 2r — 2y vy (z,y) = 4o
uy(z,y) = —day vy(z,y) =2y

Las derivadas parciales son continuas en R? por ser funciones polinémicas. Luego f es derivable
en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

{ ur(r,y) = vylzy) { 20 —2y* = 2
uy(z,y) = —vi(z,y) —doy = —4x
Dp={0, —i, 2+i} Da=10
f(0)=0
(i) = -2
Fl(2+i)=2+8i
b) f(z) = (m4 + 4y3) +1i (4x3y), D=C
ug(,y) = 42° v (,y) = 122%y
uy(z,y) = 1242 vy(x,y) = 423
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Las derivadas parciales son continuas en R? por ser funciones polinémicas. Luego f es derivable
en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

{ux($ay) = Uy(l‘,y) <:>{ 4o’ = 4o’
uy(z,y) = —va(z,y) 12y = —12z%

Dp={z+iy: s€R, y=0U{z+iy: z€R, y=—a?} Dy=0
f'(x +1i0) = 423 para todo = € R

f'(x —ix?) = 423 — i122* paratodo =z €R

c) f(z) = 8x%e ™ 4 2izte™, D=C

ug(z,y) = 16z — 8x2ye ™" ve(z,y) = 8z
uy(r,y) = —8x3e™™ vy(z,y) = —22teV

Las derivadas parciales son continuas en R? por ser funciones polinémicas. Luego f es derivable
en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

uz(z,y) = vy(z,y) o 16ze™2Y — 8x2ye™® = —2xte™¥
uy(z,y) = —vz(x,y) —8x3e™™ = —8xde7V

Dp={z+iy: =0, yec R}U{-2, 1+i9/4} Dy =10
f'(0+1iy) = 0 para todo y € R

F1(~2) = —32 — i64

F(14149/4) = —2e9/* 4 i8e9/4

d) f(z) = 2> (1 + cosy) + idxseny, D =C

ug(z,y) = 2z (1 + cosy) vg(x,y) = 4seny
uy,(r,y) = —r’seny vy(x,y) =4z cosy

Las derivadas parciales son continuas en R? (justifique usando las propiedades). Luego f es
derivable en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

uz(z,y) = vy(z,y) N 2z (1+cosy) = 4xcosy
uy(z,y) = —vg(z,y) —x?seny = —4seny

{(1) 2rcosy —2x = 0
(2) (z*—4)seny = 0

De (2): (22 —4) =0 V seny=0 & =2V z=-2V y=knm, k€Z

Sustituyendo z =2 en (1): —4cosy+4=0 & cosy =1 < y=2km, k€ Z entonces
z=x+iy=2+12km, keZ

Sustituyendo z = —2 en (1): 4cosy —4 =0 & cosy =1 < y=2km, k € Z entonces
z=x+1iy =—2+4+12km, keZ

Sustituyendo y = km, k € Z en (1): 2z(coskr —1) =0, k€Z < =0 V coskm =1 (debe
ser k par, escribimos k = 2[) entonces

z=zx+iy=04+2kn, k€EZ V z=x+iy=x+2lr, R, | €Z
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+i2km, k€ ZYyU{-2+i2km, k€ ZYU{i2km, k€ Z}U{x +2lr, x € R, | € Z}

={2
0
Las derivadas: f'(z) = ug(z,y) + tvg(z,y) = 22 (1 4 cosy) + idseny

f'(2+i2km) =8 paratodo k€Z
f(—2+i2km) = —8 paratodo keZ
f'(0+ikm) =0 paratodo ke€Z
f'(x+i2lr) =4x paratodo z€R, l€Z

e) f(z) = y* (1 — cos(2z)) +i2sen(2z), D =C
{ ug(z,y) = 2y% sen 2z Vg (x,y) = 4cos2x

uy(z,y) = 2y (1 — cos(2x)) vy(z,y) =0

Las derivadas parciales son continuas en R? (justifique usando las propiedades). Luego f es
derivable en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

uz(z,y) = vy(x,y) 2y?sen2r = 0
uy(z,y) = —vz(z,y) 2y (1 —cos(2z)) = —4cos2zx

{g km/2+140, k € Z} U {k% +il, k € Z impares} =
(2k+1), ke Z}U{2l+1)3 +4, L€ Z}
(7)

==

Dp
D4
Las derivadas: f(z) = us(z,y) + ive(z,y) = 2y? sen 2z + i4 cos 2z

F(5(2k + 1) +40) = idcos [25(2k + 1)] =idcos [F(2k + 1)] =
—i(—1)k = 14 paratodo k € Z par
a | 4 paratodo k € Z impar

(2L +1)% +41) = 2sen [25 (20 + 1)] 4+ ddcos [25 (2L +1)] =
=2sen[m(2l +1)] +idcos[n(2l +1)] = —4i
£) f(z) = (x+3i)2=2 + 3y +iz(3—y), D=C
{ uz(z,y) = 2z vg(z,y) =3 —y
uy<m7y):3 Uy(mvy):_x

Las derivadas parciales son continuas en R? por ser funciones polinémicas. Luego f es derivable
en los puntos que satisfacen Cauchy-Riemann:

{ux(a:,y) = uly {Qx -

Uy(xvy) = —vx(:c,y)
Dp=1{6i} Da=0 f(6i)=—3i

g) f(z)=Ln(1+iz), D=C—-{z€C: 14iz=0}=C—{i}

La funcién 1 + iz es derivable y analitica en C por ser polinémica y Ln(z) es derivable y
analitica en C— {z € C: Re(z) <0, Im(z) = 0}. Por ser la composicién de 1+ iz con Ln(z),
la funcién Ln(1 + iz) es derivable y analitica en

C—{2z€C: Re(l4i2) <0, Im(1+iz)=0}=C—{zx+iy: y>1, z =0}
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Para analizar en los puntos del dominio que estdn en A = {z +iy: y > 1, x = 0} usaremos
la funcién inversa de g(z) = 1+ iz, g~!(w) = i(1 — w) que es derivable y analitica en C por
ser polinémica.

Consideremos zp € A, zy # i, es muy sencillo comprobar que g(z9) = wg estd en el eje real
negativo.
Si f es derivable en 29 = g~ !(wp), como g~

g~ ! con f es derivable en wy. Ademés

(fog™") (wo) =Ln (g (97" (wo))) = Ln(wo)

de donde Ln seria derivable en un punto del eje real negativo lo que es una contradiccién.

1 es derivable en wy resulta que la composicién de

En conclusiéon Dp = Dy =C —{z+iy: y>1, x =0}

Ejercicio 6)
Ayuda: muestre que u(z,y) = Re(f(2)) no es armoénica y use el teorema 1.7.4.

Ejercicio 8)

a) f(2) = h(z,y) +2y* — izy
Ve(7,y) = —y, vy(2,Y) = —T ¥ Vez(2,Yy) = vyy(2,y) = 0 entonces V20 = vy + vy =0y v es
armonica en R2.

Consideremos u(x,y) tal que f(z) = u(z,y)+iv(z,y) es analitica en C. Luego, debe satisfacer
CR:
{um = @{(1) Uy = —
Uy = —Ug (2) u =y

Usando (1): u(z,y) = [ug(z,y)dz = [ (—z)dz = —2%/2 + ¢(y)

Derivando respecto de y se obtiene: uy(z,y) = ¢'(y)

Por (2): ¢/(y) = y entonces ¢(y) = y*/2 + C donde C es una constante real.
Luego u(z,y) = —22/2 +y*/2 + C y como u(z,y) = h(x,y) + 2y? resulta

h(z,y) = —2°/2 = 3y*/2+ C
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CAPITULO 2

Transformaciones complejas

En este capitulo estudiaremos las transformaciones del plano complejo como perspectiva
geométrica de la nocién de funcién. Mostraremos que gozan de propiedades muy interesantes
cuando estan asociadas con funciones analiticas. En primer lugar introduciremos las genera-
lidades y las transformaciones lineales. Luego extenderemos el plano complejo agregando el
punto del infinito para emplearlo en el andlisis de la inversién y de las transformaciones lineales
fraccionarias. También consideraremos las transformaciones de tipo potencia. Presentaremos
la nocién de conformidad y su relacién con las funciones analiticas. Por iltimo aplicaremos
todas las herramientas mencionadas para resolver el problema de Dirichlet en regiones no
elementales.

2.1. Generalidades

En Matematica se llama grafica de una funcién f de dominio D al conjunto
{(P,f(P)): PeD}.

Al estudiar funciones en el campo real la visualizacién de sus graficas puede ser de mucha
ayuda, revelando aspectos que algebraicamente pueden pasar inadvertidos. La grafica de una
funcién real de una variable real es una curva en R?, la de dos variables reales es una superficie
en R3. En ambos casos se representan en un sistema de ejes cartesianos ortogonales. Para tres
variables independientes la grifica es un subconjunto de R* entonces solamente es posible
representar las superficies de nivel (subconjuntos de R3).

El lector se preguntard por qué en el capitulo 1 no graficamos las funciones complejas de
variable compleja. El motivo es que la grafica de w = f(z) es un subconjunto de C?. Asf, la
nocion de transformacion del plano cobra importancia, enfocandose en el efecto geométrico
sobre puntos del dominio de f. Para enfatizar esto anotamos 7' : w = f(z). Es posible
representar el punto y su imagen en el mismo plano complejo o reservar un plano para el
dominio y otro para la imagen. Esta interpretaciéon permite asimismo ver cémo actia sobre
curvas o regiones contenidas en su dominio. En general si A es un subconjunto del dominio de
T se define la imagen por T de A como el conjunto que retne a las imagenes de los puntos
de A, es decir
T(A)={T(z):z€ A}

Para referirnos a la transformacién 1" asociada a f(z) = u(z,y) + iv(x,y) anotaremos:
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T:w= f(2) o equivalentemente T : { w = ul@y)
v o= v(z,y)

= =

Plano = X Plano w u

Figura 2.1: Transformacion del plano complejo

El siguiente ejemplo ilustra algunas situaciones sencillas.

‘ Ejemplo 2.1.1. 1

a) La transformacion T : w = 242 — i se interpreta geométricamente como una traslacién
en la que cada punto se mueve de la misma manera que los demas, desplazandose dos
unidades hacia la derecha y una unidad hacia abajo. Por ejemplo, el punto zg = 2¢ es
enviado en el punto wy = 2+, cualquier recta de pendiente m = —1/2 es enviada sobre
s{ misma, el tridngulo de vértices zg = 2i, 21 = 4, 20 = 0 se transforma en el tridngulo
de vértices wg =2+ i, w1 =6 — i, wy = 2 — 1.

28

(R =]

iy

Figura 2.2: ejemplo 2.1.1a)

b) T> : w = 2z consiste en una ampliacién por el factor de escala a = 2. Si pensamos
z como vector, entonces w = 2z tiene la misma direccién y el mismo sentido que z,
pero su longitud se duplica pues |w| = |2z| = 2|z|. Por ejemplo, el semiplano y > 0 es
transformado en si mismo y la recta y = 1 es transformada en la recta v = 2.
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[ )

-3 -2 -1 0 1 2 o -3 -2 -1 0 1 2 R

Figura 2.3: ejemplo 2.1.1b)

c) T3 : w = iz esunarotacién de 90° alrededor del origen, en sentido antihorario. En efecto:
dado cualquier punto z su distancia al origen no se modifica luego de la transformacién
porque |w| = |iz| = |z|. En cambio su argumento se modifica como arg(w) = arg(iz) =
arg(i) + arg(z) = m/2 + arg(z). Es decir, para enviar z sobre w = iz se gira en sentido
antihorario el punto z sobre la circunferencia centrada en el origen de radio r = |z|, un
angulo de valor 7/2. Este dngulo no depende del punto z particular. Por ejemplo, el
semiplano Im(z) < 0 se transforma en el semiplano Re(w) > 0.

2 2 .1 o 1 3 3y

o
e

y<0

a8 —37

Figura 2.4: ejemplo 2.1.1c¢)

Composicion de transformaciones

Se trata de una operaciéon muy util que permite construir transformaciones a partir de otras
que actian secuencialmente. Corresponde a la idea de concatenar transformaciones en un
orden dado, es decir, una primera actia y a continuacién una segunda actiia sobre la imagen
de la anterior. Esto ultimo es importante pues alterando el orden de las transformaciones
sucesivas, la composicién y por ende su efecto geométrico puede resultar cualitativamente muy
diferente. Dicho en otras palabras, la composicion de transformaciones no es conmutativa en
general. Por otra parte la operaciéon de composicién nos permitird analizar transformaciones
en términos de otras mas sencillas actuando en secuencia. La definicién formal es la siguiente.
Dadas las transformaciones T : w = f1(2) y T : w = f2(2), la composicién de T} con T
es la transformacion T : w = f(z) donde f(2) = fa(f1(2)). Anotamos T' = T, o T7. Podemos
referirnos a ella como 77 compuesta con T5 o alternativamente 75 luego de T7.
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Ti: wa=f(z)

Vi

Wi=u1+ivz

A:=T:(A)

To: w=g (w1)

Plano wi

T2 (A)=T(A)

T=T:-T:: w=g(1{z))

Figura 2.5: Composicion de transformaciones

Plano w

|

Compongamos las transformaciones 17 y T5 del ejemplo 2.1.1. Si queremos que primero actie
T1 y a continuacién T5 debemos considerar 75 o T} : w = 2z + 4 — 2i. En cambio si primero
actiua Ts y luego 17 entonces la composicién es T1 o T5 : w = 2z + 2 — 4. Es claro que el or-
den en que se componen da lugar a dos transformaciones diferentes. Por ejemplo, ellas acttian
de modo distinto sobre el punto z = ¢ pues (T3 o T1) (i) = 4 mientras que (T o T5) (i) = 2+i.[ ]

Definicién 2.1.3. Dada una transformacion T : w = f(z), se dice que zy es un punto
figo de T si f (20) = 20

‘ Ejemplo 2.1.4.

|

|

Hallemos los puntos fijos de las siguientes transformaciones:

a) Tv(z) =z+2—1
2o 2+2—1

T1 (Z)

z. Esto no ocurre para ningin punto. La transformacién
carece de puntos fijos. Todo punto cambia de lugar al ser transformado puesto que es
desplazado por el vector no nulo B =2 — 4

b) T3(z) =iz
T3(z) =iz < iz =2z < 2(i — 1) = 0 & 2z = 0. Solamente deja fijo el origen.
1
T. =—=—
) Tilz) = - 1
Para determinar los puntos fijos de Ty(z) = —— debemos hallar las soluciones de la

z

1
ecuaciéon —— = z que equivale a 2> + 1 = 0. Los puntos fijos son z = =i
z

Sean T} : w = e~ ™%/2

| Actividad 2.1.5.

|

y T5 : w = 1/z. Halle los dominios de definicién y las expresiones analiti-

casde T3 =To o1y y Ty = T1 o Ty. Muestre que z = 7 es punto fijo de T3 y de T4.

2.2.

Transformaciones lineales

[]

Las transformaciones del ejemplo 2.1.1 son casos particulares de las que definimos a con-

tinuacion.
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Definicién 2.2.1. Una transformacion T : w = f(z) del plano complejo se dice lineal si
es de la forma f(z) = Az + B para ciertas constantes A, B € C.

El caso A = 0 es trivial dado que se trata de una transformacién que colapsa todo el plano
complejo en el Unico punto z = B. Exceptuando esta transformacion constante, las deméds
transformaciones lineales son uno a uno (es decir puntos distintos tienen imégenes distintas),
por lo que admiten inversa. De hecho, la inversa de una transformacién lineal no constante es
otra transformacién lineal:

T:w:Az+BconA;éOentoncesTfl:z:Zw—Z

Otra transformacion lineal especial es la transformacién identidad T : w = z, que actia
dejando cada punto fijo.

‘ Ejemplo 2.2.2. I

a) La transformaciéon T : w = (1 — i)z — 3 4+ i es lineal, con A =1 —1i, B = -3+ 1. Su
3 i
inversa estd dada por 77! : z = ? es decir T~!: 2z = %(1 +iHw+2+1
—1
b) Si bien T : { Z i :Z es lineal como transformacién 7 : R? — R2, no puede serlo

como transformacién del plano complejo T : C — C por no ser analitica, dado que no
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

| Actividad 2.2.3.

Sean z1 = 4,20 = -1, w1 = L, wy =2 — 1

a) Muestre que existe una tdnica transformacién lineal T' : w = f(z) tal que f(z1) =
w1, f(z2) = we. Dé una expresién analitica para esa transformacion.

b) Halle la transformacién lineal que envia z; en w; y deja fijo el punto zs.

c¢) Justifique que la transformacién del inciso a) envia la recta L que pasa por z; y z2 sobre
la recta f(L) que pasa por wy y wo. Para ello parametrice L : z = 21 + (20 — 21), t € R
y verifique que T'(L) : w = wy + t(wy —wy), t € R. {De qué manera debe restringirse el
intervalo paramétrico para generar solamente el segmento de recta L de extremos 21 y
297 Compruebe que dicho segmento es enviado por 1" sobre el segmento de recta que une
wi con wy. Observe que estos resultados se pueden generalizar para cualquier funciéon
lineal y cualesquiera puntos zi, z9, w1, ws con tal que z; # z3 vy w1 # wo. ]

A continuacién consideramos algunas transformaciones lineales cuyo efecto geométrico es muy
sencillo, por lo que nos referiremos a ellas como transformaciones lineales elementales:
traslaciéon, escalamiento y rotacién alrededor del origen. Algunos casos particulares se vieron
en el ejemplo 2.1.1.

Traslacion T : w =z + B,B € C

En forma bindémica z = x + iy, w = u + v, B = by + iby se tiene

Ju=z+b
v=y+by
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que se corresponde con la suma de vectores. La imagen w = T'(z) se obtiene sumando el vector
B al vector z. Y dado que B no depende de z, todos los vectores se trasladan en una misma
direccién y una misma distancia.

\

|

a) La imagen por T : w = z — 1 — 2i del paralelogramo de vértices z1 = 2, z9 = 1,
z3 =14 2i,24 = 3+ es el paralelogramo de vértices w; = T(z1) = 1 — 21,
wo = T(zg) =-1- i,wg = T(Zg) = O,w4 = T(Z4) =2—1

‘ Ejemplo 2.2.4.

b) Para hallar una transformacion lineal que envie A = {(z,y) : —% < y < 2} sobre
B = {(u,v) -5 <v< O}, conviene graficar previamente, ver figura 2.6.

Figura 2.6: ejemplo 2.2.4b)

Los graficos de A y B revelan que se trata de regiones angulares congruentes en las que
basta desplazar el vértice de A al de B para hacerlas coincidir. Esto se consigue con
la traslacion T : w = z + 4 — 2i. Analiticamente lo confirmamos hallando la inversa
T71':2z=w— 4+ 2i que en términos de x e y resulta

o

Reemplazamos estas expresiones de z e y en las inecuaciones que definen A para obtener
las inecuaciones que definen B. En efecto:

r=u—4
y=v+2

u —

u
—2<v & v>——

Ty o u_4< +2 &
JE— N — v —
y 2 2

2
y<2 & v+2<2 & v<0

Luego, la imagen de A bajo la transformacién T es B.

| Actividad 2.2.5.
Dadas las regiones A = {z: |iz + 1| > 1} B ={w:|w—2+1i| > 1}, represente grafica-
mente y halle una transformacién 7' : w = f(z) que envie Asobre B. ]

Escalamiento T : w = az,a € R,a > 0

En este caso w = T(z) = az = are®. Esto significa que si w = pe'® es la forma exponencial
del punto imagen, entonces

{
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La segunda igualdad dice que la imagen del punto z se encuentra sobre la misma semirrecta
desde el origen que z. Esto, junto con la primera igualdad, muestra que a se interpreta como
un factor de escala. El efecto serd una amplificacién (o magnificacién o dilatacién) cuando
a > 1, y una reduccién (o contraccién) cuando 0 < a < 1.
El nimero real a > 0 se llama razén y cuantifica la relacién de proporcionalidad entre un

conjunto y su imagen. De hecho, a se llama asi pues es la razén o cociente

T _ lazl _ alz] _
2] EINEL

‘ Ejemplo 2.2.6. i

a) Regresando a T; :
regiones:

Ar={(z,y) 2z +y <1}

Y
\ 4
\\
\
N s
1420 2

T 2+ 40

Ay ={z:|z+1i| <1}

1 2 T -3 -2 -1 0

Aiy<-z+1 Th(Ay) v < —u+2
Figura 2.7: ejemplo 2.2.6a)A;
) v|
T T n s T T T T T T n -
3 2 A -1 2 3 1 -3 -2 ~— Jo \1\ 2
g ' -'HLCL 2 . Tz / =14
1 ¥ " I' |Il l“Il
' 5 ~ 28w 0 .0
] g ; |I 1 T 2
1 rf 'I\ f
Y s -3 o \ -3
- e - "\-\.__\_\-‘*-___
la:fz+4 <1 ) To(As) o |lw+ 21| < 2

Figura 2.8: ejemplo 2.2.6a) Ag

b) Hallemos una transformacién que envie A sobre B, siendo

A={(z,y):0<x<2,1<y <2}

Consideramos el escalamiento T}

: wyp = 2z seguido por la traslacion 15

B={(u,v): —1<u<3-2<v<0}

w = 2z del ejemplo 2.1.1, hallemos las imagenes de las siguientes

Tw = wy —

1—44, ver figura 2.9. Proponemos al lector ensayar componiendo otras transformaciones

elementales.
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i f'l] i
F Il o Fl
3 T: = 14 1 Tz - 3
24 @ 2
A
i
0 ] 1]
1 0 q z 3 P 1 o q T 3 4 I b1 o 1 2 1 & T
1 5]
[ - -
B
T=T2-T: -
=

Figura 2.9: ejemplo 2.2.6Db)

| Actividad 2.2.7.
Dados A = {z € C: |z — 4i| < 2} y las transformaciones T} : w = 2/2, To : w = z — 4i

a) (En qué orden deben componerse para obtener una transformacién que envie A
sobre B ={w e C: |w| <1}7?

b) Halle la imagen de A por Ty o T}

| Actividad 2.2.8. |
Sean A= {z:]iz+1] <1}y B={w:|w+1—1i <3}. Halle una transformacién w = f(z)
que envie A sobre B. ]

Rotacién alrededor del origen T': w = Az, |A| =1

Expresemos A, z y w en forma exponencial:

A=e" acarg(A)

z=re? r=|z|, 0 € arg(2)

w = pe'; p=|w|, ¢ € arg(w)

Luego: pe'® = w = T(z) = Az = e'@re'? = rei0te)
Entonces, comparando médulos y argumentos:

|w] = |2]

p=r :
1
{ o equivalentemente { arg(w) — arg(2) + a

¢ =0+a+2kr(ke)

La primera igualdad dice que la imagen del punto z estd a la misma distancia del origen que
z, de manera que la transformacion actia moviendo z sobre la circunferencia centrada en el
origen de radio |z|. Esto, junto con la segunda igualdad, muestran que « representa un angulo
de rotacién alrededor del origen (o no depende de z, todos los puntos giran el mismo dngulo).
Ademds, su signo determina si la rotacién es en sentido antihorario (v > 0) u horario (o < 0).
El caso o = 0 corresponde a la transformacién identidad.
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| Actividad 2.2.9.

;Cual de los graficos de la figura 2.10 representa la recta y = = 4+ 1 y su imagen por la trans-
formacién T3 : w = iz del ejemplo 2.1.1¢)? Corrobore analiticamente.

¥ Y=+ 1 y r+1

Figura 2.10: actividad 2.2.9

Ejemplo 2.2.10. 1

Buscamos una transformacién lineal que envie el conjunto A = {(z,y) : 2 <y <z +2} en el
conjunto B = {(u,v): =2 <u < 0}.

T:w={1+i)=z -

Figura 2.11: ejemplo 2.2.10

Comenzamos graficando los conjuntos A y B, se trata de dos franjas infinitas. Observamos
que a partir de una amplificacién y rotacién de A obtenemos B. Para hallar el factor de escala
podemos comparar los anchos de ambas. El de A es /2 y el de B es 2. Luego, el factor de
proporcionalidad es 2/v/2 = /2. El dngulo de rotacién alrededor del origen es 45° en sentido
antihorario. Esto sugiere la transformacién T : w = (1414)z porque 144 = v/2¢'™/* se desglosa
en un escalamiento de razén a = v/2 y una rotacién antihoraria de dngulo o = 7 /4 alrededor
del origen.

Para confirmar esto analiticamente, siendo 1" biunivoca utilizamos su inversa

T 1:2= w. Es decir:

141
1. { r=(v+u)/2
y=(v—u)/2
La regién A es la interseccion de los semiplanos x < y y y < x + 2. La imagen de A serd la
interseccién de las imagenes de estos semiplanos.

v+u _v—u
+<

r<y & 5 S S u<0
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v—u<v—i—u
2 = 2

Luego la imagen de A es efectivamente B.

y<zr+2 & +2 S v—u<vt+ut+4d & 2u<4d & u> -2

| Actividad 2.2.11.

Escriba la transformacion lineal T': w = iz + 1 — ¢ como composicién de elementales y com-
pruebe que envia el triangulo A de vértices 0, 1, 1+ en el tridngulo B de vértices 0, 1, 1 — 4.
Observe que T : w = Z envia A en B pero no es lineal (puesto que no es analitica). ]

Teniendo en cuenta el efecto geométrico de las transformaciones lineales elementales (rotacio-
nes, escalamientos y traslaciones) cabe destacar algunas propiedades ttiles:

= preservan globalmente la forma de un conjunto. Entre un conjunto y su imagen existe una
relacion de semejanza, es decir se mantiene una misma relacién de proporcionalidad entre
segmentos y sus imagenes. La forma del conjunto se preserva aunque no necesariamente
el tamano y la posicién en el plano.

» envian (biunivocamente) la frontera de un conjunto sobre la frontera de su imagen.

= conservan tanto en magnitud como en orientacién (signo) angulos entre pares de curvas
suaves. En particular, si la frontera de una regiéon A es una curva suave o suave a
trozos con determinada orientacién (por ejemplo si se la recorre dejando A a izquierda),
entonces su imagen por una transformacién lineal elemental lleva la frontera sobre la
frontera y preserva la orientacién (la frontera de la imagen se recorre dejando f(A) a
izquierda).

Proposicién 2.2.12. Toda transformacion lineal T : w = Az + B con A # 0 es compo-
sicion de transformaciones lineales elementales y admite inversa la cual es también una
transformacion lineal. La composicion de transformaciones lineales es una transformacion
lineal.

Demostracién Escribamos A = \e'® donde A = |A| > 0,a € arg(A). Consideremos las
transformaciones elementales siguientes T} : w = Az, Th : w = €2 y T3 : w = z + B. Se
verifica:

T = T3 (¢] T2 (¢] T1

Claramente 17,75, T3 admiten inversa: Tfl tz = w/A, T{l Dz = ey, T;l 1z =w— B.
Por lo tanto T~ ! = T1_1 o T2_1 o T3_1 []

En virtud de la proposicion 4.1.5 y de las propiedades mencionadas anteriormente respecto
de las transformaciones lineales elementales, se concluye que toda transformacion lineal no
constante también gozara de las mismas.

| Actividad 2.2.13.

Grafique las regiones
A={(z,y): -1<z<1,-2<y<2} , B={(u,v):0<u<1,0<v<3}

justifique que no existe ninguna transformacién lineal que envie A sobre B. La transformacién
T:f(z) =22+ i# es tal que T(A) = B, jes una contradiccién? ]
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En ocasiones para hallar la imagen de un conjunto por una transformacién lineal conviene

operar algebraicamente, sin descomponerla en elementales.

Ejemplo 2.2.14. [

Hallemos la imagen de los siguientes conjuntos por la transformacién 7' : w = (1 — 2i)z + .

LainversaesTflzz:w_Z,
1—2;
Es decir:
o (o1
x+iy:u+w z:u—l—z(v )

1—-24 1—-24

_ [u+i(v—1)](1+2i) (u—20+2)4+i(2u+v—1)

(1—2i)(1+25) 5

Por lo tanto:
71 r=(u—2v+2)/5
"ly=Qu+v—-1)/5

a) A={(z,y):x+y=1}

u—2v+2 2ut+v-—1

r+y=1 & + =1 v=3u—4

) )

Por lo tanto T'(A) es la recta {(u,v) : v = 3u — 4}

A:x+y=1

T T T T T L a—
\ |

Figura 2.12: ejemplo 2.2.14a)

b) B ={z:Re(z) > 0}

1
Luego la imagen de B es el semiplano T'(B) = {(u, v) v < U + 1}
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u

B:x=0

1
MB):v= 5

=+ 1

Figura 2.13: ejemplo 2.2.14b)

c) C={z:]z+1—-1| <2}

w—1

41—
1o 1!

lz4+1—-il <2 & ‘

— i+ (1—i)(1—2§)

w
<2

1-2

T

<2 &

& |w—1—4i| < 2V/5. Entonces T(C) = {w: |w — 1 — 4i| < 2¢/5} es un cfrculo.

i

Cle+1P+iyg-1)"<4

£ ae)

HIET

Figura 2.14: ejemplo 2.2.14c¢)

d) D={(z,y):z+y=1,2>0}

S

Empleando a) y b) e intersecando: x +y =1 A >0 v =3u—4 AN v < %u-l—l
Resulta la semirrecta T(D) = {(u,v) : v =3u—4,v < $u+1}

e) E={z:]z+1—1i] <2,Re(z) >0}
Teniendo en cuenta a) y ¢) e intersecando:

1
241—i <2 A 2>0 & w—1-4i] <2V5 A v<jutl

la imagen es T(F) = {w : jw — 1 —4i| <2v5,0 < Ju+1}

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP

69



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

Jr=3u—1

r+y=1 _

Figura 2.15: ejemplo 2.2.14d)

u "

"

=17+ (v=-4)* < 2:11‘-._

et - I P i i
] =0 i

Figura 2.16: ejemplo 2.2.14e)

2.3. Plano complejo extendido

Se llama plano complejo extendido al conjunto C* = C U {oo} que se obtiene a partir
del plano complejo C anadiéndole un “punto” oo ¢ C infinitamente alejado del origen, deno-
minado punto del infinito.

La figura 2.17 ayuda a comprender la naturaleza del punto del infinito. Representa una corres-
pondencia uno a uno del plano complejo sobre los puntos de una cascara esférica exceptuando
el “polo norte” que indicamos N. Esta correspondencia asigna a cada punto P el punto P, que
se identifica con un nimero complejo. Claramente el punto N no se corresponde con ningin
punto del plano complejo. Si movemos P sobre la esfera acercdndonos a N, el punto corres-
pondiente en el plano complejo se aleja del origen arbirariamente. El punto del infinito oo es el
que hay que agregar al plano complejo para que se corresponda con el punto IV sobre la esfera.

Observar que toda recta pensada en el plano complejo extendido pasa por el punto del infinito,
puesto que es un conjunto no acotado. De hecho, la imagen de cualquier recta del plano
complejo sobre la esfera del grafico, es una circunferencia que pasa por N. Podemos decir que
en el plano complejo extendido las rectas pasan por el punto del infinito (o también que son
circunferencias generalizadas, de radio infinitamente grande). En cambio las circunferencias
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Figura 2.17: Proyeccion estereografica

del plano complejo (es decir de radio finito), por ser conjuntos acotados, en el plano complejo
extendido no pasan por el punto del infinito. Sus imagenes sobre la esfera del grafico no pasan
por N.

El punto del infinito permite extender la nocién de limite de una funcién, de modo que refleje
comportamientos como los que acabamos de ver.

Sea f(z) una funcién cuyo dominio contiene puntos z € C de médulo arbitrariamente grande.
Si existe un nimero L € C tal que los valores f(z) se acercan arbitrariamente a L siempre que

|z| sea suficientemente grande, es decir lim |f(z) — L| = 0, entonces diremos lim f(z) = L.
|z]—o0 Z—00

Si los valores f(z) tienen médulo arbitrariamente grande siempre que |z| sea suficientemente
grande, es decir lim |f(z)| = oo , entonces diremos que lim f(z) = oo
Z|—00 Z—00

De manera anéloga, si f(z) es una funcién definida en un entorno reducido de zy € C y los
valores |f(z)| se hacen arbitrariamente grandes siempre que z sea suficientemente cercano a
2o pero distinto de zp, es decir lim |f(z)| = oo, diremos que lim f(z) = oc.

Z—rZ20 Z—r20

‘ Ejemplo 2.3.1. I

) 4
a) h’m—Z:Opues Z‘:%O
2500 2 z |z|
44 44 4
b) h'rn—Z:oopues )
20 2 z |z
) 44
zl1—— ;o
L iz — 44 , z ot P )
c) lim - = lilm ——% = lim =
z—o00 z + 41 2—00 47 2Z—00 49
z(l—l—z> 14+ —
z

d) 1im (32% — 4iz) = oo pues |322 — 4iz| = |2|?
Z—r00

i
3——| =00
z

e) lim e® no existe. Aqui, la direccién en la que z se aleja arbitrariamente del origen
Z—r 00

afecta el comportamiento de la imagen. Por ejemplo si z = iy con y — oo entonces
e = e = cos(y) + isen(y) se mantiene girando sobre la circunferencia unitaria, por lo
que no se aproxima arbitrariamente a ningin ntmero complejo. []
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2.4. Inversion

Definicién 2.4.1. Se llama tnversion a la transformacion T : w = 1/z.
En términos de sus componentes

Es una correspondencia uno a uno de C — {0} sobre C — {0}. Ademds T~! = T, entonces
_ 2 2
71, z=u/(u jv)2
y=—v/ (u + v )

La inversion se extiende de modo natural a una transformacién 7% : C* — C* mediante
T*(z) =T(z) si z € C— {0}, T*(c0) =0y T*(0) = o0.
En lo que sigue no haremos distincién entre 1" y T, siendo el contexto el que determine a
cual de ellas nos estemos refiriendo.

‘ Ejemplo 2.4.2. I

Sea A ={z:]|z| < R} con R > 0. Hallemos su imagen por la inversion:

1

> =& >1<:>\|>1
= Zajul> =
2R >

< —
2| <R < z 5 7

1
2|

[]

Observacién 2.4.3.

= La imagen de una circunferencia centrada en el origen es una circunferencia centrada
en el origen.

= Los puntos de la circunferencia de radio R centrada en el origen son enviados sobre los
puntos de la de radio 1/R centrada en el origen. En particular la circunferencia |z| =1
permanece invariante bajo una inversién.

= Los puntos interiores a la circunferencia de radio R centrada en el origen son enviados
sobre los puntos exteriores de la de radio 1/R centrada en el origen. Teniendo en cuenta
que T es inversa de si misma, los puntos exteriores a la circunferencia de radio R centrada
en el origen son enviados sobre los puntos interiores de la de radio 1/R centrada en el
origen.

Ilustraremos en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2.4.4. I

Hallemos la imagen de los siguientes conjuntos por la inversiéon 7' : w = 1/z

Lainversaes T :z = 1/w

a) A={z€C:|z|>1}
Es inmediato considerando la observacién 2.4.3 para R = %:

TA)={weC:|w| <2}
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T(A) : +e? < 4

D
4

e |

A2+ 2>

ah

Figura 2.18: ejemplo 2.4.4a)

b) B={2€C:|z—2i| =1}
1— 2w
w

11— 2iw|

1 &
|w

1o |21

1
z€B & |z-21|=1 & '—21’
w

S |1 -2iw =w| & |1 -2i(ut+w)|=utiv] & [2v+1)—2ui| = |u+iv] &
s |2u+l)—2uil=lut+iv?® & 2u+1)2+(—2u)?=u’+? &

4
s W+ dw+1+a? =1+ = 3<1)2+Sv>+3u2+1—0 &

o (Pri)rwrlizo e 2t +22 L g ot 2=
(% =V u - = u v — = — w | = —
3 3 3 9 3| 3

Se trata de una circunferencia de centro el punto wg = —2i/3 y de radio 1/3

y. '1,“

<> Tiw=1/z

B:a’+(y-27=1

_. ) 2\* _1
NB):u +||v -
&)t u _(f + :J 9

Figura 2.19: ejemplo 2.4.4b)

c) C={ze€C:|z—2i| =2}

Las cuentas son similares a las del inciso anterior:
1— 2w 11— 24w

2 &
|w]

=2 & ‘:2@

1

zeC & |z2-2i=2 & ‘—22’
w

& |1 -2iw| =2w| & |[1-2i(u+iv)| =2lu+iv] & |2v+1)—2ui| =2lu+iv] <
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& |2v+1) —2uil? =4lu+iv]? & 204 1)+ (—2u)? =4u® + 4? &
1
S Pt Fl14+4l =4+ 47 & w+1=0 & v=—7

Dio por resultado una recta horizontal.

Figura 2.20: ejemplo 2.4.4c)

d) D={z+iy:y=ux}
En este caso conviene trabajar con las componentes cartesianas de la inversa

1 x:u/(u2+v2)
T 1‘{ y— —v) (i +0?)

DeAd & y=z & —v/(WP+0?)=u/ (VP +0?) & v=—u

Se obtuvo como imagen una recta.

Tow=1/z
D:y=x

LU

Figura 2.21: ejemplo 2.4.4d)

e) E={x+iy:2y=2x—1}

Trabajamos como en el inciso anterior:

2v 2u

zel & 2y=2x—-1 & _u2+v2:u2+v2_1 &S —v=2u—u

2 _ 2
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e W2+ -2)=0a (u-12+w-12=2 & |Ju-(1+i)|=Vv2

La imagen resulté una circunferencia.

Tow=1/z

7z T T T T y;

TE): (u— |;5+{;-_ )2 =2

Figura 2.22: ejemplo 2.4.4e)

fy F={z€C:|z—2i| <3}

.5 1 ] 5 1—2iw| 5 11— 2w| 5
zeF & |z2-2< - & |——2i|<- & <-— & —< - &
2 w 2 w 2 |w] 2

) ) )
& ]1—2iwl<§]w\ & ]1—2i(u+iv)]<§]u+ivl & \(2v+1)—2ui\<§\u+ivl &

25 25 25
& |(2v+1)—2uz’]2<z|u+z’v\2 & (2v+1)2+(—2u)2:zu2+1v2 &
25 25 9 9
o P+ A+ 1+4du < =P+ 0% & Sl Sl —qe > 1
4 4 4 4
<:>U2+v2—§v>%<:>u2+ v—§ 2>@<:) w—§z’>E
9 9 9 81 9 9
Yy v
/// T \\\
/ \
/ T \
ll \| Tiw=1/z
| ' | - 271N
\ 1 / \
\ / I \
\ / \ I
\ // \ /
T T 7 8\ 100%
F:o?Hy—-2)7"<= T(F) u2+< —§> —

Figura 2.23: ejemplo 2.4.4f)
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En los cuatro primeros incisos de este ejemplo habra notado que las rectas o circunferencias
involucradas tienen como imagen por la inversién también rectas o circunferencias. La propo-
sicién siguiente muestra que esto ocurre siempre.

Proposicién 2.4.5. La inversion T : w = 1/z envia
i) rectas en rectas o en circunferencias.
i1) circunferencias en rectas o en circunferencias.

Ademds, si en el plano z la recta o circunferencia pasa por el origen entonces su imagen
en el plano w es una recta. Por el contrario, si la recta o circunferencia no pasa por el
origen, su imagen es una circunferencia.

Demostracién La ecuacién general Az?+ Ay?+Cz+ Dy+ E = 0 con coeficientes constantes
A,B,C,D,E € R permite describir tanto rectas (A = 0) como circunferencias (A # 0) en el
plano zy. Para hallar la ecuacién de la curva imagen en el plano uv debemos reemplazar en
la anterior x,y en términos de u, v para la inversién.

2 2
u —v u —v
Al —— Al —— Cl|—-—— D|——— E=0
<u2+v2> * <u2+v2> * <u2+v2>+ <u2+02>+

Operando algebraicamente:

Auy? Av? U v
_plY_ Jo
(uQ—i-'lﬂ)z+ (u2+v2)2+c<u2+v2> <u2+v2>+ 0

Extrayendo factor comiin entre los dos primeros términos de la izquierda y cancelando u? +v?:

A n Cu B Do L E—0
u? + v?2 u? + v? u? + v? -

Multiplicando ambos miembros por u? + v?

A+C’u—Dv+E(u2—|—v2):O

Reordenando términos:
Euw+Ev +Cu—Dv+A=0

que representa una curva de la misma familia que la de partida. Esto prueba los dos incisos
del enunciado.

Ademss el origen es un punto de la recta o circunferencia de ecuacién Az?+ Ay? +Cx+ Dy +
E =0siysolosi E=0siy solosi Fu?+ Ev?+ Cu— Dv+ A =0 es una recta. ]

Observaciéon 2.4.6. Intuitivamente, si en el plano z una recta o circunferencia pasa por el
origen entonces su imagen por la inversion pasa por el punto del infinito, es decir que no estd
acotada y por lo tanto no puede ser una circunferencia, debe ser una recta . Mds generalmente,
la imagen por la inversion de un conjunto que contiene al origen no estd acotada.

| Actividad 2.4.7.

Regrese al ejemplo 2.4.4 teniendo en cuenta la proposicién 2.4.5.
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| Actividad 2.4.8. |
Dadas laregion A ={z € C: |z — 1] > 1, |z — 2| < 2}, discuta cualitativamente su imagen por
T : w=1/z ;Pueden cortarse las imagenes de las circunferencias frontera de A? Encuentre
analiticamente T'(A).

| Actividad 2.4.9. |

Halle una transformacién 7" que lleve A = {z : |z — 2i| < 2} sobre B = {w : Re(w) > 0} com-
Az+ B

Cz+D

poniendo transformaciones ya estudiadas. Muestre que puede escribirse T : w = para

ciertas constantes complejas A, B, C, D.

Hemos probado que componiendo transformaciones lineales obtenemos transformaciones del
mismo tipo. Si anadimos la transformacion inversién y las combinamos mediante composicién
Lqué tipo de transformaciones esperamos obtener?

2.5. Transformacién lineal fraccionaria (TLF)

Definicion 2.5.1. Una transformacion se dice lineal fraccionaria si es de la forma

_ Az+B

T : —_—
v Cz+D

donde A, B,C, D € C son constantes talesque AD — BC' # 0

En particular si C' = 0 se obtienen las transformaciones lineales, en tanto que cuando A =
D =0,B = C # 0 se obtiene la inversion.
La condicion AD — BC # 0 garantiza que T no se reduce a una transformacién constante.

Ejemplo 2.5.2. I

zZ—1
z4+1

Hallemos la imagen del conjunto A por T : w =

Dejamos al lector la tarea de comprobar que la inversa estd dada por

—2v

r =

. . (u—1)2+ 02
Tﬁl:z:leLZ esdecir T :
1—w B 1— w2 — 2
Y (u—1)%2 402
a) A={ze€C:|z| <1}
w0+ i

2| <1 < W<l o lw+1 <1 —w| &

& (1+u)l+P<(1-u)?+(—v)? & 1+2ut+u®+12 <1-2u+u?+0? & u<0
Luego T'(A) = {(u,v) : u < 0}

b) A:{(:U,y):a:2+y2<1,y<x—1}

y<zr—1 & < -1 &
& 1—’LL2—’U2<—2U—[(’LL—1)2+U2] &
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s l-uw-<-2w-(w?-22u+1+v*) & v<u—1

Entonces la imagen de A es T'(A) = {(u,v) : u < 0,v <u— 1}

| Actividad 2.5.3. |

6
Muestre analiticamente que la imagen por T': w = —— de
oy —
A={zeC:|z|>2,|z=5|>2}esB={weC:1<|w—-2|<4} ]

Retomando el interrogante planteado anteriormente, enunciamos el siguiente resultado.

Propiedad 2.5.4. El grupo de las transformaciones lineales fraccionarias tiene las siguientes
propiedades.

i) La composicion de dos TLF es también una TLF. Toda TLF admite inversa, la cual es
también una TLF.

ii) La familia de las TLF es la que se obtiene componiendo las transformaciones lineales
no constantes con la inversion.

iit) Toda TLF envia rectas en rectas o en circunferencias y envia circunferencias en rectas
0 en circunferencias.

| Actividad 2.5.5. |
Se quiere hallar una TLF queenvie A = {z € C: |z — 3i| <2} sobre B={w € C: |w — 1| > 1}.
Le proponemos que resuelva este problema componiendo las siguientes transformaciones en

un orden apropiado: Ty :w=2/2, To :w=2-3i, T3:w=z+1, Ty:w=1/z ]
s . . Az+ B
Cuando C' # 0 la transformacién lineal fraccionaria T': w = 21D es un mapeo
z

T:C—-{-D/C} - C—{A/C}

que se extiende de modo natural a una transformaciéon uno a uno 7% : C* — C* del modo
siguiente:

T*(2) =T(z) si z€C
T*(-=D/C) = 0

T*(c0) = A/C
Para justificar esta definicion basta considerar:

Az+ B
Z_)i%/c % = 0o (recordarque AD — BC # 0)

lm Az+B . 2(A+B/z) . A+B/z

oo Cz+ D sooo 2(C+DJz) oo C+D/z A/C

El punto que T envia a w = 0o es z = —D/C. Razonando de manera anéloga a lo hecho para
la inversién, una recta o circunferencia pasa por el punto z = —D/C si y solo si su imagen es
una recta. Mas generalmente, z = —D/C pertenece a un conjunto A si y solo si T'(A) no esta
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acotado.

Cuando C = 0 la TLF es lineal. En ese caso representa una biyecciéon T : C — C, que también
puede extenderse a una transformacién 7% : C* — C* del modo siguiente:

T*(2) =T(z) si z€C
T*(00) = 00

En lo que sigue, no haremos distincién entre T' y T™, siendo el contexto el que determine a
cudl de ellas nos refiramos.

El resultado siguiente es 1til a la hora de transformar mediante una TLF rectas o circunfe-
rencias en rectas o circunferencias.

Proposicion 2.5.6. Dados tres puntos distintos z1, 22,23 € C* y tres puntos distintos
w1, we, w3 € C*, existe una y solo una transformacion lineal fraccionaria T : w = f(2) tal
que f(zx) = wg para k =1,2,3, la cual esta dada en forma implicita por la razén doble:

(w—w1)(w2 —ws) _ (2 —21)(22 — 23)

(w —w3)(wz —w1) (2 — z3)(22 — 21)

Ejemplo 2.5.7. }
Hallemos una TLF que envie A = {(z,y) :y <z/2} en B={w € C: |z 4| > 1}.

E TLF L
—_—

Fijamos una orientacién de la frontera de A, por ejemplo recorriéndola de manera que deje A
a la derecha. Elegimos tres puntos cualesquiera sobre la frontera de A en un orden que respete
la orientacion fijada: z; = 0,z = 2 + ¢, 23 = co. Orientamos la frontera de B de modo que al
recorrerla, B también quede a la derecha. Elegimos tres puntos cualesquiera sobre la frontera
de B en un orden que respete esta orientacion: wy = —2¢,we = 1 — ¢, w3 = 0. Reemplazamos
los puntos en la razéon doble:

(w+2i)1—i) 22+i—)

wl—it2)  (z- )2+

Es decir
(w+2i)(1—1d)  2((2+14)z3 — 1)

w(l+i) (223 —1)(2+14)
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Tomando limite cuando 23 — 0 resulta

(w+2)(1—i) _ =
w(l + 1) 2+i

Despejando:
442

T w=———
[ Y

| Actividad 2.5.8. |

Utilizando una razén doble halle una TLF que envie A = {z € C: |z — 3i| < 2} en
B ={w e C:|w-1| > 1}. Compare con la actividad 2.5.5. ]

2.6. Transformacién potencia

Definicion 2.6.1. Sin € N la transformacion potencia n-ésima es T : w = 2™.

El origen es claramente un punto fijo. Veamos la imagen por T' de un punto z # 0. Como en
general la transformacion potencia no es uno a uno, para hallar iméagenes por T de conjuntos
no podemos trabajar con la transformacién inversa. Pero atn si resultara inversible restrin-
gida al conjunto que se quiere transformar, la expresién para la transformacién inversa no es
sencilla porque presupone elegir una rama particular de la raiz n-ésima.

Dado que es més sencillo calcular potencias de un complejo en notacion exponencial, escriba-
mos z = re? y w = pe’®. Entonces: pe'® = w = 2" = (re??)" = r"e™ Comparando médulos
y argumentos de z y w deducimos que:

p=r"
¢ = nf + 2kw paracierto entero k

que representan las coordenadas polares del punto imagen.

Ejemplo 2.6.2. I

Hallemos la imagen del conjunto A por T : w = 22

:7‘2

E : — il — ip
seribamos z = re™ y w = pe'® de modo que { ¢ = 20 + 2k7 paracierto entero k

a) A={(z,y):0<y<a}={re? :r>0,0<60<n/4}. Entonces 0 < 20 < /2 de modo
que podemos considerar 0 < ¢ < 7/2. Como ademds p = r2 con r > 0, entonces p > 0.
Por lo tanto la imagen de A es el primer cuadrante T'(A) = {pei‘i’ p2>0,0<¢< %}

T:w=2z>

<

N
by
2

IS
N
ES

N
Y
Y
b
=
\
=
o
A
<
A
I
~

- w
Y
Y
N
- w
kL b )

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 80



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

b) A= {(x,y) 0<y<azaz®+y?> 4} = {rew r>2,0<0< 7T/4}. En este caso debe-
mos tener en cuenta que p = 72 con r > 2 de manera que p > 4. Luego, la imagen es
T(A)={pe:p>4,0< ¢ <5}

c) A el tridngulo de vértices z; = 0,29 = 2,23 = 2 + 2i. Dos de los tres segmentos que
conforman la frontera del tridngulo A tienen un extremo en el origen. Las imédgenes de
esos dos segmentos pueden hallarse facilmente a partir de la notacién exponencial dado
que en cada uno de ellos 6 es constante, variando tnicamente 7. En cambio, sobre el lado
que no contiene al origen varian tanto # como 7, por lo que el cédlculo de la imagen no es
tan sencillo. Tratdndose de una potencia baja (n = 2), una forma alternativa es tabajar
en forma binémica z = z + iy y w = u + iv, es decir u + v = w = 22 = (v +iy)? =
(22 — y?) + i2xy. Comparando partes real e imaginaria:

v =22y

Hallemos las imagenes de los tres lados del tridngulo.

La imagen del lado { Z E [(?7 2] esté caracterizada por:
_ .2
{ u=2%z€l0,2 es decir el segmento horizontal { u €10,4]
vV = 0 v = 0
La imagen del lado { z€0,2]
y=ux
u=20 ) . u=20
{ v =222 c 0,2 es decir el segmento vertical { vel0,8]

. = 2
Para hallar la imagen del lado { ye[0,2]

tro ¢ = y de modo que su imagen es:
u=4—t?
v=4t,t €0,2]
Se trata de un arco de parabola, como puede verse a partir del sistema anterior eli-

minando el pardmetro ¢t. Para ello, despejamos ¢ = v/4 de la segunda ecuacién y lo
reemplazamos en la primera:
{ u—4= —%02

v e [0,8]

lo parametrizamos trivialmente con parame-
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Los extremos de este arco son las imédgenes de los extremos del segmento z; = 2,29 =
2 + 2i, es decir wy = 4, wy = (2 + 2i)? = 8i, que también pueden hallarse reemplazando
en la ecuacion de la parabola v por v = 0 y por v = 8, respectivamente. La imagen del
tridngulo es entonces T'(A) = {(u,v) <4 — 1—161)2,u >0,v> 0}.

8 8
6 61
4 T:w=2 4
2 21 T(A)
‘A
6 4 2 0 2 4 6 54 A 2 6 U
2 2
4 -4
- =
" 7

d) L[] A={z:|z—i| =1}. Cliqueamos en el grafico de la circunferencia A para ver el

de su transformada.

Los comandos de Geogebra que utilizamos: Y

e centro (0,1) A @
ea=b=1

e Z = z(centro) + acos(t) + i (y(centro) 4 bsen(t))
describe cada punto de A 14
o W = Z2 describe T'(A) como niimero complejo

4 0 1T

| Actividad 2.6.3.

En cada caso halle la imagen de A por la transformacion T
a) A={(z,y):—ov<y<z}, T:w=2>
b) A={(z,y):x <0,y >0}, T:w=iz>

c) A:{(x,y):x2+y224,x20,y20},T:w=z4/16

| Actividad 2.6.4. |
Sombree las regiones A = {z: |2+ 2| <2,Re(z) > -2} y B = {w: |[w+ 2| > 2} en graficos
separados y proponga una transformacién que envie A sobre B.

| Actividad 2.6.5. |
1 Descargue el archivo .ggb del ejemplo 2.6.2d y modifique los parametros centro, a y

b para investigar el efecto de T : w = 22 sobre otras circunferencias o elipses. []
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2.7. Curvas parametrizadas

Una curva C del plano se puede representar paramétricamente mediante un par de ecuaciones

de la forma: n
= X(t
C.{ Y=Y (1) t € [a,b]

donde X (t) e Y (t) son funciones continuas en [a, b] a valores reales.

Vectorialmente:

- -

C:7=7(t),t € [a,b] donde F(t) = X (t)i + Y (t)]

En notaciéon compleja:
C:z=2Z(),t € [a,b] donde Z(t) = X(t) +iY(t)

La parametrizacién Z(t) captura la forma de C, presentdndola como el conjunto imagen del
intervalo paramétrico, y ademas, permite establecer un sentido de recorrido u orientacion:
llamaremos orientacién inducida por la parametrizacion a la que recorre C' de acuerdo
a valores crecientes del pardmetro. Indicaremos —C' a la misma curva pero con la orientacién
opuesta. Los puntos Z(a) y Z(b) son los extremos de C. De acuerdo a la orientacién indu-
cida por Z(t),t € [a,b], el punto Z(a) es el extremo inicial y Z(b) el extremo final. Cuando
Z(a) # Z(b) hablamos de un arco de curva que conecta Z(a) y Z(b). Cuando Z(a) = Z(b) se
dice que C es una curva cerrada.

Un arco se dice simple si no se corta a si mismo, es decir si admite una parametrizacion inyec-
tiva. En tal caso, convenimos que Z(t), excepto aclaracién explicita, tendrd esta caracteristica.

Un enunciado intuitivamente aceptable establece que toda curva cerrada y simple separa al
plano en dos conjuntos abiertos disjuntos cuya frontera comtn es C, uno de ellos es acotado
y se denomina el interior de C y el otro no acotado es el exterior de C. De las dos posibles
orientaciones de C', la antihoraria es la que recorre la curva dejando la regién interior a
la izquierda. Convenimos que para curvas cerradas y simples la orientacion serd antihoraria,
salvo mencion expresa en contrario.

Una curva C se dice suave si admite una parametrizacién Z(t) tal que Z'(t) es continua
en [a,b] y no se anula para ningin t € (a,b) (intuitivamente, carece de puntos angulosos).
Convenimos que la representacion paramétrica que utilizaremos, salvo mencién en contrario,
cumplird estas condiciones. En tal caso el vector tangente Z'(t) se asocia a la orientacién por
valores crecientes del parametro, es decir, la inducida por la parametrizacion.

Una curva C' se dice suave a trozos si es la unién de una secuencia finita de curvas suaves
C1,---,Cn orientadas de manera que el extremo final de C}, coincide con el inicial de Cy41,
para todo 1 <k < N — 1. En ese caso el extremo inicial de C es el inicial de C' y el extremo
final de C es el final de Cy.

Un cambio de pardmetros de clase C! es una funcién biyectiva
h: [aaﬁ] - [(I, b]7t = h(T)

tal que h'(7) es continua en [a, 5] y no nula en (o, ). Esto implica que el signo de h’ es
constante en dicho intervalo de modo que A es estrictamente monotona en él. Ademas, queda
definida h~! la cual también es un cambio de pardmetros de clase C'.
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Una tal funcién permite reparametrizar C' preservando suavidad. En efecto, componiendo la
funcién ¢ = h(7) con la parametrizacién suave z = Z(t),t € [a, b], obtenemos otra parametri-
zacion de C en la que el nuevo parametro es 7. Es decir

C:2=27(7),7 € [, 8] donde Z*(7) = Z(h(7)

)

Por ejemplo para Z;(t) = cost + i sent,t € [0,27], y Za(t) = cos(2t) + i sen(2t),t € [0, ],
el cambio de pardmetros h : [0,7] — [0,27] dado por t = h(r) = 27 permite pasar de
una parametrizacién a la otra (conservando ademds la orientacién). En este sentido ambas
parametrizaciones se consideran “equivalentes”.
Cuando h es creciente el nuevo intervalo pardmetrico tiene extremo izquierdo a = h='(a) y
extremo derecho 3 = h~!(b). En cambio, si h es decreciente resulta o = h=1(b) y B = h™1(a).
Aplicando la regla de la cadena se comprueba que si la parametrizacion C : z = Z(t),t € [a, b],
es suave, lo mismo ocurre con C': z = Z*(7), 7 € [a, B]. De hecho, la relacién entre los vectores
tangentes obtenidos con ambas parametrizaciones es:

dz* dZ dt , ,

o = a e = £ (r)h(r)
En cuanto a la orientacién inducida por estas dos parametrizaciones, lo anterior muestra que
si /(1) > 0 (es decir h crece estrictamente) entonces las dos parametrizaciones inducen sobre
C' la misma orientacién puesto que los vectores tangentes resultan paralelos (el nimero real
h'(7) puede contribuir a modificar su longitud pero no su direccién dado que es real y positivo)
y diremos que son equivalentes. En cambio, si /(1) < 0 (es decir h decrece estrictamente)
entonces las orientaciones inducidas por ambas parametrizaciones resultan opuestas (el signo
negativo de h/(7) da cuenta de ello).
Luego, si se dispone de una parametrizacién de C' y se quiere parametrizar —C, bastara con
proponer un cambio de parametros estrictamente decreciente. En este sentido se suele con-
siderar h : [-b,—a] — [a,b], h(7) = —7. También es frecuente, luego de efectuar un cambio
de pardmetros, renombrar al nuevo pardmetro con la misma letra que el parametro original.
Es por ello que cuando se reparametriza mediante h(7) = —7 se suele decir “cambiamos el
pardmetro ¢t por —t” en lugar de decir “cambiamos el pardmetro ¢t por —7”.

Repasemos algunas parametrizaciones sencillas.

Segmentos de recta

Una forma sencilla de parametrizar un segmento de recta dirigido, es decir orientado distin-
guiendo un extremo inicial z1 y un extremo final zo # z1, se obtiene a partir de la representa-
cién vectorial de los complejos. Un punto genérico z perteneciente a la recta que pasa por z;
y z2 puede obtenerse sumando al vector z; un multiplo escalar ¢t € R del vector zo — 21 (cuya
direccién es la del segmento en cuestién). Es decir: Z(t) = 21 + t(z2 — 21). Si se restringe el
parametro al intervalo [0, 1] se genera el segmento deseado.

Entonces,
Yy 29
C:z=2z +t(za—2) donde t € [0, 1] t(z — Z/l),o / A
21
es una representacion paramétrica 7 — 2
del segmento dirigido desde 21 a 23. .

Si se quiere orientar en sentido opuesto, basta intercambiar los roles de z1 y zo.
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‘ Ejemplo 2.7.1. I

Parametricemos el segmento de recta entre los puntos (—2,1) y (1, 3).

a) Dirigido desde (—2,1) hasta (1,3): 21 = =241, 22 =1+ 3i.
Entonces 220 — 21 =3+2i y C:z=(—-2+1i)+t(3+2i), t €[0,1]. Es decir,

Ciz=(3t—2)+i(2t+1), t€0,1]

b) Dirigido desde (1, 3) hasta (—2,1): 21 =14 3i, 20 = —2+1.
Entonces 20 — 21 = —3—21 y C:z= (14 3i)+t(—3—2i), t €[0,1]. Es decir,
)

C:z=(1-3t)+i(3—-2t), te]0,1]

[]

Parametrizaciones triviales

Cuando un arco C' es parte de la gréfica de una funcién y = g(x) diferenciable con continuidad
en un intervalo real I, una manera de parametrizar C' es tomando como parametro la abscisa,
es decir t = z. La parametrizacién C : z = t+ig(t), t € I, se dice trivial. La orientacién indu-
cida es en el sentido creciente de las abscisas. En forma andloga, cuando C' es gréfica de una
funcién x = g(y) en un intervalo I, se definen las parametrizaciones triviales con pardmetro
la ordenada, es decir t = y, en cuyo caso la orientacién que inducen es por ordenadas crecientes.

Ejemplo 2.7.2. I

Parametricemos el arco de la parabola de ecuacién y = —z? desde A(2, —4) hasta B(1,—1).

Observemos que dicho arco es parte de la grafica de la funcién diferenciable g(x) = —z2. Si lo
recorremos desde A hasta B, las abscisas decrecen y entonces la parametrizacién trivial con
t = x no inducira la orientacién requerida. Sin embargo podemos comenzar parametrizando
trivialmente el arco opuesto —C' : 2z = t — it t € [1,2], e invertir luego la orientacién
cambiando ¢ por —t y ajustando el intervalo paramétrico, es decir, C' : z = (—t) —i(—t)2, t €
[—2, —1]. Obtenemos

C:z=—t—it’tc[-2,—1]

Podemos chequear la orientacién calculando X'(t) = —1 < 0, asi que efectivamente esta
parametrizacién orienta C' segtiin abscisas decrecientes. []
Parametrizaciéon de arcos de circunferencias

Para R > 0 la circunferencia C : 22 + 3?2 = R? se puede parametrizar teniendo en cuenta la
identidad trigonométrica fundamental sen?t + cos?t = 1, que sugiere dos alternativas:

x = Rcost r = Rsent
C'{y:Rsent C'{y:Rcost

La primera induce orientaciéon antihoraria y la segunda horaria. La notacién exponencial
resulta particularmente concisa, tomando como pardmetro t = 6 € arg(z)

C:z=Re", te|0,2n]

La orientacién inducida es en el sentido de argumentos crecientes, es decir antihorario, figura
2.24. Una parametrizacién que induce la orientacién opuesta es z = Re™ ", t € [0, 27], obtenida
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de la anterior cambiando t por —t, ajustando el intervalo paramétrico al [—2m,0] y luego
cambidndolo por [0, 27] en base a la periodicidad de la funcién exponencial compleja.
Si la circunferencia estd centrada en un punto zg, figura 2.25, una parametrizacién posible es

C:z=z+Re" te]0,2n]

Intervalos de menor longitud adecuadamente elegidos permitirdan seleccionar arcos especificos.

Figura 2.24: circunf. centrada en z =0 Figura 2.25: circunf. centrada en z = zg

‘ Ejemplo 2.7.3. 1

Parametricemos las siguientes curvas.

a)

C': |z — i| = 2 con orientacién antihoraria:
C:z=1i+2e"tec|0,2n]

Ella resume lo que en términos de las partes real e imaginaria se escribiria como

T =2cost
C’.{ y =1+ 2sent con t € [0, 27]

Arco de |z —i| = 2 desde z; = 2+ ¢ hasta zo = 3i con orientacién antihoraria: se utiliza
la parametrizacién del inciso anterior pero restringiendo el intervalo paramétrico,

C:z=i+2e"t¢c [O,g}

Arco de |z —i| = 2 desde z1 = 3i hasta z3 = 2 + i con orientacién horaria: en la
parametrizacién del inciso anterior basta cambiar ¢ por —¢, dando lugar a

C:z=i+2 " te [—g,O}

Arco de |z — i] = 2 en el primer cuadrante con orientacién antihoraria: es decir, desde
la interseccién z; = v/3 con el eje de abscisas hasta la interseccién zo = 3¢ con el eje
de ordenadas. Si empleamos la parametrizacién z(t) = i + 2¢%, el valor del pardmetro
t = 61 que corresponde a este punto verifica tanf; = —1/1/3 y dado que pertenece al
cuarto cuadrante, se tiene 6 = arctg(—1/v/3) = —71/6. Ademds como ya vimos para el
punto zo = 3i se tiene t = 0y = w/2.
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Una posible parametrizaciéon es

C:z=i+2"te[-F, 7]

| Actividad 2.7.4.

Dados z1 = 2 — 2i, 20 = —4i, parametrizar las siguientes curvas:
a) segmento dirigido desde z; hasta zs.

b) arco de la circunferencia |z + 2i| = 2 en sentido antihorario con extremo inicial z; y
extremo final zs.

c¢) arco de la circunferencia |z + 2i| = 2 en sentido horario con extremo inicial z; y extremo
final zs. ]
2.8. Rotacion de tangentes

Recordemos que las transformaciones lineales T : w = Az 4+ B donde A # 0, envian rectas
por zg en rectas por el punto imagen wy = T'(zp). Podemos descomponer 7' del modo siguiente:

w=Az+ B =A((z — 20) + 20) + B=A(z — 20) + (Az0 + B) = A(z — 20) + wp

Y (4
TNw=Az+0
—_—
il -
P (i
Tz
y o i = Jl!:.’,{-‘-l‘]_i
Tz .
H ’_'
_-= h\¥o
Ay e f]ll"l
2y =0 ¥ L=y =10 ut
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Esdecir T =T350T50T) donde T : 2* = 2z — 29, To : w* = Az* y T3 : w = w* 4+ wg, como se
muestra en la figura anterior. 71 y T3 son traslaciones y T es un escalamiento de razén |A| y
una rotacién de angulo Arg(A). El escalamiento deja invariantes las rectas por el origen, de
manera que Ty actuard sobre ellas como una simple rotacién.

Toda transformacién f analitica en zg con f/(zp) # 0, se puede aproximar linealmente en un
entorno de zg. Entonces por el efecto de rotacién de las transformaciones lineales sobre rec-
tas y, puesto que cualquier curva suave C por zg se comporta localmente como una pequena
porcién de su recta tangente, cabe esperar el resultado siguiente.

Proposicién 2.8.1. Rotacion de tangentes

Sea f(z) analitica en zy y tal que f'(z0) # 0. Si C : z = z(t),t € I, es una curva suave
por el punto zg = z(tp), con ty € I, entonces su imagen f(C) : w = w(t),t € I, donde
w(t) = f(2(t)), es una curva suave por el punto wy = f(zo) y se verifica:

arg(w'(to)) = arg(2'(to)) + arg(f’(20))

1y v

3]

u

Figura 2.26: Rotacion de tangentes

Demostracién Sea C' : z = z(t),t € I, curva suave por zp = z(ty). Restringiendo eventual-
mente el intervalo I podemos suponer que f es analitica en C'y que f’ no se anula sobre C.
La imagen de esta curva se puede parametrizar como f(C) : w = w(t),t € I donde w(t) =
f(z(t)). Como f'(z) y 2/(t) existen en cada punto de C, la regla de la cadena asegura que
para t € I se verifica:

Como f es analitica en C, también lo es f’, por lo que f’(z(t)) es continua en I. Y siendo
C' suave sabemos que z’(t) es continua en I. Luego w'(t) es continua en I por ser producto
de continuas. Ademads, los factores en el producto anterior no se anulan lo que asegura que
w'(t) # 0,t € I. Por lo tanto f(C) es suave.

Recordando que al multiplicar complejos sus argumentos se suman, se deduce de la igualdad
previa que:

arg(w'(to)) = arg(f'(20)) + arg('(t0))
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La proposicién anterior expresa el hecho que todas las tangentes a curvas suaves por zg giran
un mismo dngulo Arg(f’(zp)), el cual depende de f y del punto zp, pero no de la curva
particular.

Definicion 2.8.2. Se llama dngulo de rotacion de tangentes en zg al dngulo

Yo = Arg(f'(20))

Ejemplo 2.8.3. }

La funcién f(z) = 3i/z es analitica en todo el plano complejo excepto en el origen, en parti-
cular lo es en zy = 3. Ademds

31 i i
f@)=-=5 =-5#0 Arg(f'(3)) = Arg(—7) = —/2
2] ,—3 3 3
Luego las tangentes en zy = 3 giran un dngulo 79 = —m/2 en sentido horario.

Por ejemplo, si C': |z — 1| = 2 con orientacién antihoraria es facil verificar que su imagen es
f(C) : Jw+i| = 2 con orientacién horaria.

La recta tangente en zy = 3 es vertical y orientada hacia arriba, siendo su angulo de inclinacién
ap = m/2. La tangente en wy = f(z0) = i es horizontal y orientada hacia la derecha de modo
que su angulo de inclinacién es By = 0. Se cumple la relacién prevista: Sy = ag + 70 =
/2 + (—m/2) = 0. Ver figura 2.27.

Figura 2.27: ejemplo 2.8.3

| Actividad 2.8.4.

Sea T : w = z%. Represente los segmentos
Ci:z=0,0<y<1 Co:y=xz+1,—-1<zx<0 C3:y=0,-1<z<0
a) Determine el 4ngulo de rotacién de tangentes en zg = i. Transforme C y Co y corrobore.

b) Grafique las imagenes por T' de C y C3 jTiene sentido hablar de un dngulo de giro de
tangentes en z; = 07

c) Compare el angulo entre C; y C2 en zp = ¢ con el dngulo entre T(Cy) y T(C3) en

wo = T'(z0) []
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2.9. Transformaciones conformes

Hemos visto que en variable compleja las transformaciones lineales pueden trasladar, es-
calar y rotar. En consecuencia cuando A # 0 la transformacién T : w = Az + B preserva
angulos entre pares de curvas suaves del plano, tanto en magnitud como en orientacién.

‘ Ejemplo 2.9.1. }

Consideremos la recta L : y = x orientada segin abscisas crecientes y la circunferencia
C : (x — 2)%2 + y? = 4 orientada en sentido horario. En el punto de interseccién zy = 2 + 2i
dichas curvas se cortan en un dngulo 7/4. Dadas 71 : w = iz/2 — iy Ts : w = Z jcudles
preservan dicho angulo en magnitud y orientacién?

Dejamos al lector verificar que T7(L) : v = —1 — u orientada segin abscisas decrecientes,
T1(C) : |w| =1 con orientacién horaria, T5(L) : v = —u orientada segun abscisas crecientes,
T5(C) : |w — 2| = 2 con orientacién antihoraria.

En el caso de T el dngulo desde la tangente a C' en zg hasta la tangente a L (coincidente con L
misma) en zp, se preserva en magnitud y orientacién pues es igual al angulo desde la tangente
a T1(C) hasta la tangente a 77 (L) (coincidente con T1(L)) en wo = T1(zp). Sin embargo esto
no es suficiente para asegurar la conformidad de 77 en zy dado que ello requeriria probar con
todo posible par de curvas por zj.

En el caso de T, se conserva la magnitud pero la orientacién se invierte. Esto alcanza para
asegurar que 15 no es conforme en zg. Ver figura 2.28.

3 g = 7/4

24 = 2=

Ty(L),

2] \Tu(L) Y N .

=34 =34

Figura 2.28: ejemplo 2.9.1
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Definicién 2.9.2. Se dice que T : w = f(2) es una transformacién conforme en el
punto zg st preserva, tanto en magnitud como en orientacion, el dngulo entre pares de
curvas suaves por dicho punto. La transformacion es conforme en un dominio D del
plano si lo es en cada punto de D .

Para precisar la condicion de conformidad en un punto, consideremos dos curvas suaves C7, Co
por zp y sean f(C1), f(C2) sus imégenes , las cuales pasan por wy = f(zp). Sea 6y el dngulo
orientado cuyo lado inicial es la tangente a C1 en 2y y cuyo lado final es la tangente a Cs en
20. Sea g el angulo orientado cuyo lado inicial es la tangente a f(C1) en wg y cuyo lado final
es la tangente a f(C2) en wy. La conformidad establece que ¢ = y. Ver figura 2.29

Figura 2.29: Transformacién conforme en z

Es claro que la composicién de dos transformaciones conformes es conforme. Se deduce que
las transformaciones lineales no constantes también lo son en todo punto del plano complejo,
pues se obtienen por composicion de elementales que son conformes.

Para una transformacion cualquiera no es posible mostrar la conservacion del dngulo para to-
do par de curvas suaves por un punto dado. Necesitaremos algin criterio que permita decidir
de un modo sencillo si T': w = f(z) es conforme en un punto zg. Si f es analitica en =z,
T se aproxima localmente por una transformacion lineal L : w = f(20) + f'(20)(z — 20) que
gobierna el comportamiento de las tangentes a las curvas suaves por zg. Esta linealizacién es
conforme cuando f’(z9) # 0. Luego, no deberfa sorprendernos el siguiente resultado.

Teorema 2.9.3. Sea f(z) analitica en el punto zy. Son equivalentes:

i) La transformacion T : w = f(z) es conforme en zy

i) f'(z0) # 0

Demostracion

i1) = 1) Supongamos que f'(z9) # 0. Consideremos dos curvas suaves C7,C5 por el punto
zp. Por la propiedad de rotacién de tangentes, las rectas tangentes a las curvas iméagenes
f(C1), f(C2) giran el mismo dngulo Arg(f/(z9)), por lo que el dngulo entre ellas se conserva.
Por lo tanto T' es conforme en z.

i) = 41) La demostracion excede el alcance del curso. ]
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| Actividad 2.9.4. |

Halle el dominio de conformidad de T : w = f(2)

1 1
— .3 - =
a) f(z) = 2" +3z2 b) f(2) = 2344 ©) f(2) 2sen(z) + sen(2z)
| Actividad 2.9.5. |
SeanT:@,Clzy:x2+$,C’22y:;p2

a) Compruebe que T es conforme en el origen.
b) Halle la ecuacién de la recta tangente a 7' (C}) en wo = T'(0)

c) ;Cudl es el d4ngulo entre las rectas tangentes a las imagenes por 7' de C7 y Cs en el
punto wy = T(0)?

| Actividad 2.9.6.

Aplicacién a la aerodindmica. La transformacién de Joukovsky (Zhukovsky) tiene la ex-
2

presién T'(z) = z+ —, b€ R, y convierte a una circunferencia de radio a > |b| en una forma
z

de perfil aerodindmico. Para profundizar en el tema puede consultar [15].

Considere b = 1, de donde

1
w=T(z) =2+ —
z

a) Halle los puntos donde T" es conforme.

T
21 2

Cliquee en el gréfico de A.
Realice alguna observacion
relacionada con el inciso anterior.

by L1 SeaA:{zeC:

1 X
Proponga una circunferencia B
tal que el punto w = 2 pertenezca a T'(B)
y sea un borde de fuga afilado del perfil.
1 1
c) Ll Seac=1{zecC: 2—2—1'2‘ :R}, considere R =+/2,by R=2.
En cudl de los dos casos C' no genera un borde de fuga afilado? Justifique.
Utilice Geogebra para graficar. []

2.10. Problema de Dirichlet en el plano - Segunda parte

En el capitulo 1 consideramos problemas de Dirichlet sobre franjas y regiones angula-
res o anulares centradas en el origen, a continuacién enunciaremos un teorema que permite
formularlos en otras regiones.

Teorema 2.10.1. Sea una funcion analitica w = f(z) = u(z,y) +iv(z,y) que transforma
un dominio D, del plano z en un dominio D, del plano w. Si h(u,v) es una funcion
armonica sobre D,,, entonces la funcion H(x,y) = h[u(z,y),v(z,y)] es armdnica en D,.
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‘Ejemplo 2.10.2. }

Halle una funcién H (z,y) armonica en el interior de la regién D, cuyos valores sobre la frontera
sean los indicados en cada caso.

a) D={z€C:|z—i>1,Im(z) >0}, H=—1sobrey=0, H=1sobre |z —i| =1

La frontera de D consta de la circuferencia C': |z —i| = 1 y larecta L : y = 0 que pasan
por el origen. Esto sugiere considerar la transformaciéon 7' : w = 2/z ya que envia el
origen en el punto del infinito asegurandonos que la imagen tendrd como frontera dos
rectas (paralelas pues C'y L se cortan en un tnico punto). Dejamos al lector la tarea
de verificar que

TC):v=-1 T(L):v=0 T(D): -1<v<0

=1

Figura 2.30: ejemplo 2.10.2a)

Debemos hallar una funcién h(u,v) armonica en el interior de T'(D) sujeto a las con-
diciones de contorno h(u,—1) = 1y h(u,0) = —1. En este caso en el plano w es
h(u,v) = Av + B, donde A, B son constantes reales a determinar:

-A+B = 1

0A+B = -1
cuya solucién es (A, B) = (=2, —1), luego h(u,v) = —2v —1
2x —2y

Para hallar H 1 t T:w=2/z= '
ara hallar H(z,y) solo resta componer w /z 21 + i3 Y

con h, es
decir

H(z,y) = h(u(z,y),v(z,y)) = —2v0 — 1= -2 (x?_—i—%y?> —1= 473; _

D={ze€C:|z| >1,Im(z) <0}, H= —1 sobre la porcién de D con |z| =1, H =0
sobre la porcién de 0D con y =0

La figura 2.31 muestra la regién D con las condiciones de borde y sucesivas transforma-
ciones para llevarla en una de tipo elemental:
La funcién arménica en el plano @ es h(7, 0) = A0+ B, donde A, B se hallan resolviendo:
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Yy v
T 1
/ \\\ -
/
H=0 1 \ H=0 ~ h=0
~ -1
H=-1 =1
D -2 -2 D
§ !
*
14 h=-1 1}7:71
h=0 h' =0 . .
2 -1 0 2 U T -2 -1 0 1 20

Figura 2.31: ejemplo 2.10.2b)

—(m/2) A+B = -1

0A+ B = 0

La solucién de este sistema es (4, B) = (2/7,0), luego h(@, 7)) = (2/7)0 = (2/7)arctg(v/a).
2

Componiendo las transformaciones T : w = T w=w—-1y T:0=—w

z4+1’
obtenemos:
- " 2
w=-w'=—-(w-1)=1-w=1-
z+1
Es decir:
— 2(z +1) 2yt -1 2y
u fry — = s ’U = -—
(x+1)2+y2 (z+1)2+19y2 (x4 1)2 + 32
Por lo tanto: ) )
)
H(x,y) = ; arctg <{L‘2—f—y2—1>

c) D={2€C:|z—5/>3 A |z+5| >3}, H= —1sobre |z+ 5| =3, H = 0 sobre
|z — 5] =3

La figura 2.32 muestra la regién D con las condiciones de borde y sucesivas transforma-
ciones para llevarla en una de tipo anular:

La funcién arménica en el plano @ es h(7,0) = Aln(7) + B, donde A, B se hallan
resolviendo:

Aln(1/24)+B = -1
Aln(3/8)+B = 0
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a
(D) &
Figura 2.32: ejemplo 2.10.2¢)
) 1 In(3/8)
lucié AB)=|—,— .
cuya solucién es (A4, B) (ln9’ 9
o1 m@B/8) 1 >\ In(3/8)
Luegoh(u,v)—mln(r)— g _mln( 0 —i—v)— g
1 ~ 1
Componiendo las transformaciones 7T :w = 1 7 T:w=w+ 3 obtenemos:
Z —
- n 1 1 N 1
wW=w+ - = -
8§ 2z—4 8
Es decir:
N r—4 n 1 —y
u = — v =
R R R Oy ET:

Por lo tanto:
1 x—4 1\? —y 2 In(3/8)
H - _r=s - 7y _
() m9 \/((m—4)2—|—y2+8> +<(z—4)2+y2> In9

| Actividad 2.10.3. |

Halle una funcién armonica H en el interior de la regién D que satisfaga las condiciones de
borde especificadas. Justifique la armonicidad.

a) D:{(:L‘,y)6R2:m—2§y§x},H:—1sobrey:x—2,H:5sobrey::L‘.

b) D={2€C:|z—1]>1,]z—2| <2}, H=4sobre |z— 1| =1, H = 0 sobre |z — 2| = 2.
Ayuda: considere la transformaciéon T': w =4/z
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¢) D={(z,y) eR*:y>z+1,2>0}, Hz,z+1) =0si 0 < z < oo, H(0,y) = 4 para
todo y > 1.

d) D={z¢€C:|z| > 1}, H =2 sobre la porcién de 9D con z < 0, H = 1 sobre la porcién
de 0D con x > 0. Ayuda: considere la transformacién T': w = 2/(z + 1)

Actividades complementarias

4

1) Dados A= {(z,y) ER® 1w +y=2,0<w <2}y T(x) = —

a) Sin hallar la imagen T'(A) determine si estd acotada.
b) Corrobore su respuesta al inciso a) hallando T'(A).

2) Grafique la regiéon R = {z: 2| <2 A |z —242i] <2}

1

=5, envie R

a) Inspeccionando la gréfica proponga un punto zp de modo que T : w =
en una regién angular. ;Cudl es el vértice de dicho dngulo?

b) La imagen T'(R) por la transformacién propuesta en a) es un dngulo cuya magnitud
puede determinarse sin hacer las cuentas, argumentando en base a conformidad. ; Cuél
es dicha magnitud?

c¢) Confirme hallando analiticamente T'(R) siendo T la del inciso a).

3) Grafique A={z:|z| =1} y B ={w: Re(w) =0}

a) ;Cudntos puntos fijos puede tener una TLF que envie A en B?
b) Halle una TLF que envie A en By deje dos puntos fijos.

4) Halle la imagen de A por la transformacién dada.

a) A={(z,y) eR?: 22 + 3> < 4,2 > 1}, T(z) = 2
16
b)A:{(x,y)€R2:$2+y22\@,0§y§$},T(2):2*84‘2—1'

5) Halle una funcién H(x,y) armoénica en el interior de la regién D que satisfaga las con-
diciones de contorno especificadas. Justifique la armonicidad.

a) D={(z,y) eR?:2>-2,y<1}, H(-2,y) = -1, H(z,1) = 1.

b) D = {(x,y) cRZ:y> 0}, H(x,0) = 2 sobre la porcién de 9D con z > 0, H(x,0) = 6
sobre la porcién de 9D con x < 0.

c) D ={2€C:|z2—2i|>2,|z+2i]| >2}, H = 4 sobre |z — 2i] = 2, H = 2 sobre
|z 4+ 2i| = 2. Ayuda: considere la transformacion T': w =4/z

d) D = {(:r:,y) eER?:z+y>—-1,2< 0}, H(x,—x —1) = 0, H(0,y) = 2 para todo
y > —1.

e) D={ze€C:|z—5i|>4 A |z+5i]| >4}, H = 0 sobre |z — 5i| =4 , H = 1 sobre
|z + 5i| = 4. Ayuda: considere la transformacion T': w = 1/(z + 3i)

f) D = {(az,y) ER?: 22+ <1z 4y> 1}, H =1 sobre la porcién de 0D con z+y =
1, H = 3 sobre la porcién de D con x? + y? = 1. Ayuda: considere la transformacién

T: w=2/(z-1) ]
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2.11. Actividades resueltas

Actividad 2.1.5

T3:T20T1

—Tz 1 Tz
T3(2) = Ty (T1(2)) = T (e /2) = —=e /2

Dpey (T3) = {z € Dpeg (T1) : Ti(2) € Dpey (T2)} = {2 € C: e™/2 40} =C
T5(i) = e™/? = . Luego, z = i es punto fijo de Tj.

T4 = T1 (¢] T2

Ty(z) =Ty (Ta(2)) = T1 (1/2) = e 2=

DDef (T4) = {Z E DDef (Tg) : TQ(Z) € DDef (Tl)} = {Z 75 0: 1/2 S (C} =C- {0}
Ty(i) = eTn =e32 =i. Luego, z = i es punto fijo de Tj}.

Actividad 2.2.3

a) Transformacién lineal T : w = Az + B con A, B constantes complejas a determinar de
modo tal que T'(z;) = wy para k =1y k = 2. Se obtiene un sistema lineal de dos ecuaciones
en las incognitas A, B:

A21+B:w1 _ Air+B=1 _ tA+B=1
Azo + B = wq A(-)+B=2—1 | —A+B=2—1
De la primera ecuacién: B =1 — i A.
Reemplazando en la segunda ecuacion:
1—i (1 —1i)?

A+ (1—id)=2—ie —(1I4DA=1-ie A= —— o _ —i
+ (1 —iA) i —(1+1) i 155 TETE) i

Luego, B=1—-iA=1—-i>=2
La transformacion buscada es tUnica y estd dada por T : w =iz + 2

b) Transformacion lineal T': w = Az + B con A, B constantes complejas a determinar de
modo tal que T'(z1) = w1 y T'(22) = z9. Procedemos como en el inciso anterior:

Azy+ B =2z A(-1)+B=-1 -A+B=-1

De la primera ecuacién: B =1 — i A.
Reemplazando en la segunda ecuacion:
2 2(1 — )

A4+ (1—id)=—1o —(1+)A= -2 A= _ 1
+(1—id) & —(1+9) D I S i Y '

Luego, B=1—iA=1—i(1l—1i)=—1i

La transformacién buscada es tnica y estd dada por T : w = (1 — 1)z — i

c) Sea L la recta por z1 y z9 parametrizadapor T : z = 21 + t(z0 — z1),t E R. T : w =iz+2la
(S

z(t)
transformacion lineal del primer inciso. Parametricemos su imagen T'(L) : w = T'(z(t)),t € R.
Se tiene:

w="T(2(t)) =iz2(t) + 2 =1i(21 + t(20 — 21)) + 2 =121 + t(izg —iz1) + 2 =
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= (izl + 2) + t((iZQ + 2) — (iZl + 2)) = w1 + t(’wg — wl)

OseaT(L):w=w;+t(wy —wi),t € R. Se trata de la recta por los puntos imagen w; y wo.

Para parametrizar el segmento Lis que une z; con 29 debemos restringir el intervalo
paramétrico al intervalo [0,1]. La imagen de este segmento por T tiene la misma expresion
paramétrica que en el caso de la recta L pero restringiendo ¢ € [0,1]. Asi:

T(ng) Tw=wi + t(w2 — wl).t € [0, 1]

representa el segmento que une w; con ws.
Esto se generaliza inmediatamente para T : w = Az + B lineal. Se tiene:

w="T(z(t) = Az(t) + B= A(z1 + t(z2 — 21)) + B=(Az1 + B) + t(Az1 — Azy) =

= (Az1 + B) +t((Az1 + B) — (Az2 + B)) = wy + t(wgy — wy)
Actividad 2.2.5

A={z:|z—1i] > 1} es el exterior del disco abierto unitario centrado en z =1

B ={w:|w—(2—14)| > 1} es el exterior del disco abierto unitario centrado en w =2 —i
Ay B son trasladados uno del otro. Para hallar el vector de traslacién, tengamos en cuenta
que ella afecta a todo el plano complejo. En particular desplazara el centro z = i, llevandolo
al centro w = 2 — 4. Entonces:

T:w=2z4+2—2.

Comprobemos analiticamente que T(A) = B. Para ello consideramos la transformacion in-
versa.

T ':iz=w—-2+2i

Se tiene:

zeAez—il>le|(w—2+2)—i>1le|lw—2+i>1<weB

Actividad 2.2.7

A es el disco cerrado de radio 2 centrado en z = 4i

B es el disco cerrado de radio 1 centrado en w = 0

T} : w = z/2 es un escalamiento de razén 1/2

Th : w = z — 44 es una traslacion vertical 4 unidades hacia abajo.

a) Corresponde primero trasladar el centro de A al origen aplicando T5. Luego componer con
el escalamiento 77 para ajustar el radio final.

T=T 0Ty :w=(z—4i)/2 es decir la trasnformacién lineal T : w =
Analiticamente:

Tz =2w+4i

Se tiene:

1

52 — 1.

zeAe|z—4il <2 |Qu+4di)—4dil<le2u|<2& |lw<lesweB

b) T:Tgolew:%z—éli

Corresponde primero aplicar un escalamiento al 50 % del tamafo original. Esto llevara el
centro 4i¢ al 27 y reducira el radio de 2 a 1. A continuacién se traslada verticalmente cuatro
unidades hacia abajo, aplicando T5. Esto llevara el centro 2i al centro —2¢ pero no modificara
el radio. Por lo tanto T serd el disco centrado en —2i de radio 1:
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T(A)=B={w w + 2 <1}
Analiticamente: T—!: 2 = 2w + 8i

ze€AS |z —4i| <2 |2w+8i)—4i|l <2 2w+ 4di| <2< |w+2i| <1l weB

Actividad 2.2.8

A={z:]iz+ 1| <1} ={z:]z —i| <1} es el disco cerrado de radio 1 centrado en i.
B={w:|lw+1—-i] <3} ={w:|w—(—14+1)|] <3} es el disco cerrado de radio 3 centrado
en —1 4 1.

Trasladamos el centro de A al origen mediante 17 : wy = z — 1.

A continuacion ajustamos el tamafio por el factor de escala 3 mediante T : wy = 3w;. El
centro permanece en el origen.

Finalmente se lo traslada al punto —1 + ¢ mediante T5 : w = wo — 1 + 4.

Luego, T =T30Th 0T :w=3(z—1)—1+i=32—1—-2i

Observen que el resultado muestra que se podia lograr el mismo objetivo componiendo una
traslacién con un escalamiento (jcudles?).

Dejamos la comprobacion analitica de la transformacién propuesta a cargo del lector.

Actividad 2.2.9

T3 : w = iz es una transformacién lineal. Lleva rectas en rectas. Representa una rotacién alre-
dedor del origen en sentido antihorario por un angulo de 90°. En ambas figuras parece haber
un tal angulo involucrado. La respuesta correcta es la del gréfico de la derecha. En efecto,
basta hallar las imagenes de dos puntos de la recta L : y = x + 1, por ejemplo z; = -1y
zo = i. Se tiene wy = —i y we = —1. La recta de color rojo en el grafico de la derecha es la que
pasa por estos dos puntos. También le sugerimos probar con un transportador, pinchandolo
en el origen y abriéndolo hasta que el extremo libre caiga sobre un punto de L. Luego, gire
en sentido antihorario un angulo de 90° y vea en cudl recta cae.

Resolucién analitica:

T?)_I:z:—iw
r4iy=z=—iw=—i(u+iv) =v—iu
UL B

s

zeley=rs+le —u=v+leov=—u—-1&weT3(L)

Actividad 2.2.11

T:w=1iz+1—1

Consideremos las siguientes transformaciones lineales elementales:
T :w=1z

To:w=z4+1—1

Entonces T' =T o T}

Vérticesde A: 20 =0, 21 =1, 20 =141

Vértices de B: wg =0, wy =1, wa =1—1

Para ver que T lleva el tridngulo A en el tridngulo B:

T1(A) es un tridngulo pues T) es una rotacién alrededor del origen. Para ver cudl es este
tridngulo basta hallar las imagenes de los vértices:

Ti(z0) =ws=0,T1(z21) =w] =14, T1(22) =ws =i(l+i) =—-1+1
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T5(T1(A)) es un tridngulo pues T7(A) lo es y T5 es una traslacién. Para determinar ese nuevo
tridngulo, basta hallar las imagenes de los vértices:

Th(wy) =1—1i=we, To(w]) =1=wy, To(w) =0=wp

Luego, T>(T1(A)) = B. Es decir, T(A) = B

La transformacién T : w = Z no es lineal dado que no es analitica (y las lineales siempre
son analiticas por ser polinémicas). No obstante ello, la imagen T*(A) = B pues T™ actia
geométricamente como una reflexién en el eje real.

Actividad 2.2.13

A y B son rectangulos. Por lo mencionado inmediatamente encima del enunciado de esta
actividad, existirfa una transformacion lineal T" tal que T(A) = B si y solo si A y B fueran
semejantes (en el sentido de la geometria). Pero esto implica que 7' conserva relaciones de
proporcionalidad. Esto no se cumple en este ejemplo puesto que la relacion entre las longitu-
des de los lados mayor y menor de los rectdngulos son 4/2 =2 en Ay 3/1 =1 en B, es decir
distintas. Por ende, no existe ninguna tranformacién lineal que envie A sobre B.

Actividad 2.4.7
En relacién al ejemplo 2.4.4 y razonando en el plano complejo extendido:

a) La frontera de A es una circunferencia que no pasa por el origen, es decir z = 0 ¢ A.
Luego, w = oo € T(A). Por lo tanto esta imagen no puede ser una recta por lo que es
una circunferencia.Como ademas A no estd acotado, entonces z = oo € A por lo que
w =0 € T(A). Luego, la imagen T'(A) es una circunferencia que pasa por el origen. Estas
observaciones son consistentes con los resultados encontrados en el ejemplo 2.4.4.a).

b) A es una circunferencia que no pasa por el origen, es decir z = 0 ¢ A. Luego, w =
oo & T(A). Por lo tanto la imagen T'(A) no puede ser una recta y entonces es una
circunferencia. Como ademds A es acotado, entonces z = oo € A, por lo cual w =0 &
T(A). Luego, T'(A) es una circunferencia que no pasa por el origen. Estos resultados son
cualitativamente consistentes con los del ejemplo 2.4.4.b).

c) A es una circunferencia que pasa por el origen, de modo que z = 0 € A. Luego, w =
oo € T(A). Luego, T(A) no puede ser una circunferencia, debe ser una recta. Ademds
como A estd acotado entonces z = oo ¢ A. Por lo tanto w = 0 ¢ T'(A). Es decir T'(A)
es una recta que no pasa por el origen. Esto es consistente con lo visto en el ejemplo
2.4.4.c).

d) A es una recta que pasa por el origen, es decir z = 0 € A. Entonces w = co € T(A).
Luego, T'(A) no puede ser circunferencia, debe ser recta. Ademéds A no esté acotado, de
manera que z = 0o € A. Luego, w = 0 € T(A). Esto muestra que T'(A) es una recta que
pasa por el origen, en consistencia con los hallado en el ejemplo 2.4.4.d).

e) A es una recta que no pasa por el origen, es decir 0 ¢ A. Luego, W = oo & T(A).
Entonces T'(A) no puede ser una recta, debe ser una circunferencia. Ademds A no esta
acotado por lo que z = 0o € A. Luego w = 0 € T(A) y entonces T'(A) pasa por el origen.
El resultado es consistente con el ejemplo 2.4.4.¢).

f) La frontera A de A es una circunferencia que no pasa por el origen, es decir z = 0 ¢
OA. Entonces w = oo € 0T(A). Luego 0T(A) no puede ser una recta, debe ser una
circunferencia. Ademas la frontera 0A de A esta acotada de manera que z = oo & JA.
Luego, w = 0 ¢ 9T (A). Asi, 9T (A) es una circunferencia que no pasa por el origen.
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Por otra parte, z = 0 € A con lo cual w = oo € T(A). Por lo tanto T'(A) no esta
acotada. Luego, T'(A) es el exterior de una circunferencia. Ademés, z = oo ¢ A de modo
que w =0 ¢ T(A). Luego, T(A) es el exterior de una circunferencia que deja al origen
afuera. Los resultados son consistentes con los del ejemplo 2.4.4.f).

Actividad 2.4.8

El razonamiento cualitativo que sigue se aplica en el plano complejo extendido.

Las dos circunferencias que forman la frontera de A pasan por el origen z = 0. Luego, sus
imédgenes pasan por el punto del infinito w = oco. Es decir, cada una es enviada en una recta.
Estas rectas imagen solamente pueden cortarse en el punto del infinito puesto que siendo
inyectiva la inversién, si se cortaran en otro punto del plano finito, provendria de algin punto
del plano dominio distinto de z = 0 donde las circunferencias frontera de A se cortarian, cosa
que no ocurre. Por lo tanto, las rectas imagen son paralelas entre si.

Vamos a determinarlas en forma analitica:

T:w=1/z T l:iz=1/w

Para el exterior del circulo pequeno:

1 1-—
\z—1]>1<:>'w—1'>1<:>’ww‘>1<:>|1—w]>]w\<:>1—(u+iv)]>|u+iv\<:>

1
& |(1—u)+iv] > Jutiv] & (1—u)?+0v? > P+’ e 1-2utu’* > vl & 2u> -1 u< 5

Para el interior del circulo mas grande:

1—2w

1
|z—2|<2¢>‘—2‘<2@‘ ‘<2@\1—2wy<2yw|@
w

<1 — 2u+i20)| < 2lu+iv| © |(1 —2u) +i(—2v)| < [2u+ 20| &
& (1-2u)?+ (—20)* < 2u)? + (2v)? &

1
@1—4u+4u2<4u2@—4u<—1©u>1

Luego, T(A) = {u+iv:1/4 <u < 1/2} es una franja vertical.
Actividad 2.4.9

Mirando las respectivas fronteras, una circunferencia en el caso de A y una recta en el caso
de B, y sabiendo que las trasnformaciones estudiadas llevan el interior en el interior y la
frontera sobre la frontera, buscamos alguna transformacién que lleve circunferencias en rectas.
Claramente no podra ser lineal.

Dado que z = 0 € A proponemos como primer paso considerar la inversién 77 : wy = 1/z. Se
tiene:

— 22"11)1

1 1
zeA@\z—2i|§2@‘—2i§2@' <2 & |1 = 2w | <2lun| &
wi

w1

< |1 = 2i(uy +iv1)| < |2u1 + 2v1| < [(1 4+ 201) 4+ i(—2v1)| < |2u; + 20| &
e (14+200)? + (—201)? < Qu1)? + 2u)? © 1+4v + 4 <4 +40° <14+ 40, <0 &

1
<:>4U1§—1<:>1)1§—1
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Luego, Ay = Ty(A) = {w; : Im(wy) < —%} es un semiplano.

En segundo lugar trasladamos hacia arriba mediante T5 : wy = wy + /4.

Es claro que Ay = Th(A1) = {ws : Im(we) < 0}.

Finalmente rotamos un angulo recto alrededor del origen en sentido antihorario mediante
T3 : w = iwq. Es claro que T5(A3) = B.

Luego, una posible solucién es aplicando la transformaciéon compuesta

.
T:T3oT20T1:w:i<—+3)
z 4

Esta transformacién puede escribirse como

4+1iz
T:w=1
w ( 4z>

Es decir: i
—z+4i
T:w=——
v 4z
que tiene la forma indicada en el enunciado con A = —1, B = 4i, C' = 4, D = 0. También se

cumple AD — BC = —16i # 0.

Actividad 2.5.3

La transformada que debemos aplicar es T : w = entonces despejando z queda

Z—
z=—+1
w

Graficamos las regiones A y B:

Region A

Procederemos analiticamente a transformar la regién A, la cual estd compuesta por la inter-
seccion de dos regiones. Entonces transformaremos por separado cada una de dichas regiones
y finalmente tomaremos su interseccién.

6 6
|z|>2©‘5+1'>2®‘%‘>2¢)|6+w|>2|w|(:>\/(u+6)2+v2>2 u? + 0?2 &

S+ 12u+36+02 >4+ 402 = 0> 3u? + 30— 12u— 36 <

S0>3w4+1—du—-12) 16> (u—-22+ < jw—-2<4
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6 6 3
|z—5|>2@‘a+1—5’>2<:>‘ w’>2<:>|6—4w|>2|w|<:>|—4||w—§|>2|w|<:>

3
<:>2|w—§|>|w|<:)2 (u—— )2 + 02 > \/u2+v2<:>4[ )+v}>u2+vz<:>

s —12u4+ 9442 >+ e 3 +30 - 12u+9> 0=
3w+ —du+3) >0 (u—-2>2+v*>1e |w-2|>1

La interseccién es la region B:
I<|w—-2]<4

Actividad 2.5.5

Regidn B

Regidn A

il

o

=

wa

al

2) Luego ajustamos el tamafio por el factor de escala 0,5 mediante T3 : wo = 4

3) A continuacién invertimos la regién interior y exterior de la circunferencia mediante la
transformacién T3 : wg = wiz Los puntos interiores de la circunferencia de radio R =1
centrada en el origen, son enviados sobre los puntos exteriores de la circunferencia de
radio % = 1 centrada en el origen.
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v3

w2
)

4) Finalmente trasladamos este centro al punto 1 + 0i mediante Ty : wg = w3 + 1.

Resulta
1

z—31
2

T=T40T30T50T:w= +1

Actividad 2.6.3

a) A={(z,y):—z<y<a}, T:w=2>
En primer lugar grafiquemos la regién A:

1.0

0.5

-0.5

-1.0
-1.0 -05

De la anterior figura se ve que la regién queda delimitada en el plano z por la condicién

Tog<T
4 — 4
En este caso, es 1til escribir a los complejos en forma exponencial:
z=re¥ y w=pe?,

conr=|z|,p=|w| y0€arg(z), ¢ € arg(w).

Puesto que la transformacién es T : w = 23, se deduce que T mapea a los complejos cuyo

médulo es r y dngulo 6 a complejos cuyo médulo es p = r3 y dngulo ¢ = 36.
Como A es una regién caracterizada solamente por la condicién —% << % (pero ninguna
condicién en el médulo), entonces 3 (—%) <30 < 3% y se tiene que T'(A) satisface:
3T 3T
— < < —
4 o< 4

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 104



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

Graficando se tiene:

1.0

b) A= {(z,y) :x <0,y >0}, T:w =12

Grafiquemos la region A:

o
o

De la anterior figura se ve que la region queda delimitada en el plano z por la condicién

g<9<7r

Nuevamente escribiendo a los complejos en forma exponencial, se deduce que T mapea a los

complejos z cuyo médulo es r y dngulo § a complejos w = iz% cuyo médulo es p = r? y angulo
b

¢ =20+ 5 (resulta evidente escribiendo i en forma exponencial). Entonces como 5 <0<

T T T ™ 3T 5r
Obteniéndose finalmente

—g < Arg(w) < g

donde hemos utilizado el hecho que el argumento principal estd definido en el intrevalo (—m, 7.
Note que la anterior condicion es analoga a u > 0. Grafique esta regién.

!
) A={(z,9):2* +y* > 42>0,y>0}, T:w= o

Grafiquemos la region A:
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Yy
6.
5.
T Ar>2 0<0<Z
2
3.
/2"
1.
"o 1 /b 3 4 5 66X

De la figura anterior se ve que la regién queda delimitada en el plano z por las condiciones
rzzogagg

Nuevamente utilizando la forma exponencial, se deduce que T mapea los niimeros complejos

r
cuyo médulo es r y dngulo 0 a complejos cuyo médulo es p = 67 angulo ¢ = 46, obteniéndose

finalmente:
p>1 N 0<op<27

Es decir T(A) : p > 1. Grafique esta regién.

Actividad 2.6.4

5| 3 B
1
| 1}
y 0] v 0
Q 1
-2
72 _3
4 -3 -2 -1 0 5 -4 -3 -2 -1 0 1
X 123

Observamos que la regién A es el interior de una semicircunferencia (con el centro corrido) y
queremos mapear dicha regién al exterior de una circunferencia completa (también de centro
corrido), por tanto busquemos en primer lugar una transformaciéon que centre en el origen la
semicircunferencia. La transformacién wg = z 4+ 2 cumple con dicha funcién, de forma tal que
wo(A) = {wo : |wo| < 2; Re(wpy) > 0}.

Una vez centrada en el origen podemos completar la semicircunferencia con la transformacién
wy = wg (revise la actividad anterior para recordar el efecto que tiene una transformacién de
la forma 2" con n € N), de forma tal que:

wy owp(A) = {w : Jwy| <4}
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Puesto que queremos la parte exterior de esta circunferencia podemos aplicar la transforma-
cién we = 1/w; y usted podra corroborar que dicha transformacién satisface:

1
wg 0wy o wp(A) = {ws : |wa| > Z}

Puesto que el radio de la circunferencia de B es 2 ajustemos el radio aplicando la transfor-
macién ws(we) = 8wy para obtener:

w3 0 wg 0wy o wo(A) = {ws : |ws| > 2}

Finalmente corramos la circunferencia para centrarla en el punto deseado aplicando wy(w3) =
w3 — 2 y obtenemos el resultado deseado:

B = w4 0 w3 0wy 0wy o wy(A)

Escribamos explicitamente el resultado de la composicién de estas transformaciones:

8
=2 9
v (z+2)2

Grafique para ver el proceso de cada transformacion en cada uno de los pasos realizados.

Actividad 2.8.4

C2
&1

29 =1 C3 01:2}1 1 X

T(z) = 22 es analitica en en todo el plano complejo, en particular lo es en zp = i. Ademés
T'(i)=2z2|,_, =21 #0 Arg(T'(i)) = Arg(2i) = 7/2

Luego las tangentes en zg = 4 giran un angulo vy = 7/2.

Recordemos que la tangente a una recta en cualquiera de sus puntos es la misma recta.

Ci:z=0,0<y<1esel segmento de larecta z = 0 entre z; = 0y zg = ¢. Si parametrizamos
de modo que la orientacién sea yendo desde z; = 0 a 2y = ¢ podemos escribir

Cr:z=c(t)=0+14t, 0<t<1

entonces

T(Ch):w=di(t) =T (c1(t)) =T(O0+it) = (it)> = —t*, 0<t <1
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Ademas
sit=0, c1(0) =0 =2 y suimagen por T es d;(0) =0 = w;
sit=1, c;(1) =i=zp y suimagen por T es di(1) = —1 = wy
dy(t) es el segmento de la recta v = 0 con la orientacién inducida por T, es decir que va de
w; =0awy=-—1
Como dy(t) = —2t, dj(1) = —2 entonces Arg(dj(1)) ==

Si consideramos que ¢} (t) =4, ¢|(1) =i entonces Arg(c}(1)) = 7/2 y se verifica que

Arg(di(1)) = Arg(i(1)) +yo=n/2+7/2=7

Co:y=x+1, -1 <z <0 es el segmento de la recta y = x 4+ 1 entre 20 = —1y 29 = 1.
Si parametrizamos de modo que la orientacién sea yendo desde zo = —1 a zp = ¢ podemos
escribir

CQ:ZZCQ(t) Zt—i-i(t—l—l), -1<t<0

entonces
T(Co) : w = da(t) = T (ca(t)) = T(t+i(t+1)) = (t+i(t+1))? = —2t—1+i(2t2+2t), —1 <t <0
Ademas

sit=—1, co(—1) = —1 = 29 y su imagen por T es da(—1) = 1 = wo

sit =0, c2(0) =17 = zp y su imagen por T es d1(0) = —1 = wyp
Considerando u = —2t — 1 y v = 2t? 4 2t se puede ver que di(t) es el trozo de la pardbola
v =1/2(u? — 1) con la orientacién inducida por T, es decir que va de wy = 1 a wp = —1
Como di)(t) = =2+ i(4t + 2), d5L(0) = —2 + 2 entonces Arg(d5(0)) = 3n/4

Si consideramos que c,(t) =141, ,(0) =1+ i entonces Arg(ch(0)) = 7/4 y se verifica que

Arg(d,(0)) = Arg(ch(0)) + 0 = /4 + /2 = 37 /4

A
!

. :—NV —e
\
A
\

S T(CQ)

El angulo entre las tangentes a C1 y a Cy en 25 = i es el mismo que entre las tangentes a
T(C1)yaT(Cy) enwyg=—1: —7/4
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Cs :y=0,—1 <z <0 es el segmento de la recta z = 0 entre 20 = —1 y 21 = 0. Si
parametrizamos de modo que la orientacién sea yendo desde zo = —1 a z; = 0 podemos
escribir

0322263(t):t+i0, -1<t<0

entonces

T(C3):w=d3(t) =T (c3(t)) =T(t) =t>, =1 <t <0
sit=—1, c3(—1) = —1 = 29 y su imagen por T es di(—1) =

sit =0, c3(0) =0 =z y suimagen por T es d3(0) =0 = w;

ds(t) es el segmento de la recta v = 0 con la orientacién inducida por T, es decir que va de
wy=1law; =0

T(c1) T(c3)
wo:-l1 0 Wy H:wg u

No tiene sentido hablar de un dngulo de giro de tangentes en z; = 0 porque 77(0) =0

Actividad 2.9.5 4

a) Debemos probar que la transformaciéon T : w = f(z), con f(z) = EpT es conforme en
i+e

el punto zg = 0.

Para esto, nos valemos del teorema 2.9.3, que indica que si f(z) es analitica en el punto zy y
f'(20) # 0, entonces f(z) es conforme en z.

El dominio de analiticidad de nuestra funciéon es D4 = C — {z ci et = O} pues f es un

cociente de funciones analiticas con denominador no nulo alli. Dado que i+e*/2 T i+1#0,
entonces f es analitica en el punto zg = 0.
Finalmente, como f'(z) = ﬂ tenemos que f/(0) =14 # 0.

’ (i + e#/2)2’

Asi, hemos verificado las condiciones y podemos afirmar que f(z) es conforme en zy = 0.

b) Si consideramos a la curva Cy : y = z? 4+ 2 como un arco suave parametrizado como
2(t) = (z(t),y(t)) = (t,t* +t), la funcién f(z) permite parametrizar la curva imagen T'(C}) :
w = f(z(t)). Luego, usando la proposicién 2.8.1 tenemos que:

arg (w'(to)) = arg (f'(2(to))) + arg (< (to))

En particular para ty = 0:

arg (w'(0)) = arg (f'(2(0))) + arg(<'(0))
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teniendo en cuenta que z(0) = zg = 0:

arg (w'(0)) = arg (f'(0)) + arg (2'(0))

Ahora, como el angulo de inclinacion de la recta tangente pedida estd dado por el valor de
arg (w'(0)), necesitamos calcular los valores de arg (f(0)) y arg (2'(0)).
Resolvemos entonces:
Z(t) = (t, 2 +t) = (1,2t + 1) — 2'(tg) = 2'(0) = (1,1) = 1 +i — arg(1l +i) = 7/4.
y
1/(0) =i — arg(i) = 7/2 “dngulo de giro de tangentes en el origen”,
por lo que
arg (w'(0)) =7/2 + 7/4 = 31 /4

Como este es el angulo de inclinacion de la curva imagen en el punto imagen, su tangente es
la pendiente de la curva imagen alli: m* = tan(37/4) = —1
Por otro lado, sabemos que la recta tangente debe pasar por el punto imagen

4 41—
i+1 14il—3

wo :T(O) = :2(1_i)a

lo que finalmente nos conduce a la recta de ecuacién:
v = v + tan(37/4)(u — up),

Reemplazando la pendiente m* = —1 y las coordenadas del punto imagen wg = ug+ivg = 2—2i
obtenemos:

v=—-24+(-1)(u—-2)
Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente a T'(C7) por el punto imagen wy = 2 — 2i es
v=—u

c) La parametrizacién de las curvas C; y Cy vienen dadas por la expresiones z(t) = (,t> +1)
y 29(t) = (t,1?). Ambas parametrizaciones se intersectan en el punto zyp = 0. Vemos, ademas,
que esta interseccion se da cuando ¢ =ty = 0: 21(0) = 22(0) = 0.

Como antes, 2} (t) = (t,t2+t) = (1,2t+1) — 2| (to) = 2/(0) = (1,1) = 1+i — arg(1+i) = 7/4
Ademis z3(t) = (t,t2) — 2'2(t) = (t,12) = (1,2t) — 2/5(0) = (1,0) = 1 — arg (1) = 0.

Luego el dngulo entre las tangentes a C1 y Co en zp = 0 es —7/4. Por ser f(z) conforme en
2o = 0, el angulo entre las rectas tangentes a T'(Cy) y T'(C2) en f(zo) debe ser el mismo: —r /4.

Actividad 2.9.6
¢) www.geogebra.org/m/xggaypdq

Actividad 2.10.3

a) D es una banda inclinada 45°. La transformaremos en una banda horizontal mediante una
rotacion alrededor del origen en sentido horario por un dngulo de esa magnitud. Esto se logra
1

multiplicando por el complejo e~¥7/4 = \%(1 —1i), es decir mediante w = ﬁ(l —1i)z. Sin embar-

go el factor % resulta incémodo a la hora de operar, por lo que utilizaremos T : w = (1 —1)z,

que si bien ademds de una rotacién involucra un escalamiento (por el factor de escala v/2) ,
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permite obtener de todas maneras una banda horizontal. Cabe mencionar que su ancho sera
diferente que el que obtendriamos mediante una rotacién pura.

T:w=(1—1)
utiv=w=>01-1i)z=1-i)(z+iy)=(z+y)+ily —x)

T:{ u=y+uzx

v=y—x
w
T l:iz=
T1
. V(1 4 g _ )
ctiy == w.:u—i-z?):(u—i-z?)( —i-.z):(u v) 4+ i(u + v)
1—i 1—4 (I—4)(1+9) 2
T-1. .CU:(U—’U)/Q
1l y=(u+v)/2
y2x—2<:>u;_1)2u;v—2<:>u+1)2u—v—4<:>202—4<:)02—2
U+ v U—0
y<r&es < sutrvr<u—ve20<0s0v<0

2
Por lo tanto T'(D) = {u+iv: —2 < v < 0}.

Buscamos ahora una funcién arménica h(u,v) en el interior de esta banda horizontal.

Las condiciones de borde ”se trasladan”. Esto significa:

Sobre y = z — 2 queremos H = —1. Luego, sobre v = —2 debe ser h = —1.

Sobre y = z queremos H = 5. Luego, sobre v = 0 debe ser h = 5.

Es decir h(u, —2) = =1y h(u,0) = 5.

Proponemos h(u,v) = Av + B con A, B constantes reales a determinar.

Esta es una funcién arménica en el interior de T'(D) pues es la parte imaginaria de la funcién
g(w) = Aw+1iB, la cual es analitica en el interior de T'(D) (por ser polinémica). Pero ademés
permite satisfacer las condiciones de borde requeridas:

{ A(=2)+B=-1 cuya solucién es A =3, B=5

AO0+B=5

Luego:
h(u,v) =3v+5

Para encontrar H(x,y) aplicaremos el teorema 2.10.1. Es decir:

H(z,y) = MT(z,y)) = Mu(z,y),v(z,y)) = h(y + =,y —2) =3(y —2) +5
Es decir:
H(z,y)=3y—3z+5

El teorema 2.10.1 garantiza que esta funcién es armonica en el interior de D. Otra manera de
justificarlo es observando que H = Im(goT') y teniendo en cuenta que goT es analitica en el
interior de D por ser composicién de analiticas, T analitica en el interior de D y ¢ analitica
en el interior de T'(D).

b) La transformacién 7' sugerida parece razonable. En efecto, enviard el origen al infinito,
transformando las circunferencias frontera de D en rectas, que ademadas seran paralelas. Ya
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hemos discutido esto en una actividad anterior.

T:w=4/z
4 4 4(x —iy) dr —idy dx .4y
u == -—= = = = — 1
z x+iy  (vtiy)(x—idy)  224+y? a?+y2 a4 y2
4x
U= ——-—=
x2 + y?
T:
V= ———
z? + y?
4
T liz==

w
Es decir que la inversa de T es ella misma, lo que nos permite sin mas deducir que:

4u
r=——-o:
) u? + u?
T+
_ —4v
Y= 212

4 4—
]z—l]El@'—l’Zl@‘w‘21<:>|4—w]2|w\<:>(4—u)2+(—v)22u2+v2<:>
w w

S16-8ut+u’>ul e 16—8u>0s —Su> —16<u < 2

— 2w

4 4
z-2|<2& ‘ - 2’ <2& ‘ ’ <26 42w < 2wl & (4—2u)*4+(—20)? < 4’ +4? &
w

S16—16u+4u’ <4’ 16— 16u<0s —16u< —-16 <= u > 1

Por lo tanto se obtiene una banda vertical:
T(D)={u+iw:1<u<2}

Buscamos ahora una funcién arménica h(u,v) en el interior de esta banda vertical.

Las condiciones de borde ”se trasladan”. Esto significa:

Sobre |z — 1| = 1 queremos H = 4. Luego, sobre v = 2 debe ser h = 4.

Sobre |z — 2| = 2 queremos H = 0. Luego, sobre u = 1 debe ser h = 0.

Es decir h(1,v) =0y h(2,v) = 4.

Proponemos h(u,v) = Au+ B con A, B constantes reales a determinar.

Esta es una funcién arménica en el interior de T(D) pues es la parte real de la funcién
g(w) = Aw+ B, la cual es analitica en el interior de T'())D (por ser polindmica). Pero ademas
permite satisfacer las condiciones de borde requeridas:

{ A+B=0 cuya solucion es A =4, B=—4

2A+B =4

Luego:
h(u,v) =4u — 4

Para encontrar H(z,y) aplicaremos el teorema 2.10.1. Es decir:

H(z,y) =h(T(x,y) = h(u(z,y),v(z,y)) = h (x;fy?’ x;iyy2> =4 (3%) —4
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Es decir:
16x

H(ﬂfay):m—

4

El teorema 2.10.1 garantiza que esta funcién es armonica en el interior de D. Otra manera de
jusiticarlo es observando que H = Re(g o T') y teniendo en cuenta que g o T' es analitica en el
interior de D por ser composicién de analiticas, T analitica en el interior de D y ¢ analitica
en el interior de T'(D).

c) La regién T es un dngulo con vértice en el punto z = ¢, en el cual ademds cambia la
condiciéon de borde. Corresponde aplicar una traslacién una unidad hacia abajo para llevarlo
al origen.

T:w=2z—1

utiv=w=z—i=(r+iy)—i=x+i(y—1)

U=
T:
{v—y—l
T iz=w+i
rtiy=z=w+i=(u+iv)+i=u+i(v+1)

T—l. r=1u
ly=v+1

y>r+lesv+l>2ut+lsov>u

>0 u>0

Por lo tanto se obtiene el dngulo con vértice en el origen:
T(D)=A{w:n/4 < Arg(w) < 7/2}

Buscamos ahora una funcién arménica h(u,v) en el interior de este déngulo.
Las condiciones de borde ”se trasladan”. Esto significa:
Sobre y = x + 1 queremos H = 0. Luego, sobre v = u debe ser h = 0.
Sobre x = 0 queremos H = 4. Luego, sobre u = 0 debe ser h = 4.
Proponemos h(u,v) = Ap + B donde ¢ = Arg(w) y A, B constantes reales a determinar.
Esta es una funcién arménica en el interior de T'(D) pues es la parte imaginaria de la funcién
g(w) = ALn(w) 4 B, la cual es analitica en el interior de T'(D) (pues aqui no hay puntos del
semieje real negativo ni tampoco estd el origen). Pero ademas permite satisfacer las condicio-
nes de borde requeridas:
Sobre v = u es ¢ = 7/4 donde debe ser h = 0
Sobre u = 0 es ¢ = m/2 donde debe ser h =4

{ ﬁ;g ig _ 2 cuya solucién es A = 16/m, B = —4

Luego:
16
h =—p—-4="A —4=—arct -4
(u,v) — - rg(w) —arc an(v/u)

En la tultima igualdad hemos reemplazado Arg(w) por arctan(v/u) debido a que el dngulo
T(D) esta incluido en el primer cuadrante (no se necesité una reduccién a primero o cuarto
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cuadrantes).
Para encontrar H(x,y) aplicaremos el teorema 2.10.1. Es decir:

H(z,y) = h(T(x,9)) = h(u(z,y), o(r,5)) = b,y 1) = - axctan (y . 1) -

Es decir:

1 -1
H(z,y) = —Garctan (y ) —4
™

X

El teorema 2.10.1 garantiza que esta funcion es armonica en el interior de D. Otra manera de
jusiticarlo es observando que H = Im(g o T') y teniendo en cuenta que go T es analitica en el
interior de D por ser composicién de analiticas, T analitica en el interior de D y g analitica
en el interior de T'(D).

d) La frontera de D es una circunferencia. Hay que prestar atencién a los dos puntos donde
cambia la condicién de borde: z = +i¢. Dado que sabemos resolver problemas de Dirichlet en
regiones elementales cuando las condiciones de borde cambian en un Unico punto, necesita-
mos que uno de dicho puntos ”desaparezca del plano complejo”. Esto sugiere llevar uno de
los puntos z = +i en el punto del infinito w = oco. Por ello la sugerencia del enunciado de
considerar por ejemplo T : w = 2/(z+1). La constante 2 en el numerador puede reemplazarse
por cualquier otra (no nula).

T:w=2/(z+1)

. 2 2 2z —i(y+1)]
U+ =w = - - = - = . § —
(x+iy)+i z+i(y+1) [z+ily+1D)][xz—i(ly+1)]
2z —d2(y+1)] 2x . 2(y+1)
2?2+ (y+1)? 22+ (y+1)? 2?4 (y+1)?
- 2x
2?4 (y+1)?
T :
—2(y+1)
z? + (y + 1)
2
T l.,=2 4
w
i _ 2(u — 1) ,
THiy=w= — 7= =
4 U+ 1 (u+ ) (u —iv)
2u—12v . 2u . 2v 1
g — 7 = — 1
u2 + 02 u? + v2 u? + v2
2u
x:u2+v2
71
_ 2v
y= u? 4 v?
2 ) 2 —w . . . .
z| >1e|——i|>1< >1e2—wl >|w < |2—ilutiv)] > |u+iv] &
w w

& |24v) —iu| > Jut+iv] & (v+2)2 4 (—u)? > u? + 0 o
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<:>v2+4v+421)2<:>4v+420<:>4v274<:>v271

Por lo tanto se obtiene un semiplano, que es un caso particular de dngulo de 180°:

Dy =TD)={u+iv:v>-1}

Su vértice es la imgen del punto donde cambia la condicién de borde, es decir T'(¢) = —i.

La frontera de D queda dividida de acuerdo a las condiciones de borde en dos semicircun-
ferencias, una contenida en el semiplano izquierdo x < 0 y otra en el semiplano derecho

xz > 0.
2u
r>0e ——=2>202u>20<u>0
u? + v?

xSO@%SO@QuﬁO@uSO
us + v
Debemos buscar una funcién arménica h(u,v) en el interior de T'(D).
Las condiciones de borde ”se trasladan”:
sobre 22 +y?> =1 con < 0 es H = 2. Luego, sobre v = —1 con u < 0 es h = 2
sobre 22 +y? =1 con > 0 es H = 1. Luego, sobre v = —1 conu >0es h =1

A continuacién trasladamos el vértice w = —i al origen mediante T : w* = w + 4.
T :w*=w+1
w'=u'+tiv'=w+i=(u+w)+i=u+i(v+1)

Se tiene: D* = T*(Dy) = {u* 4+ wv* : v* > 0}

utiv=w=w"—i=(u"+w")—i=u"+i(v" —1)
u=u*
(T*)~":
v=v"-1
Debemos buscar una funcién arménica h*(u*,v*) en el interior de D*.
Las condiciones de borde nuevamente ”se trasladan”:
sobre v = —1 con u < 0 es h = 2. Luego, sobre v* =0 con u* <0 es h* =2
sobre v = —1 con u > 0 es h = 1. Luego, sobre v* =0 con u* >0es h* =1

Dado que D* es un dngulo con vértice en el origen la funcién arménica h* que propondremos
involucrard el argumento principal en el plano w*. Y dado que D* incluye puntos tanto del
primero como del segundo cuadrantes, para evitar dar una expresion de h* “por tramos”,
aplicaremos una transformacién mas que consiste en rotar en sentido horario un angulo de
90°, mediante T : & = —iw*
T: 0= —iw*

a+i0 =w = —iw* = —i(u" 4+ iv*) =v* —iu

~
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w* =t + iv* = i(i + i0) = —0 + i

v =1

Aplicando T se obtiene:

D =T(D*) = {u+iv:a >0}

Proponemos h(u,v) = A@ + B donde ¢ = Arg(w) y A, B constantes reales a determinar.
Esta es una funcién arménica en el interior de D pues es la parte imaginaria de la funcién
g() = ALn(w) + iB, la cual es analitica en el interior de D (pues aqui no hay puntos del
semieje real negativo ni tampoco estd el origen). Pero ademas permite satisfacer las condicio-

nes de borde requeridas, las que una vez mas ”se trasladan”:

Sobre v* =0 con u* <0 es h* = 2. Luego,sobreﬂzOconf;ZOesl:L:2
Sobre v* =0 con u* <0 es h* = 1. Luego, sobre t =0con v <0esh=1

{ Am/2+ B =2 cuya solucién es A =1/m, B = 3/2

A(—m/2)+B =1

Luego,
~ 1. 3 1 5 3 1 . 3
h(u,v) = —pt5 = Arg(w) + 3= arctan(v/a) + 3

Para obtener la funcién armonica del enunciado, debemos componer con las sucesivas trans-
formaciones aplicadas para llegar de D hasta D. Es decir:

- 1 3
H(z,y) = h(u(z,y), o(z,y)) = —arctan(v/a) + 5 =
T
= ;arctan(—u Jv*) + 5= n arctan(u”/v*) + 5 =
2z
1 3 1 2 2
= ——arctan + - = ——arctan 4yt 1) —i—§ =
T v+1 2 T —2(y+1) 41 2
22+ (y+1)2

- 2 (3.3 1 21
= —— arctan - =—— —arctan | ——5——
p O e Ty 12 —2y+ 1)) T2 2 M 22—t

Es decir:
1 2x
— ; arctan m

H(l’,y) =

N W
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Actividades complementarias
4
z—2

Ejercicio 1 Dados A = {(z,y) eR*: 04+ y=2,0<z <2} yT(2) =

a) Sin hallar la imagen T'(A) determine si estd acotada.

Figura 2.33: ejercicio 1 - conjunto A

En un entorno reducido de zy = 2, los valores de |T'(z)| se hacen arbitrariamente grandes

siempre que z sea suficientemente cercano a 2 pero distinto de 2: h’r]% 5 = 00, luego T'(A)
Z2—2 Z —

es un conjunto no acotado. Como la transformacion es una TLF, la imagen de la recta en el

plano z serd una parte no acotada de una recta en el plano w.

b) Corrobore su respuesta al inciso a) hallando T'(A).
Despejando z se obtiene

442w du+2u®+20° . —do
z= = )
w u? + v2 u? + v2
de donde
4u + 2u? + 202 —4v
m = pry
u? + v2 V= + 2

Sustituyendo los valores de x e y en la ecuacién x + y = 2 se obtiene

4u + 2u? + 202 —4v
u? + v2 u? + v2

=2 & u+20+20% —dw=20%+2% & u=v

podriamos sustituir el valor de z en 0 < x < 2 y operar, pero en este caso es méas sencillo
evaluar T' en algunos puntos convenientes: 7'(2i) = —1 — i, T(1 +1i) = -2 — 2i, T(2) = o0

Luego T(A) = {(u,v) e R? ;v =u,—00 < u < —1}

Figura 2.34: ejercicio 1 - conjunto T'(A)
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Ejercicio 2 Grafique la region R = {z: |z| <2 A |z —2+2i] <2}

Figura 2.35: ejercicio 2 - conjunto R

1
zZ—20

a) Inspeccionando la gréfica proponga un punto zp de modo que 7' : w = envie R en

una regién angular. ;Cudl es el vértice de dicho angulo?

El borde de la regién R estda formado por los trozos de circunferencias Cy : |z| = 2 desde

—2ia2yCy: |z—2+2i =2 desde —2i a 2. Los tinicos puntos en comun son —2i y 2. La

transformacion debe mandar un punto de cada curva a co para que sus imagenes sean rectas,
1

por ejemplo para que T'(2) = oo consideramos T': w = =5. En este caso, como —2i es el otro

punto en comun, el vértice serd T'(—2i) = —i + z%

b) La imagen T'(R) por la transformacién propuesta en a) es un dngulo cuya magnitud pue-
de determinarse sin hacer las cuentas, argumentando en base a conformidad. ;Cudl es dicha
magnitud?

La funcién T(z) = 15 es analftica en —2i y 7’(—2i) # 0 entonces es conforme en —2i. El
angulo entre t1 y t2, tangentes a C1 y Co respectivamente en el punto —2i, es m/2, enton-
ces la imagen T'(R) por la transformacién propuesta en a) es una regién angular de dngulo /2

c) Confirme hallando analiticamente T'(R) siendo T la del inciso a).

Despejando z se obtiene z = % entonces
142 1
2] <2 & ‘ * w’gz S u<—
142 1
|z —242i| <2 & ’ + w—2+2i <2 & UZZ
w

Resulta T(R) = {u+iv:u< -1 A v>1}

T(Cy):u< —1/4||v

4

T(R)

/2
T(Cy) :v>1/4 /a

-12 -10 -8 -6 -4 = 0 2 u

Figura 2.36: ejercicio 2 - conjunto T'(R)
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Ejercicio 3 Grafique A= {z:|2| =1} y B = {w : Re(w) = 0}

)
/NP\ 10
- 0 '2 €T —'1 0 11 u
u=20
= 2 2 1 -10

Tty =

a) ;Cudntos puntos fijos puede tener una TLF que envie A en B?

En el conjunto A hay solamente dos puntos sobre el eje imaginario, —i e 4, entonces a lo sumo
pueden ser esos dos los puntos fijos. Es decir que una TLF que envie A en B puede tener dos,
uno o ningun punto fijo.

b) Halle una TLF que envie A en B y deje dos puntos fijos.
Se puede usar la razon doble enviando —i e ¢ en s{ mismos y un tercer punto al punto del co
para que la imagen de la circunferencia sea una recta.

Ejercicio 4 Hallar la imagen de A por la transformacién dada.
a) A={(z,y) eR?*:a? +y? <4,z > 1}, T(z) = 2*
Recordemos que |z| =7 & [2%| = p = r? entonces

$2+y2§4 S r<2 & p:r2:4 s u+02 <16

Para transformar la recta de ecuaciéon x = 1 consideramos

w=u+iv="T(z) =22 =2? —y* +i2xy
2,2 2
u=z°—y . u=1-y* (1)
=1
Como { v = 2y sustituyendo x en u y en v queda { v =2 (2)
De (2) se despeja y = v/2, reemplazando en (1) obtenemos la ecuacién de la parabola

2
v
=1 —
B 1

Para saber cudl es la imagen de x > 1, por ejemplo podemos observar que z = 0 no esta en A
entonces 7'(0) = 0 no puede estar en T'(A), lo que indica que la regién correpondiente es
2
v

1o
Y 1
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2 2 2 16 :

b) A={(z,9) eR*: 2 +4* > V2,0<y <}, T(x) = 5 +2—1i
2+ >V2=212 N0<y<az

r= (:c2 —|—y2)1/2 > (21/2)1/2 =92/t A 0<O< /4

wy =Ti(z) =28 = (reia)s

p=1r8>(2U4)° =22 =4

0<¢=80<8r/d=2r

16
wy = Th(wy) = o

1
o >4 ‘—6‘24 o | <4
wo

w=T3(w2)=w2+2—z'
lwa| <4 & w—2+i <4 & (u—-2)%+@w+1)?<16

1
w=T(z)=(T30T20T1)(z)=z—g+2—i
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Antes de resolver el ejercicio 5, conviene recordar que se considera al intervalo (—m/2,7/2),
dominio de la funcién tangente donde admite inversa, entonces cuando queremos poner 6 en
funcién de sus coordenadas cartesianas:

1. si @ es un dngulo del primer o cuarto cuadrante (—7/2 < 6 < 7/2): § = arctg(y/x)
2. si 0 es un angulo del segundo cuadrante (7/2 < 0 < 7): 6 = arctg(y/x) + =
3. si 0 es un dngulo del tercer cuadrante (—m < 6 < —7/2): 0 = arctg(y/z) — =

Ejercicio 5a) D = {(z,y) e R?: x> -2,y <1}, H(-2,y) = -1, H(z,1) =1

Consideramos la transformaciéon T' : f(z) = z + 2 — i para obtener una regién angular con
vértice en el origen, ademas con la ventaja que estara en el cuarto cuadrante.

utiv=z+2—i=c+2+i(y—1) © u=a+2,v=y—1

Debemos hallar una funcién h(r, ) arménica en el interior de T'(D) sujeta a las condiciones
de contorno h(r,0) =1y h(r,—m/2) = —1. En este caso en el plano w es h(r,0) = A0 + B,
donde A, B son constantes reales a determinar; armonica en el interior de T'(D) por ser parte
imaginaria de ALn(z) 4 ¢B analitica en el interior de T'(D). Para determinar las constantes:

h(r,0) = 1 A0+B = 1
h(r,—m/2) = -1 A(-m/2)+B = -1

cuya solucién es (A, B) = (4/m, 1), luego h(r,0) = %9 + 1. Por ser € dngulo del cuarto cua-
drante resulta h(u,v) = farctg(2) + 1
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Para hallar H(x,y) solamente resta componer

4 4 -1
H(z,y) = h(u(z,), v(x,y)) = ~arctg(v/u) + 1 = —arctg(L—) +1, 7> -2,y < 1
0 m T+ 2
Como f es analitica sobre el interior de D y h es arménica en el interior de T'(D) entonces H

es armoénica en el interior de D (teorema 2.10.1).

b) D = {(z,y) € R* : y > 0}, H(x,0) = 2 sobre la porcién de D con z > 0, H(z,0) = 6
sobre la porcién de 9D con x < 0

En este caso podemos directamente considerar H(r,0) = A0 + B donde A, B son constantes
reales a determinar, armonica en el interior de D (por ser parte imaginaria de ALn(z) + iB
analitica en el interior de D) sujeta a las condiciones de contorno H(r,0) =2y H(r,m) = 6.
Para determinar las constantes:

H(r,0) = 2 A0+B = 2
h(r,m) = -1 Ar+B = 6

cuya solucién es (A, B) = (4/m,2), luego H(r,0) = 4/70 + 2. En este caso debemos tener
cuidado cuando escribimos 6 en funcién de x e y, segin al cuadrante que pertenece:

darctg(L) +2 x>0,y>0
H(z,y)=4 2Z4+2=4 zr=0,y>0

1 (arctg(¥) + ) +2 = Zarctg(¥) +6 <0, y>0

Otra forma de resolver el problema es llevar la regiéon mediante una transformacién sencilla
al primer y cuarto cuadrante. Por ejemplo, podemos rotar un dngulo —m /2.
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Como Arg(—i) = —m/2 consideramos T : f(z) = —iz que es analitica en C.
utiv=—i(r+iy)=y—ir & u=y,v=—=x

Debemos hallar una funcién h(r, ) arménica en el interior de T'(D) sujeta a las condiciones
de contorno h(r,m/2) =6 y h(r,—m/2) = 2. En este caso en el plano w es h(r,0) = A0 + B,
donde A, B son constantes reales a determinar; armoénica en el interior de 7'(D) por ser parte
imaginaria de ALn(z) 4 ¢B analitica en el interior de T'(D). Para determinar las constantes:

h(r,m/2) = 6 An/2+B = 6
h(r,—m/2) = 2 A(-7/2)+B = 2
4
cuya solucién es (A, B) = (4/m,4), luego h(r,0) = —0 + 4. Por ser # angulo del primer o
T
4
cuarto cuadrante resulta h(u,v) = —arctg (%) + 4.
T

Para hallar H(x,y) solamente resta componer

4 4 —
H(z,y) = h(u(z,y),v(z,y)) = ;arctg (%) +4= ;arctg <yx> +4, xR, y>0

y verifica H(x,0) = 2 sobre la porcién de 9D con x > 0, H(x,0) = 6 sobre la porcién de 0D
con x <0
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CAPITULO 3

Integracion de funciones complejas

Introduccion

En este capitulo presentaremos la integracion de funciones a valores complejos a lo largo
de curvas del plano. Estas integrales permiten enmarcar en un mismo proceso dos nociones
bésicas ya estudiadas en cursos de variable real: la integral definida de una funcién de una
variable en un intervalo y la integral de linea de un campo vectorial a lo largo de una curva
en el plano. Con su particular elegancia y concisién asi como por sus miltiples aplicaciones,
la teoria que desarrollaremos permite extender al campo complejo resultados muy generales
como el teorema fundamental del calculo y la regla de Barrow, formular la independencia del
camino y presentar el teorema de Cauchy, versién compleja del teorema de Green para funcio-
nes analiticas. Enunciaremos el teorema de la férmula integral de Cauchy y sus derivadas, y
también algunas de sus consecuencias mas relevantes: el teorema de Liouville, el principio del
modulo méximo y resultados sobre valores extremos de funciones arménicas. Los conceptos
de este capitulo serviran de sustento para el teorema de los residuos que se expondra en el
capitulo 5.

3.1. Integracién de funciones complejas de variable real

Dada una funcién g : I — C, g(t) = u(t) +iv(t), donde I es un intervalo real, las nociones
de limite, continuidad y derivada respecto de la variable real ¢ se definen en la forma habitual
y resulta sencillo probar que pueden analizarse componente a componente, es decir a partir
de las respectivas nociones para cada una de las funciones reales u(t), v(t). Asi por ejemplo,
la derivada es el limite del cociente incremental:

t+ At) — g(t)
/ — i g(
g(t) = lim A

cuando este limite existe. Tomando las partes real e imaginaria de este cociente se muestra que
g es derivable si y solo si u(t) y v(t) lo son, y cuando esto ocurre se tiene ¢'(t) = u/(t) +iv'(t).
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‘ Ejemplo 3.1.1. I

Si g(t) = (cost + i sent)* entonces
g(t) = (€4it), = (cos(4t) + i sen(4t)) = (cos(4t)) + i (sen(4t))’ = —4 sen(4t) + 4i cos(4t) []

Los teoremas sobre limites, continuidad y derivabilidad permanecen en su mayoria validos
(una excepcién son los teoremas del valor medio para derivadas o integrales) y el lector no
encontrard dificultad para proveer sus demostraciones por analogia con las del caso real. Cabe
mencionar en particular la siguiente versién de la regla de la cadena que involucra la deriva-
cion en el sentido de variables real y compleja y que ya hemos empleado cuando estudiamos
conformidad:

Si h(t) es derivable en t =ty y f(z) es derivable en zg = h(tp) entonces la composicién f o h
es derivable en ty y se verifica:

(f o h)'(to) = f'(20)1(to)

‘ Ejemplo 3.1.2. I

a) La derivada de la funcién del ejemplo 3.1.1 anterior puede calcularse aplicando la regla
de la cadena pues g(t) = f(h(t)) siendo h(t) = 4it y f(z) = e*. Se tiene:

g/(t) = (64it)/ — f/(47,t)h/(t) = e* . 4i = 4,L-e4it —
z=4at

= 44 (cos(4t) + isen(4t)) = —4sen(4t) + 4i cos(4t)
b) Para derivar g(t) = (1—it)e® aplicamos la regla de Leibniz de derivacién de un producto:

g ) = ((1—it)e®) = (1 —it)e + (1 —it) (") = —ie + (1 — it)ie’ = te'

1
c¢) Si g(t) = Ln(it) entonces ¢'(t) = — en cualquier intervalo que excluya t = 0. En efecto,
g(t) = f(h(t)) donde f(z) = Ln z, h(t) = it. Basta entonces observar que la imagen por
h(t) de cualquier intervalo que excluya t = 0 estd incluida en el dominio de derivabilidad
de f(2), es decir no contiene puntos del semieje real negativo, por lo cual la regla de la
cadena es aplicable:
gt = PO () =~ i=—i=

1 1 1
2z it 1t t

[]

Dadas funciones G(t) y g(t) a valores complejos continuas en un intervalo I se dice que G(t)
es una primitiva de ¢(t) en [ si G'(t) = g(t) para todo t € I. Si G(t) = U(t) +iV(t) y
g(t) = u(t) +iv(t), es inmediato que G(t) es una primitiva de g(¢) en I si y solo si U(t) es
primitiva de u(t) en I y V() es primitiva de v(t) en I.

Para una funcién g : I — C continua en el intervalo I, se llama integral indefinida de g(t)

en [ al conjunto de todas sus primitivas en ese intervalo. Si g(t) = u(t) + v (t) y U(t) y V(¢)
son primitivas en I de sus partes real e imaginaria respectivamente, entonces:

/u(t) dt = U(t) + /v(t) dt = V(t) + O
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donde C; y C3 son constantes de integracién reales. Asi, llamando G(t) = U(t) +iV(t) y
continuando con la notacién clésica podemos escribir:

/g(t)dt:/u(t)dt+i/v(t)dt:(U(t)+C1)+i (V(t) + Co) =

—(U(t) +iV({t) + (C1 +iCy) = G(t) + C

donde C'= (1 + 1 Cs € C es una constante general de integracion.

\ Ejemplo 3.1.3. [

Calculemos: a) / e dt b) / te' dt

a) En este caso:

. it d /et - it '
/e” dt = : + C pues por regla de la cadena 7 <e> _ 1 it
i

b) En este caso podemos aplicar la férmula de integracién por partes (pues es consecuencia
de la regla de derivacién de un producto):

it it

it gy (€ | € it it (1 it

/ t e dt =uv /vdut<i> /idt ite +e" +C = (1—it)e" +C
u dv

[]

Introduciremos la nocién de integral de un funcién compleja de variable real en un intervalo,
como generalizacién de la integral definida en variable real. Dado que queremos que perma-
nezca valida la propiedad de linealidad de todo proceso de integracion, resulta natural la
definicién siguiente.

Definicién 3.1.4. Dada una funcién acotada g : [a,b] — C, g(t) = u(t) +iv(t), se dice
que g es integrable en |a,b] si las funciones reales u(t) y v(t) lo son. En tal caso la integral
de g en el intervalo [a,b] se define por:

/abg(t)dt:/abu(t)dt—i—i/abv(t)dt

Dicho de otro modo, la integracién se realiza componente a componente:

Re </abg(t) dt) - /:Re (g(t)) dt Im (/abg(t) dt) - /ablm (g(t)) dt

Si queremos invertir el orden de los limites de integracién manteniendo la definicién anterior
de integracién componente a componente, necesariamente admitiremos para a < b:

/bag(t)dt:—/abg(t)dt
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Es claro que para que g sea integrable en [a, b] es suficiente que sus partes real e imaginaria
sean continuas (es decir g continua) o seccionalmente continuas en dicho intervalo, no siendo
estas condiciones necesarias.

‘ Ejemplo 3.1.5. I

Calculemos las siguientes integrales:

a)
3 1 2 3 1 9 3 1 )
—4it) dt = — 42— t?)dt = ——t 2i| dt =
JoGrie) = [ Graime)a= [ (E-0) +2]
3 3
— [ (=) a odt = (-7 — -t ’ 2t(:
J (@i [aa= (=5 -50) [+
1 1
:(—3—9)—(—1—3)+i(6—2):—8+4i
b)
L | ! t+4i Vtgi Lot L |
dt=| ———  dt=| ——dt=| ——dt+i| ——dt=
/_1t—z’ /_1(t—z')(t+z') /_1t2+1 /_1t2+1 +Z/_1t2+1
1 1 1 T
= —In(#? 1‘ j ) = =
5 n(t* +1) | Tiarctgt] =
¢)

2 2 2 T
/Ln(it)dt:/ (ln]it|+iArg(it))dt:/ (lntJri—) dt =
1 1 1 2

2 gm |2 T
:tlt—t‘ 775‘ — 22— 14ir
(tIn )1+2 ) n +ig

| Actividad 3.1.6.

Calcular aplicando la definicién 3.1.4:

w/2 2 /9; 2
a) / (cost — i sent) dt b) / ( - t2> dt
~m/2 1\ 1
c) / (t +it)> dt d) / te'™ dt con n € Z — {0}
0 0

De las propiedades de la integral definida para funciones reales se deducen las siguientes. [ ]

Propiedades

1) Linealidad: Si g(t) y h(t) son integrables en [a,b] y «, 8 € C son constantes, entonces:
b b b
/ﬁ@@+ﬂmmﬁ:a/g@ﬁ+5/h@ﬁ

2) Aditividad del intervalo de integracidén: Si g(t) es integrable en un intervalo que

incluye a, b, ¢ entonces:
b c b
/g@ﬁ:/g@ﬁ+/g®ﬁ
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3) Acotamiento: Si g(t) es mtegrable en [a, b] entonces

dt' /|g )| dt

4) Conjugacién: Si g(t) es integrable en [a, b] entonces:

b@dt: bg(t)dt
[, = |

Ejemplo 3.1.7. I

1
Utilizando el resultado del ejemplo 3.1.5b y la propiedad de conjugacion, hallemos / - dt:

—~1 +1
1 1 1 . .
1 1 1
/ ‘dt:/ : dt:/ g= () =T
_1t+'l 1 t—1 _1t—Z 2 2

Actividad 3.1.8. |

1

™
Comprobar directamente las propiedades de acotamiento y conjugacién para / et dt. ]
0

Como es de esperar, el teorema fundamental del calculo y la regla de Barrow se extienden
naturalmente a funciones complejas continuas en un intervalo.

Teorema 3.1.9. Sea g : [a,b] — C continua en [a,b].
t
(1)) La funcion I(t) = / g(7)dr es una primitiva de g(t) en [a,b]. En particular, toda
a
funcién g : [a,b] — C continua en [a,b] admite primitiva en dicho intervalo.

(ii) Si G(t) es una primitiva de g(t) en [a,b], es decir que G es continua en [a,b] y
derivable en (a,b) y se tiene G'(t) = g(t) para todo t € (a,b) entonces:

b
/ g(t)dt = G(t)] = G(b) — G(a) Regla de Barrow en intervalos

Demostracion
Sea ¢(t) = u(t) + iv(t) continua en [a, b], de modo que u(t) y v(t) lo son.

(i) El teorema fundamental del calculo para funciones reales asegura que I (t) = f;’ u(t)dr e
Ir(t) = f; v(7) d7 son primitivas de u(t) y v(t) en [a, b], respectivamente.
Luego, la funcién I(t) = I1(t) + i I2(t) es continua en [a,b] y para todo t € (a,b) se verifica:

I'(t) = [I1(t) +i L) = I (t) + i I5(t) = u(t) +iv(t) = g(t)

(ii) En efecto, si G(t) = U(t) + iV (t) entonces como observamos al comienzo de esta seccién
U(t) es una primitiva de u(t) en [a,b] y V(t) es una primitiva de v(t) en [a,b]. Aplicando a
las componentes de g la regla de Barrow para funciones reales resulta:

/abg(t)dt: /abu(t)dt+i/abv(t)dt: )
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= (U(b) =U(a)) +i(V(b) = V(a)) = (U) +i V(b)) = (U(a) +iV(a)) =

[]

‘Ejemplo 3.1.10. I

Calculemos las siguientes integrales sin hallar las partes real e imaginaria de los integrandos:

a)

cost—isent?’dt:/ e Bl dt = ¢ .
X Fa= =30

b)

1 1 1 -
/_1 i = Ln(t+i)‘_1 = Ln(1+i)—Ln(—14i) = (1nf2+ ig)— <1nf2+ 13”) =T

1 .
1 1 1 5
1+it)3dt = (1 't4‘:—1 o =2
/0( +it) R M i e T

™

d) Para calcular / te' dt, aplicamos integracién por partes con u = t, dv = e dt:
—T

™ ) it T it T
/ et dt = t—|" — / Cdt = —itet — o
— 1 l—m —r 7

s
—Tr

+ et
s

Si bien no las trataremos en este capitulo, se definen en forma anéloga las integrales impropias
de funciones a valores complejos definidas en intervalos. Su convergencia equivale a la de las
integrales impropias de sus partes real e imaginaria.

‘ Ejemplo 3.1.11. I

[e.e]
Mostremos la convergencia de / eI+t gt
0

o ‘ T , —(1+i)t | —(+9)T 1
/ e~ g — 1im e tg — 1m S | = i | & ~ — .
| y T i R
Como
0< |€7(1+i)T‘ — ‘efTefiT‘ — ’efTHefiT’ _ efT

y ademés la exponencial real e~ 7 — 0 cuando T' — oo, resulta lim e HIT —

T—o00

Entonces

N
N | .

[e’¢) ) 1
7(1+2)tdt — —
/o ¢ (1+1)
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3.2. Primitivas en dominios del plano complejo

Dadas funciones F'(z), f(z) definidas en un conjunto abierto y conexo D del plano comple-
jo, diremos que F'(z) es una primitiva de f(z) en D si se verifica F'(z) = f(z) para todo
z € D, es decir si f(z) es la derivada de la funcién analitica F'(z) en D (aqui la derivada es en
el sentido de la variable compleja z, estudiada en el capitulo 1). En variable real una misma
funcién puede admitir primitivas distintas en diferentes intervalos, por ejemplo f(z) = x~!
admite la primitiva Fj(x) = Inz en (0,00) y la primitiva Fy(x) = In(—z) en (—o0,0). Lo
mismo ocurre en variable compleja. Por lo tanto, toda primitiva debe estar acompanada de
un dominio de validez.

‘ Ejemplo 3.2.1. I

3
a) Una primitiva de f(z) = 2 en D = C es F(z) = % pues

d (23 322
/ = — — —_—— 2 =
F'(z) = - <3> 2z = f(z) para todoz € C

1 1
b) Una primitiva de f(z) = cosz — —enD=C- {0} es F(z) =senz + — pues
z z

d 1 1
Fl(2) = o <senz+ z) =cosz— 5 = f(z) para todoz # 0

1
c) Fi(z) = Ln(z) es primitiva de f(z) = ~en D =C—{z:Im(z) =0,Re(z) <0}.
En efecto:

Fl(z) = diz (Ln(z)) = % = f(z) para todoz € D

1
F5(z) = Ln(—=2) es primitiva de f(z) = — en D = C — {z : Im(z) = 0,Re(z) > 0} dado
z
que si z € D entonces —z cae dentro del dominio de analiticidad del logaritmo principal,
con lo cual podemos aplicar la regla de la cadena:

Fi(2) = diz (Ln(—=2)) = (—=1) = f(z) para todoz € D

[]

Andlogamente al caso real, dos primitivas de una misma funcién en un mismo conjunto abierto
conexo D del plano complejo difieren en una constante compleja.

El simbolo [ f(z)dz designa el conjunto de todas las primitivas de f(z) en determinado con-
junto abierto conexo D del plano. Luego, si F(z) es una primitiva cualquiera de f(z) en D,

entonces se tiene [ f(z)dz = F(z) + C para z € D, donde C' € C es una constante general
de integracién. Es decir:

/f(z)dzzF(z)—i—C paraz € D & F'(z) = f(z) paraz € D

Por ejemplo, refiriéndonos al ejemplo 3.2.1c:

/1dz—an+C para todoz € D = C — {2z : Im(2) = 0, Re(2) < 0}
2
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asi como también es valido:

/idz =ILn(—2)+ C paratodoz € D =C — {z:Im(z) = 0,Re(z) > 0}

| Actividad 3.2.2.

Estableciendo un dominio de validez, hallar:

1 Lnz el/?
a)/<z—zs—senz>dz b)/zdz c)/ = dz ]

Advertimos aqui una diferencia importante respecto de las funciones reales de una variable
real. Como mencionamos anteriormente, toda funcién continua g : [a,b] — C admite primitiva
en [a,b]. En contraste, dada una funcién f : D — C continua en un conjunto D abierto y
conexo del plano complejo, no necesariamente admite primitiva en D, incluso siendo f analitica
alli. Un ejemplo de esto es f(z) = 2~ que més adelante probaremos no admite primitiva en
D = C—{0}. En este capitulo se mostrard que para funciones de variable compleja la existencia
de primitiva esta estrechamente vinculada a la nocién de independencia del camino.

3.3. Integracion a lo largo de curvas

En la seccién 3.1 consideramos integrales de funciones complejas de variable real en inter-
valos. Definiremos ahora las integrales de funciones complejas de variable compleja a lo largo
de curvas del plano, es decir como integrales de linea.

Definicién 3.3.1. Sea C : z = Z(t), t € [a,b], una curva suave (orientada por valores
crecientes del pardametro). Si f(z) es una funcion a valores complejos continua sobre C, se
define la integral de f a lo largo de C' mediante:

dz
b ,_sz
/ )l = / FZ0). 70 &
C a
Si C' es suave a trozos, union de la secuencia de curvas suaves Cy, Co, -+, Cn, donde el

extremo final de Cy coincide con el inicial de Cxyq1 (para 1 <k < N — 1), se define:
N
f()dz = f(2)dz
f@e=2

Cuando la curva C' es cerrada se acostumbra indicar la integral como ]{ f(2)dz
C

Observaciones

1. La condicién de continuidad de f(z) sobre C' garantiza que la integral definida del
miembro de la derecha en la definicién de integral a lo largo de una curva suave existe
pues es del tipo visto en la seccién 3.1 con integrando g(t) = f(Z(t)).Z'(t) continuo en
[a, b].
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2. Si bien la definicién hace referencia a una parametrizacion de C, mediante un cambio de
variables en la integral definida se puede probar que el valor de la integral a lo largo de C'
no depende de la representacién particular elegida siempre que ella respete la orientacién
especificada. Es decir, reparametrizando C' mediante un cambio de pardametros h de clase
C' con b/ > 0, el valor de la integral no se modifica.

3. Dos arcos que conecten el mismo extremo inicial z1 y final 22 no necesariamente arrojaran
el mismo valor para la integral.

Ejemplo 3.3.2. }

Calculemos la integral / Zdz a lo largo de las curvas siguientes. El integrando f(z) = Z es

continuo en todo el plano complejo, en particular sobre esas curvas, lo que garantiza la exis-
tencia de las integrales.

a) C el segmento dirigido desde z; = 2 hasta zy = 2i.

Parametrizamos C; : z = 2+ t(2i — 2),t € [0, 1] 2620 =21
Z'(t)=2i—2
(t) = 2 o
.

Evaluamos el integrando sobre la curva parametrizada:

21 = 2
F(Z)=Z({t) =2+ (2 —2) = (2— 2t) +i2t = ’ 1 R
=(2—2t) —i2t

Entonces:

1 1
/Clzdz:/o f(Z(t)z (t)dt:/o (2 —2t —d2t)(2i — 2)dt =

1 1
- / (8 — (4 — 4i))dt = (42 — (4 — 4i)t) ‘0 — 4
0
b) Co:z=(2—1t)+1it,t €]0,2]
Z'(t) = —1+1.
Evaluamos el integrando sobre la curva parametrizada

fZ)=Zt)=2—t+it=(2—1t)—it

De este modo:
2 2
/C2zdz:/0 f(Z(t))Z(t)dt:/O (2= 1) —it)(—1+ i) dt =

2

= /2(215— (2 —2i))dt = (£* — (2 — 2i)t) ‘ = 4i
0 0

La curva Cy es la misma que Cp del inciso anterior, solo que parametrizada de modo
diferente pero conservando la orientacion. Esto ilustra la segunda observacion hecha justo
antes de este ejemplo (la integral de f(z) no depende de la parametrizacién particular
siempre que se respete la orientacion).
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c¢) Cjs el arco de la circunferencia de ecuacién 22 + (y + 1)2 = 1 con y > —1 recorrido en

sentido antihorario.

Una posible parametrizacién es
Cy:z=—i+e tel0n]

Entonces:
Z'(t) = ie?
f(Zt)=2Z(t)=—i+et=i+e™

Luego:

/03de = /07r F(Z@)Z'(t)dt = /Oﬂ(wreit)(ieit)dt_ /Oﬂ(—e’“rz‘) gt —

— (ie" + it)‘;r = (ie™ + i) —i = (7 — 2)i

‘ Ejemplo 3.3.3. 1

Evaluemos las siguientes integrales.

a) 7{ —dz a lo largo de la circunferencia C' : |z| = 1 con orientacién antihoraria.
Cc <

La curva C' es suave y el integrando f(z)

integrable a lo largo de C.

1
= — es continuo sobre C. Por lo tanto f(z) es
z

Parametrizamos C : z = €' ¢ € [0, 27] (orientacién inducida antlhorarla .

Entonces dz = Z'(t) dt = ie' dt.

Evaluando la funcién f(z) sobre la curva:

HZW) = 555 = o

Luego:

1 2
dz:/ —ze’tdt
cr 0o €t

2
/ idt =
0

b) i) / —dz alo largo de C1 : |z| =1 desde z; = 1 hasta zo = —1 antihoraria.
Ccy ?

Parametrizamos C; : z = e, t € [0, 7]

Entonces dz = Z'(t) dt = le” dt.
1 1
20) = —— = —
120) = 715 =
Luego

1 ™1 4 ™
/ dz:/ tze”dt / idt:it) =
c, ? 0o € 0 0

27 )
= 2m

ah)
N

dh)
L

1
ii) / —dz alo largo de la circunferencia Cy : |z| = 1 desde z; = 1 hasta zo = —1 horaria.
Coy #
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Parametrizamos Cy : z = e~ ¢ € [0, 71]. Entonces: dz = Z'(t) dt = —ie~" dt,

1 o1 . w
/ —dz = / —(—i)e " dt = (—i)t| = —im
Cy % o €7 0

c¢) Calculemos / Zdz si C es la poligonal dirigida de vértices z1 =2, 20 =0y 23 = 2i.

C
Como C' = C1 Uy es suave a trozos, parametrizamos cada tramo por separado:

Cy:z=—tte[-2,0] y
20 23
Cy:z=it,t€]0,2] 1
0 1.0 1 Cz
/ Zdz = / (—t)(—1)dt = 42‘ =2
G -2 2 -2 Cl 21
—o==
0 1 2 @

/ zdz:/ (—z’t)idt:ft‘ —2
Co 0 2 0

Por lo tanto:
/zdz-/ zdz+/ zZdz=-2+2=0
C C1 Cs

d) / zRe(z) dz alo largo del arco de la parabola C : y = 22 desde z; = 1+1 hasta 29 = 0.
C

C:z=—t+it?t€[-1,0], dz = (=1 + 2it) dt y
1+
0 L 1
/zRe(z)dz:/ (=t 4 i82) (=) (— 1 + 2it) dt = i
C -1 C !
0 |
—/ (—t* + 3it® + 2t*) dt = :
_1 :
0 T
1, 3 2 \|° 1 3
S (R BT v St _ 9
( 37 Tty >_1 15 4 L

Propiedad 3.3.4.

1) Linealidad: Si «, 8 con constantes complejas y f(z), g(z) son integrables a lo largo de

C, entonces:
L@+ sa) dz=a( [ 16ra) 45 ( [ ate)a:)

2) Acotamiento: Si f es integrable a lo largo de la curva C' de longitud L y |f(2)| <

M, Vz € C, entonces
/ f(z)dz
C

3) Cambio de signo: /Cf(z) dz = — /_C f(z)dz

<ML
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‘ Ejemplo 3.3.5. I

a) Regresemos al ejemplo 3.3.3b) para ilustrar propiedades. Podemos comenzar parame-
trizando —Cy : 2 = €'t € |7, 27]. Entonces:

/ dz:—/ dz:—/ Z.tie”dt:—/ idt = —it
Cy # —Cy # ~ € T

1
Ahora podemos resolver de otra forma el ejemplo 3.3.3a) : j{ —dz a lo largo de la
C <

2 .
= —ITr
T

circunferencia C' : |z| = 1 con orientacién antihoraria.

1 1 1 1
fdz:/ dz:/ dz+/ —dz =
c? C1U(=Cy) # Cc, ? —Cy #

1 1
:/ Zdz—/ ;dz:m—(—m):Zm'
C1 Ca

3iz

b) Mostremos que lim 5 dz = 0 siendo Cg : |z| = R,Im(z) > 0, con R > 1. En

R—o00 Cr 24+ 1
efecto, si z = x + iy € CR se tiene:
3iz

e |e3iz‘ |e3im—3y| e—3y 6_3y 6_3y 1

2241

= fr fd = < =
|22+1]  [224+1]  [2241] " ||]z22P-1 R*-1" R2-1

M

puesto que sobre Cr es y > 0 de manera que e 3¥ < 1, y teniendo en cuenta ademds

que:
1

<
|22+ 1]~ [l2* =1
Entonces en virtud de la propiedad 3.3.4.2 resulta:

|22+ 1] > ||2]> — 1| asf que

1 TR
- CR2-17 R2-1

El limite que se pide se obtiene observando que el miembro de la derecha tiende a cero
cuando R tiende a infinito.

| Actividad 3.3.6.

Calcular:

a) Re(z) dz a lo largo de las siguientes curvas:
C

i) C:z=14idt,0<t<1.

(ii) C: |z — 3| = 2 con orientacién antihoraria.

b) / Im(z%) dz a lo largo del segmento orientado desde z; = 1 + i hasta zo = 0.
c

1
c) / = dz siendo C': |z —i| = 1 con orientacién horaria desde z; = 1+ hasta zo = 0.
cltzZ—

[]

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 135



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

Si bien la definicion de integral a lo largo de curvas permite plantearlas mediante integrales
definidas en el intervalo paramétrico, estas tltimas no siempre resultan sencillas de resolver.

Ejemplo 3.3.7. I

. . . . . dz .
Dada C : |z — 1| = 3 con orientacién antihoraria planteemos el célculo de j{ — mediante
Cc <
parametrizacién.

C:z=1+3e' t €0,2n]. Entonces: Z'(t) = 3ie'

Luego:
d 21 7 (t 2m : it
f’zz/ ()dt:/ SR
c z o Z(t) o 14 3et

A primera vista parece tentador resolver mediante la regla de Barrow tomando como primitiva
la funcién G(t) = Ln(1 + 3e%), pero realmente no lo es. Lo serfa si la imagen del intervalo
paramétrico [0, 27] por la funcién Z(t) = 1 + 3e® (es decir la curva C) estuviera contenida
dentro del dominio de analiticidad de Ln z, pero en este caso C' interseca al semieje real ne-
gativo pues Z(m) = 1 + 3¢’ = —2.

Una forma de calcular la integral es usar el resultado siguiente, que muestra que para hallar
una integral de linea compleja es posible plantear un par de integrales de linea reales.

Propiedad 3.3.8. Relacion entre integrales de linea reales y complejas.
Sea f(z) una funcio’n continua sobre el arco suave o suave a trozos C' y sean u(zx,y) = Re(f(z))

yo(z,y) =Im(f(2)). Se verifica:

/f dz_</ (x,y)dx—u(g;,y)dy)+i(/cv(x,y)dx+u(x,y)dy>

| Actividad 3.3.9. |
Aplicando la propiedad 3.3.8 calcular | o #dz si C es el segmento desde 21 = 0 hasta zp = 1+.
A partir de la definicién 3.3.1 corroborar el resultado. []

La propiedad 3.3.8 sugiere la posibilidad de formular en variable compleja resultados analogos
a los de independencia del camino y el teorema de Green de la teoria de integrales de linea
reales. Este sera el objetivo de las dos secciones que siguen.

3.4. Independencia del camino

En ejemplo 3.3.3b se consideraron dos curvas C; y Cs incluidas en el mismo conjunto
D = C—{0} abierto conexo, ambas con extremo inicial z; = 1 € D y ambas con extremo final
zg = —1 € D. La integral fc 2~ dz arrojé resultados diferentes cuando se calculé a lo largo
de C7 y Cy. Es un ejemplo de integral cuyo valor, para curvas incluidas en D desde z; has-
ta zo, depende de la trayectoria que se elija para calcularla. Mostraremos ahora otra situacién.

‘ Ejemplo 3.4.1. I

Sean z; =0y 29 = 1 4 4. Calculemos fC zdz a lo largo de las siguientes curvas:

a) C7 segmento de la recta y = = desde z; hasta zs.
Parametrizando Cy : z =t +it,t € [0,1]:

1 1 1
/ zdz:/(t+it)(1+i)dt:/ 2itdt = it?| =i
Cy 0 0 0
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b) Cy arco de la parabola y = 22 desde z; hasta zs.
Parametrizando Cy : z =t + it%,t € [0, 1]:

1 1 1 1 1
/ zdz:/ (t—l—z’t2)(1+2it)dt:/ (t —2t%) +i3t* dt = (tQ—t4+z‘t3)) =i
C2 0 0 2 2 0

c) Cs poligonal de vértices z1, z3 =1 y 22 en ese orden.
C3=0C31UC32conC3;:2=tte(0,1]yCszz:2=1+itte[0,1]

1 1.1 1
/ zdz:/ tdt:—tQ‘ .
Cs.1 0 2 o 2
L L o1\ pr 1
zdz = (L+idt)idt = (i—t)dt =it — =t ‘ =
C3,2 0 0 2 0 2

1 1
/zdz:/ zdz+/ zdz=-+1— - =1
C3 Cs3,1 Cs3,2 2 2

d) Cjy arco de la circunferencia |z —i| = 1 en el primer cuadrante desde z; hasta zs.

Luego

Parametrizando Cy : z = i + €', t € [_E’ 0l:

0 0
L A , , 1 ...\ [0
/ zdz = / (i +e)ie dt = / (e +ie?) dt = <z’e” + 62”>
Cs —7/2 —7/2 2

77r/2_
1 : 1, 1 1
:<i+2)—<i6_”/2+26_”) =ity -1+, =i

0.5

T 1
oz 05 1 —OTZ

Figura 3.1: curvas del ejemplo 3.4.1

[]

Este ejemplo sugiere que la integral fczdz quizéds no dependa de la curva que conecta el
punto inicial z; con el punto final z5 y motiva la siguiente definicién.
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Definicién 3.4.2. Dada f(z) continua en un conjunto abierto y conexo D, se dice que
la integral | f(z)dz es independiente del camino en D si para todo par de curvas

C
C1,Cy incluidas en D, ambas con extremo inicial z1 y ambas con extremo final zo, se

cumple:
Y

/ f@yde= | f(z)dz
Cy

Cs

22
Cuando la integral tiene esta propiedad anotamos / f(z)dz.
21

Si bien la independencia del camino es una caracteristica muy deseable, raras veces la defi-
nicién permite determinar si una integral goza de dicha propiedad en un dominio D (lo que
supondria evaluar la integral a lo largo todas las trayectorias en D entre dos puntos dados).
El resultado siguiente es consecuencia inmediata de la propiedad 3.3.8 y muestra que la inde-
pendencia del camino en variable compleja puede analizarse en base a la propiedad homodloga
para integrales de linea reales.

Propiedad 3.4.3. Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) continua en un dominio D. Se verifica:
fC f(2)dz es independiente del camino en D si y solo si las integrales de linea fc u(x,y) de —
v(z,y)dy y [ov(z,y)de +u(z,y) dy son independientes del camino en D.

El siguiente teorema permite decidir en muchos casos en forma sencilla y sin recurrir a la
variable real si una integral compleja es independiente de la trayectoria en un conjunto dado.

Teorema 3.4.4. Independencia del camino
Sea f(z) funcidn continua en un conjunto D abierto y conexo del plano complejo. Las tres
afirmaciones siguientes son equivalentes (es decir todas son verdaderas o todas son falsas):

1. [ f(2)dz es independiente del camino en D.
2. $, f(2)dz =0 para toda curva cerrada C incluida en D.
3. f(z) admite primitiva en D.

Ademds, si F(z) es una primitiva de f(z) en D entonces vale:
22
/ f(z)dz = F(z2) — F(21) Regla de Barrow
21

Cualquiera de las tres afirmaciones implica la siguiente:
4. f(2) es analitica en D.

Cuando D es simplemente conexo las cuatro afirmaciones son equivalentes.
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Demostracion

(1 < 2) La equivalencia entre las dos primeras afirmaciones se demuestra de manera com-
pletamente analoga al caso real para campos vectoriales en el plano. También puede probarse
teniendo en cuenta la propiedad 3.4.3 y el teorema de independencia del camino para campos
vectoriales en el plano.

(8 = 1) Supongamos que F(z) es una primitiva de f(z) en D, de modo que F'(z) = f(z),Vz €
D.

Si C' es una curva suave incluida en D con extremo inicial z1 y extremo final z9, entonces existe
una parametrizacion suave C : z = Z(t),t € [a,b], con Z(a) = z1 y Z(b) = z2. Definiendo
g(t) = F(Z(t)) y aplicando la regla de la cadena, teniendo en cuenta que Z(t) € D,Vt € [a, b,
se tiene ¢'(t) = F'(Z(t))Z'(t) = f(Z(t))Z'(t) para toda t € [a, b]. Luego:

b

b b
/C f(z)dz = / F(2) 27/ (1) dt = / d () dt = g(t)| = g(b) - gla) =

= F(2(5)) ~ F(Z(a)) = F(22) — F(21)

Si C' = C1U---UCNy es suave a trozos y estd incluida en D, donde cada C; es suave y el
extremo final 27 de C; coincide con el inicial de Cjt1, y llamando 25 = 21 y 2y = 22 , entonces

de acuerdo con lo anterior es fcj f(2)dz = F(z}) — F(2;_,). Por lo tanto

N N
RS > L, 1) = I - ] = FR) = () = Fle) = Fi)

J=1

Esto muestra que la integral depende solo de los extremos z; y 29, de modo que la tercera
afirmacion implica la primera.

(I = 3) Supongamos que f = u + iv es continua en D y que la integral [, f(z)dz es inde-
pendiente del camino en D. Luego, por la propiedad 3.4.3 las integrales de linea fc udr—vdy
y fcvd:p + u dy son independientes del camino en D. Por el teorema de independencia del

camino para campos vectoriales reales, se deduce que G = (u,—v) y H= (v,u) son conser-
vativos en D. Existen pues potenciales U, V tales que VU = Gy VV = H en D. Definamos

F(z) = U +iV. Las derivadas parciales de sus componentes son U, = u, Uy = —v, V, = v
y Vy = u, continuas en D pues f lo es. Ellas satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann:
Upg =u=1V,U,=—-v= -V, en D. Por lo tanto I’ es analitica en D y su derivada es

F'(z) = Up(z,y) + i Vy(z,y) = u(z,y) +iv(z,y) = f(2). Es decir, F(z) es una primitiva de
f(z) en D.

(8 = 4) Supongamos que f(z) admite una primitiva F'(z) en D. Entonces F(z) es analitica
en D (pues existe su derivada en cada punto del conjunto abierto D). Mdas adelante justifica-
remos que la derivada de una funcién analitica es también analitica, de lo que se desprende
que f(z) es analitica en D puesto que ella es la derivada de F(z).

(4 = 2) Bajo las hipdtesis que D es abierto simplemente conexo y la curva es simple, el re-
sultado es una consecuencia del teorema de Cauchy-Goursat (que enunciaremos en la seccién
siguiente). La demostracién general se basa en el concepto de homotopia que excede el alcance
de este curso [10]. []

La implicacién (2 = 4) se conoce como el teorema de Morera.
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Ejemplo 3.4.5. I

La integral
/ (iz — €™ + 4zsen(nz?)) dz
C

es independiente del camino en D = C. En efecto, f(z) = iz — €™ + 4zsen(nz?) es analitica
en D y admite alli como primitiva a la funcién

como se comprueba aplicando reglas de derivacién. Asi por ejemplo:

24

& 2 i g 1 2 2
/ (iz — €™ + 4zsen(n2%)) dz = | -27 — =€ — = cos(mwz”)
0 2 7T 0

resultado que se obtiene sin hacer referencia a curvas en particular ni a parametrizaciones.

Ejemplo 3.4.6. [

Mostremos que la integral de f(z) = 622 — % es independiente del camino en D =C — {0} y
z

calculemos: a) / <622 - 7J2> dz b)% <622 - 7J2> dz
1 z |z—1|=2 z

Si bien D es un abierto no simplemente conexo, el integrando f(z) admite alli la primitiva
F(z) =223 4+ iz~ !. La integral es pues independiente del camino en D.

a) Para evaluar la primera integral podemos aplicar la regla de Barrow:

g A Y L .
/1(62 —22>dz—<22 +Z>‘1_(21 Y1) - (244) = —1-3i

b) Por el teorema de independencia del camino, como la circunferencia C' : |z — 1| = 2 es
una curva cerrada incluida en el dominio D en el cual hemos hallado una primitiva de

f(2), resulta:
j{ (622 — 2) dz =
|z—1|=2 z

‘ Ejemplo 3.4.7. I

1
Analicemos la independencia del camino de la integral de f(z) = — en distintos dominios.
z

En el abierto no simplemente conexo D = C — {0}, f es analitica y su integral depende del

dz
camino. Efectivamente, en el ejemplo 3.3.3a mostramos que — = 2mi # 0. Es decir que

|z]l=1 %
la segunda afirmacion en el teorema 3.4.4 es falsa entonces la primera también.

En el abierto simplemente conexo D* = C — {z : Im(z) = 0,Re(z) < 0}, f es analitica y su

integral es independiente del camino. Efectivamente, la cuarta afirmacion en el teorema 3.4.4
es verdadera entonces la primera también.
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De hecho f(z) admite en D* la primitiva F'(z) = Ln(z), asi que por ejemplo para cualquier
trayectoria C' desde z; = —1 — i hasta 29 = —1 4+ ¢ que no pase ni por el origen ni por el
semieje real negativo, se puede aplicar la regla de Barrow:

dz —1+i 3
& —In(z)]  =Ln(-1+d)—Ln(—1—i) =i~ si C c D*
c Z —1—4 2
Por otra parte, si el camino de integracion C' va desdez; = —1—1¢ hasta zo = —1+4 y no pasa ni

por el origen ni por el semieje real positivo, podemos valernos de la primitiva G(z) = Ln(—=2)
en D** = C — {2z : Im(z) = 0,Re(z) > 0}. Resulta:

d —1+i
4z _ ILn(—=z ) '

—Ln(l—4)—Ln(l+i)= —i~ si C C D**
c z 2

—1—1

| Actividad 3.4.8.

1) Sean z; = 1y z9 = i. Calcular I}, = ka Im(z)dze I} = ka zdz para k = 1,2, 3, siendo:
a) C1 el segmento dirigido desde z; hasta zy.
b) Cs : |z| = 1 recorrida en sentido antihorario desde z; hasta zo.
c) Cs la poligonal de vértices z1, 0, zo en ese orden.

(Esperaba Ud. un mismo valor para las tres integrales I, (k = 1,2,3)7 ;Y para las
integrales ;7 Argumente sus respuestas.

2) Mostrar que las siguientes integrales son independientes del camino en un dominio apro-
piado y calcularlas.

i 1+3¢ 1 in/2 e?
42 h —_— —_—
a)/O [3¢7% + 2 senh(z)] dz b)/1 (z—2i)2dz c)/ 5 dz

+i —in/2 (1 —€?)

-1/z
e
d) 740 P dz si C es cerrada y no pasa por el origen.

3.5. Teorema de Cauchy

En la introduccién mencionamos que el teorema de Cauchy en su version original se vin-
cula directamente con el teorema de Green. Es un teorema que en condiciones muy generales
permite calcular integrales de funciones analiticas a lo largo de curvas cerradas. Sus conse-
cuencias son fundamentales. Algunas de ellas se veran en este capitulo en tanto que otras
quedaran diferidas al capitulo 5.

Teorema 3.5.1. Teorema de Cauchy

Sea C' una curva del plano complejo, cerrada, simple, suave o suave a trozos, orientada en
sentido antihorario y sea f(z) una funcion analitica sobre C' y en su interior, cuya derivada
1'(2) es continua sobre C' y en su interior. Se verifica:

%Cf(z) dz =0
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Demostraciéon
Supongamos que C'y f(z) = u(z,y) + ¢ v(z,y) cumplen las hipétesis del teorema de Cauchy.
Por la relacion entre integrales de linea complejas e integrales de linea reales se tiene:

?{f dz-%Gdr%—z?{HdT

siendo G y H los campos vectoriales G = (u, —v), H = (v,u) Bastara probar que las dos
integrales de linea reales del miembro de la derecha son nulas. Veamos que el teorema de
Green es aplicable a cada una de ellas. En efecto:

Sea R la regién interior a C. Por hipétesis existe un conjunto abierto D que incluye a C'y
a R en el cual f es analitica y f’ es continua. Como f'(z) = uy(z,y) + i vy(z,y) resultan
uz(2,y),v:(z,y) continuas en D. Y dado que f es analitica alli, se cumplen las condiciones de
Cauchy-Riemann de modo que vy (z,y), uy(a: y) también son continuas en D. Por lo tanto las
derivadas parciales de las componentes de G y H son continuas en D.

La curva C' es cerrada, simple y suave a trozos y tiene orientacién antihoraria.

Luego, aplicando el teorema de Green se tienen las siguientes igualdades:

fcar= [ |5 o - 5 ] da= [[ oo - utea)a
fiar= [[ |- - 5 o] aa= [[ e - o

Empleando las ecuaciones CR vemos que los integrandos de las integrales dobles anteriores
son idénticamente nulos en D y en particular en R. Luego, las integrales dobles valen cero. Se
deduce que las circulaciones de G y H también son nulas, como queriamos probar. []

El matematico E.Goursat probé que la hipétesis de continuidad de la derivada resulta innece-
saria en el teorema anterior, dando lugar a la siguiente version mas fuerte cuya demostracion
omitimos.

Teorema 3.5.2. Teorema de Cauchy-Goursat
Si C es una curva del plano complejo, cerrada, simple, suave o suave a trozos, orien-
tada en sentido antihorario y f(z) es una funcidn analitica sobre C y en su interior,

y

entonces:

‘ Ejemplo 3.5.3. I

Calcular las siguientes integrales con orientacion antihoraria:

1
a)j{dz C:lz—1—i|=1
c <

C' es una circunferencia entonces es cerrada, simple y suave. El integrando f(z) = 1/z
es analitico en el abierto D = C — {0} por ser funcién racional con denominador no nulo
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alli. Como el punto z = 0 es exterior a C, resulta f(z) analitica sobre C'y en su interior,
ver figura 3.2. Luego, el teorema de Cauchy-Goursat es aplicable. Podemos conluir que:

1
?{dZ—O
Cc <

sen z
b d C:x2+42=14
)jizQ_le 22 + 4y

C' es una elipse luego es cerrada, simple y suave. Por ser cociente de analiticas con
sen z

224 analitico en D = C — {—21, 27},
abierto que incluye a C'y a la region limitada por ella, dado que los puntos z = £2¢ son
exteriores a C, ver figura 3.3. Aplicando el teorema de Cauchy-Goursat se concluye:

sen z
dz=0
7{;224—4 -

denominador no nulo el integrando f(z) =

©
1

ol
N
8
|
1
o
8
o
¥

&

20 —21

Figura 3.2: €j. 3.5.3a) Figura 3.3: €j. 3.5.3b) Figura 3.4: ej. 3.5.3¢)

° ?ﬁmzl La(z/4) ©

C : |z —2| =1 es una circunferencia asi que es cerrada, simple y suave. Por ser cociente

/e . . z /s
de analiticas con denominador no nulo el integrando f(z) = ———— es analitico en

Ln(z/4)
D=C-({z:Im(z) =0 A Re(z) <0} U{4}). En efecto, si z = z + iy:
Ln(z/4) no es analitica < Im(z/4) =0 A Re(z/4) <0 & y=0 A <0

Adema3s este denominador se anula tnicamente en z = 4.

Puesto que el abierto D incluye a C'y a la regién interior, dado que z = 4, el origen y
el semieje real negativo son exteriores a C, ver figura 3.4, por aplicaciéon del teorema de
Cauchy-Goursat podemos concluir que:

z

7|€_2|:1 Tn(/a) © = °

3L
d) 7{ % dz C frontera del cuadrado de vértices 1 £, 3£1¢
cer =
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C es curva cerrada, simple y suave por tramos, por ser la frontera de un cuadrado. Exa-
minemos la analiticidad del integrando f(z). Su numerador N(z) = 23 Ln z es analitico
en el complemento del origen y del semieje real negativo, pues alli es producto de analiti-
cas (polinémica y Ln z). Su denominador D(z) = e** — 1 es analitico en todo el plano
complejo. Luego f(z) es analitica excepto en el origen, el semieje real negativo y los
puntos donde se anule D(z):

27

e _1=0 e ¥ =1 & 2zelhl & 2iz=i2kn,k€Z < z=kn,keZ

Por lo tanto f(z) es analiticaen D = C—({z : Im(2) =0 A Re(z) <0} U{kr: k € N}).

Tanto C' como la regién limitada por ella estan incluidas en D, ver figura 3.5. Del teorema
de Cauchy-Goursat resulta:
3
z°Lnz
o _

1
e) 7{ ——dz C frontera del tridngulo de vértices 1, 1 41, @
c4ilnz —7

Por ser frontera de un tridangulo la curva C es curva cerrada, simple y suave por tramos.
El integrando f(z) es un cociente cuyo numerador es una constante (analitica en C) y
cuyo denominador D(z) = 4iLn z — 7 es analitico excepto en el origen y sobre el semieje
real negativo. Luego, f(z) es analitica excepto en dichos puntos y aquellos donde se
anule D(z). Hallemos estos ultimos:

V2

. ' 5
4ilnz—7=0 & 4ilnz=n < an:—% s 2=t o z:\g—i2
Puesto que el origen, los puntos del semieje real negativo y el punto z = e /4 son

todos exteriores a C, ver figura 3.6, entonces f(z) es analitica sobre C'y en su interior.
Asi, por el teorema de Cauchy-Goursat:

1
= dr=
%CZL’L'LDZT[' 2=0

0.5

-0.5

oefiﬂ'/4

Figura 3.5: ejemplo 3.5.3d) Figura 3.6: ejemplo 3.5.3e)

| Actividad 3.5.4.

Hallar el valor de las siguientes integrales justificando sus afirmaciones.
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1 z
- - i . -1 _c
)} Fggds s Ol N I

1
sen <z—5> ‘ 2 9

C)fcez—i—e%dz &C’:E—i—yz:l ]
Una consecuencia del teorema de Cauchy-Goursat es la que oportunamente mencionamos en
el teorema 3.4.4, 4 = 2, que ahora estamos en condiciones de probar para curvas simples.
En efecto: Sea f(z) analitica en un conjunto D abierto simplemente conexo y C' una curva
cerrada, suave o suave a trozos incluida en D. Si C es simple, como estd incluida en D y este
es simplemente conexo, la regién interior a C' también estd incluida en D y puede aplicarse el
teorema de Cauchy-Goursat. Se desprende que fC f(z)dz=0.

Otra consecuencia importante del teorema de Cauchy-Goursat es la siguiente version para
funciones analiticas de la generalizacién del teorema de Green a regiones cuyo contorno cons-
ta de varias curvas cerradas.

Corolario 3.5.5. Sean C,C1,---Cn curvas cerradas, simples y suaves o suaves a trozos,
todas con la misma orientacion (todas antihorarias o todas horarias), Cy,--- ,Cn inte-
riores a C y cuyos interiores no tienen puntos en comun. Sea R la region limitada por
C,Ch,---Cn. Si f(2) es analitica sobre C,Cy,--- ,Cn y en R entonces se verifica:

ff(z)dz— f(z)dz+---+ (2)dz
C C1

f
Cn

El caso particular N = 1, ver figura 3.7, establece bajo las hipétesis correspondientes la igual-
dad de las integrales a lo largo de dos curvas cerradas, una interior a la otra, siempre que en la
regién entre ellas el integrando sea analitico. En la figura 3.9 ilustramos el caso cuando N = 2.

Y

Figura 3.7: caso N=1 Figura 3.8: dem N=1 Figura 3.9: caso N=2

Demostracion del caso N = 1. Sean f,C,C7, R en las condiciones del enunciado y D un
conjunto abierto que incluya a C, C; y R, en el cual f sea analitica. Consideremos dos curvas
auxiliares u, 7, suaves o suaves a trozos, incluidas en R, que conecten la curva C con C}
como se muestra en la figura 3.8. La regién R queda dividida en dos subregiones Ry y Rs, en
cada una de las cuales el teorema de Cauchy-Goursat es aplicable por separado, resultando
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las siguientes igualdades:

/Ca/b/c/ f(2) dz+Lf(z) dz+/cma f(2) dz—|—/f(z) ds — 0

m
/Cc/d/a/ f(z)dz+ /u f(z)dz + /Cl,adc f(z)dz+ . f(z)dz=0

Sumando las dos igualdades miembro a miembro, teniendo en cuenta la propiedad de cambio
de signo de la integral, resulta:

/Ca/b/c/ f(2) dz+/CC/d/a/ f(2) dz+/_c1 y f(2)dz + /_C1 - F(z)dz =0

%f(z)dz—i— f(z)dz:j{ f(z)dz— ¢ f(2)dz=0
c -C1 C 1y

Es decir

En conclusiéon

¢ rera= ¢ s
C Cy

Ejemplo 3.5.6. I

Retomemos la integral ?{ %dz del ejemplo 3.3.7.

z—1|=3
Como se vio anteriormer‘lte llO es sencillo hallar su valor parametrizando C : |z — 1| = 3. Si
lo es para la curva C} : |z| = 1 con orientacién antihoraria de acuerdo con el ejemplo 3.3.3a,
donde obtuvimos el valor 2mi.
El integrando es analitico D = C — {0}. Las curvas C' y C} son cerradas, simples, suaves y
ambas tienen la misma orientaciéon antihoraria y C; es interior a C.
El teorema de Cauchy-Goursat no es aplicable individualmente a cada curva porque el origen
es un punto interior a las dos. Sin embargo podemos aplicar el corolario 3.5.5, relacionando
ambas integrales, por ser el origen exterior a la regién R comprendida entre ellas:

Y

1 1 ) 2 C
%dz:f —dz = 2mi
cr C1 ? F\\CI

0€9 2 T
v

| Actividad 3.5.7. |

Sea C' una curva cerrada, simple, suave o suave por tramos, con orientaciéon antihoraria y sea

dz = 271 ]

zg € C interior a C'. Justificar que I =
CZ =%

A continuacién enunciamos un teorema, cuya demostracién omitimos, que relaja atin mas las

hipotesis del teorema de Cauchy-Goursat permitiendo una cantidad finita de puntos interiores

a la curva en los que al integrando no se le exige analiticidad pero si continuidad. Lo utiliza-

remos para demostrar el teorema de la seccién siguiente.
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Teorema 3.5.8. Si C es una curva cerrada, simple, suave a trozos, con orientacion an-
tthoraria y f(2) es analitica sobre C' y en su interior, excepto posiblemente en un nimero
finito de puntos interiores a C en cada uno de los cuales f es continua, entonces:

]if(z) dz =0

Ejemplo 3.5.9. I

|

dz

Calculemos ?{
|z|=1 z

El integrando f(z) es analitico en D = C — {0}. No se puede aplicar el teorema de Cauchy-

Goursat pues z = 0 es interior a C.

Empleando la regla de L "Hoépital:

2z 2z / 2z
1 1 2
lim f(2) = lim i ) 2T
z—0 z—0 z z—0 yA z—0 1

Como dicho limite existe, permite definir la funcién:

s ={ 37 % 27

a la que puede alicarse el teorema 3.5.8 por ser analitica sobre C' y en su interior, excepto

posiblemente en z = 0 interior a C donde es continua. Luego 7{ g(z) dz = 0. Pero puesto que
C

f(2) = g(z) para todo z € C, se deduce que %Cf(z) dz = %Cg(z) dz = 0. ]

3.6. Foérmula integral de Cauchy

Como hemos visto, para poder aplicar el teorema de Cauchy-Goursat es necesario que el
integrando sea analitico sobre la curva y su interior. El resultado que presentaremos permite
la existencia de un tnico punto de no analiticidad, zg interior a C, atribuible exclusivamente
a un denominador polinémico de la forma z — zp.

Teorema 3.6.1. Formula integral de Cauchy

Sea C' una curva cerrada, simple, suave o suave a trozos, con orientacion antihoraria.

Si f(z) es una funcion analitica sobre C y en su interior, zo un punto interior a C,
entonces se verifica:

j{ /(z) dz = 2mif(z0) C
C

Z — 20
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Demostracién Sea D un conjunto abierto que contenga a C' y a su interior, en el cual f sea
analitica. Definamos una funcién auxiliar g(z) del modo siguiente:

o) f(Zz:ZO(ZO) si z€D,z# 2
1 (20) si 2=z

Observemos que g es analitica en D — {zp}. En efecto, allf es un cociente entre dos funciones
analiticas, el numerador f(z)— f(z0) analitico por hipétesis, y el denominador z — 2z analitico
y no nulo en D — {zy}.
Veamos que g es continua en zg. En efecto, como f es analitica en zg existe la derivada f/(zo),
por lo cual:

lim g(z) = lim f2) = 1(z0)

Z—20 Z—20 z — ZO

= f'(z0) = g(z0)

Por lo tanto g es analitica sobre C' y en su interior, excepto posiblemente en el tinico punto
zp donde resulta continua. Luego, aplicando el teorema 3.5.8 se deduce que:

}ég(z) dz =0

f(z Zo)+f20 f(2) — f(20) f() _
\%C‘VZ_ZO f Z — 20 \% zZ — 20 d + CZ—ZO o

= oeyat 10 § = d= ) f =

De acuerdo con la actividad 3.5.7:
1
?{ dz = 2mi
C %~ 20

f(2)

C 220

De donde:
dz =2mif(zp)

[]

‘ Ejemplo 3.6.2. I

Calculemos las siguientes integrales suponiendo orientacion antihoraria. Veremos que todos
estos ejemplos se ajustan a la forma del teorema 3.6.1.

2 iz
a)% S
lol=2 2~ 1
Z2ei7rz f(z)

Expresemos el integrando como T = donde zy = 1y f(z) = 22e'™ analitica
z— z— 2

en D = C por ser producto entre una polinémica y una composicion de analiticas.

Luego, f(z) es analitica sobre C'y en su interior. Como C' es una curva cerrada, simple

y suave, con orientacion antihoraria, de la que zg = 1 es punto interior, se deduce por

la féormula integral de Cauchy:

ZQezﬂ'z )
7{ . dz =2mif(1) = 2mie'™ = —27i
|z|=2 Z =
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2
b) j{ % dz si C es la frontera del cuadrado de vértices 1 1
o #(2* +4)

El integrando es funcién racional por lo que resulta analitico en todo el plano excepto

donde se anula su denominador: z = 0 (interior a C), z = £2i (exteriores a C).

z+2 f(2) z+2 . o

Ademas = donde zg = 0, f(2) = ——— analiticaen D = C—{—2i,2i
2(z224+4)  z-— 2z 0=0,/(z) 22 +4 { b
en particular sobre C' y su interior. La curva C es cerrada (por ser frontera de un
cuadrado), simple y suave a trozos, con orientacién antihoraria. Aplicando la férmula

integral de Cauchy se obtiene:

z+2
z+2 22 +4 . .
————dz=¢ =T =dz=2 0) =
jivz(z2+4) z ji p z =2mi f(0) = mi
Y Y
20
C c
R R
Z9
1 Z 2 H o0 [2o 2 T
2@
Figura 3.10: ejemplo 3.6.2a) Figura 3.11: ejemplo 3.6.2b)
Ln(z)
c) 7{ —————dz
s—2)=1 (2 — 2)Ln(z/4)
Ln(z)

. . f(z)
El integrando se escribe en la forma T donde zp = 2y f(2) =
Ln(z) o :

Tn(=/4) analiticaen D = C — ({z : Im(z) =0 A Re(z) <0} U{4}) por ser cociente de
analiticas con denominador no nulo. El camino de integraciéon C' es una circunferencia
de modo que es cerrada, simple y suave y de acuerdo al enunciado su orientacién es
antihoraria. El semieje real negativo, el origen y el punto z = 4 son exteriores a C, en
tanto zg = 2 es interior. Por la férmula integral de Cauchy:

Ln(z)
Ln(z) L Ln(z/4) Y — 9 Ln(z) _
AR i il S e R ey B
. LIn(2) )
2an(1/2) —2m

e™? ey z? 9
d)jéz‘l—ldz si .Z—i—(y—l) =1
Los puntos de no analiticidad del integrando son las raices de z* — 1 = 0. Pueden
obtenerse calculando las raices cuartas de la unidad o, como en este caso, mediante la
factorizacion 24 — 1 = (22 — 1)(22 + 1) = (2 + 1)(2 — 1)(z + i)(z — 7). Asi, los puntos
de no analiticidad del integrando son z = +1 y z = +i. Solo 29 = ¢ es interior a C. La

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 149



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

elipse es una curva cerrada, simple y suave y tiene orientacion antihoraria de acuerdo
al enunciado. Por la formula integral de Cauchy:

Tz

e
xz YRV Y 7z i
j{ 46 dz:?{ (Z+Z)(Z, ) dz:2m',e— :27m'67,:E
czt—1 c z—1 (z410)(2%2 = 1) l2=i (—4i) 2
y
1 C
C
Y ZO oY
-1 of 2 97
NEZ ;
14 <
1 X
-2 1 —i 9
Figura 3.12: ejemplo 3.6.2c) Figura 3.13: ejemplo 3.6.2d)

Ejemplo 3.6.3. }

1
La férmula integral no es aplicable al cédlculo de ?{ ——dz

|z—2|=1 Ln(z/2)
En efecto, si bien el integrando es analitico sobre C': |z — 2| = 1 y en su interior excepto en
el inico punto z = 2 interior a C, la no analiticidad se debe a la anulacién de la funcién no
polinémica Ln(z/2). Para resolver esta integral necesitaremos las herramientas mas generales
del capitulo 5 (teorfa de residuos).

| Actividad 3.6.4.

Calcular las siguientes integrales con orientacién antihoraria.

tg(z) 7{ esen(z) 7{ 1
a dz b dz C ——dz
) fz|:1 z ) 2|=1 23— 4z ) 2—i=2 2(1 + €?)?

w/z
d)% .e dz si C' es la frontera del triangulo de vértices: ¢, +2 + 3i.
o Z4 + 2

1
e) % ——— dz sabiendo que f(z) es analitica en C y que j{ /(z) dz = im?
|

2|=1 2€f(2) zl=1 2

En ocasiones queremos calcular integrales a lo largo de curvas cerradas C' dentro de las cuales
el integrando deja de ser analitico en méas de una raiz de un denominador polinémico. Cuando
las raices interiores a C' son todas distintas, ain podemos valernos de la férmula integral,
teniendo en cuenta previamente el corolario 3.5.5.

‘ Ejemplo 3.6.5. {

4
Calcular 7{ % dz con C': |z — 2| = 4 antihoraria.
c z°— 16z
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Las raices del denominador polinémico z3 — 16z = z(z + 4)(z — 4) son los puntos de no
analiticidad del integrando. Solamente z = 0, z = 4 son interiores a C. Dado que el teorema
3.6.1 requiere para su aplicaciéon un tnico punto de no analiticidad interior a C, vamos a
“aislar” z = 0y z = 4 con curvas auxiliares interiores a C. Sean C : |z| =1y Cy: |z —4| =1,
ambas con orientacion antihoraria. Las tres curvas C, C7 y C5 son cerradas, simples y suaves
y el integrando es analitico en la regién comprendida entre ellas. Aplicando el corolario 3.5.5

para N = 2:
f cos(mz/4) gy — ?{ cos(mz/4) Qs+ 7{ cos(mz/4) &
c 23— 162 o, 23 —16z c, 2°5—16z

Cada una de las integrales en el miembro de la derecha de esta igualdad puede calcularse
aplicando la féormula integral de Cauchy:

cos(mz/4)
f cos(mz/4) ds — ?{ 216 4 _ o cos(mz/4) _im
o, 2 —16z I2|=1 z 22 —16 lz=0 8
cos(mz/4)
7{ cos(mz/4) gy — % z(z+4) ds — o cos(mz/4) _im
c, z23—16z lo—dj=1 2 —4 2(z+4) l:=4 16

Luego:
}{ cos(mz/4) d i am 3im
it Selad e/ R O _
c 23 —162 8 16 16

Y

4

Figura 3.14: ejemplo 3.6.5

| Actividad 3.6.6. |

dz

Calcular 7{ —— o & lolargo de las siguientes curvas con orientacion antihoraria:
c 2(22 +42+38)

a)C:lz] =1 b)Cy:|z+2—-2i|=1 c)Cs:|z4+2+2i|=1 d)Cy: |2 =5[]

3.7. Férmula integral de Cauchy para derivadas

Sea C una curva cerrada, simple y suave por tramos, con orientacién antihoraria. Sea f(z)
analitica sobre C' y en su interior. De acuerdo con la férmula integral de Cauchy, si zg es
cualquier punto interior a C:

f(z)

c %20

dz = 2mif(z0)
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Dado que la variable de integracién z es “muda’, podemos reemplazarla por cualquier otra
letra, digamos w. Luego de realizar este cambio, podemos a su vez designar zy con la letra z.
Resulta ast:

(w)

“——dw = 2mif(z) para todo z interior a C
cWw—2

De este modo la igualdad representada por la férmula integral pasa a ser una identidad valida
en el interior de C'. Como f es analitica alli, el miembro de la derecha es derivable respecto de
z y por ende también lo es el miembro de la izquierda. Derivando ambos miembros respecto
de z se tiene:

d [ f(w)

dw = 2mif’
i bow— w =2mif'(z)

En el miembro izquierdo puede probarse que las operaciones de derivacién e integracion son
intercambiables en orden de modo que puede derivarse bajo el simbolo integral, resultando:

d [ fw) f (W) dw = 2mif'(2)

dz Jow—z cdz \w—z

}é (f(w)2 dw = 27if'(2)

w— z)
Omitiendo justificaciones tedricas, si se repite formalmente el procedimiento:
2 4
% Lw) dw = 27if"(z) o equivalentemente }1{ M dw = 2m'f (2)
o (w—=z)3 o (w—=z) 2!
Derivando una vez mas:
) 3)
}1{ 37‘)"(10) dw = 27rif(3)(z) es decir f M dw = 27Tz'f (2)
o (w—2)! ¢ (w—2z)t 3!

El proceso puede continuarse indefinidamente. Se deduce el siguiente resultado, cuya demos-
tracién rigurosa puede consultarse en [4] p.138.

Teorema 3.7.1. Formula integral de las derivadas

Sea C una curva cerrada, simple, suave o suave a trozos, orientada en sentido antihorario
y sea zg un punto interior a C. Si f(z) es una funcion analitica sobre C' y en su interior,
entonces para cualquier entero n > 1 existe la derivada f(")(zg) y se verifica:

7{ &) dz = 2m7f(”)(zo)
c

(z — zp)t1 n!

Observaciones

1. En el integrando la potencia del denominador es de orden n + 1 en tanto que en el
miembro de la derecha el orden de derivacion y el orden del factorial es n.

2. Sien la férmula de las derivadas se reemplaza n por 0 se obtiene precisamente la férmula
integral de Cauchy.

3. La férmula integral de las derivadas resulta util para calcular integrales a lo largo de
curvas cerradas cuando el integrando deja de ser analitico en un tnico punto zy interior
a C, siendo el responsable de la no analiticidad un factor lineal (z— zy) del denominador,
que se encuentra repetido al menos dos veces.
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Ejemplo 3.7.2. }

Calculemos las siguiente integrales con orientacién positiva.
Todas las curvas son cerradas, simples, suaves o suaves por tramos y tienen orientacién anti-
horaria.

Sen z
a e EE—— dZ
) 7|{z|4 )t

El integrando se puede escribir como

senz  f(2)

(z—m) (z—m)

donde f(z) =senz

Como f(z) es analitica sobre C'y en su interior y z9 = 7 es interior a C', podemos apicar
la férmula integral de las derivadas con n + 1 = 4, de modo que n = 3. Resulta:

f B 2mi
7|{:|:4 S dz = ﬁ:4 ((2)4 dz = 2mi (m) _ (—cos z) =

m
(z —m)4 z—) 3! 3! =r 3

671'/(2722')
|z+i|=2 z

La expresion del integrando sugiere definir f(z) = ¢™ =2 funcién analitica sobre C'y
en su interior por ser composicién de analiticas (la funcién exponencial con una funcién
racional. Observar que z = 2i, punto de no analiticidad, es exterior de C'). De la férmula
integral de las derivadas, teniendo en cuenta que z = 0 es interior a C', se deduce:

w/(z—21) 7/ (z—21) f( ) f/(O)

e e z .

f ' ZdZ:f ) _Ode:f ' _702(12:2777/ 1' =
|z+i]|=2 z |z4i|=2 (Z ) |z4i]|=2 (Z ) :

e/ (e=2i)
(z — 2i)?

1

= 2mi

z=0

sen(Ln(z)) s
9 7|§z1|=1/2 (z—1) !

Si f(z) = sen(Ln(z)) el integrando se expresa como

sen(Ln()) /()
CESIERNCEE

La funcién f(z) es analitica en D = C —{z : Im(z) = 0, Re(z) < 0} por ser composicién
de analiticas. Como C' y la regién interior a ella estdan incluidas en D excepto por el
Gnico punto zg = 1 , en base a la férmula de las derivadas con n + 1 = 3 podemos

afirmar que:
cos(L !
=t <( - Z)>
z=1 z

sen(Ln(z)) ,  2mi "
j{21|=1/2 W dz = o (sen(Ln z))
e 7TZ — Sen(Ln Z) - COS(LH Z)
2

z=1

= —Tm
z=1

z
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T 1 c
e oi < @ 2 T
-1
-2
-3
Figura 3.15: €j. 3.7.2a) Figura 3.16: €j. 3.7.2b) Figura 3.17: ej. 3.7.2c)

— 3)2
d) 7{ %dz para k = 1,2, 3 siendo:
cp 20+ 32

Ci:lz—1=2 C, /j/\cl
Cy:lz+3|=1 N\ »

Cj5 frontera del rectdngulo de vértices —5 4+ 3¢, 4 £+ 3¢ T ‘\_3/2 y\j
R

Para la primera integral aplicamos la formula de las derivadas:

(= —3)° =" (=3

z—3 Z+3 ((z=3

]{ Wdzzj{ _02d222m<3
o 27+ 9z Ch (Z ) zZ+

2(22 - 9) — (2 — 3)?

z=0

= 211 = —671
(Z + 3)2 z=0
(z—3)? . o
donde se tuvo en cuenta que f(z) = <13 es analitica sobre (] y en su interior y
z

z = 0 es punto interior a C7.
En cuanto a la segunda integral podemos aplicar la férmula integral de Cauchy:

3)? Lo 3)2
}[ E=8) . }[ P SHLCht.) (
cy 20+ 32 o, 2 — (=3) z z=—3
(= - 3)?

donde se tuvo en cuenta que f(z) = 5—— es analitica sobre C2 y en su interior y
z

z = —3 es punto interior a Cj.
Aplicando ahora el corolario 3.5.5 podemos asegurar que:

_32 _32 —32
f'{ Sjt?;?dzzf{ mdﬂf mdz:—Gwi+87ri:2wi
Cs Cy Cs

| Actividad 3.7.3.
Resolver las siguientes integrales. Todas las curvas se suponen positivamente orientadas.
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1 z
——d b > d
2) 721 Beosz ) 7|i|3 (22 — 22+ 2)2 :

1 cosh(mz) _
S P dz siendo C : —2
) 7{2-1 S Ve e sendo el 1 [

Corolario 3.7.4. Derivadas de funciones analiticas
Si una funcion f(z) es analitica en el punto zy entonces sus derivadas de cualquier orden
son también funciones analiticas en zg.

Demostracién Supongamos que f(z) es analitica en 2y, de manera que lo es en algin entorno
de dicho punto. Consideremos una circunferencia C' centrada en zy con orientaciéon antihoraria
y de radio suficientemente pequeno para que resulte incluida en el entorno de analiticidad de
f- El teorema 3.7.1 asegura que las derivadas de cualquier orden de f existen en todo punto
interior a C, en particular f”. Como f” = (f’)" lo anterior dice que f’ es derivable en todo
punto interior a C. Y como el interior de C' es un entorno de zg, resulta f’ derivable en todo
un entorno de zg. Asi, f’ es analitica en z.

Para probar que f” es analitica en zg simplemente se utiliza lo que acabamos de probar
comenzando con g = f’ en lugar de f y concluyendo entonces que ¢’ es analitica en zg, es
decir que f” lo es. Y asf siguiendo (induccién completa). []

3.8. Valores extremos de funciones armonicas

Una consecuencia de la férmula integral de Cauchy es el resultado siguiente [4].

Teorema 3.8.1. Principio del modulo mdximo
Si f(z) es una funcion analitica y no constante en un conjunto abierto y conexo D entonces
su médulo |f(2)| no puede alcanzar un mdzimo absoluto en D.

A continuacién demostraremos una consecuencia relevante.

Corolario 3.8.2. Sea R una region cerrada y acotada del plano complejo, cuyo interior
es un congunto conexo. Si f(z) es una funcion continua en R y analitica y no contante en
su interior, entonces se verifica:

(i) méx{|f(z)| : z € R} se alcanza sobre la frontera de R y no en su interior.

(ii) si ademds f(z) # 0 en todo punto interior a R entonces min{|f(z)| : z € R} se
alcanza sobre la frontera de R y no en su interior.

Demostraciéon

Supongamos que f satisface las hipotesis de este corolario. Siendo f continua en R, también
lo es |f|. Esta es una funcién de dos variables a valores reales que alcanza un méximo y un
minimo absolutos en R (puesto que R es un conjunto cerrado y acotado).

Ahora bien, el mdximo absoluto no puede alcanzarse en el interior de R porque de acuerdo
con el principio del médulo maximo ello implicaria que f es constante en el interior de R,
contradiciendo la hipdtesis. Luego, dicho maximo se alcanza necesariamente sobre la frontera
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de R.

Si ademds se supone que f no se anula en el interior de R, entonces g = 1/ f resulta analitica
y no constante alli. Entonces por el principio del médulo maximo |g| no alcanza un méaximo
en el interior de R. Y dado que |g| es maximo si y solo si | f| es minimo, se deduce que |f| no
alcanza minimo absoluto en el interior de R. Tal minimo ha de alcanzarse pues en la frontera

de R. L]

‘ Ejemplo 3.8.3. I
Dada f(z) = ze~* hallemos los extremos absolutos de | f(z)| en R = {(z,y) € R? : 2? + y* < 1}

Podemos aplicar el corolario anterior y deducir que el maximo absoluto de | f| en R se alcanzara
sobre la curva borde C : |z| =1 y no en el interior. El minimo absoluto ocurrird al menos en
el punto interior z = 0 pues alli la funcién se anula. Y de hecho el origen es el inico punto de
R donde |f]| alcanza su valor minimo |f(0)| = 0.

Para evitar la raiz cuadrada en la expresion del médulo, resulta conveniente maximizar su
cuadrado. Esto es licito pues la funcién cuadratica es estrictamente mondtona en los reales no
negativos, conservando asi el orden. Para encontrar ese maximo sobre el borde parametrizamos
C:z=¢"te|0,27]. Se tiene:

h(t) = ]f(z(t))|2 _ ’eite—e“’2 _ ‘e—eit‘Z _ |€—(cost+isent)|2 _ |€—Coste—isent‘2 _ ¢ 2cost
Derivamos y planteamos puntos criticos en (0, 27):
R(t)=0 & e 2%2gent =0 < sent=0 & t=n
Comparamos los valores de h en el punto critico, con los valores en los extremos del intervalo:
h(m) = e 25T = ¢2 h(0) = h(27) = e 2
Entonces:

max{|f(2)] : |2| <1} = méx{| f(2)] : |z] = 1} = mix {e,e”"} = e = [f(-1)|

| Actividad 3.8.4. |
Si f(2) = 22 — 32 + 2 determinar los extremos absolutos de |f(z)| en las siguientes regiones:

Ri={z:|z—1| <2} Ry ={z:|2| <1}

Sugerencia: |f(2)] = |(z = 1)(z — 2)| = |z — 1]|z — 2 ]

Teorema 3.8.5. Valores extremos de funciones armonicas

Sea R una region cerrada y acotada del plano complejo, cuyo interior es un conjunto conexo.
Si f(z) =u(x,y) + iv(x,y) es una funcion continua en R y analitica y no constante en su
interior, entonces las funciones armdnicas u(z,y) y v(z,y) alcanzan sus valores extremos
absolutos sobre la frontera de R y no en el interior de R.

Demostracién Supongamos que se verifican todas las hipdtesis del enunciado. La funcién
g9(z) = ef(®) es continua en R por ser composicién de continuas, y es analitica en el interior
de R por ser composicién de analiticas. Ademds, no es constante en el interior de R pues si
lo fuera, su médulo (%) jgualmente lo serfa y por ende también u(z,y). De las condiciones
de Cauchy-Riemann se deduciria que f es constante en el interior de R, lo que contradice
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una de las hip6tesis. Por lo tanto el corolario 3.8.2 es aplicable a la funcién g(z), la que por
otra parte es diferente de cero (la exponencial compleja nunca se anula). Se deduce que su
médulo e*(*¥) alcanza sus valores maximo y minimo absolutos sobre la frontera de R. Pero
siendo la exponencial real una funcién estrictamente creciente, se deduce que u(z,y) alcanza
sus valores maximo y minimo absolutos sobre la frontera de R y no en su interior.

Aplicando este resultado a la funcién —if(z) se deduce que v(z,y) alcanza sus valores maximo
y minimo absolutos sobre la frontera de R y no en su interior. []

| Actividad 3.8.6. |
Corroborar la conclusién del teorema anterior para v(z,y) = 2xy = Im(z?) en la regién

R={(z,y): 2> +¢y* <1} ]

Teorema 3.8.7. Teorema de Liouwille
Si f(z) es una funcion analitica y acotada en todo el plano complejo entonces es constante.

Demostracién Supongamos que f es analitica y acotada en C. En particular, existe una
constante M > 0 tal que |f(z)| < M para todo z € C.

Vamos a probar que f’(z) se anula idénticamente en C. Sea z* € C. Si C': |z — z*| = R con
orientacién antihoraria, entonces f es analitica sobre C' y en su interior (pues lo es en todo el
plano). Luego, por la féormula integral de las derivadas:

P g f 2

27 z — z*)
Para z € C:
fe) | @l M
(Z-Z*)Q |Z—Z*‘2 — RQ

Entonces por la propiedad de acotamiento:

1f'(z5)] =

1 f(2) M M M
— dz| < I C) = ITR="—
2mi 7{; (z — 2%)2 Z’ ~ 27R2 ong(C) Rz R

Esto muestra que:
M
If'(z")] < & Para todoR > 0
Por lo tanto |f/(z*)] = 0 y entonces f’(z*) = 0. Dado que z* representa un punto arbitrario

del plano complejo, queda probado que f’ es idénticamente nula en C, con lo cual f es una
contante. []

Observaciéon Una situacién diferente se da en el caso de las funciones analiticas reales, por
ejemplo, f(x) = senz es analitica en toda la recta real y estd acotada, sin embargo no es
constante.

Una consecuencia del teorema de Liouville es el siguiente resultado que habiamos mencionado
en el capitulo 1.

Teorema 3.8.8. Teorema Fundamental del Algebra
Todo polinomio p(z) no constante a coeficientes complejos admite al menos una raiz en C.
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Demostracion
Sea p(z) polinomio no constante a coeficientes complejos. Supongamos que no admitiera nin-
1
guna raiz en C, de modo que p(z) # 0 para todo z € C. Entonces la funcién f(z) = ﬁ
p(z

seria analitica en todo el plano complejo y no constante. Por otra parte, estd acotada pues es
continua y tiende a cero cuando z tiende a infinito. Esto contradice el teorema de Liouville
por lo que la suposicién que p(z) no se anula en C es falsa. []

Actividades complementarias

1) Resolver

a) 7{ z Im(z) dz siendo C' la frontera antihoraria del tridngulo de vértices 3, 34, 0.
C

Lu(z
b) / n(z) dz siendo C': |z| =1 en sentido antihorario desde z; = —i hasta zo = 1.
C z

2) Calcular

1 : 3i - 2
a)/ ztldz b)/ (z—3l> dz
i z 3 z
1

)

————dz si C : |z| = 2 antihoraria desde z; = —2i hasta 2z = 2i.
2
¢ zLn*(z)

3) Si f(z) es analitica en D = C — {1, —2,3i} y se sabe que:

i_ll f(z)dz=2 7{+2|1 f(z)dz= -2 7{3_3“1 f(z)dz =0

Averiguar el valor de }1{ f(2)dz en los siguientes casos, sabiendo que C' es una curva
C

cerrada, simple, suave por tramos, con orientacién antihoraria. Justificar la respuesta.

(i) C encierra a z = 1 pero no encierrani a z = —2 ni a z = 3i
(ii) C encierra a z =1y a z = —2 pero no encierra a z = 3i
(iii) C encierra a los tres puntos z =1, 2 = -2y z = 3i
1
4) ;Puede aplicarse la féormula integral de Cauchy para calcular I = 7{ dz?
|z|=1 sen z

5) Calcular las siguientes integrales orientando positivamente y enunciando el teorema o la
propiedad que utilice.

—imz
9 z e Ln(3 —z)
d b d ——=d
a) fz|:l <Z * COShZ) © ) fz|:4 z—3 ‘ C) fz|:l Ll'l(3 + Z) :

R 22 4 o
dj{ ———=dz, C1 1 |z —2|=1,Cy: |2z| =4 67{ ——dz
o, 222 = 23 ! 2=z 22+ 4

f) / ((z+ 1)* — Re z) dz, C segmento desde z; = 0 hasta zy =i
C

6) Calcule / 271 dz siendo C' la poligonal de la figura.
C
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3.9. Actividades resueltas

Actividad 3.1.6

a)
/2 /2 3 T2 ™/2
/ (cost —i sent)® dt = / (e7") dt = / e 3t = / [cos(3t) — ¢ sen(3t)] dt =
—7/2 —m/2 —m/2 —m/2
1 /2 1 /2 2
=3 sen(3t) a2 +1 3 cos(3t) T3
b)
272 ,\? 270 4 4 5\ |2
m—_— = —— —dit+tt ) dt = (- - 2it* + — ‘ =
Jo ey as [ (amsee)as (G2ess)
32 1 21
=(2- Y (4-—92i4=) =22 =
(2-si+2) - (a-2i45) =5 -0
c)
1 1 1 61 92 2%
/ (t 4 it)° dt = / (1 +4)t)° dt = / (1+4)°°dt = (1+i)°—| =—- -
0 0 0 6 3 3
d)
/ te'™ dt = / [t cos(nt) + it sen(nt)] dt
0 0
/ﬂtcos(nt) g — tsen(nt)|™ /7r sen(nt) g — tsen(nt) |~ N cos(Qnt) T (—1)”2— 1
0 0 0 n n 0 n 0 n
/ﬂtsen(nt) g — _ tcos(nt) |~ n /7r cos(nt) g — _ tcos(nt) |~ n sen(Qnt) T (1)l
0 n 0 0 n n 0 n 0 n
Entonces:

/ te™™ dt = / [t cos(nt) + it sen(nt)] dt = / t cos(nt) dt + Z/ tsen(nt) dt =
0 0 0 0
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2 n i .
—— — Sl N es1lmpar
N S N BTN
g VA =
n? n i )
- S1 m es par
n

Actividad 3.1.8

™

/eitdt:/ (cost+ i sent)dt =sent
0 0 0
/e”dt‘:]2i]:2

0

/‘eit‘dt:/ ldt=m
0 0

Vemos que se cumple la desigualdad de la propiedad de acotamiento:

™ . ™ .
/ e”dt‘ =12i|=2<n7 :/ |e’t| dt
0 0
™

m__ U . m ™
/ eitdt = / e dt = / (cost — i sent) dt = sent‘ +i cost
0 0 0 0 0

En forma similar:

™

— 1 cost| =21
0

Entonces:

Por otra parte:

= -2

™

. i ™
/ edt = / (cost+ i sent) dt = sent‘ — i cost
0 0 0 0

71—7. — 7.(- .
/ eitdt = =21 = 20 = / ettdt
0 0

=2

Se verifica entonces:

Actividad 3.2.2

a)
/ ! Goets b st seD=C— {0}
- — n e — JR— — —
z— g osenz|dz= -+ 5 +cosz z
52
pues F(z)z;—kz 5 + cos z es analitica en D y para todo z € D vale:
d (22 1 1
T +22+cosz —z—;—senz
b)

/andz_Ln()—i—C L 2€D=C—{z:Im(x) =0 A Re() < 0}

pues F(z) = §Ln (z) es analitica en D y para todo z € D vale:
d (1 Lnz
— | Z1n? e
dz (2 . (Z)) z

el/z
/ dz=—e*+C , ze D=C—-{0}

Z
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pues F(z) = —e'/? es analitica en D y para todo z € D vale:

()=

Actividad 3.3.6
a) (i) C:z=1+it,0<t<1

1 1 1
/Re(z)dz:/ Re(l—l—z’t)idt:/ idt:it’ —i
c 0 0 0

(ii) C : |z — 3| = 2 con orientacién antihoraria.
Parametrizacion C : z = 3 + 2¢%,t € [0, 27]. Entonces:

27 27
. . 1 L .
/ Re(z)dz = / Re(3 + 2¢it) i2¢™ dt = / > (3 F2eit 431 2ezt) i2ett dt =
C 0 0

2w 2m

1 ) ) ) ) L

= / 3 (3+2¢" +3+2e7") i2e" dt =i / (6+2e" +2e7 ) et dt =
0 0

27 ) ) ) ) 2m
_ Z/ (6e™ + 2e%" + 2) dt = i (—ibe™ — ie* + 2t) ‘0 = im4
0

b) Evaluemos / Im(2%) dz a lo largo del segmento orientado desde z; = 1 + i hasta z = 0.

Dicha integral existe pues el integrando es continuo en todo el plano, por ser composicién de
funciones continuas. Parametrizando trivialmente

—C:z=t+1ittel0,1]

se tiene 2/(t) = 1+ 1.
1 1
2 = — m(2%)dz = — m it)? ) = — m (12> ) =
/CIm(z)dZ— /_cI (2%)d /OI ((t+it)*) (1+4)dt /OI (i2t%) (1 + i) dt

1414 12t2dt 1 '2t31 '
=—( -H)/O =—( +z)§ ‘O——g—fz

c)C:z=i+e ® te[0,7/2]

1 w/2 1 ‘ /2 it
ciz—1 0 dite -1 0o i(—i+et)—1

/2 _iefit /2 _Z'efit /2 ) i /2
= / —dt = / —dt = _/ e—2ztdt — —76_2“5 —3
o LlHiet—1 0 iett 0 2 0

Actividad 3.4.8
l)a)Cr:z=1+1t(i—1),t €[0,1]

1
| | 1
11_/011m(z)dz_/0 iD=~ D] =3+ 5

‘ 1

1 1
*= | z2dz= i— 1] — = i—1)—2i =[G -1Dt—it?]| =—
Il_/c1 d /0[1+t( D] (i —1)dt /0[( 1) — 2it] dt = [(i — 1)t — it”] . 1
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b) Cy:z= ¢t €[0,7/2]

w/2 ) /2 1 ] ) ) 1 w/2 )
I, = / Im(z)dz = / sen(t)ie' dt = / — (e —e ) detdt = / (62” —1) dt =
o 0 o 2 2Jo

(i I\ (i_my i_ 7T 1
o\ 4 2)lo \4 4) 4 4 2
/2 /2 1 ...(7/2
I :/ zdz = / eiedt = / jeitar = —e2t|”" = 1
Ca 0 0 2 o
C) C3 =C31UC39
031 LR = —t,t € [—1,0] 032 VAR it,t S [O, 1]
0
I3 :/ Im(z)dz:/ 0dt =0
Cs1 -1
0 0
1,50 1
I§‘1=/ zdz:/ (—t)(—l)dt:/ tdt:—t2’ ==
C31 -1 -1 2 -1 2
1 42 :
121
I32:/ Im(z)dz:/ tidt="| =1
Csa 0 2 1o 2
1 1
1 51 1
1;;2:/ zdz:/ (it)(z‘)dt:/ (~tydt =3¢ =~
Cso 0 0 2 0 2
Por lo tanto: _
I3 :/ Im(z) dz = I31 + I35 = E
Cs 2
I3 :/;3ZdZ:I31+132:—2—2:—1
Vemos que I7 = I5 = I3 = —1. De hecho la integral / zdz es independiente del camino
C

2
z
en D = C pues el integrando f(z) = z admite alli la primitiva F(z) = 5 Entonces para

cualquier curva con extremo inicial z; = 1 y extremo final z5 = i:

/ide—F(i)—F(l)—Qi =-1
1

1
1 2

En cambio, [, o Im(2) dz no es independiente del camino en ningtin conjunto del plano complejo
pues de serlo, por el teorema de independencia del camino su integrando resultaria analitico
en D. Pero como sabemos, f(z) = Im(z) no es analitica en ningtin D puesto que no verifica
las ecuaciones de Cauchy-Riemann. De manera que no debe sorprendernos que Iy, Is e I3 no
hayan arrojado el mismo valor.

2) a) /Om [3¢7% + 2 senh(z)] dz

El integrando es analitico en D = C y admite alli la primitiva F'(z) = —3e™* + 2 cosh(z).
Luego, la integral es independiente del camino en D y aplicando la regla de Barrow resulta:

T

/m [3¢7% + 2 senh(z)] dz = (—3e™* + 2 cosh(z))
0 0
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= (—3e”"™ + 2 cosh(iT)) — (-3 +2) =2

1434 1
b —d
) /+ CEEIE

1
El integrando es analitico en D = C — {2i} y admite alli la primitiva F'(z) = —————. Luego,
z

— 2
la integral es independiente del camino en D y aplicando la regla de Barrow resulta:
1+3¢ 1 1 143i 1 1
14 (2 —20)? z — 2il14i (143i)—2i  (141i)—2i
1 1 1—¢ 144
=— -+ - = — =
14¢ 1—1 2 2

im/2 e?
c) / —dz
—in/2 (1 —€?)

l-ef=0© =1 zeln(l) & z2=1i2kn, ke’
1

1—e?
Luego, la integral es independiente del camino en D y aplicando la regla de Barrow resulta:

El integrando es analitico en D = C—{i2kw : k € Z} y admite alli la primitiva F'(z) =

=1

/”/ 2 g2 1 jin/2 1 1 1+ 1—i
— dz = = —
—in/2 (1 — eZ)

T l—linpe 1—d 1+i 2 2
—1/z
d)j[e —dz
c <

El integrando es analitico en D = C — {0} y admite allf la primitiva F(z) = e~'/*. Luego, la
integral es independiente del camino en D y como C' es curva cerrada y estd incluida en D,

la integral vale cero.
e~ 1/z
7{ 5—dz =0
c <

Actividad 3.5.4

1
cr°—2z+2
22—2:42=0 & z:w & z:2i22l & z=1=x1
Yy
1 x1+1
C
R

- 0 1 T

-1 x1—1

1
El integrando f(z) = 20,12 analitico en D = C—{1414,1—i} por ser funcién racional
22 -2z

con denominador no nulo.
La curva C' (frontera de un cuadrado) es cerrada, simple, suave a trozos y tiene orientacién
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antihoraria (por convencién).

La regi6n limitada por C' es el cuadrado R = {x + iy : |z| + |y| < 1}.
Puesto que 1 + ¢ son exteriores a C, tanto C' como R estan incluidas en D.
De acuerdo con el teorema de Cauchy-Goursat:

1
y{2d220
c2°—=2z+2

z

b) 07€Z/2+idz
yi=0 o =i o geln(—i) = §:1n|—i|+iarg(—i) =
z (T .
& 521(7§+2kﬂ'),k€z & z=UAk-1)mi,keZ
El integrando f(z) = ﬁ es analitico en D = C — {(4k — 1)7i : k € Z} por ser cociente
e i

de analiticas con denominador no nulo.

La curva C (circunferencia) es cerrada, simple, suave y tiene orientacién antihoraria (por
convencion).

La regién limitada por C es el circulo R = {z : |z —i| < 1}.

Puesto que (4k — 1)7i son exteriores a C' para todo k € Z, tanto C como R estan incluidas
en D.

Por el teorema de Cauchy-Goursat:

z
2 =0
jqivez/?%—i ‘

z

e

z+e2z
e +e¥ =0 < E(l+e)=0 & 1+ef=0 & &f=-1 &
& zeln(-1) & z=In|-1|+iarg(-1) & z=i(r+2km),kcZ

& z2=0Q2k+ )ik eZ
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Yk 311

(1)
El integrando f(z) = ﬁ es analitico en D = C — ({(2k + 1)7wi : k € Z} U {5}) por
ser cociente de analiticas con denominador no nulo.

La curva C' (elipse) es cerrada, simple, suave y tiene orientacién antihoraria (por convencién).
La region limitada por C es R = {x + iy : 2 + 4y < 16}.

Puesto que z =5y z = (2k + 1)7i son exteriores a C' para todo k € Z, tanto C' como R estan
incluidas en D.

Aplicando el teorema de Cauchy-Goursat:

(=3)

sen | ——
fzdz:o
c

e? + €2z

Actividad 3.5.7

1 .
I = f dz donde C' es una curva cerrada, simple y suave o suave por tramos y zp un
C %20

punto interior a C.

Sea d = ml’g |z — 2z|. Como 2y & C resulta d > 0.
ze

Consideremos la curva auxiliar C* : |z — 29| = R con 0 < R < d, orientada en sentido
antihorario.
Parametrizando: C* : z = z + Re®, t € [0, 27]. Entonces Z'(t) = iRe. Por lo tanto

1 2 1 . 27 R it 27
f{ dz = / ————iRe'dt = / Dt =i / dt = 2mi
cr 2 — 20 o (20+ Re') — z o Re 0

El integrando f(z) = (2 — 29) ™! es analitico en D = C — {29}. Tomando R suficientemente
pequeno podemos aplicar el corolario del teorema de Cauchy-Goursat con N = 1 para el par
de curvas C'y C* pues ellas y la region limitada por ellas estan incluidas en D. Luego, como
ambas tienen la misma orientacion:

1 1
f dz:y{ dz = 271
Cc R — 2 c*x & — 20

Actividad 3.6.4

t
a) Agﬁw
fl=1 2
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La curva C : |z| = 1 (circunferencia) es cerrada, simple y suave y de acuerdo con el enunciado
tiene orientacién antihoraria.
El integrando puede escribirse
t
8(2) = /(z) donde f(z) =tg(z),20 =0
z z— 2
La funcién f es analitica en D =C — {(2k+ 1)7/2: k € Z}
La regién limitada por C' es R = {z: |z| < 1}. Tanto C' como R estan incluidas en D.
El punto zp = 0 es interior a C.
Aplicando la férmula integral de Cauchy resulta:

?{ te(z) , _ j{ TG) 4. — omif(0) = 2mitg(0) = 0
|21=1 I#1=

z 12—0
sen(z)
€
b ——d
) 7|{;1 B4

La curva C : |z| = 1 (circunferencia) es cerrada, simple y suave y de acuerdo con el enunciado
tiene orientacién antihoraria.
El integrando puede escribirse

esen(z)

¢ 24 _ f(2) e )
23 =4z z2(22-4) z z— 20 onde f(2) 22 —4

La funcién f es analitica en D = C — {—2,2}

La regi6n limitada por C' es R = {z : |z| < 1}. Tanto C' como R estén incluidas en D.

El punto zp = 0 es interior a C.

Aplicando la férmula integral de Cauchy resulta:

sen(z) sen(z) .
7{ —p 7{ G g~ orif(0) = 2mi S
|2|= |z

L 23 =4z =120 22 —4l=0 2

sen(z) esen(z)

,ZOZO
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1
c) 7{ —dz
le—i|=2 2 (1 4 €%)

)
4 4

La curva C : |z —i| = 1 (circunferencia) es cerrada, simple y suave y de acuerdo con el
enunciado tiene orientacién antihoraria.
El integrando puede escribirse
z -2
1 (1+¢€%) f(2)

— = donde f(z)=(1+¢€*)"2,2=0
e = Fo) = (14 ¢) 2 2

Ademas:

La funcién f es analitica en D =C — {(2k + 1)7wi : k € Z}

La regién limitada por C' es R = {z: |z —i| < 1}. Tanto C como R estdn incluidas en D.
El punto zp = 0 es interior a C.

Aplicando la férmula integral de Cauchy resulta:

1 _ f(z) _ . N . =2 _w
7|{z—z‘2 z(1+ ez)zdz a 7|€_¢|2 z— Odz = 2mif(0) = 2mi (1 +¢7) =0 2

1
——d
°) i:l el )

La curva C : |z| = 1 (circunferencia) es cerrada, simple y suave y su orientacién es antihoraria
de acuerdo al enunciado.
El integrando puede escribirse

1 e e g(z)

) . —— donde g(z) =e ,20 =0

La funcién ¢ es analitica en D = C (composicién de analiticas).

La regién limitada por C' es R = {z : |z| < 1}. Tanto C como R estén incluidas en D.
El punto zp = 0 es interior a C.

Aplicando la férmula integral de Cauchy resulta:

1 . ,
j{ dz = 7{ 9(2) dz = 2mig(0) = 2mie ) = 27ie =/ (0) (1)
| |2|=

2j=1 ze () 12—0 2=0
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Consideremos ahora la otra integral del enunciado:

?{ Mdz = in?
|z|=1

z

Podemos también aplicar la férmula integral de Cauchy:

2 = Mz: 1) z = 2m
im —%Zﬂ d j{Z dz =2mif(0)

z |=12—0

Se deduce que

i 0
0=55=3
Reemplazando en (I) se obtiene:
1 4 4
}1{ ——_dz = 2mie T O) = opje~im/2 — 9p
|z[=1 zetf(2)

Actividad 3.6.6

fo
——————dz
o, 2(22 +4248)

La curva C} (circunferencias) es cerrada, simple y suave y de acuerdo con el enunciado tiene
orientacién antihoraria.

—4++16-4x8 —4+4
z =

P 4+424+8=0 & z= 5 & 5 2 =242
a)
Y
2 4
/V\Cl
R
3 2 —\!)-J > T
_2 4
El integrando puede escribirse
1 f(2) 1
= dond = —5———,20=0
2(224+42+8)  z— 2 onde f(2) 244z 180

La funcién f es analitica en D = C — {—2 + 2i, —2 — 2i}

La regién limitada por C' es R = {z: |z| < 1}. Tanto C' como R estan incluidas en D.
El punto zp = 0 es interior a C.

Aplicando la férmula integral de Cauchy:

g 1 é f(2) . . 1 i
oj=1 2(22 4 42 +8) : 2j=1 2 — 0 @ =2mif(0) = 2mi +4z+8l:=0 4
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b)
C; i
2 4
1 4
-
3 2 -1 0 1 T
_1 4
—2 — 21 o]
El integrando puede escribirse
1 f(z) 1 :
= dond = 20=—2+2
2(z24+424+8) z—2 onde f(2) z(z—|—2+2i)’zo e

La funcién f es analitica en D = C — {0, —2 — 23}

La regién limitada por C es R = {z : |2+ 2 —2i| < 1}. Tanto C como R estan incluidas en D.
El punto zp = —2 + 2i es interior a C.

Aplicando la férmula integral de Cauchy:

S S E
l=42-2ij=1 2(2% + 42 +8) l2j=1 2 — (=2 + 2i)

1 i us
=2mif(—2+2i) =27i———— = - _ ;=
2420 = o e g T T 4 8 '8
c)
—2 4 2i Y
X 2 1
1 4
-
-3 -2 -1 0 1 X
Cg -1
_2.
El integrando puede escribirse
1 f(z) 1 .
= dond = 2y =-2-2
z2(22+42+8) z— 2 onde f(2) z(z+2—2i)’zo !

La funcién f es analitica en D = C — {0, —2 + 2i}
La regién limitada por C es R = {z : |2+ 2+ 2i| < 1}. Tanto C como R estan incluidas en D.
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El punto zg = —2 — 2 es interior a C.
Aplicando la férmula integral de Cauchy:

1 f(2)
————dz = 7{ ————dz =
7|{z+2+2z'|1 (22 + 42 +8) zl=1 2 — (=2 = 2i)
1 T
2(z+2—2i)le=—2-2, 8 8

d) En este caso podemos aplicar el corolario del teorema de Cauchy-Goursat con N = 3.

m LT

= 2mif(—2 — 2i) = 2mi

En efecto, las curvas Cy con k = 1,2,3 son interiores a C4. Las cuatro tienen la misma

orientacién.

El integrando
1

Jz) = 2(22 + 42 +38)

es analitico en D = C — {0, —2 + 2, —2 — 2i}.
Las cuatro curvas estan incluidas en D, asi como también la region R entre ellas.
Por lo tanto:

f m ch 22+4z+8)d %+<—%—ig)+(%_ig>:0

Actividad 3.7.3

1
———d
a) j|{z|:1 23 cos(z) :

La curva C : |z| = 1 (circunferencia) es cerrada, simple y suave y de acuerdo con el enunciado
tiene orientacién antihoraria.

cos(z2) =0 & z=02k+1)n/2,keZ
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El integrando puede escribirse

1 _ f(®) 1

23cos(z) (2 — )3 donde f(z) = cos(z)

72020

La funcién f es analiticaen D =C — {(2k+ 1)7/2: k € Z}

La regién limitada por C' es R = {z: |z| < 1}. Tanto C' como R estan incluidas en D.
El punto zp = 0 es interior a C.

Aplicando la férmula integral de Cauchy de las derivadas con n = 2:

=i ()

z
b) ]f 4
|2|=3 (Z2 — 224 2)2

La curva C : |z| = 3 (circunferencia) es cerrada, simple y suave y de acuerdo con el enunciado
tiene orientacion antihoraria.

_ _cos(2) cos?(z) + sen?(2)2 cos(z)
2=0 cos?(z)

2=0

.cos® z + 2sen? z .
=73 3 =73
cos® z 2=0

94 VI—dx2
2_2,42=0 < z:% e s=14i

z

El integrando f(2) = —5————=5 es analitico sobre C y en su interior excepto en los
g f(z) 2.7 27 y D

puntos z = 1 + 4. Por ese motivo consideramos dos curvas auxiliares C; : [z —1 —i| = 1/4

y Cy : |z — 1+ 14| = 1/4 con orientacién antihoraria. Son curvas cerradas, simples y suaves

(circunferencias) y son interiores a C'. Ademds f es analitica sobre las tres curvas y en la
regién R limitada por ellas. Por el corolario del teorema de Cauchy-Goursat para N = 2 se
deduce que:

b= ¢ R e
c (22 —=22+42)? o, (22 —22+2)2 o, (22 —22+42)2

Calculemos las integrales del miembro de la derecha.

zZ
z z (z—141)
" dr= dz = = - 7 d
72 EEEETI 740 Coi-pe i ® 72 Go1oip®
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z
donde f1(z) = ﬁ es analitica sobre C] y en su interior y z = 1 + i es interior a Cj.
z— i
Luego, por la férmula de Cauchy de las derivadas, con n = 1 resulta:
z

(z—1+10)2 f1(2) N O N z !
R e e A i (e

a=1+i
(z—1+10)%—22(z —1+1) —z—1+1 T
o (z—1+4)* Z=1+i m(z — 1443 l=14i 2
Anélogamente:
z
z z (z—1—1)2
/{5 (2 —2z+22"° f'{@ (z—1—i2(z—11i2" f{@ (z—1+i)2
donde fo(z) = ﬁ es analitica sobre Cs y en su interior y z = 1 — ¢ es interior a Cs.
z—1—1

Luego, por la férmula de Cauchy de las derivadas, con n = 1 resulta:
z

G107, _ A C N () S P T
fé@ <z—1+z‘>2dz‘722 TR R ‘2”<<z—1—z‘>2)

(z—1—10)2—22(z—1—1)
(z—1—4)4

= 2m

Por lo tanto:
z z z T T
S P S S| 2 =T T
?{C(z2—2z+2)2 : fél (22— 22+ 2)2 Z+j€2 (2—2:122% 72 2

1
©) 7{41 PlaGz 1 2)"”

La curva C : |z| = 1 (circunferencia) es cerrada, simple y suave y de acuerdo con el enunciado
tiene orientacién antihoraria.

Ln(z + 2¢) no es analitica < Im(z+2i)=0 A Re(2+2i) <0 &
S yYy+2=0AN2<0 & y=-2 N0

Ademas:
In(z4+2))=0 & z+2i=1 & z=1-2i

Por lo tanto, el integrando es analiticoen D =C—({z +iy:y=—-2 A £ <0}U{0,1 — 2i})
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Escribamos el integrando como

1 _ [ 1
22In(z +2i) (2 —0)2 donde /(z) = Ln(z + 2i)

,20=0

Entonces f es analitica sobre C' y en su interior y zg es interior a C. Por la formula de Cauchy
de las derivadas para n = 1 resulta:

S (O RPN/ S
fz|:1 22 Ln(z + 27) dz = %C (z — O)2d 2 1! (In(2) +i(7/2)?)

cosh(mz) s
d) %z+|y|2 (Z — 2)2(12 + 1)d

La curva C : |z| = 1 (circunferencia) es cerrada, simple y suave a trozos y de acuerdo con el
enunciado tiene orientacién antihoraria.

Escribimos el integrando como

cosh(mz)  —icosh(mz)  f(2) e F(2) — i coshi(ns) o —
i(z—1i)3  (2—1)3 _(Z_Z')Ssd de f(2) h(mz), zo

La funcién f(z) es analitica sobre C'y en su interior y zy = 4 es punto interior a C. Aplicando
el la formula integral de Cauchy de las derivadas con n = 2 se obtiene:

cosh(mz) [ Zicosh(mz) [ f() oo f7G)
fwl+y|=2 (z —i)?(iz + 1)dz - fi} (z—1i)3 ! j{c (z — i)3d ST

=3 cosh(mi) = —7
zZ=1

= mi(—im? cosh(7z)) 3

= mi(—imsenh(7z))"|
Z=1

Actividad 3.8.4

f(2) = 22-324+2 = (2—1)(2—2) es analitica en C. En particular lo es en los conjuntos cerrados
y acotados R1 = {z: |z — 1| <2} y Re = {z : |2| < 1}. Anotemos 0R; = {2z : |z — 1] = 2}
y OR2 = {z : |z| = 1}. Como se cumplen las hipétesis del corolario 3.8.2 en ambas regiones
entonces para k =1, 2:

max |f(2)] = Indx |f(2)]
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El minimo absoluto de |f(z)| solo se puede alcanzar en el interior de Ry cuando es cero, es
decir en los puntos z =10 z = 2.

Para evitar expresiones que contengan raices cuadradas usaremos el hecho que los z € R que
optimizan |f(z)| son los mismos que los que optimizan |f(z)|?.

Extremos absolutos en Rj:
Parametrizamos OR; : 2z = 1 + 2¢',t € [0, 27].
Evaluamos

9() =1f(ZW) = 12(t) —1P|2(t) — 21 = [2¢"]*|2¢" — 1* = 4]2¢" — 1]* =

=4|(—1+42cos t) +i2 sen t|> = 4(—1+2 cos t)? + 16 sen?t =
=4(1 —4 cos t +4 cos®t) + 16 sen’t = 20 — 16 cos ¢
Puntos criticos en (0,27): ¢'(t) =0 < sent=0 < t=m

Entonces:

, 2 . 2 . o« _
max | f(2)]" = max |f(2)] —té%afg;}g(t) = max{g(0), g(7), g(2m)} =

= méx{4,36} = 36 = g(r) = |f(Z(1))]> = |F(-1)]?
Por lo tanto:

max [f(z)| = |f(=1)[ =6

z€Ry

resultado que por otra parte podia conocerse de inmediato teniendo en cuenta que sobre 0Rq
el médulo |f(z)| = 2|z — 2| mide el doble de la distancia entre z € OR; y zp = 2. Es claro que
z = —1 es el punto de JR; mas alejado de zy = 2.

Por otra parte:

min |f(2)] = [f(D)] = [f(2)] =0

z€R;

Extremos absolutos en Rs:
Parametrizamos ORs : z = €', t € [0, 27].
Evaluamos

gt) = [F(ZW)P =12(t) = 1P1Z(t) — 2 = |e" — 1]P|e" - 2* =
= |(=1 + cos t) 4 sen t|?|(—=2 + cos t) + i sen t|* =
= ((=1+cos t)* +sen’t) ((—2 + cos t)* + sen’t) =

= (1—2cost+cos’t+sen’t) (4—4 cos t+cos’t +sen’t) =

=2(1 —cos t)(5 — 4 cos t)
Puntos criticos en (0, 27):
/
g(t)=0 < 2sent(b—4cost)+2(1—cost)dsent=0 <
< 2sent(9—8cost)=0 & t=m

Entonces:

’ 2 — 7 2 — 4 t — 4 O 2 g
ZHgg\f(Z)l ngg§2|f(2)l tén[ozgr}g() méx{g(0), g(r), g(2m)}

= méx{0,36} = 36 = g(r) = |f(Z(7)]* = [F(-1)]?
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Por lo tanto: max |f(z)| = |f(—1)| = 6. Adema&s: min |f(z)| = |f(1)| =0
2€ER9 2ER2
Actividad 3.8.6

Si se buscan los puntos criticos de v(z,y) en el interior de R:

{Zgzgig = {giig = (z,9) = (0,0)

T =cost

2m|.
y=sent ¢ €10, 27]

A continuacién analizamos en el borde de R: {

Evaluamos
g(t) =v(x(t),y(t)) = 2 cos t sen t = sen (2t)

Puntos criticos en (0, 27):

(2k — 1)m

Jdt)=0 & cos(2t) =0 & t = 1

(k=1,2,3,4)

Luego:
M = (g;/f)ing(w,y) = max {9(0)79 (%) g (T) g (EZT) g (T)} =
=mix{0,1,-1} =1=9¢(7) = (T) - (1212> - (_\}5_\}§>
m = (Z{I;§ng(x,y) = min {9(0),9 (%) g <3;> g <52> g <77r>} =

4
e =-155 () -5(5) -+ ()

Efectivamente, los extremos absolutos se alcanzan en el borde de R.

7 )

Actividades complementarias
Ejercicio 1

a)

f zIm(z) dz, C frontera del tridangulo de vértices 3, 31,0
C

Yy

3

C=CLuCuUCs

Cs &
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f(2) = zIm(z) es continua en C, en particular sobre C, y C' = C1UCyUCj5 es suave a trozos.
Por lo tanto la integral existe.

Cr:z=3+1(3i—3)=(3—3t)+i3t,t €0,1]

Z'(t) = 3i — 3
F(Z() = Z(t) Im(Z(t)) = (3 — 3t) +i36)3t

L = /C 2Im(z) dz = /01 f(Z@)Z'(t)dt = /01(—2715 + (27t — 54t%)i) dt =

27t2  27it? 1 2 '
:< 7275 n 72115 18it3>‘ 27T 9

02 2= 3i-3it,t €0,1]

f(z ( )= Z(t)Im(Z(t)) = (3i — 3it)(3 — 3t) = 9i(1 — t)?

3 3
Igz/c zIm(z)dz:/O f(Z(t))Z’(t)dt:/O 0dt =0

Entonces:
27 9 9 9
?{Zlm( )dz_I1+[2—|-13__7_l+9_|_0__,_i
c 2 2 2
b)
Lu(z
/ & dz, C:|z| =1 desde z; = —i hasta zo = 1 (antihoraria)
C z
Yy
Z9 = 1
0 0.5 x
-0.5
C
16
1 = —1

L
f(z) = ") s continua en C — {z:Im(z) =0 A Re(z) <0}, en particular sobre C, y C es
z

suave. Por lo tanto la integral existe.
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C:z=¢tte [—g,O}

Z'(t) = ie'
Ln(Z(t)) Ln(et) Ln(e ™) T
f(Z(@) = Z() T Tt T et gi Pues —te [0,5} C (—m, 7]
Ln(z 0 0 t\ . 0 210 2
/ In@) ,, / FZ(0) 2 (1) dt _/ <_Zt> it dt :/ P ot L
c Z —m/2 —7/2 et —7/2 2 l-m/2 8
Ejercicio 2
a)
1 .
z+1
/i p dz
La integral es independiente del camino en D = C — {0}. En efecto
o . ) ‘
f(z) = z; . o) + z%’ admite como primitiva a F(z) = -~ #

Por lo tanto la integral se puede calcular aplicando la regla de Barrow:

1 . . . .
z+1 1 ) 1 1 7
= —-——-— =(-1—=|—-(i4+=)=-1—-21
[Fe=(-gm)l=(-5) - (+5) - 1-»
3i .\ 2 3i
/<z—32> dz:/ <22—6i—92>dz
3 z 3 z

La integral es independiente del camino en D = C—{0} pues el integrando admite la primitiva

b)

23

9
F(z)=2 —6iz+ =
(2) 3 612—{—2

Por lo tanto la integral se puede calcular aplicando la regla de Barrow:

3 -\ 2 3i 3
/ <z—3l> dz:/ <z2—6i—92>dz:<z—6iz+9>
3 z 3 z 3 z

= (—9i+18 — 3i) — (9 — 18i + 3) = 6+ 6i

31

3

)

d
/ 7'; , C:|z| =2 (antihoraria) desde z; = —2i hasta 2o = 2i
¢ zLn*(2)

El integrando es analitico en D = C — ({z : Im(z) =0 A Re(z) <0} U{1}) y admite alli la
primitiva

1
F(z)=—
(2) Ln(z)
Como C' C D, podemos aplicar la regla de Barrow:
/dz_12i_1+1_1+1_4i7r
czLn%(z)  Ln(z)l-2s  Ln(2i) Ln(-2i) 24 im L, in T nZ4 a2
2

2
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Ejercicio 3

Sean C1 : |z —1] =1, Cy: |z +2| =1, C3: |z — 3i| = 1, todas con orientacién antihoraria.
Se sabe que f(z) es una funcién analitica en D = C — {1, —2,3i} y se dan los valores de las
integrales siguientes:

I = f(z)dz=2, I, = f(z)dz = -2, Il:j([ f(2)dz=0
C1 Co Cs

x

En lo que sigue C' es una curva cerrada, simple y suave o suave a trozos, con orientacién
antihoraria, incluida en D, con la condicién adicional que se da en cada inciso:

i) 21 = 1 es interior a C' y 2o = —2,23 = 3i son exteriores a C. Consideremos una curva
auxiliar (antihoraria) C} : |z — 1| = R con 0 < R < 1 adecuadamente pequeno para que C}
sea interior a C'y a Cf.

XK

C
[£9:) X

Como f es analitica sobre C} y C'y en la regién entre ellas, aplicando el corolario del teorema
de Cauchy-Goursat resulta:

74 f)dz= ¢ f(2)dz (1)
c lohs
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Anélogamente para las curvas C1 y C] puesto que f es analitica sobre ellas y en la regién
entre ellas. Entonces:

f(R)dz= ¢ f(z)dz (2)
C Ci
De (1) y (2) se deduce que
¢ rera= ¢ s
C C1

de modo que

if(z)dz:Q

ii) z1 = 1, 22 = —2 son interiores a C'y z3 = 3i es exterior a C. Consideremos dos curvas
auxiliares (antihorarias) Cf : [z — 1| = R, C5 : |z 4+ 2| = R, con 0 < R < 1 adecuadamente
pequeno para que C7] sea interior a C7 y C, y C5 sea interior a Cy y C.

Yy
X
C
&1
Al
\ZJ

Como f es analitica sobre C}, C5 y C' y en la regién entre ellas, aplicando el corolario del
teorema de Cauchy-Goursat resulta:

frea=¢ f@dr § s @
c cy

f
C3

Anélogamente como f es analitica sobre C; y C} y en la regién entre ellas, entonces por el
mismo corolario:

fz)dz= ¢ f(z)dz (4)
Cy Cy

Y también, dado que f es analitica sobre Cy y C3 y en la region entre ellas, entonces por el
mismo corolario:

f(2)dz= ¢ f(z)dz (5)
(&5 Ca
De (3), (4) y (5) se deduce que
j{f(z)dzz f)+ ¢ flz)dz=2-2=0
c Cl Cz

de modo que

?if(z)dz:o

i) 2y = 1, 20 = —2 y 23 = 3i son interiores a C. Consideremos tres curvas auxiliares
(antihorarias) Cf : [z — 1| = R, C5 : |2+ 2| =Ry Cf : [z —3il =R, con 0 < R <1
adecuadamente pequeno para que C} sea interior a C, y C' (k =1,2,3).
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Como la funcién f es analitica sobre C}, y C} y en la regién entre ellas, por el corolario del
teorema de Cauchy-Goursat vale para k = 1,2, 3:

f(z)dz= ¢ f(z)dz (6)
cy Ch
Y el mismo corolario se aplica para las curvas C, CT, C3 y C3, asi que:

% f(z)dz = f(z)dz + (z)dz + flz)dz (7)
o} Cy a3

f
1
Entonces, de (6) y (7):

75 fEde= ¢ f)det b ) de+ b f(2)d
c Ci Cs Cs

Luego:
j{f(z)dz:Z—Q—l-OZO
C
Ejercicio 4

La férmula integral de Cauchy no es aplicable en este caso porque si bien la curva C': |z| =1
es cerrada, simple, suave y tiene orientacién antihoraria y encierra en su interior al punto
de no analiticidad zy = 0 del integrando, la causa de la no analiticidad en zg se atribuye al
denominador no polinémico D(z) = sen z.

Ejercicio 5

a)

?{ (22—1- : )dz
|2|=1 cosh z
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Por la propiedad de linealidad:

7{ <22+ : >dz:j{ szz—i-f S
l2|=1 cosh z l2|=1 |2|=1 cosh z

La primera integral en el miembro de la derecha se resuelve parametrizando:
C:z=¢"te]0,2n]
dz = ie'dt

2 N2 . 2 o 2w ) )
f Z22dz = / (e“‘/) iet dt = / (e_zt) iet dt = / e 2ttt dt =
|2|=1 0 0 0

2T ) )
= / ie "t dt = —e"
0

La segunda integral se resuelve aplicando el teorema de Cauchy-Goursat: la curva C': |z| =1
es cerrada, simple, suave y tiene orientaciéon antihoraria. El integrando es analitico sobre C'y
en su interior. En efecto:

27

=0

0

ez+€_z zZ —Z 4 zZ —Z
coshz=0 & TZO S ef4+e =0 & e (e +e ):0 &

& Frl1=0 & ¥=-1 & 2z2¢hn(-1) &

& 2% =i2k+\)mkel & z:i(2k+1)g,keZ

Como todos estos puntos tienen moédulo mayor que 1 ellos son exteriores a C. Luego, por el
teorema mencionado resulta:
z
7{ dz=0
|2|=1 cosh z

9 z 9 z
ﬁzl (Z + cosh z) : ﬁzl Fazt y{z|:1 coshz ~ +

672i7rz
dz
724 z—3

La curva C': |z] = 4 es cerrada, simple y suave y tiene orientacién antihoraria.
El integrando es analitico en todo el plano complejo excepto en el punto zg = 3. Podemos
escribir dicho integrando en la forma:

6—2i7rz f( Z)

_ I\ — —mz
por- Y con f(z) =e

Por lo tanto:

b)

La funcion f es analitica sobre C' y en su interior. El punto zg es interior a C'. Entonces, por
la formula integral de Cauchy:

e ¥ f(z) 2 6i
7{ dz = 7{ ———dz =27if(20) = 2mif(3) = 2mwie” ='"* = 2mie” ' = 27
l2]=4 2 —3 |2]=4 Z — 20 2=3

Ln(3 —z) »
szll Ln(3 + Z) d

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 181

c)



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

Sean N(z) = Ln(3 — 2) y D(z) = Ln(3 + z). Averigiiemos dénde son analiticas escribiendo
z = x + 1y. Entonces:

3—z=3—(r+iy) =B —=x)+i(—y) 3+z=3+(x+iy)=B+x)+iy
Por lo tanto:

N(z) es analitica & —y=0A3—-2<0 < y=0A >3

D(z) es analitica & y=0A34+2<0 & y=0 A < -3

Ademas:

D(z)=0 & 34+z=1 & z=-2

Asi, el integrando resulta analitico en D = C — ({z : Im(z) =0 A |Re(z)| >3} U{-2}) La
curva C : |z| = 1 es cerrada, simple, suave y tiene orientacién antihoraria. El integrando es
analitico sobre C'y en su interior (pues estos estan incluidos en D). Entonces por el teorema

de Cauchy-Goursat:
Ln(3 —z)
——=dz=0
?{le L3 +2)

d)

$ o - 2-2 g
dz:% ———dz Cr:|lz—2]=1,0y: 2| =4
o, 222 — 23 o, 22(2 = 2)

Ambas curvas son cerradas, simples y suaves y poseen orientacién antihoraria. El integrando
es analitico en D = C — {0, 2}.

Para calcular la integral a lo largo de C] notamos que el integrando es analitico sobre C; y
en su interior excepto en z = 2. Lo escribimos en la formas:

e fi(z) -
22223 -2 con fi(z) = 22

De este modo podemos aplicar la férmula integral de Cauchy:

_eiz

% zeg,dz:}{ 2 dz:j{ b dz = 2mif1(2) =
o, 222 — 2 lo—2|=1 % — 2 le—2|=1 Z — 2

—e * —e 2 T
ﬂ—l < 2’2 ) z=2 7TZ ( 4 > 262

Para calcular la integral a lo largo de C notamos que el integrando es analitico sobre Cy y en
su interior excepto dos puntos interiores: z = 2, z = 0. Recurrimos al corolario del teorema

. . 1 . .
de Cauchy-Goursat. Para ello consideramos la curva auxiliar C* : |z| = 5 con orientacion

antihoraria.
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Como C1,Cy y C* son cerradas, simples, suaves, todas con la misma orientacién y ademas Cy
y C* son interiores a (s, y dado que el integrando es analitico sobre las tres curvas y en la
region entre ellas, se tiene:

e ” e ” e ”
~ _dz = — d —d
722 22— 3% 7@1 222 — 23 Z+7{C* 22— 8%

Para calcular la segunda integral del miembro derecho conviene escribir el integrando como:

e fa2) e’
222 — 23 22 con fa(z) = 2—z

Como z = 0 es interior a C* y fo es analitica sobre C* y en su interior (pues z = 2 es exterior
a C*), podemos aplicar la férmula integral de Cauchy de las derivadas con n = 1:

e—Z

R S T fo2) o f5(0) e
fi*222—z3d2}'{* 2 dzf{*(z—O)ZdZQm TR

o (‘“(2 - 2 Z‘);Z(‘”>

2=0

2=0 2

Luego:

7{;'2361,2:7{ gz?)de{ %dz:_ﬁg_ij:_w
Cy 22° — 2 c, 22° —z ox 22° — 2 2e 2 2e

4

z
——d
fiz|3 22 +4 *

El integrando es analitico sobre C' : |z| = 3 y en su interior, excepto en los puntos interiores

z = +2i. Consideramos dos curvas auxiliares Cy : |z — 2i| = 2 Cy:|z+2i = 2 ambas

con orientacién antihoraria. Las tres curvas son cerradas, simples y suaves y poseen la misma
orientacién. El integrando es analitico sobre ellas y en la regién entre ellas.
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Aplicando el corolario del teorema de Cauchy-Goursat resulta:

4 4 4
?{ i dz:?{ _c dz+7{ 2 dz
CZ2+4 0122—|—4 C2Z2+4

Calculemos las integrales del miembro de la derecha.

4
4 4 -
7{ ;dz:f ,Z ,dz:% LQZ,dz
o, 22 +4 o, (24 2i)(z — 2i) o, Z—2i
4
Podemos aplicar la féormula integral de Cauchy con f(z) = - analitica sobre C y en su
i
interior (pues z = —2i es exterior a C1) y 29 = 2i es interior a C. Resulta:
4
4 — 4 92;)4
y{ szz:j{ Mdz=2m’< i > :271'2'(2,) = 8&m
o 25 t+4 o, 72 Z+21 ) 12=2i ?
4

j([ z dz—f 2 dz—f L%dz
o 22+4 7 Jo, =20z 42) T Jo, 2+2i

4
z
Podemos aplicar la férmula integral de Cauchy con f(z) = 5 analitica sobre C'_ y en su
z—2i
interior (pues z = 2i es exterior a C) y zg = —2i es interior a Cs. Resulta:
A
4 — 4 _9;)4
7{ z dz:]{ 2—2?dz:2m'< : ) P )
c, 22+ 4 c, Z+2i 2 —2i) la=—2i (—41)

Por lo tanto:

Z4 2’4 24
j{dz:f dz—i—% ———dz=8r—-8r =0
CZQ+4 0122—’-4 C2Z2+4

f)
/ ((z +1)* = Re(z)) dz, C segmento desde z; = 0 hasta zp =i
C
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Por linealidad resulta:

lﬂ@+ﬁf—iwwndz—%¥a+nwz—ﬂ}m@ym

La primera integral en el miembro de la derecha es independiente del camino en D = C pues

1
el integrando admite alli la primitiva F(z) = g(z +1)%. Como C est4 incluida en D, podemos
aplicar la regla de Barrow:
— 1=

1 ( 1
D4dz == 1° = Z(i+1)° -
/C(z—i- )idz 5(z—l— ) . 5(z+ )

:%@4—My-

ot =

La segunda integral se calcula parametrizando C' : z = it,t € [0,1] de modo que dz = idt.

Entonces:
1 1
/ Re(z)dz = / Re(it) i dt = / 0dt=0
c 0 0
Luego:
. . 4i 4i
(z4+1)* —Re(z))dz= [ (z+1)*dz— [ Re(z)dz=-1———-0=-1——
c c c 5 5
Ejercicio 6
Consideremos la curva auxiliar C* : |z| = 1,Re(z) < 0, orientada con extremo inicial z; = —i
y extremo final zo = i. si C' es la poligonal de la figura:
y y
) )
X X x X
2 -1 0 2 0
-9 l\\«
- / - Y
-3 = -3 =
) )
|
-4 | -4 {<m

Entonces C = C'U(—C") es curva cerrada, simple, suave a trozos, con orientacién antihoraria.
Ademss, f(z) = 27! es analitica sobre C' y en su interior. Por el teorema de Cauchy-Goursat:

dz
oz

d

/Z_/ dz _,
c < c*x <

[l
CZ_C*Z

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 185

=0

Es decir:

Por lo tanto:



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

La integral de la derecha facilmente se calcula parametrizando:

X T 3
C*iz=e"te |-, —
= [2 g }
dz = —ie " dt
dz 3m/2 —Z‘e_it 3r/2
2 /2 e’ /2
Luego:
dz .
— = =T
Cc <
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CAPITULO 4

Series de potencias

El objetivo de este capitulo es el estudio en el campo complejo de las series de Taylor y
series de potencias enteras, las que constituyen una herramienta fundamental en el analisis de
variable compleja y en sus aplicaciones a la Fisica y a la Ingenieria.

Un resultado muy importante que enunciaremos, establece para una funcion de variable com-
pleja la equivalencia entre la representacion local en un punto mediante una serie de potencias
y la analiticidad en ese punto. Ademads, mostraremos que dicha representacion es la serie de
Taylor de la funcién.

Definiremos las series de potencias con exponentes enteros positivos y negativos, denominadas
series de Laurent, que desempenaran un papel decisivo en el capitulo 5.

4.1. Sucesién de nimeros complejos

Comenzamos con una breve introduccion a las sucesiones de niimeros complejos y su re-
lacién con las sucesiones reales.

Definicion 4.1.1. Una sucesion infinita de nimeros complejos es una funcion que
a cada numero natural n le asigna un numero complejo zy,

f: N - C
n o — 2z

De este modo se obtiene una lista ordenada de nimeros complejos:
21422, 28y eeeey 2y -en

donde z1 es el primer término de la sucesion, zy es el sequndo término , etc. El término
Zn es el término n-ésimo o general y la sucesion zi, 22,23, ..., Zn, ... se anota {zn},~; 0
simplemente {z,}.

’ Ejemplo 4.1.2. 1

., 1 2
Sea la sucesién 1—— ) +i—
n n n>1

1 2
Zp = 175 +zg,n:1,2,3,...

Los primeros términos de la sucesién:
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z1 = 04 21, 2121
22254—1,
1.5
2+,2
z23 == +iz
T3y 1 © %
3+,1 oZi;
Z4 = — +iz, 0. '
4772 ’ o
4+_2
2 = — 1=, -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5
>~ 55

[]

Nos interesa analizar cémo se comportan los términos de la sucesién cuando n crece sin limite:

si se acercan o no a un valor definido. Es decir nos interesa saber si existe el lim z,.
n—oo

Definicién 4.1.3.  Si los términos de una sucesion de nimeros complejos {z,} se acercan
a un numero L tanto como queramos para n suficientemente grande, diremos que el

lim z, =L
n—oo

En este caso se dice que la sucesion es convergente y que converge a L .
Si el limite no existe, se dice que la sucesion es divergente.

Teorema 4.1.4. Sea una sucesion de nimeros complejos {z,}, donde z, = x, + iyp.
Entonces

lim z, =Ly +ilo < lim x, = L1 A lim y, = Lo
n—00 n—00 n—00

Es decir que una sucesién de nimeros complejos {z,} converge a un ntimero L = L; + iL9 si
y solo si la sucesién de las partes reales x1, x2, 3, ..., Tn, ... converge a L1 y la sucesién de las
partes imaginarias y1, 42,93, .-, Yn, ... converge a Lo.

Propiedad 4.1.5. Sea {z,} una sucesion de nimeros complejos.

a) Si lim z, =L = lim |z,| = |L|. No se cumple la reciproca en general.

b) lim 2z, =0« lim |z,| =0
n—oo n—oo

\ Ejemplo 4.1.6. [

1 2
a) Sea zp, = (1 — > + i—. Analizar si es convergente.
n n

1 2
Sean x, = <1—>, Yn =

n n

Como lim z, = lim <1 —

n—oo n—o0

2
)—1 y lim y, = lim — =0
n—oo

n—oo n

S|

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 188




MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

Entonces por el teorema 4.1.4 la sucesion es convergente y converge al valor

n—00 n—oo n—oo n

, , 1 2 .
lim z, = lim (1—>+zhm:1+2021
n

"3
? . .

b) Sea z, = —. Analizar si es convergente.
n

Por la forma de los términos de la sucesién y las variaciones de las potencias de 4, resulta
més practico en este ejemplo escribir los términos de la sucesion en forma polar y utilizar
la propiedad 4.1.5b de las sucesiones de ntimeros complejos.

. " 1
En nuestro ejemplo |z,| = || = —.
n?|  n?
, .1 ,
Vemos que lim [z,| = lim — =0= lim 2, =0
n—00 n—00 N n—o00

Podemos verificar la propiedad para este ejemplo escribiendo los términos de la sucesién

en forma polar:
N

arg (z,) = arg (;2) =arg (i") =narg(i) =n (g + 2k7r> , k=0,+1,+2 43, ..

1

1 s s
Zn 2= 3 [cos (n2 + 2nkm ) + isen n2 + 2nkmw

Entonces, calculando

1 1
lim z, = lim — cos (ng + 2nk:7r> 44 lim — sen <ng + 2nk:7r) =0+10

n—00 n—soo N2 n— 00 n2

¢) Consideraremos un caso que muestra que en la propiedad 4.1.5a la reciproca no es cierta
en general.

Sea z, = 1" = €2 = cos (n%) + isen (ng)

J2al = li7] = |¢"3] = \/ (cos (n5))” + (sen (n5))” =1
Entonces lim |z,|= lim 1 =1
n—oo n—oo

Sin embargo el lim z, = lim [cos (nz> + isen (nzﬂ no existe. Cuando n crece cos <nz)

y sen (n%) oscilan entre los valores —1,0 y 1.

| Actividad 4.1.7. |

Analice si las siguientes sucesiones son convergentes o divergentes

n? +4 N _sen(n)
= i
3n? +5n+ 2 n

b) 2, = (1+iv3)"

a) zn
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4.2. Series de numeros complejos

Sea una sucesién de nimeros complejos {zy}.

oo
Consideremos la expresion Z Zp = 21+29+23+...+ 2, +... que indica la suma de los infinitos
n=1
términos de la sucesién {z,} y que se denomina serie infinita asociada a la sucesién o
simplemente serie. ;Cémo se interpreta la suma de infinitos términos?
Consideremos las sumas:

51221
So =21 + 22

S3 =21+ 22+ 23

De este modo se obtiene una sucesién {S,,}, denominada sucesién de sumas parciales o
serie.

oo

Es decir que con la notacién g zp, significamos la sucesién de sumas parciales {5, }, donde
n=1

Syn se denomina suma parcial n-ésima de la serie y z, se denomina el término general

de la serie.

oo
Definicion 4.2.1. Decimos que la serie E zn €s convergente si la sucesion de sumas
n=1
parciales {S,} es convergente, es decir si existe el limite 1im S, = S.
n—oo

Al valor S se lo denomina suma de la serie y se indica
o0
g Zn =S
n=1

En sintesis

(o) n

g zn:S:h'mS:h'mg Zk
n—oo n—o0

n=1 k=1

Si la sucesion {Sy,} es divergente, es decir si no existe el limite lim S,, se dice que la
n—,oo

serie es divergente y no tiene suma.

Recordemos algunos de los criterios utilizados para analizar la convergencia o divergencia de
una serie de niimeros reales adaptados ahora al caso de las series de niimeros complejos.

Teorema 4.2.2. Condicion necesaria de convergencia

e}

Si E zn es convergente entonces lim z, = 0.
1 n—0o0
n=
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Teorema 4.2.3. Condicién suficiente de divergencia

(o0}
Si lim z, # 0 entonces E zn es divergente.
n—o0

n=1
Definicion 4.2.4.
oo o0
St E |zn| es convergente, se dice que E zn, es absolutamente convergente.
n=1 n=1

El resultado siguiente afirma que toda serie absolutamente convergente es convergente.

Teorema 4.2.5.

o o0 o o
Si g |zn| es convergente entonces E zn, es convergente y vale: g zn| < E |2n]

n=1 n=1 n=1 n=1

Proposiciéon 4.2.6. Criterio de comparacion.
o0

(0.0
Sean las series g Zn Y E Wy, :
n=1

n=1

oo o0

a) Si|zn| < |wn| y Z |wy,| es convergente, entonces Z |zn| es convergente.
n=1 n=1
oo o0

b) Silzn| <|wn| y Z |zn| es divergente, entonces Z |wy| es divergente.

n=1 n=1

Proposicién 4.2.7. Criterio del cociente.

o
Dada la serie Z Z

n=1
P e}
‘, 1 ,
a) Si lim "L = L < 1, entonces la serie g zn, converge absolutamente.
n—oo | zp 1
n—=
z z >
_— 1 . 1 . .
b) Si lim " =L>10 lim |22 = oo, la serie E zn €s divergente.
n—00 | Zp n—00 | Zp 1
n=
. 4 Zn+1 e 5
c) Si lim "L = L =1 el eriterio no decide.
n—0o0 | Zp
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‘ Ejemplo 4.2.8. I

Analizar la convergencia de las siguientes series:

a) i <z +z’ei)

n=1

3 3
lim z, = lim ( —+ ierll> = lim — 44 lim en =0 +1i # 0 = la serie diverge (condicién
n—o00 n—oo \ N n—oo n n—o00
suficiente de divergencia)
o
>
. n
—i (1 + Z\/g)

Consideremos la serie de médulos

2 <1+m>”|:§1\1+m>”:z%

n=1

o

Aplicando el criterio del cociente a la serie de médulos se tiene:

Zn+1
Zn

12" 1 1 1
= lim u = — lim (n+1) = — < 1 = por el criterio del cociente la
n—oo 2ntlp 2 n—oo n 2

lim

n—o0

serie de moédulos E converge, entonces la serie g converge. [ |

(1+Z\f) (1+ \[)

Definicion 4.2.9. Serie geométrica
o0

Una serie geométrica es una serie de la forma E ar™ = a+ar +ar’ +ar® + ...

n=0
donde r se denomina la razén de la serie.

» Si|r| <1 la serie es convergente y su suma es S = 1

a (o)
= g ar™
—7r
n=0

v Si|r| > 1 la serie diverge

Observacion Si g ar™ = ar® +ar* Tt arf 2 4 y |r| < 1, la serie geométrica converge
n=k
ark >~ .
ysusumaesS:1 :5 ar’™.
—-r

n=~k

Ejemplo 4.2.10. [

Una serie geométrica de primer término a =1+ 1¢ y razén r = 1 tiene la forma

& i . . i2
;(1“)4" = (1+2)+(1+z)4 (141) 5 +

Como |r| = = — < 1, la serie es convergente y su suma es

¢
4| 4
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g Lti 4040 _40+)@+) _4@-144i4i) _4B+50) 1220
T L A 17 - 17 =~ 1w —wihp d
1

Aplicando el teorema 4.1.4 a la sucesién de sumas parciales {S,,} se puede ver que la conver-
gencia de una serie de nimeros complejos equivale a la convergencia de la serie de las partes
reales de z, y a la convergencia de la serie de las partes imaginarias de z,.

(0.]
Teorema 4.2.11. Sea una serie de numeros complejos E Zn, entonces

n=1

o0 o0 (0. o0
Zzn:Z(xn—i—iyn):S:X+iY<:>ZJ:n:X A Zyn:Y

n=1 n=1 n=1 n=1

| Ejemplo 4.2.12. |

. _ = (3= 2
Analizar la convergencia de la serie Z +i1—|.

2n 3n
n=0
Sea la serie de la parte real del término general de la serie dada:
(e}
3(—1)"
Z (Qn) . Se trata de una serie geométrica de razén r = —% ycona=3.
n=0 3
Como |r| = ‘—%‘ = % < 1 la serie converge y su suma es X = ﬁ =2.
T\T2

Sea la serie de la parte imaginaria del término general de la serie dada:
o

Z 30 Es una serie geométrica de razén r = % y con a = 2.
n=0
1 1 . 2
Como |r| = 3 =3 < 1 la serie converge y su suma es Y = 0 =3.
—\3

o~ (3(=1)"
Por el teorema 4.2.11 la serie Z ( + 2) converge y su suma es
n=0

on 3n
S=X+4+1iY =2+13.

> —1)n 2
> <3(2n) +i3n> =243

n=0

| Actividad 4.2.13.

1. Analice la convergencia de las siguientes series

b) i (V24 + 5i)"

= nen"
> n
2 nzl (n? +i3)2

2. Analice la convergencia de las siguientes series y en caso de ser convergentes halle su
suma
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n=1
o= 7 (1+1)*"
Y 2 By =

4.3. Series de potencias

Las series de potencias, como ya se ha senalado en la introduccién, son una herramienta
muy importante en el andlisis de variable compleja ya que las mismas estan intimamente
vinculadas a las funciones analiticas. Veremos que la suma de toda serie de potencias conver-
gente es una funcién analitica y que toda funcién analitica puede representarse por una serie
de potencias.

Definicién 4.3.1. Serie de potencias. Una serie de potencias de (2—zp) (o desarrollada
en zo o centrada en zy) es una serie de la forma

(0.)
ch(z—zo)” =co+ci(z—2) +ea(z—2)2 - Fenlz—20)" + - -
n=0
donde ¢, € C, n =0,1,2,--- son los denominados coeficientes de la serie (no dependen

de z) y zo € C se denomina centro de la serie.

Reemplazando z por un determinado nimero complejo se obtiene una serie numérica la que
puede ser o no convergente. El conjunto de los valores de z para los que la serie de potencias
es convergente se denomina regién de convergencia.

Para cada z donde la serie es convergente tendremos un valor de la suma de la serie, por lo
cual queda definida en la regién de convergencia una funcién suma S(z).

Una serie de potencias siempre converge en zp, ya que al reemplazarlo en la serie se obtiene
oo

E en(2z0 — 20)" = cp, es decir S(zg) = cp.

n=0

Veamos un ejemplo de un caso particular de una serie de potencias que es de tipo geométrico:

‘ Ejemplo 4.3.2. 1

Hallar la regién de convergencia de la siguiente serie y encontrar su funcién suma
o (2i)”+1

Se trata de una serie de potencias centrada en zg = 3i
Si desarrollamos algunos términos:

= W(Z=30" 1 (2—30) (2 — 30)?
D e M VA7) R T/
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Reescribiendola en la forma

Z%[_ - ;z'3i)]n

n=0

(2 — 3i) 1 i
e Yy a==—5
21 24 2
. (z—3)| |z—=3i] |z=3i |z-3i

La serie converge para |r| = | — = = =

vemos que es una serie geométrica con razéom r = —

<l=|z-3i <2

24 24 |2i] 2
—"&--‘~~
La regién de convergencia es el interior /" ) \\
’ 1 ‘
1 \
1 1
del disco de radio 2 centrado en zy = 3i. :' s@ 3i ':
1 ;
\‘\ 5] ',I
~ ~~.1--——”¢
-3 -2 -1 o] 1 2 3
Su suma es
7 )
9 D) 1
(2) 1_[_2732] 204+ (z2—3i) z2—i
21 2i
Luego
o0 .
1 —3i)1n 1
Z—,[—(z Z)} = , si |z —3il <2
21 21 z—1
n=0

Podemos ver que la funcién suma es analitica en el disco de convergencia, ya que el punto
z = i donde se anula el denominador estd sobre el borde de la circunferencia |z — 3i| = 2,
donde la razon de la serie geométrica vale 1 y entonces la serie es divergente.

Por lo tanto se tiene una representacién de la funcién f(z) =
Z —_
vélida en |z — 3i| < 2. ]

- en potencias de (z — 31)
i

Observacién

Si nos paramos en zg = 3i el radio del disco de convergencia es la distancia al punto mas
proximo a zg = 3i donde la funcién deja de ser analitica. En este caso la funcién deja de ser
analitica en z = 1.

Luego la distancia es |i —3i| = 2. que es el valor del radio del disco de convergencia de la serie.
Para las series de potencias de variable real, la regién de convergencia era un intervalo (que
podia ser acotado o no).

Veremos que en el caso de las series de potencias en variable compleja la regién de convergencia
es, en general, un disco (que puede ser acotado o no) centrado en zg.
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Convergencia de serie de potencias

Teorema 4.3.3. Convergencia de una serie de potencias

o0
Dada la serie de potencias Z cn(z — 20)"

n=0

1. Si converge en un punto z = z1 # 29, entonces converge absolutamente para todo z
tal que |z — zo| < |21 — 20| (es decir para todos los puntos que estdn a una distancia
de zy menor que la distancia a la que estd z1 respecto de zp ).

2. Si diverge en z = z9, entonces diverge para todo z tal que |z — zg| > |z2 — 20| (es decir
para todos los puntos que estdn a una distancia de zg mayor que la distancia que estd
z9 respecto a zp).

El grafico nos permite visualizar Lemmmmeal
I', ~~\ 2
I' ‘\
el significado del teorema 4 Y
/ \
i 020 3
) 1
\‘ converge "
A ’
AY 'I
A
diverge ol 2 ‘/'
A

Observacién: Como se verd cuando definamos el radio de convergencia de una serie de
potencias, no va existir la corona blanca que se ve en el gréfico donde no se conozca el com-
portamiento de la serie.

Demostracion
1. Sea z tal que |z — 29| < |21 — 20|, como la serie converge en z = z1, el término general

oo
de la serie g cn(2z1 — 2p)" tiende a cero.
n=0

Es decir que  lim ¢,(z1 — 2z9)" = 0.
n—oo

Por lo tanto se tiene que |¢,, (21 —20)"| < M para n suficientemente grande. Multiplicando
y dividiendo el término general por (z; — zp)" y tomando el médulo se tiene:

(21 — z0)" z—20 \"
_ n| __ _ ni _ _ n s sy _
len(z — 20)"| = |en(z — 20) (1= z0)" = |en(2z1 — 20) po—— =

n
Z—Z Z—Z
= |en(z1 — 20)"] (0 ) <M==
21— 20 Z1 — 20

Luego el médulo del término general de la serie de potencias esta acotado superiormen-
n

Z— 20

te por M |——

21— 20

, al que podemos considerar como el término general de una serie
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oo
e z—z ) z—z . z— 2z
geométrica E M|=—22] conrazén r = | = 2| siendo el Ir| = 221« (pues
21— 20 21 — 20 21 — 20
n=0
fe's) n
. po 2= 20
|z — 20| < |21 — 20]), por lo tanto la serie geométrica E M|————| es convergente.
Z1 — 20
n=0

o
Entonces por el criterio de comparacién E cn(z — 20)™| es convergente , es decir que

n=0

[e.e]
la serie Z cn(z — 20)" es absolutamente convergente para |z — 29| < |21 — 20

n=0

2. Lo demostraremos por el absurdo.
Supongamos que existe un z1 tal que |21 —zg| > |22 — 20| en el cual la serie es convergente.
Entonces, por el inciso 1 de este teorema, la serie debe ser convergente para todo z tal
que |z — 29| < |z1 — 20|, pero z2 cumple que |z2 — zg| < |21 — 20/, luego la serie seria
convergente en zo contradiciendo la hipétesis. La contradiccion provino de suponer que
existe un z; tal que |z1 — 29| > |22 — 2o| en el cual la serie es convergente.
Por lo tanto, la serie diverge para todo z tal que |z — zp| > |22 — 20|. ]

Radio de convergencia

o)

Dada una serie de potencias E cn(z — 20)", consideremos todos los puntos z en los que la
n=0
serie es convergente. Sea R > 0 el menor nimero tal que la distancia a zg de los puntos donde

la serie converge es menor que R. Es decir que R es el radio del menor circulo abierto centrado
en zg que contiene a todos los puntos donde la serie converge.

Por el teorema de convergencia,

la serie converge absolutamente para e Ny
’ Ay

todos los z tales que |z — 29| < R R 3
. . : 20 ‘.
y diverge si |z — 29| > R s !
‘\ converge 1

A
diverge %, /
\‘ ,l

A diferencia del caso de las series de potencias reales en que se estudiaba la convergencia en
los extremos del intervalo de convergencia, para los z que verifican |z — 29| = R, en general,
no se analiza la convergencia de la serie ya que se trata de infinitos puntos.

Observaciones

(o]
Para una serie de potencias E cn(z — 2zp)" pueden ocurrir solamente estas tres posibilidades:

n=0

1. La serie solamente converge en zy. En este caso el radio de convergencia es cero: R = 0.

2. La serie converge para todo z. FEn este caso se dice que el radio de convergencia es
infinito y lo indicamos R = oo
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3. Existe un ntmero positivo R tal que la serie converge absolutamente para todo z tal
que |z — zo| < Ry diverge para los z tales que |z — zp| > R.

Se verd, al definir la serie de Taylor, que R es igual a la distancia de zg al punto més cercano
donde la funcién no es analitica.

Para determinar la region de convergencia, y por ende el valor del radio de convergencia, va-
oo
mos a considerar la serie de los médulos g len (2 — 20)"|, es decir analizamos la convergencia

n=0
absoluta de la serie, para lo cual, en general, aplicaremos el criterio del cociente.

‘ Ejemplos 4.3.4. I

Hallar la region de convergencia y el radio de convergencia de las siguientes series de potencias:

o0 (Z +4i)2n+1
a) ) (n+1)(4 + 302"

n=0

Aplicamos el criterio del cociente a la serie de médulos:

(240200 (1) (44 30)2 | 244, n+1 |z 44i)?
lim - - = — lim = —-1<1
n—oo | (n + 2)(4 + 3d)2(n 1) (z 4 44)2n+1 |4+ 3i[2 nsoomn +2 |44 3i]2

— 244> < |4+ 3i?=52= |24+ 4i|<5=R

Por lo tanto la serie converge en el disco |z + 4i| < 5 y el radio de convergencia es R =5

(2= (24 30)"
b)z( EQn)' :

n=0

Aplicamos el criterio del cociente a la serie de médulos

T B Gl e 1) i 0 L DTS AT VN (2n)! —

n—oo | (z — (2 + 3i))"(2(n + 1))! n—oo [ (2n +2)(2n + 1)(2n)!|

1
= |z — (24 3i¢)| lim

=lz-(2+3)[0=0<1 —
A ST En gy T H80=0<l= R=occ

La serie converge absolutamente (y por ende converge) para todo valor de z, siendo el
radio de convergencia infinito.

| Actividad 4.3.5.

Halle la regién de convergencia y el radio de convergencia de las siguientes series de potencias.
Cuando sea posible encuentre la expresion de la funcién a la cual converge.

00 Z+27;3n+2 00 nZ+4’i2n
DW= Y
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Propiedades de las funciones definidas por series de potencias

En todos los puntos del disco de convergencia la serie de potencias tiene suma, por lo cual
en cada punto del mismo queda definida una funcién f(z) que en cada z vale la suma de la
serie en dicho punto:

[e.e]

f(2) Z (z —20)", Vz:i|z— 2| < R

(con R > 00 R = oc. El caso R = 0 no es de interés practico ya que tendriamos una funcién
definida en un solo punto).

En este caso diremos que f(z) esta representada por una serie de potencias de (z — zp) o que
estd desarrollada en serie de potencias de (z — zp). La funcién f(z) que estd definida en el
disco de convergencia de la serie que la representa tiene propiedades muy importantes.

Analiticidad de la funcion suma de una serie de potencias

Teorema 4.3.6. Sea f(z chz—zo , Vz:lz—2 <R, 0<R< o0

Entonces, f(z) es analitica en tados los puntos del disco de convergencia

Toda funcién representada por una serie de potencias es analitica en todos los puntos del
disco de convergencia. Volviendo al ejemplo 4.3.2:

o
1 —3 1

Observacién La funcién f(z) = - es analitica Vz # 4. Sin embargo su representacién en
i

serie de potencias de (z — 3i) es valida solamente en el disco abierto |z — 3i| < 2.

Suma y producto de series de potencias

Teorema 4.3.7. Suma y producto de series de potencias

Sean -
ch z—2z20)" Vz:lz—2|<R1 y g¢g(z)= Zdn(z—zo)”, Vz: |z — 20| < Ro
n=0
Si llamamos R = Min{R1, Ra2}, se cumple:
1. f(2)+g(z) = ch(z—zo)"—i-z dn(z—20)" = Z[cn—i—dn](z—zo)" Vz:|z—20| < R
n=0 n=0 n=0

(o) o0
2. f(z)g(z):ch(z—zo)”Zd z—2z)" Zb z—2z9)" Vz:|z— 2| < R
n=0 n=0

n
siendo b, = Z crdp_1p = codp + c1dp_1 4+ codp_o + -+ - 4+ cpdy
k=0
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‘ Ejemplo 4.3.8. I

Sean:
(z-2)" _ 1 :
= Vz: |z —=2| <3 fi
nzz;] TS g z: |z —2| (verificar)
o0
—-2)" 1
HZ:O (Z4n+1) =5 Vz: |z —2| <4 (verificar)
Entonces
1 Z(z-2)" X (z-2)" =T 1 1
5 _— Z gn+1 Z qgn+l Z [3n+1 + o An+1 (z —2)"
n=0 n=0 n=0

z: |z —2] <3 = Min{3,4}

1 (-2t (-2
(5—2)(6—2)_; gn+1 nz: gn+l

-0 —
111111 11 1 1 11
.z . 4. L4 4T (2—=9)2
=313 2Ty 32]( )+[3 gl eEta JE-27+
|z —2| <3 =Min{3,4} ]

Derivacién de series de potencias

Teorema 4.3.9. Derivaciéon de series de potencias

oo
Sea f(z):ch(z—zo)", Vz:|z—20) <R 0<R< o0
Entonces:

1. f(z) es derivable en todos los puntos del disco de convergencia y su derivada f'(2) se

obtiene derivando término a término la serie que la representa
o0

f'(z) = chn(z —2)" Y, Vz:|z—2| <R, 0<R<o0
n=0

2. Repitiendo esta propiedad para f"(z) se obtiene que
(= chnn—l (z—2)" 2, Vz:|z—2| <R, 0<R<o0

3. En general Vk > 1 :
) z):chn(n—1)---(n—(k—1))(z—z0)"_k, Vz:lz— 2 <R, 0<R<o

Las series de las derivadas tienen todas el mismo radio de convergencia que el de la serie
sin derivar.

Es decir, una funciéon que admite desarrollo en serie de potencias convergente, tiene derivadas
de todo orden en su disco de convergencia, las que se obtienen derivando término a término
la serie que la representa.
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‘Ejemplo 4.3.10. I

o

(z—31 . . . .
Z i si |z — 3i] < 2, obtener las series de potencias de

Dada f(z) e

f'2) y (= )-

n=0

Derivando ambos miembros se obtiene:

/ _ 1 _ S n (Z_3i)n_1 . .
f(z)——(z_z.)Q —nzl(—l) HW si|z—3i] <2

La derivada segunda de la funcién es

() — 2 — N —“1\"n(n — 7(2_31.)”_2 si |z — 3¢
716 = g = S E G s i <2 0

Integracion de las series de potencias

Sea f(z Z cn(z — 20)" convergente en el disco, D = {z € C: |z — 2| < R}

n=0
La funcién f(z) es analitica en el disco de convergencia D = {z € C: |z — 29| < R}.

El conjunto D es un conjunto simplemente conexo del plano complejo. Por el Teorema de
Cauchy-Goursat la integral a lo largo de toda curva cerrada incluida en D es igual a cero.
Esto es equivalente, por el Teorema de independencia del camino, visto en el capitulo 3, a
que la funcién admite primitiva en D y a que la integral de la funcién es independiente del
camino en D.

Por lo que podemos calcular la integral de una funcién representada por serie de potencias
como una integral indefinida o bien, dados dos puntos cualesquiera del conjunto D, calcular
la integral aplicando la regla de Barrow.

Teorema 4. 3 11. Integracion de series de potencias
Sea f(z chz—zon, Vz:lz—2)| <R, 0<R<

FEntonces:

> i _ n+1
[ 1= S sz = e 2B

Vz:|lz—2)| <R, 0<R<o0
Una serie de potencias se puede integrar término a término y la serie resultante tiene
el mismo radio de convergencia que la serie original.

2. Para todoparzl,ZQGD—{ZGC: |z — 20| < R}

29 — ZO n+1 (Zl _ zo)n'H
)dz = _
/ flz)dz = Z ‘n [ n+1 n+1
\ Ejemplo 4.3.12. [
s (z—3)"
Dada f(z) Z @i si |z — 3i| < 2, obtener la serie de potencias de la
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integral de la funcién.

/ z— zdz N /Z ZQZ_ Sil dz = g ((2;;3; /(z —3i)"dz =

——E , +C si|z—3i] <2
n+1
~ (27) n+1

oo n(y ,L'n+1
Ln(z—z'):2((21i))n€r1(n3+)1) +C si|z—3i] <2

Para determinar el valor de la constante C;’r consideramos z = 3¢ obteniendo:
In(2i) =0+ C = C =Ln(2i) =In2 —|—i§

> (=1)"(z — 3i)ntL T
Ln(z—i)zz(<212,)>n€r1(n3+)1) +<ln(2)+i§> si |z — 30| <2
n=0

Luego,

T > (—=1)"(z — 3i)ntL
Ln(z — i) — <ln (2) + 2‘5) - ZO ( (;z‘))nil(ni)n si |z — 30| <2

También podriamos haber calculado la integral entre z; = 3i y un 2o = 2z, Vz : |2 — 3i| < 2

t—3z < (oL
/3z t—@dt /3@ "+)1d :Z((%)n)ﬂ /Si(t_?’l) dt =

n=0 n=0
-3 S S,
(21) ”H n+1 3
n=0

z . (=1)" — 3 tlqz
{Ln(t a Z):|37, - Z ((22)2r1 [(t nj—)l ]32‘

n=0

0 1" (2 — Z'n—i—l
Ln(z—i)—Ln(Qi)—Z((Qi)}l_l( nj—)l si |z — 3i] < 2

, i (=)™ (2 =30 ‘
Ln(z—z)—(ln2+z—>:Z(%)Wr1 ] si |z —3i| <2

n=0

4.4. Serie de Taylor

Vimos que toda serie de potencias representa a una funcién analitica.
Ahora veremos que toda funcién analitica se puede representar por una serie de potencias
denominada serie de Taylor de la funcion.
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Teorema 4.4.1. Teorema de Taylor
Sea f(z) analitica en zy. Sea D = {z € C: |z — 29| < R} el mayor disco abierto centrado
en zo y de radio R donde f(z) es analitica.

o

Entonces eziste una serie de potencias g en(z — 20)"  que converge a f(z) en D
n=0

[e.e]
f2) =) calz—2)" , Vz: |z—2| <R , 0<R< oo
n=0

(n)
dondecn:fi('zo) n=0,1,2,3---
n!

Esta serie de potencias se denomina el desarrollo en serie de Taylor de f(z) alrededor de
z0. Para el caso en que zg = 0, la serie de Taylor se denomina de serie de Maclaurin.

Un aspecto muy importante y ttil de este teorema es que permite, sin aplicar el criterio del
cociente, determinar el radio de convergencia de la serie de Taylor de una funcién f(z): de-
bemos pararnos en el punto zy donde queremos desarrollar la serie de f(z) y determinar la
distancia al punto mas cercano donde la funcién deja de ser analitica.

‘ Ejemplo 4.4.2. I
Sea f(z) una funcién analitica en zp y no es analitica solamente en los puntos z1 y zo.

f(2) admite un desarrollo en serie de Taylor en z.

Si queremos determinar el radio del mayor disco centrado en zy donde la funcién es analitica

y estd representada por su serie de Taylor f(z) = Z fil(z — 20)" comparamos las
n!
n=0
distancias de 21 y zo al punto zg. La menor de las distancias es el radio del disco abierto
donde la serie de Taylor de f(z) converge a f(z):

A

R = Min{|z1 — 20/, |22 — 20|} = |21 — 20

‘ Ejemplos 4.4.3. I

a) Hallar la serie de Taylor de f(z) = e* alrededor de zg = 0 (serie de Maclaurin).

La funcién f(z) = €* es analitica en todo punto del plano complejo por lo tanto el radio
de convergencia es infinito: R = oo

o0
f(z)=¢*= chz" con |z] < R= o0

n=0

n=0,1,23,

fM(z) =€ n=0,1,2,3-
fMO0)=e"=1 n=01,2,3, -
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Luego:

Hallar la serie de Taylor de f(z) = sen z alrededor de zy = 0 (serie de Maclaurin)

La funcién f(z) = sen z es analitica en todo punto del plano complejo por lo tanto el radio
de convergencia es infinito: R = oo

f(z) =senz = chz con |z|] < R= 00
n=0
Cp = f(”)'(O) n=17273,
n!
f(o)(z) =senz — f(O)(O) =0
fD(z) =cosz = fD(0) =1
f@(z) = —senz = fA(0)=0
fO(2) = —cosz = fB®)(0) = —1
f(4)(z) =senz — f(4)(0) =0
fO(2) =cosz = fO(0) =1

Podemos ver que las derivadas de orden par en el origen son nulas:
f(2n)(0):07 n:07172737"':>62n:0

Mientras que las derivadas de orden impar en el origen verifican, como se puede inferir de
los casos planteados: f?"t)(0) = (-1)", n=0,1,2,3,---

Luego:
0 »2n+1
— _ 1y -
senz—nzzo( 1) CEEE |z| < o0

Si derivamos la serie del sen z:

( ) = i(—l)"ﬂ ’_i(_l)n( 2n+1)/ 2| < R =
Sehe) = @nt1)) ~ &= @nr 1 -

n=0 =
Cosz:iﬂ@n%—l)zz" :i(—l)” G |2| < R =00
(2n +1)! (2n)!’

n=0 n=0

Obtuvimos una serie de potencias que converge a la funcién cos(z)

;La serie de potencias encontrada derivando la serie del sen(z) es la serie de Taylor del cos(z)
alrededor de zp = 0?7 ;Puede existir otro desarrollo del cos(z) alrededor de zy = 0, o en
potencias de z, que converja al cos(z)? ]

En el siguiente teorema veremos que si f(z) estd representada por una serie de potencias de
(z — zp) convergente con R > 0, entonces ese desarrollo es la serie de Taylor centrada en zp.
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Teorema 4.4.4. Teorema de unicidad de Taylor

Si f(z):ch(z—zo)", Vz:ilz—2)| <R, 0<R<
n=0

f(")(zO)

entonces ¢, =
n!

n=0,1,23:-

Demostraci(oion
Sea f(z) :ch(z—zo)", Vz:|lz—2| <R, 0<R<o0
Se tiene "
f(z)=co+eci(z—20) +ea(z—20) 2 +es3(z—20)° +ealz —20)  + -+ en(z—2)" + - -

Si evaluamos en z = zp, se obtiene f(zp) = ¢y, es decir, se verifica para n = 0 que

©) (4 2
co = f O(' 0) — f(lo) :f(z())
Derivando f(z) se tiene
f'(2) = c1+2c2(2—20) +3c3(z—20)? +dea(z—20)3 +- - -+ncp(z—20)" 1+ -+ para |z—z9| < R.

Evaluando en z = zo, f'(20) =1

fW(z0)  f(20)

Entonces para n = 1 se verifica que ¢; = = = f'(20)

Por ser una serie de potencias podemos volverla a derivar término a término conservando el
radio de convergencia:
f"(2) = 2c2 +3-2c3(z — 20) +4-3ca(z — 20)2 + - +nn—Dey(z — 20)" 2+ -

I f”(zo) _ f(2) (20)

Evaluando en z = 29, f"(20) =2c0 = 2 = 5 = g

Si volvemos a derivar se obtiene:
fO(2) =3-2e34+4-3-2c4(2 —20) + -+ n(n—1)(n—2)ep(z —20)" 3+ - -
FO0)  FO(z)

Evaluando en z = zg , f(g)(z) =3-2c3 = c3= =

3.2 3!
Podemos ver que en general se tiene que
(n)
L IC R
n!

Observaciones

1. Por los teoremas 4.3.6 y 4.4.1:
f(2) es analitica en zy si y solo si f(z) se representa mediante una serie de potencias
convergente en un entorno de zg.

2. Por el teorema 4.3.9, las derivadas de todo orden de una funcién analitica son también
funciones analiticas.

3. Por el teorema 4.4.4, una funcién analitica en zy admite un tinico desarrollo en serie de
potencias de (z — zp) convergente, que es su serie Taylor alrededor de zj.

4. Cuando se tiene una funcién f(z) representada por una serie de potencias de (z — zp),
pero no se conoce la expresién de f(z), el teorema 4.4.4 permite calcular sus derivadas
de cualquier orden en zp:

f(n) (20)

" — M (z) = enn! n=20,1,2,3---

Cp =
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‘ Ejemplos 4.4.5. }

2 (2 4 4i)nt2
a) Sea f(z)—ZW

n=0
Hallar:

D fOY(—4i)
Las potencias de la serie son de la forma n + 2, por lo que los correspondientes
coeficientes son:

1
Cn+2:( n=0,1,2,3---

n+ 8)3"
y fBY(—4i) = ¢3434! donde ca4 es el coeficiente de la potencia de grado 34.
Para obtener la potencia de grado 34 se debe cumplir que:

1

n+2:34:>n:322>634=(32+8)332:40.332

Luego
34!
BGY(_45) = -
f ( 41) == 63434! == 10 - 332
w0 (i)
f(l)(—4i) = 011! = C1
c1 es el coeficiente de la potencia de grado 1.
Para obtener la potencia de grado 1 se debe cumplir quen+2=1=—=n=—-1.

Por lo tanto no podemos encontrar un n tal que n+2 = 1, ya que n solamente puede
tomar los valores n =0,1,2,3--- = ¢; = 0. Luego:

f(l)(—4i) =cll=¢=0

2. (2 — 3i)%"

b) Sea f(z) = Z Qi

n=0
Hallar

0 F9(30)
Las potencias de la serie son de la forma 2n, por lo que los correspondientes coefi-
cientes son:

1
CQn:( n=20,1,2,3---

2+ in)4r

y f20)(3i) = 2626! donde cy6 es el coeficiente de la potencia de grado 26.

Para obtener la potencia de grado 26 se debe cumplir que:
1 2—13i 2—13¢

(2+130)453 ~ (4+169) - 413~ 173 413

2n =26 = n =13 = co5 =

Luego
2—-133
26 AR —
) f09)(30)

c15 es el coeficiente de la potencia de grado 15.

15
Para obtener la potencia de grado 15 se debe cumplir que 2n =15 = n = CR

Por lo tanto no podemos encontrar un n tal que 2n = 15, ya que n solamente puede
tomar los valores n =0,1,2,3--- = ¢35 = 0. Luego:

FI9(3i) = ¢1515! = 0
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En general, como se puede ver facilmente, todas las derivadas impares en 3¢ son nulas
pues los correspondientes coeficientes valen 0.

Cont1 = 0= f")(3i) = 0

ur)  f(3i)
Para obtener la potencia de grado 0 se debe cumplir que
1 1
" " T 200 T 2

Luego

1
F(3i) = fOBi) =0l = ¢ 1= ¢y = 3

El Teorema de unicidad nos proporciona una herramienta fundamental para poder encontrar
un desarrollo de Taylor sin hallar los coeficientes calculando las derivadas, las cuales pueden
ser muy complicadas para algunas funciones. En su lugar, se utiliza un desarrollo de Taylor
conocido y se raliza una sustitucién conveniente o derivacién o integracion.

‘ Ejemplos 4.4.6. {

a)

Hallar la serie de Taylor de la funcién f(z) = e~27" alrededor de zp = 0

f(z) = e~2" es analitica en todo el plano complejo por ser composicion de funciones
analiticas, por lo tanto admite el desarrollo en serie de Taylor alrededor de zp = 0 y su
radio de convergencia es infinito.

En lugar de calcular las derivadas de la funcién, que a medida que aumenta el orden de
derivacién resultan mas complicadas, podemos hacer una sustitucion en la serie conocida
de la exponencial:

o0 n

U
e“:Z— con |u/<oo=R
n!
n=0
Como este desarrollo vale para todo u, si hacemos la sustitucion v = —22z2:
e 2\n o n,2n
—222 _ (_22 ) _ (_2) z _
e —Zin! —Zin! con |z] <oco=R

Por el Teorema de unicidad es la serie de Taylor alrededor de zy = 0.

Hallar la serie de Taylor de la funcién f(z) = e* alrededor de zy = gz

f(z) = € es analitica en todo el plano complejo, por lo tanto admite el desarrollo en serie
T T
de Taylor alrededor de zg = 5@', o en potencias de (z — 51), y su radio de convergencia es

infinito.

En este ejemplo las expresiones de las derivadas de la funcién son muy sencillas:
fO(z) =€*, n=0,1,2,3-

Por lo cual podemos construir la serie directamente

n T
z——i) , con|z—§i\<R=oo

f(")(zi) —e2 = cos (g) —i—z’sen(—) =0+4+:=4, n=0,1,23---
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Luego
i n (.
Z—(z——z) , con|z— —i| < R=o00
= n! 2

También podemos encontrar este desarrollo sin hacer las derivadas utilizando un procedi-
miento algebraico para no cambiar la funcién

o0

Podemos hacer una sustitucién en la serie conocida: e* = E — con lul <o =R
n!
n=0
Como este desarrollo vale para todo u, hacemos la sustituciéon v = z — 5i y se obtiene:

oo

815 (e 8) e o8 iy L (- T Zni( )

vélido para |z — §i| < R = oo. Por el teorema de unicidad de Taylor este es el desarrollo
buscado.

¢) Hallar la serie de Taylor de la funcién f(z) =

1
alrededor de zp = 0
4+ 22 0
- 1 ” . .
La funcién f(z) = 1.2 analitica en zg = 0, por lo tanto admite desarrollo en serie
z

de Taylor alrededor de zg

f(2) es analitica salvo donde se anula el denominador:
P2 44=0= z=42i
Por lo tanto el dominio de analiticidad es Dy = C — {2i, —2i}

2i
POy T
'/, ~\
I/ 1 \\
Centrado en zg = 0, el mayor disco abierto ! R
e s . . 1 1
donde la funcién es analitica tiene radio ! :
;
R=2i—0/=]—-2i—0/=2 : ror
\‘ "
.\ = of
N ’
AN y
b, o
‘12-0-_—22

En lugar de calcular las derivadas podemos, por el teorema de unicidad de Taylor, usar
el siguiente procedimiento.

La funcién se “parece” a la suma de una serie geométrica.

Recordando que
> a
E ar = ——, sir| <1
1—7r
n=0

escribimos

1 1

4+ 22 _4(14—%)
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< . o 1 22
Podemos ver la funciéon como la suma de una serie geométrica con a = R AN
Reemplazando en la expresién de la serie geométrica se tiene
1 =1 2\ & n 22
me-xil(-7) =X
n=0 n=0
e 2] |22 , .
valida si |r| = | — 2= < 1 = |z| < 2 = R, como ya habiamos determinado.

Por el Teorema de unicidad de Taylor, la serie encontrada, sin calcular las derivadas de la

funcién, es la serie de Taylor de la funcién f(z) = 5 alrededor de zp = 0. Observar

4+ z

5 tiene un desarrollo en serie de

que en el caso de variable real la funcién f(x) = 1122
x

Taylor alrededor del origen valido en |z| < 2.

1 & 2n

T
_ n
422 Z:)(_l) 4nt1
n=

El denominador de la funcién real es distinto de 0 para todo z, por lo que aparentemente
no habria ninguna razén para que el intervalo de convergencia sea (—2,2). Sin embargo,
al pasar a la variable compleja

se tiene un disco maximo de convergencia 2i
P T
centrado en el origen, de radio 2 Lt S~
.
(porque en los puntos 2i y —2i s . N
, . J . ’
la funcién deja de ser analitica) ! R\
1
. . . i }
que intersecta al eje real en el intervalo (—2,2) N - $ -
\‘ "
‘\ =il "
) ’
A) 4
“\ I”
RREYY Tl
—2i

d) Hallar la serie de Taylor de la funcién f(z) = alrededor de zp = 2 + 3i.

1
(2+2)?
1
La funcién f(z) = m es analitica salvo donde se anula el denominador:
z
24+2=0= 2= -2
Por lo tanto el dominio de analiticidad es Dy = C — {—2}
La funcién es analitica en zg = 2 + 3i, entonces admite un desarrollo en serie de Taylor
alrededor de zg = 2 + 3.

Centrado en zp = 2 + 34, el mayor disco abierto R B
donde la funcidn es analitica tiene radio
R=|-2—(243i)| =| —4-3i| =

= /(42 +(-3)2=Vv25=5

Ss
.

-

- ~~
N

S ="

En lugar de calcular las derivadas podemos, por el teorema de unicidad de Taylor, seguir
el siguiente procedimiento:
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f(z)lzmlz)?:jz(_ (2iz)>

se “parece” a la suma de una serie geométrica. La reescribimos de modo que

(2+2)
tenga la forma 1

y en la razén tengamos algo de la forma (z—(2+31)) ya que buscamos

un desarrollo en potencias de (z — (2 + 31)).

1 1 1
(242 (24+42-2-3i+2+43i))  4+3i+(2—(2+30)
1
, (z — (24 3i))
4 1422
A3+

Podemos considerar esta tultima expresién como la suma de una serie geométrica con

N T:_<(z—(2+3i)))

4+ 3 4+ 3i
Obtenemos
1 1 :i_ 1 [ e—2+3))\ _
(2+2) aasi|is (z — (2 + 30)) = (443i) 4+ 3i
4+ 3i
> (_1)n+1 S\ \ 1
=N (- (2
n; a5t~ (2430)
valido si

o le—= (2430 |z — (24 36)]
o JA+3d 5

|r\:‘—<(z4(i;3i))> <l=|2—(2+3i)| <5=R

comprobando el valor de R previamente determinado.

1 d 1\ d [ (1"t S\
Ahoraf(z):(2+z)2:dz(_(2+z)>_dz<2(4_|_3i)n+l(z_(2+3z)))

n=0

Derivando término a término la serie de potencias y recordando que al derivarla conserva
el mismo radio de convergencia:

fe) = = E et o @430 <5 R
T T sy ' -

Por el Teorema de unicidad de Taylor, la serie encontrada, sin calcular las derivadas de

1
(2+ 2)2

Hallar la serie de Taylor de la funcién f(z) = Ln(z) alrededor de zy = —2i.

la funcién, es la serie de Taylor de la funcién f(z) = alrededor de zy = 2 + 3i.

El dominio de analiticidad de la funcién f(z) = Ln(z) es
Dy=C—-{z€C: Re(z) <0AIm(z) =0}
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La funcion es analitica en zg = —2i, por lo tanto admite un desarrollo en serie de Taylor
alrededor de zg = —2i.
Centrado en zp = —2i, el mayor disco abierto
donde la funcién es analitica tiene radio CESSE") GhCN
SR
= |0 — (—2i)| = |2i| = \/(0)2 + (2)2 = V4 = 2, 3 !
puesto que el punto mas proximo donde la funcion ‘ Ead 1
deja de ser analitica es el origen. “\ '/
~ ’
~~~,4.‘-—",

1
Si derivamos f(z) = Ln(z) se obtiene f’(z) = —. La reescribimos de modo que tenga la
z

y en la razén tengamos (z — (—2i)) = (2 +2i) ya que buscamos un desarrollo

en potencias de (z — (—2i)) = (z + 2i):
1 1 1 1

2 (2 +2i—2i) —2i+(z+2i) (—22')[1— <z+2i>

forma a
1

24

Podemos considerar esta ultima expresién como la suma de una serie geométrica con

1 2i 2 i 24 2i
a = = = —_——= - r = .
(—20)  (—202i 4 2 7 2i

Obtenemos la serie geométrica

i z+2i 1 , (—i)n—t ,
§2< 5 ) =D gt G T2 = ) hr (e +20)"

n=0 % _;n=0

|z + 24
o J2d]

< 1= |242i| < 2 = R, como determinamos previamente.

Ahora para obtener el desarrollo de f(z) = Ln(z) integramos término a término:
/ dz_z 2n+1 /z+2i)"dz

o) (_i)nfl (Z 4 2Z~)n+1 . '
Ln(z):E +C si |z4+2i|<2=R
n+1
= 2 (n+1)

(pues al integrar se preserva el radio de convergencia). Para obtener el valor de C' evalua-
mos en z = —2i: Ln(—2i) = 0+ C = C = In| — 2i| + i Arg(—2i) = In(2) — zg

Entonces

o0

Z (—i)nt! z+2l)n+1

on+1 n + 1)

+1n(2)—ig si |24+2i|<2=R
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Por el teorema de unicidad, la serie de potencias encontrada por integracién es la serie de
Taylor de f(z) = Ln(z) alrededor de zy = —2i.

| Actividad 4.4.7.

Z+7Z 2n+1
1. Dada Z PrTrewnY

a) Halle el dominio de analiticidad de f(z)
b) Calcule f®)(=7i) vy  f@2(=7i)

2. Halle la serie de Taylor de las siguientes funciones en el zy dado e indique la regién de

convergencia:
44 3
V1@ =Tt o o=
b) f(z) = 2%e¥* 20 = gz
¢) f(z) = cos(22) 2 = g
27
d) f(z) = PR 20 =0 [

4.5. Ceros de funciones analiticas

Definicién 4.5.1. Sea f(z) analitica en un dominio D C C. Decimos que z9 € D es un
cero de f(z) si f(z0) = 0.

‘ Ejemplos 4.5.2. I

a) f(z)=22+9
La funcion es analitica en todo el plano complejo.
Planteando 22 + 9 = 0 <= z = +3i.
z1 = 31y zo = —3¢ son los ceros de la funcién.

b) f(z) =sen(z)
La funcion es analitica en todo el plano complejo.
sen(2) =0<= 2z, =km, k=0,£1,£2,43,+4,---
zr =km, k=0,£1,£2 £3,44, - son los ceros de la funcién.

c) f(z)=¢*
La funcién es analitica en todo el plano complejo y no se anula en ningin punto, por lo
tanto no tiene ceros. []

Definicién 4.5.3. Sea f(z) analitica en un dominio D C C.
Decimos que zo € D es un cero de orden k >1 de f(z) si

flz0) = fO(20) = fP () = = f* V() =0 5 fE(z)#0

Decimos que zy es cero de orden cero si f(zy) # 0
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‘ Ejemplos 4.5.4. I

a) Vimos que los ceros de la funcién f(z) = 22 +9 son z; = 3i y 29 = —3i.
Para determinar su orden hacemos la derivada de la funcién y evaluamos en los ceros
FO(z) =22
fM(34) = 6i £ 0 = 2, = 3i es un cero de orden 1 de f(z).
fW(=3i) = —6i # 0 => z; = —3i es un cero de orden 1 de f(z).

b) Vimos que los ceros de f(z) = sen (z) son los puntos zx, = kr, k=0,+1,+2,+3,+4,---
Para determinar su orden derivamos la funcién
FO(2) = cos(2)
fO(kr) = cos(kr) = (=1)F #£0 =
Los zp = km, con k = 0,+1,4+2,4+3,+4,--- | son ceros de orden 1 de f(z). ]

Teorema 4.5.5. Teorema de caracterizaciéon de ceros
Sea f(z) analitica en un dominio D C C,
20 € D es un cero de orden k de f(z) <= f(2) = (2 — 20)*g(2), donde g(2) es analitica en

20 y g(20) #0

Demostraciéon

=)

Como f(z) es analitica en zy admite un desarrollo de Taylor convergente en un disco abierto
|z — z0] < R, para algin 0 < R < co. Por ser zp un cero de orden k de f(z) se tiene que

f(z0) = fW(20) = fP(z0) = - = fED(z) =0 y f®)(z) #0, por lo cual el desarrollo
en serie de Taylor en zy tiene la forma:
_ f(k)(zo) k f(k+1)(20) k+1 _
(k) (k+1)
(e ok ¥ (20) | f (20) . o
===l Gpnr G

Entonces podemos escribir a la funcién f(z) de la siguiente manera:
f(2) = (z — 2)Fg(2), donde g(z) es analitica en zy por estar representada por una serie de

f®(z) | f*HD(z)

potencias g(z) = o ] (z — z0) + - -+ convergente en el disco |z — 29| < Ry
(k) (2,

o(z0) = f k;(l 0) 20

=)

Tenemos que f(z) = (2 — 20)*g(2), donde g(z) es analitica en zy y g(20) # 0.
Como ¢g(z) es analitica en zp admite un desarrollo de Taylor alrededor de zy convergente en
|z — 20| < R, para algin 0 < R < oo.

©  (n)(4
o) = S L) e
Luego "
o (n)(5 ()4
F2) = (e = 0)f9() = (s = 20)t | 3 Tl o gy | = 3 S oyt
n=0 ’ n=0 ’
flz) = Z g(n;(!ZO) (z—z0)" ™ = 9(0)(20)(2—20)k+9(1)(Zo)(Z—ZO)kHJrg(Q)Q(!ZO) (z=20)"
n=0 9(2)(ZO)

F(2) = g(20)(z — 20)* + gV (20) (2 — 20)F+! + (z— 20)FT2 4 -

2!
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La menor potencia de (z — zp) que aparece es k, por lo tanto
f(z0) = fW(20) = f@(z0) = - = fE V() =0 vy fF)(2) = g(z0)k! # 0.
Es decir que zp es un cero de orden k de f(z). ]

‘ Ejemplo 4.5.6. I

Hallar los ceros de f(2) = (22 +9)? y determinar el orden de los mismos.

Los ceros son 21 = 3t y 20 = —3i.

Sin necesidad de derivar podemos determinar su orden factorizando el polinomio:

f(2) = (2 — 3i)(z + 3i)?

Vemos que z; = 3i es un cero de orden 2 de f(z) ya que podemos escribir a f(z) como
f(z) = (2 — 3i)%g1(2), donde g1(2) = (2 + 3i)? es analitica en z; = 3i

y g1(3i) = (3i + 3i)? = —36 # 0 , entonces por el Teorema de caracterizacién de ceros z; = 3i
es un cero de orden 2 de f(z).

Vemos que también zp = —3i es un cero de orden 2 de f(z) ya que podemos escribir a f(z)
como f(z) = (z + 3i)%g2(2) donde ga(2) = (z — 3i)? es analitica en zp = —3i

y go(—3i) = (—3i — 3i)2 = —36 # 0, entonces por el Teorema de caracterizacién de ceros
z9 = —3i es un cero de orden 2 de f(z).

En algunos casos determinar el orden de zy derivando puede ser muy tedioso y en otros pue-
0

de no ser tan evidente como aplicar el Teorema de caracterizacion de ceros. En estos casos

podemos utilizar desarrollos de Taylor alrededor de zj.

Ejemplo 4.5.7. I

. 2 . .
Verificar que 29 = 0 es un cero de f(z) = z%e* — 2% — 28 y, mediante un desarrollo en serie

adecuado, determinar su orden.

La funcién es analitica en todo punto (por ser composicién, producto, suma y resta de fun-
ciones analiticas).

Se verifica que f(0) = 0. Por lo tanto zgp = 0 es un cero de f(z).

Calcular las derivadas de la funcién para determinar el orden del cero puede, en este caso,
resultar un poco tedioso.

La funcién es analitica en zg = 0, por lo tanto admite el desarrollo de Taylor en zg = 0 con
radio de convergencia infinito.

Los términos con potencias de z ya son desarrollos finitos de Taylor validos para todo z.
Debemos desarrollar e*” en potencias de z. La funcién es analitica para todo z por lo cual

admite desarrollo de Taylor en 2y = 0 convergente para todo z.
x n

u
Conocemos que e" = E — con |u[<oo=R
n!
n=0

Haciendo la sustitucién v = z
2n

2 > (22)71 > z
I :ZT:ZF con |z|<oo=R
n=0 n=0
Por el teorema de unicidad de Taylor, es el desarrollo de Taylor de la funcién e alrededor
del origen.
24y 2% ya estd desarrollado en potencias de z.

2 ge tiene

o0 o

42 4 Z2n Z2n+4

zte* =z g — = E ' |z| < o0
n=0 n n=0 ’
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) o 2n+4 OO 2n+4 e 22n+4
f(Z)=z4eZ 724—2622 o —2 =24 +Z -z *ZGZZ o
n=0 n=2
0 2n+4 8 10 12 2 4
- z oz z z _ 8 1 =z z
fO=2 Sttt Slatatat
n—=

Acé ya podemos decir que zg = 0 es un cero de orden 8 de f(z), observando que 8 es la menor
0 ;

potencia de z que aparece en la serie de la funcién.

Para aplicar el Teorema de caracterizacién de ceros podemos escribir

o0 2n+4 8 10 12 2 A4 o0 2n
_ z 2°  z z 1 2 =z 8 z 8
f(z)—ZT 74_?_’_74_ ( +3'+ +- )—z Zm—z g(2)
n=2 n=0
f(z) = 2%g(2)
0 »2n

Donde g(z) = z| < oo es una funcién analitica para todo z, en particular
(
n

n+2)!
=0
en zg = 0, porque es la suma de una serie de potencias de z cuyo radio de convergencia es
infinito. )
Ademas ¢(0) = =3 75
Entonces, por el Teorema de Caracterizacion de ceros, zp = 0 es un cero de orden 8 de f(z).

| Actividad 4.5.8.

24 6+3(,%2) C3(2-2)°
24z 2 8
un desarrollo en serie adecuado, determine su orden.

1. Verifique que zg = 2 es un cero de f(z) =

y, mediante

2. Si zp es un cero de orden p de f(z) y un cero de orden ¢ de g(z) justifique, utilizando el
Teorema de caracterizacién de ceros:
a) zp es un cero de orden p+ g de f(z)g(z)
b) sip < g, 2 es un cero de orden p de f(z) + g(2)
¢) si p=gq, zo es un cero de orden mayor o igual que p de f(z) & g(z)

3. Determine el orden de zp como cero de f(z). Si utiliza un desarrollo en serie de potencias
indique su dominio de analiticidad.

a) f(z)=(z+2))(22+4)® , 2=—2i
b) f(z) = (1 +cosz)®sen(z) , z=m
¢) f(z) = (22 +2)sen(2”) , 2 =0
d) f(z) =senh®(wz) , 2z9=1i
4
e) f(z)—(z—1)2<(z+1) z) , z20=1

4.6. Serie de Laurent
Si f(z) es analitica en 2 se la puede desarrollar en serie de Taylor en algin entorno de

zp. Si f no es analitica en zg pero lo es en un anillo centrado en zg, se la puede representar
mediante una serie de potencias positivas y negativas, denominada serie de Laurent.
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En el préximo capitulo veremos la importancia de obtener la representacion de una funcion
f(2) en serie de Laurent en un punto donde no es analitica.

Teorema 4.6.1. Serie de Laurent. Sea f(z) una funcion analitica en un dominio con
forma de anillo o corona r < |z — zp| < R (r puede ser cero y R puede ser infinito) y sea
C una curva cerrada, simple, suave o suave a trozos y recorrida en sentido antihorario,
contenida en el anillo r < |z — zo| < R y que rodea a zy. Entonces, para todo z del anillo
r < |z—z0| <R, f(z) puede representarse mediante la serie de Laurent

o o0
b .
:Zan(z—zo)n—kzm , st r<|z—z2|<R
= n=1

1
donde a, = — omi b (2= 2g) 71

2mi Jo (2 — zp)" L

(O T @

Regién de convergencia de N
una serie de Laurent: 4 \
r<|z—2z| <R

Los coeficientes a,, y b,, de la serie de Laurent no se suelen hallar calculando las integrales
que los definen, sino utilizando otros métodos basados, como en el caso de las series de Tay-
lor, en utilizar desarrollos conocidos y realizar sustituciones adecuadas, o derivaciéon, como
veremos en los ejemplos siguientes. Estos procedimientos se basan, como en el caso de las
series de Taylor, en que toda serie de potencias (positivas o negativas) de (z — 2z9) que repre-
senta a una funcién en un anillo centrado en zg es el desarrollo en serie de Laurent en ese anillo.

Teorema 4.6. 2 Teorema de unlcldad de Laurent

Si una serie g an(z — 20)" + E n, converge a una funcion f(z) en todos los
(z —

puntos de la corona centrada en zo, r < ]z — 20| < R, entonces es la serie de Laurent de
f(2) en potencias de (z — zp) enr < |z — 29| < R.

Observaciones

1. Si f es analitica en zp, es decir que hay un disco centrado en zg (cuyo radio es la distancia
de zp al punto mas cercano donde la funcién deja de ser analitica), se obtendra una serie
de potencias positivas de (z — zp) , es decir la serie de Taylor de la funcién.

2. Si f no es analitica en zy y es analitica en una corona o anillo centrado en zg:
r < |z — z9| < R, se obtendra una serie de potencias positivas y negativas de (z — zp),
es decir, la serie de Laurent.

La siguiente propiedad muestra un resultado analogo con respecto a la derivacion de la serie
de Taylor
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Propiedad 4.6.3. Las series de Laurent, como en el caso de las series de potencias, pueden
derivarse término a término en su corona de convergencia, obteniéndose una nueva serie que
converge en la misma corona a la derivada de f(z).

‘ Ejemplos 4.6.4. I

3
a) Sea f(z) = P Hallar todos los desarrollos en serie alrededor de 2y = 0.

z
Queremos hallar todos los desarrollos en serie posibles alrededor de zy = 0, es decir en
potencias de (z — zp) =z — 0 = z.

3

La funcién f(z) =

/() z+4
La funcién es analitica en zg = 0 Si nos paramos en zg = 0, el mayor disco centrado en

zp = 0 hasta tocar el punto donde la funcién no es analitica tiene radio |4 — 0] = 4.
El plano complejo queda dividido en dos regiones:

es analitica para todo z salvo en z = —4.

I |z—0]<4

20
-2 0 2 4 6 8

£

II: 4<|z-0| <0

En la regién I, el disco |z| < 4, la funcién es analitica, por lo tanto el desarrollo en serie
en potencias de z sera la serie de Taylor de la funcién.

En la regién I1, la corona 4 < |z| < oo, la funcién es analitica por lo tanto se obtendra
un desarrollo en serie en potencias positivas y negativas de z, es decir una serie de Laurent.

En la regién I, |z| < 4, encontramos la serie de Taylor de la funcién en zy = 0 teniendo
en cuenta que tiene la forma de la suma de una serie geométrica:

3 3 3

f(z):z+4:4(§+1) 41+ 2)

Corresponde a la suma de una serie geométrica con a =

o0

33 &3 ayn o 3(—1)men
f(z)_z+4_4(j+1)_z4(_4> =D~

: z z
si |r|= ~2 :u<1:>|z|<4.

Por el Teorema de unicidad de Taylor, la serie encontrada es la serie de Taylor de la
funcién en zp = 0 convergente en |z| < 4.

En la regién 11, la corona 4 < |z| < oo, encontramos la serie de Laurent de la funcién en
zo = 0 teniendo en cuenta que la funcion tiene la forma de la suma de una serie geométrica
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y que ahora debe ser convergente en la corona:

3 3
Z) = =
1(z) z+4 z(1+%)
. I 3 4 .
Corresponde a la suma de una serie geométricacona = —yr = —— (z # 0 en laregion I1]):
z z
3 3 3/ 4A\n XX 3(—1)m4n
f(z)_z+4_z(1+j)_;)z<_z) _;)znﬂ
4 4
siorl=|—--|==<1=|z| >4
2| |2l

Por teorema de unicidad de Laurent, la serie encontrada es la serie de Laurent de la
funcién en zp = 0 convergente en 4 < |z| < c0.

Hallar el desarrollo en serie de Laurent de f(z) = (z — 2i)3sen (7) alrededor de
z

2o = 24 e indicar la regién de convergencia.

f(2) es analitica para todo z salvoen zg =2i: 0 =71 < |z —2i| < R = 00 , es decir que
la funcién es analitica en la corona centrada en zg = 2¢, por lo tanto admite un desarrollo
en serie de Laurent alrededor de zp = 2i o en potencias de (z — 21).

0 u2n+1
Sabemos que senu = Z(—l)”m si|u| < oo.
n=0
Haciendo la sustitucién v = - se obtiene
z— 21
Ly (-1
st (z - 22') - HZ::O (2n + 1)I(z — 2i)20+1

vélido para todo z # 2i, es decir si 0 < |z — 2i| < 0.

El factor (z — 2i) ya estd desarrollado en potencias de (z — 2i) y este desarrollo vale para
todo z.

Entonces - o
. 1 . (-1)" (="
2ten( L) - -
(Z Z) sen > — 2 (Z l) Z: (2n + 1)!(2 _ 27;)271-&-1 2:0 (2n + 1)!(2, _ 21')271—2
|2—2i] <00 < = ~~
0<|z—2i|<oo 0<[z—2i|<co
1 1 1

= (z—20)% - = +

e T TR U

Por unicidad del desarrollo en serie de Laurent, la serie encontrada es la serie de Laurent
de f(z) = (z — 2i)®sen (

) alrededor de zp = 2¢ y converge en 0 < |z — 2i| < 0.
z—2i

Hallar todos los desarrollos en serie de Laurent de f(z) = indicando las regiones

2
22(z—1)

de convergencia:
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s Alrededor de zp =0
Queremos hallar series en potencias de (z — z9) = (z — 0) = 2.

La funcién f(z) = es analitica para todo z salvoen z =0y z = 1.

*(z—1)
2%(z

Si nos paramos en zy = 0, la mayor corona centrada en zy = 0 hasta tocar el otro
punto donde la funcién no es analitica tiene radio |1 — 0] = 1.

El plano complejo queda dividido en dos regiones:

I: 0<|z—0] <1 s

II: 1<‘Z*0’<OO -7 4'\ 093 ? 2 3

En la regién I, la corona 0 < |z| < 1, la funcién es analitica, por lo tanto tendra un
desarrollo en serie de Laurent alrededor de zy = 0.
En la regién I, la corona 1 < |z| < oo, la funcién es analitica por lo tanto se ob-
tendra un desarrollo en serie en potencias positivas y/o negativas de z, es decir una
serie de Laurent de la funcién alrededor de zy = 0.

En la region I, 0 < |z| < 1, encontramos la serie de Laurent teniendo en cuenta que
1

z—1

2 ) : :
La funcién — ya estd desarrollada en potencias de z. Es una serie de Laurent que
z

podemos pensar a la funcién como el producto de — por
z

se reduce a un solo término y que converge en 0 < |z| < 00

La funcién

es analitica en zp = 0, por lo tanto se obtendrda un desarrollo

z
de Taylor de la funcién en zy = 0. Vemos que corresponde a la suma de una serie

geométrica con a = -1y r = z:
1 1 = _
— :—1_2:2—2" si|r]=1z] <1
n=0
Luego
2 2 & = L 2 2 5
f(Z):mz = Z—Z”ZZ—QZ” :—?—;—2—22—22 —
~~ n=0 n=0
0<|z|<o0 ——~—"
lz|<1
0<]z|<1

La interseccién de las regiones de convergencia para cada factor da la corona de con-
vergencia 0 < |z] < 1.

Por el teorema de unicidad de Laurent, la serie encontrada es la serie de Laurent de
la funcién en zp = 0 convergente en 0 < |z| < 1.
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En la regién I1, la corona 1 < |z| < oo, encontramos la serie de Laurent teniendo en
1

z—1

2 . .
— Ya esta desarrollada en potencias de z. Es una serie de Laurent que se reduce a
z

. 2
cuenta que podemos pensar a la funcién como el producto de — por
z

un solo término y que converge en 0 < |z| < 0.

Ahora para que sea la suma de una serie convergente para 1 < |z| < oo

debemos escribirla de la siguiente forma:

11
z—1 2(1-1)

. . 1 1
Corresponde a la suma de una serie geométrica con a = — y r = —:
z z

1 1 11\ o 1yt 11
-1 z(1-1) Z z(z) Z (z) st |7l ‘z‘ H 12
z n=0 n=0

Luego:
2 2 = 1 =2 2 2
I& =20~ 2 lam=2an-atat
"~ n=0 n=0
0<|z|<o0
1<]z|<o0
1<\;|r<oo

La interseccién de las regiones de convergencia para cada factor da la corona de con-
vergencia 1 < |z| < oco. Por el teorema de unicidad de Laurent, la serie encontrada
es la serie de Laurent de la funcién en zp = 0 convergente en 1 < |z| < co.

= Alrededor de zp =1
Queremos hallar series en potencias de (z — 2z9) = (z — 1).

La funcién f(z) = es analitica para todo z salvoen z =0y z = 1.

22(z—1)
Si nos paramos en zg = 1, la mayor corona centrada en zg = 1 hasta tocar el punto
donde la funcién no es analitica tiene radio |0 — 1| = 1.

El plano complejo queda dividido en dos regiones:

11

I 0<|z-1<1 P

IT: 1<|z—1] <0

En la regién I, la corona 0 < |z — 1| < 1, la funcién es analitica, por lo tanto
tendremos un desarrollo de la funcién en serie de Laurent alrededor de zy = 1.

En la regién I1, la corona 1 < |z — 1| < oo, la funcién es analitica por lo tanto se
obtendré otro desarrollo en serie en potencias positivas y/o negativas de (z — 1), es
decir una serie de Laurent de la funcién alrededor de zg = 1.

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 220



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

En la regién I, 0 < |z — 1| < 1, encontramos la serie de Laurent de la funcién en
1

z—1

1
S ® estd desarrollada en potencias de (z — 1). Es una serie de Laurent que se

2
zop = 1 teniendo en cuenta que la podemos pensar como el producto de ) por

reduce a un solo término y que converge en 0 < |z — 1| < co.

. 2 : . .
La funcién — es analitica en 2o = 1 por lo cual la serie en potencias de (z — 1)
z
que obtendremos es su serie de Taylor. Podemos asociarla a la suma de una serie
geométrica viendo que es la derivada de —— que se “parece” a la suma de una serie
z

geométrica.

Para obtener una razén donde aparezca (z — 1), ya que queremos obtener una serie
de potencias positivas de (z — 1), podemos escribir:

2o 2
z 14 (2-1)
Corresponde a la suma de una serie geométrica con a = =2y r = —(z — 1). Entonces
2 2 o0 o
—— == (=2)(-)"(z—-1)" 2(-1)"(z —1)"
i S A 1 = S
n=0 n=0
sijrl=|—-(z-1)|=z—-1]<1
2 /
_“ 2 n+1 2 n+1 1 n—1
(<2) =2 (Secrme-r) -5 |
si|lz—1] <1
Luego

2
o= a2y S -

0<|z 1\<oo

lz—1|<1
0<|z—1|<1
> 2
Z "+1 _1)”—2:71—44—6(2—1)—#

La interseccién de las regiones de convergencia para cada factor da la corona de
convergencia: 0 < |z — 1| < 1.

Por el teorema de unicidad de Laurent, la serie encontrada es la serie de Laurent de
la funcién en zg = 1 convergente en 0 < |z — 1] < 1.

En la regién 11, la corona 1 < |z — 1| < 0o, encontramos la serie de Laurent teniendo

2
or —
_1p

en cuenta que podemos pensar a la funcién como el producto de 5
z

B estd desarrollada en potencias de (z — 1). Es una serie de Laurent que se
y —
reduce a un solo término y que converge en 0 < |z — 1| < oo.
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2 . .
Ahora para relacionar a — con la suma de una serie geométrica convergente para
z

. 2
1 < |z — 1| < oo tenemos en cuenta que es la derivada de ——.
z

Como queremos que en la razén aparezca 1 para que la serie de Laurent sea
 —

convergente en la corona 1 < |z — 1| < 0o escribimos

2 2 2

2 (z—1)+1 (2—1)[ Zil}

2 1
-0 T TG

-2 -2 B —2 R G e B e DL
z _(2_1)+1_(2*1)[1+ 1 _Z (z—1) (z—l) _T;)(z—l)"“

Corresponde a la suma de una serie geométrica con a = —

- ! <1
R

= 1< |z —1]

:‘_(2—1)

o (—2\  [& 2(-nnt o)
22:<z> :<Z_O(z(—1n+1> (E:Q "tz - 1) (H)) =
EOO n —(n - _ 200: 2(_1)n+2(n + 1)
B n:02(_1) +1(_ (n+1)(z-1) . 1> - n=0 (z —1)nt2

sil<|z—1]

Luego

et _n+2n e _n+2n
fy=o b= ! ZQ( 1) (+1):ZQ( )™ 2(n+1) _

2(z-1) z-1 (z — 1)nt2 (z—1)n+3

n=0 n=0
0<|z—1
<le—tl<o0 1<]z—1|<o0
1<]z—1|<o0
2 4

— _ + ...

(z=1) (z—1)*
La interseccién de las regiones de convergencia para cada factor da la corona de
convergencia: 1 < |z — 1| < oo.
Por el teorema de unicidad de Laurent, la serie encontrada es la serie de Laurent de
la funcién en zy = 1 convergente en 1 < |z — 1| < oco.

6z

d) Hallar el desarrollo de Laurent de alrededor de f(z) = m

valido en z = 6 + 8s.

alrededor de zg = 3i

La funcién f(z) es analitica para todo z salvo en z = 4 y z = —2. Si nos paramos
en zg = 3i, donde la funcién es analitica, tendremos dos circunferencias centradas en
zg = 3¢ hasta tocar los puntos donde la funcién no es analitica. La méas cercana tiene
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radio | — 2 — 3i| = V13 y la més alejada de z¢p = 3i tiene radio |4 — 3i| = 5.
El plano complejo queda dividido en tres regiones:

I: |z —3i| <13 : o

II: V13 < |z — 3i| < 5.

111

IIT: 5 < |z —3i| < o0

~—. -

Como queremos encontrar el desarrollo de Laurent de f(z) = alrededor de zy = 3i que sea
valido en z = 6+ 8¢, nos fijamos en cudl de las 3 regiones se encuentra el punto z = 6+ 8i.

Vemos en el grafico que se encuentra en la corona no acotada I1I. Para determinar
analiticamente su ubicacién hallamos su distancia a zy = 3::

16+ 8i — 3i| = /62 + 52 = V61 => 5 < 6 + 8i — 3i| < 00

entonces verificamos que el punto z = 6 + 8¢ se encuentra en la regién I71.

La funcién es analitica en la corona no acotada 5 < |z — 3i| < oo por lo tanto admite
un desarrollo en serie de Laurent. Para encontrar la serie, en este caso, nos conviene
descomponer la funcién en fracciones simples:

Se obtiene que A =2y B = 4 (verificar). Entonces

6z 2 4

G+2)e-4) 242 z-4

Cada término se “parece” a la suma de una serie geométrica. Para llevar cada uno a la
forma de la suma de una serie geométrica de modo que sea convergente en 5 < |z—3i| < oo,

es decir que en la razén aparezca e procedemos como sigue.
z—3i

2 2 B 2
242 (2-3i)+3i+2 (2_32.){1+2+3z}
z— 3t
: - 2 2+ 3
COI‘I“eSpOHde a la suma de una serie geometrlca con a = ﬁ yr= —ﬁ.
Z— ol Z— ol

o)

2 2 2=1)" /24 3i\" o= 2(=1)"(2+ 3i)"
Z( )(+>_Z( )" (2 + 3d)

z+2 (z—3i)[1+ +3z.

z— 31

— — —a
} = (z—3i)\z—3i = (z —3i)"
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2+ 3i 2+ 3i V13
i |r| = —(*?):'Jrz,’: <1 — VI3< |- 3i|.
z—3i |z —3i |z — 3i]
4 4 B 4
o - _ . ._ '_4
z—4  (z2—3i)+ 30 (2_32.>[1+32 }
z— 31
. s 4 3i —
corresponde a la suma de una serie geométrica con a = —yr=— —.
(z — 3i) (z — 3i)
4 4 i 4(=1)" /3i — 4\~ i4(—1)"(3z‘—4)"
z—4 (= — 3i) [1+3z } = (2 —3i) \z — 3 —  (z—3)"
z— 3t
3i — 13 — 4| V25 .
= | — = = <l =5<K — 3.
I ‘ <z—3i> 2 —3i |z 3i |z = 3i

62 2 4 =124 30)" o= 4(—1)"(3i — 4)"
£ = - 2oy A oy s AT
(z+2)(z—4) 2z+4+2 =z-4 = (z — 3i) = (z —3i)
V13<|z—3i| <00 5<|z:gi|<oo
5<|z—3i|<oo

La suma de las series converge en la interseccion de las dos coronas no acotadas de con-
vergencia: 5 < |z — 3i| < co. Luego

B 62 =22+ 30" o= A1) (3i -4
&= e—n " nz:% G_3)1 n; 30+
(2 + 3i)" +2(3i — 4)"
_Z [ 3 } si b <|z—3il <oo

| Actividad 4.6.5.

z+4

1. Halle todos los desarrollos de Laurent en zy = 4i de f(z) = (25 16)(z + 41)
z z+4i

e indique

las correspondientes regiones de convergencia.

3
2. Halle la serie de Laurent de f(z) = 2%e=+2 alrededor de zy = —2i e indique la regién de
convergencia.

Actividades complementarias

(2 + 2i)3+2
1. Dada f(2 Z 23n+1(n, + 34)

a) Halle el dominio de analiticidad de f(z)
b) Calcule fG% (=2i) y f@7) (—2i)

¢) Compruebe que zg = —2i es un cero de f(z) y, justificando su respuesta, indique su
orden.
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d) Compruebe que zp = —2i es un cero de g(z) = (z+ 2i)* f(2) v, justificando su
respuesta, indique su orden.

e) Compruebe que zp = —2i es un cero de h(z) = f(2)+g(z) y, justificando su respuesta,
indique su orden.

3(z—2) 3(z-2)2
2. Verifique que zp = 2 es un cero de f(z) = S 6+ (22 ) — (z 5 ) y, mediante
z
un desarrollo en serie adecuado, determine su orden.

_ 6
3. Verifique que zyp = 7 es un cero de f(Z) = (Z — 77-)3 sen(z) _ (Z _7-‘-)4 _ M ¥,

mediante un desarrollo en serie adecuado, determine su orden.

4. Determine el orden de zp como cero de f(z). Si utiliza series de potencias indique sus
dominios de analiticidad.

a) f(z)=(*+ 1)5 +Ln(—2); z20=-1

b) f(z) = (14cosz)’sen?z; z=m

o 4(=1)"
c) f(2) 228—26+423+Z o 22" 20=0
n=1

=~ (—1)" (2 - 20"

5. Dada f(z) = T;) 2n+1 (1 4 4)" L (n + 1)

a) Halle la regién de convergencia.
b) Halle la expresion de f(z)

6. Halle la serie de Taylor de las siguientes funciones en el zy dado e indique la region de

convergencia:

43 .
a) f(z) = (,2—1—24)3; 20 = —31
b) f(2) =Ln(z); 2z0=2i
c) f(z)=Ln(z242); z20=1+3i
d) f(2)= 373 w0=-2

23 1
7. Seaf(z)z;Z ;—1

a) Halle la serie que representa a f(z) en un entorno de zg = i

b) Empleando dicha serie determine el orden de zy = i como cero de f(z) . Indique los
dominios de convergencias de sus desarrollos.

¢) Basandose en la serie obtenida en a) encuentre el valor de f®)(i).

d) Empleando caracterizaciéon de ceros determine el orden de zy = i como cero de

M) = {f@r

z

2
8. Halle la serie de Laurent de f(z) = 22 cos (4—4) alrededor de zyp = —4i e indique la
z+4i

region de convergencia.
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9. Halle todos los desarrollos en series de potencias positivas y/o negativas, segin corres-

9
ponda, alrededor de zg = 2 de f(z) = ! -+ - e indique las correspondientes
z—4i 242
regiones de convergencia.
4z 1 -
10. Halle el desarrollo de Laurent de f(z) = 5 + — alrededor de 29 = 4¢ valido para
z— z
z = 8 + 6. ]

4.7. Actividades resueltas

Actividad 4.1.7

n% 44 sen(n
| sen(n)

a) Zn:3n2+5n+2 T

Calculamos los limites de las partes real e imaginaria:

) n? +4 1 . sen(n)
lIm ———— =~ lim
n—oo3n?+5n+2 3  nooo n

Por el teorema 4.1.4 resulta

, 1
am 2z = g +i0 =3

b) 2, = (1 +iV3)"

s T

Podemos escribir 1 + iv/3 = 2¢'3 entonces Zn = (1 + Z\/g)n = 2Me' 3
de donde |z,| = 2"
Como limy, o0 25| = limy, 00 2" = 00

teniendo en cuenta la propiedad 4.1.5a deducimos que la sucesién z, diverge ya que si fuera
convergente la sucesiéon de médulos deberia ser convergente.

2n

n .
c) zp, = -+ - =
n—1 n—+1

Operando con los niimeros complejos resulta

n +_2n n2+2n+,2n2+n
2 = i = i
" n—g n+i n2+1 n2+1

entonces por el teorema 4.1.4:
lim z, =1+142

n—oo

Actividad 4.2.13
1. a) y b) Sugerencia: analice la convergencia absoluta de la serie aplicando el criterio del
cociente a la serie de médulos.

c) L
ngl (n? 4 1i3)2
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Consideramos la serie de mdédulos

(n2 +43)2 a2 4
; n +13 Zl|n2—|—13‘ nzln +9
, n n 1
AdemaSmgj:?para tOdOTl/Zl
n n n

Como la serie E 3 es convergente (serie-p, con p = 3 > 1), por el criterio de comparacién

n=1
la serie Z #7,3) es convergente, por lo tanto la serie Z #13) converge absolu-
tamente y, por ende, converge.
1
) > ("Ein)
La serie de la parte real del término general es
o0 oo &°] n
5(=7)" 5(=7)" —7
S rE == (T
2 4 4
n=1 n=1 n=1
. Lo . -7 -7 7 .
Es una serie geométrica de razén r = QL ye= 5, como |r| = 1= 1 > 1 la serie de la
. = /5(=7)" 1
parte real diverge, entonces por el teorema 4.2.11 la serie Z 52n + 2— diverge. Ya no

n=1
es necesario analizar la convergencia de la serie de la parte imaginaria del término general.

T+ (402
b)z (3+1i4)n _7;)7<3+i4>

(1+1)?
3+i4

2 .
= A < 1 la serie

(1+i)?
3+id

Es una serie geométrica de razén r = y a=7, como |r| =

converge y su suma €s

g 7 119 N 42

= —— = — Zi
(1 ~|—z')2 13 13
3444

Actividad 4.3.5

(2 + 2i)3n+2
a) Z

230+ (n + 3i)

Debemos encontrar el radio de convergencia para la serie dada. Para esto, aplicaremos el
criterio del cociente a la serie de los médulos. Vemos que el término general de la serie esta

dado por
(z + 2i)3n+2

I = 9Bntl(pn 1 30)
por lo cual
|ans1] (2 +20)3CFD2] (280 (0 + 30)|
lan|  [(z + 26)3n+2| |23(n+DFL] |(n 4 1 + 30)
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Si desarrollamos las potencias de nuestros términos, podemos simplificar la expresién a la
forma:

|an1] (24 20) 23 25 (0 4 30)] (2 +20)% |+ 34
lan| (2 + 24)30F2] [230F143] [(n + 1 + 34)| 23] |n+1+ 31

Ahora calculamos:

lans1| |(z +2i)3| |n+ 3i |(z +2i)3| In 4 3i|
lim = lim - = lim -
n—oo |a,|  n—oo 23 [n + 1+ 3i 23 nooo n+4 14 30
Como
In+3i n?+9

fm — = lim —— =
n—oo [n+1+43i]  nooo/(n+1)2+9

aplicamos el criterio del cociente de la siguiente manera:

|(z +20)3] ., In + 3i| (2 + 2i)3| .
93 aDeoln+1+3i] 29 <lelE+2)f <2
de donde
|z 4+ 2i] < 2

Por lo tanto, la serie converge en el disco |z + 2i| < 2 y el radio de convergencia es R = 2.
Por ultimo, debido a que (a los fines de este curso) solo contamos con las herramientas
necesarias para encontrar las funciones a las cuales convergen las series geométricas y dado
que la serie que estamos analizando no es de este tipo, podemos decir que no es posible
encontrar la funcién a la cual converge esta serie.

(2 + 44)%"
b) 2 : o\t
(19)
Nuevamente, debemos encontrar el radio de convergencia de una serie de potencias. Proce-

demos de la misma manera que antes y resolvemos aplicando el criterio del cociente. En este
caso, sabemos que:

a, = (—1)"2—L
(0
por lo cual
|an| (=17 [(z +4i)2] | (59)(n T+

que simplificado resulta:

an z i)? z i)?

|19 9
que es una expresién que no depende de n. Asi, por el criterio del cociente, tenemos que

2 2
o G402 1+ 40

(2 + 4i)|?
9

Vemos que la serie converge en el disco |z + 4i| < 3, con R = 3.

<1le|(z44i)? <32 < |z +4i <3
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Ahora, analicemos esta serie en mds detalle para ver si es posible hallar la expresiéon de la
funcidn a la cual converge. Para esto, vemos que el término general de la serie puede reescribirse
de la siguiente manera:

n

_ R+ 4)2 1 (=) (24402 1| (=1) (2 + 40)?
an = (—1) = — T

(19" 49 (i9)" ~ 49
Esto nos indica que la serie es geométrica, y por lo tanto puede expresarse como una sumatoria
del tipo: )7 ar™, con r y a dados por:

(1) (z + 40)?
(i9)
1
a = —
9
La serie converge para |r| < 1 (coincide con lo analizado usando el criterio del cociente), su
suma es:

00 1
a L 1
S = a’[”n = = 19 =
nZ—O 1—r 1 ((1)((z;r4i)2> i9 + (z + 4i)?
19

Encontramos que la serie converge a la funcién

1
o= ey
Actividad 4.4.7
1. Dada - , _—
z 7)™
/() _;}n+4z‘( +243

a) Hallar el dominio de analiticidad de f(z).
Aplicando el criterio del cociente tenemos:

7i|? 4i 7i|?
i [Gott|  PHTE b ] AR i<
n—o0o | Ay, 24 n—oo |n+ 1+ 44 24
Es decir que en el interior del disco de radio R = 4 centrado en z9 = —7¢ la serie converge

absolutamente y por tanto f(z) es analitica en dicho dominio.

b) Ahora queremos calcular f(25)(—7i). Puesto que ya tenemos la serie de Taylor de f(z)
centrada en zyp = —77 se tiene:
@) (=7i) 1

251
€25 25! st ) T = sE )

ya que es el coeficiente que multiplica al término (z + 77)2°.

Por otro lado, observando que no hay términos de potencias pares en el desarrollo de f(z) se
concluye que co, = 0 Vn. De esta afirmacién se deduce que f(?)(=7:) = 0.

2. Hallar la serie de Taylor e indicar la regién de convergencia.
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43 + 3
z+3 24+

a) f (Z) = 20 =21
Haciendo uso del desarrollo en serie de potencias de la serie geométrica para el primer sumando
obtenemos:
4 4 | 1L 4 .i(_l)n(z—y)n
243 342 z—21  3+2 (3 + 24)"
+ o= n=0
3424

el cual converge en la regién Dy = {z € C, |z — 2i| < |3 + 2i| = V13}.
Analizemos ahora el segundo sumando:

o0

3 3 1 3 i\" -
z+2i:4z'2—2i:4iz(4> (== 20",
1+T’i n=0

este desarrollo converge en la region D; = {z € C,|z — 2i| < 4}. Por tanto el desarrollo en
serie de potencias de f(z) vendra dado por la expresién:

[e.e]

f(z) = Z cn(z —20)", con:

n=0

4 3i (i\"
e = (V"G 1 <4>

la cual va a converger en el dominio D = Dy N Dy = Dy.
Haciendo uso del teorema de unicidad, podemos justificar que el desarrollo en serie de poten-
cias obtenido es el desarrollo en serie de Taylor.

b) f(z) = 2%e* 20 = gz

Puesto que por un lado:

oo 3n
e = 3%0¢3(2720) — 320 E — (z—20)", VzeC
n!
n=0

y por otro:

22 = (2—20+20)% = (2 — 20)* + 220(2 — 20) + 2§

se deduce que:
7L
n!

o
22€3Z = (Z - ZO)Z + 220(2 — ZO) + Zg:| Z Z — ZO =

9
= 22e3% 4 20e3 (329 + 2) (2 — 29) + €3 <1 + 620 + 2z§> (z—20)% + -
El cual converge para Vz € C.

c) f(z) = cos(22) 20 = g

Usando la identidad del coseno de la suma.:

cos (o + 3) = cos (a) cos () — sin (a) sin (B)
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con a = 2(z — §) y B =7, se puede mostrar que:

cos (2z) = cos (2(z - g + g)) = —cos <2(Z - g))

y por otro sabemos que:

cos (z) = i ((;:L;T 22" ¥z e C

n=0

se deduce que:

cos (2z) = —cos (2(2 — g)) =— i ((;;37 (z - g)zn VzeC

n=0

d) f(z) = 232i . =0

En este caso nuevamente vamos a recurrir al desarrollo de la serie geométrica:
o

2i 2i 1 2i Z2\3 o= 2i(—1)"
- — = _ —ln —_ o mn
B8 8 1+ (2/2)3 7;)8( ) (2) 2 T

el cual converge para |z| < 2.

Actividades 4.6.5

1) f(z) = z+4 _ z+4 _ z+4
(22 416) (2 +4i)  (z—4) (24 40) (24 41) (2 — 4i) (2 + 4i)?
Las singularidades de f(z) son zg =4iy 23 = —4i

Ubicados en la singularidad zy = 4i obtenemos las siguientes coronas donde f(z) es analitica
y admite desarrollo en serie de Laurent:

I:0<|z—4il<8

IT: 8<|z—4i]l <

4
Por una parte el factor G —:
(z — 4d)

z+4 z—ditdi+4d  z—4i n 4144 14 4744

(z—4i)  (z2—4)  (2—4i) (z—4i) (2 —4)

es el desarrollo en potencias de (z — 4i) que converge en |z —4i| >0 (7).

!
) , entonces buscaremos el desarrollo de

1
Por otra parte el factor —— = — (
z 441

(z+4i)* 2+ 4i
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Analizaremos primero en I : 0 < |z — 4i| < 8.

r 1 B 1 B 1
z+4i z—di+di+4i 2 —4i+ 8 Ny [z—'éli +1]
81
) . . .. ) z— 41
resulta la suma de una serie geomética con primer término a = % vy razén — PP
i i
Luego
1 1 o0 o 4. n (0.0 o 4. n
Z+4i 8i 2 (1" (Z(Si)i) =2 (i&')"?l
n=0 n=0
— 41 . }
que converge cuando |— < 1, es decir si |z — 4i] < 8.
i
Entonces
1 1Y & (z — i)t & -1\
[ — )ty _— — 44"t

también convergente en |z — 4i| < 8 (I).

De (1) y (1), en la interseccién de esas regiones, es decir, en 0 < |z — 4i| < 8, podemos escribir

f(z) = (;+i) E +14Z,)2 = [1+éi+ﬁ)} g:l <;i1>n+1n(z—4i)"1 —

[e.e]

0 1 n+1 . 4i _|_4 n+1 -
:Z<&> n(z — 44) o) Z( > n(z—4i)" 1 =
n=1

oo _1 n+1 ) 1 n+1 )
_ n o~ p—
_n§:1 <&> n(z—4i)" " + g (4i 4+ 4) (82) n (z — 4i)

n=1

Cambiamos n por n + 1 en la segunda sumatoria de manera que en las dos sumas el término
general tenga la misma potencia de z — 44:

00 n+2

flz) = nzl (_Sg)nﬂ n(z—4i)" !+ ni)(‘li +4) (;3) (n+1)(z—4)" ! =

Separamos el término para n = 0 para empezar en n = 1 en las dos sumatorias:

+(4i +4) <_,1>2(z—4i)_1 +§:(4i+4) (;;)nw (n+1) (= — i1

n+1
Finalmente podemos escribir una sola sumatoria y sacar factor comin <8> (z — i) L
i

F(2) = (4 + 4) <_821>2 (2 —4i)"' + Ool [n+ 4Z+4)<811> (n+1)} (;j)nﬂ (o — g5y

n=
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También podemos considerar los primeros términos:

o-wea(2) g [ (2] (2) - wre

- [2— <(41;4)3>] (;;)3(2—4@1 + [3— (W)} <;Z_1>4(2—4i)2+...

Por el teorema de unicidad de Laurent, la serie encontrada es la serie de Laurent de la funcion
f(z) alrededor de zp = 4i convergente en 0 < |z — 4i| < 8.

Analizaremos ahora en I : 8 < |z — 4| < 0.

1 1 1 1
24 z—dit+ditdi z—4i+ 80 (= 4i) [1+ 8i ]
z—4i
1
resulta el producto de =) (ya desarrollada alrededor de 4i y convergente en |z — 4i| > 0)
z—4i

81

con la suma de una serie geomética de razén — ¥ (convergente en <1).
i

z — 43

Luego

P j 4 (z — 41 Z )" (z — 41) = Z(—l)n(zﬁgiz:n“ = Z(—l)n(&')”(z —44)~ !

que converge en la interseccién de las dos regiones, o sea, en |z — 4i| > 8.

Entonces

1 . 1 /_ 0 oA Nneo 00 n(SZ)”(n—i—l)
e ) R M Y

n=0 n=0

también convergente en |z —4i| > 8 (f171).

e (1) vy (1T1), en la interseccién de esas regiones, es decir, en |z — 4i| > 8, podemos escribir

o 24 1 4i+4 )~ (8 (n+1) _
I&) = o e i) [1+(z—4i)]z( V' e

B ditd SN (i) (1
R ((Z)‘(‘“;”) e 2 ((z)—(éu)t”) _
0o 8)"(n+1 > 47 + 4)(8)"(n + 1
) Z:O(_l)nm " Z:O(—l)"< —i_(z)—<4z?)n(+3+ )

Cambiamos n por n — 1 en la segunda sumatoria de manera que en las dos sumatorias el
término general tenga la misma potencia de z — 44:

w ZB)"(n+1) | & o1 (40 + 4)(8)"n
f(z) = nzzo(_l) (z — 4i) ”+2 +T; (z — 4i)nt2
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Separamos el término para n = 0 para empezar en n = 1 en las dos sumatorias y acomodamos
para sacar factor comun:

00 +1
1z) = (2 — 4i)? +Z (2 —(47;)”“)—1_

n=1

N Z o (414 4)(8i)"n

( 4i)n+2
—8&)"
Finalmente podemos escribir una sola sumatoria y sacar factor comun i
(Z _ 4Z)n+2
1 > (4i +4)n]  (=8)"
= — 1 —
f(2) (2 — 4i)2 + P [(n +1) 8i (z — 44)n+2

El lector puede escribir los primeros términos de la serie.

Por el teorema de unicidad de Laurent, la serie encontrada es la serie de Laurent de la funcién
f(z) alrededor de zy = 4i convergente en |z — 4i| > 8.

3
2) La funcién f(z) = z%e=+% es analitica en todo z salvo zg = —2i, por lo tanto admite un
desarrollo en serie de Laurent alrededor de zp = —2i convergente en |z + 2i| > 0.

Por una parte, el factor z2:

22 =[(z+2i) — 20> = (2 + 2i)? — 4i(z + 2i) — 4

ya esta desarrollado en serie de Taylor alrededor de zyp = —2i y es convergente para todo z (7).

3 .
Para analizar el factor e=+2¢ consideramos el desarrollo de e“ que converge para todo u, o sea
en |u| < oo:

o0 n
U
€u = E 7'
n!
n=0
.. 3
sustituimos u = -:
z+ 21

n
3 ZOO <z—§21> Zoo 3n
ez+2i = _— —_—
| |
= = nl(z + 20)"
es valido para todo z # —2i, es decir si 0 < |z + 2i| < oo (1)

De (1) v (f), en la interseccién de esas regiones, es decir, en 0 < |z + 2i| < oo , podemos
escribir

e [ 2 (42 4] S S
f(z)_ze _[( +2) 4( +2) 4]712:()n!(z+2i)n_

o0 (e 9]

5 3" 3" 3n
= (2 +2 L A/ G 75 N A N A ——
(2 +2i) Z n!(z + 2i)" iz +20) Z nl(z + 2i)" Z n!(z + 2i)"
n=0 n=0 n=0
o

-y > 44N 2 gy
| \n—2 | yn—1 | )
= n!(z + 20)" ot nl(z + 2i)" = n!(z + 2i)"
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Si se necesitara tener una sola sumatoria, se puede reemplazar, por ejemplo, en la primera
sumatoria n por n + 2 y en la segunda n por n + 1. Separar los términos correspondientes a
n=—2yn=—1,y a partir de n = 0 escribir una sola sumatoria.

Por el teorema de unicidad de Laurent, la serie encontrada es la serie de Laurent de la funcién
f(z) alrededor de zp = —2i convergente en 0 < |z + 2i| < 0.

Actividades complementarias

Ejercicio 2

Para verificar que zp = 2 es un cero de f(z) utilizamos la definicién: Sea f(z) analitica en un
dominio D C C decimos que zy € D es un cero de f(z) si f(z9) =0

f(2) es analitica en zg = 2 y si reemplazamos:

24 2-2) _(2—2)?
f<2)_(2+2)_6+3 2 s

=6—-6=0

Por lo tanto zp = 2 es un cero de f(z).

La funcién f(z) es analitica en todo C, salvo donde se anula el denominador, por ser compo-
sicién de funciones analiticas (polinémicas y trigonométricas). Su dominio de analiticidad es
D = C—{-2} y por lo tanto en dicha regién admite desarrollo de Taylor. Ademds zp = 2 € D.
Debemos desarrollar f(z) en potencias de (z — 2).

Los términos de f(z) que contienen potencias de (z — 2) ya son desarrollos finitos de Taylor
cuya regién de convergencia es |z — 2| < oo.

Debemos desarrollar (Q%fZ) en potencias de (z — 2):

24 24 24 6

2+z:2+z—2+2:4—(—(z—2)) N 1_(*(2’*2))

4
24 < L (z—2)"
(2+2) 7;)6(_1) 4n

La funcién converge en [27%| < 1= [z —2| <4

Es decir, la funcién f(z) desarrollada en potencias de (z — 2):

6(—1)" 3 3
1) = S -2y -6 -2 2
— 6(—1)" 6 6 3 3
f(z)= 7;3(471)(2—2)"—1—6—4(,2—2)4-42(2—2)2 —6+§(z—2)—§(z—2)2
Cancelando los términos iguales:
f(z) = 26(2)”(2_2)" 2 -2 <4
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Si desarrollamos algunos términos de la serie:

0 _1\n —1\3 _1\4
fo =3 e g 2 S g S gy
n=3

Podemos decir que zp = 2 es un cero de orden 3 de f(z), observando que 3 es la menor
potencia de (z — 2) que aparece en la serie de la funcién.

Ejercicio 3
Primero verificaremos que zp = 7 es un cero de f(z) utilizando la definicién.

La funcién f(z) es analitica en todo el plano C por ser composicién de funciones analiticas
(polindémicas y trigonométricas).

Ademés zo=m € D

Luego reemplazamos zg = 7 en la funcidn:

Por lo tanto zp = 7 es un cero de f(2)

Como el dominio de analiticidad es D = C admite desarrollo de Taylor en todo el plano
complejo. Debemos desarrollar f(z) en potencias de (z — ).

Los términos de f(z) que contienen potencias de (z — m) ya son desarrollos finitos de Taylor.
Debemos desarrollar sen(z) en potencias de (z — 7):

sen(z) = sen(z — 7w+ m) = sen(z — ) cos(m) + sen(w) cos(z — ) = —sen(z — )
o9 _1)
sen(z) = —sen(z — ) = —nZ:O(2(n+)1)!(,7:—7r)2”'H |z — 7| < o0

Es decir, la funcién f(z) desarrollada en potencias de (z — m):

> -1 z— )8
f(2) = (z— 7 [—Z( > >!<z—w>2”+1] (et - B

= (2n+1 6
o~ (=t on-+4 4 (=)
f(z):7;)(2n+1)!(2—77) —(z—m) 6 |z — 7| < oo
Si desarrollamos algunos términos de la serie:
_ = (=t on-+4 4, 1 6 s (z=m)f
f(z)—[;w('z_”) + (=1)(z —m) +§(Z—7T) —(z—m) T
Cancelando los términos iguales:
LI = R R A TR
R ACTES VA
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Podemos decir que zp = 7 es un cero de orden 4 de f(z), observando que 4 es la menor
potencia de (z — ) que aparece en la serie de la funcién.

Ejercicio 4
a) £(2) = (2% + 1)° + Ln(—=); 2 = —1

La funcién f(z) se anula en zg = —1 pues f(—1) = ((=1)®> +1)° + Ln(—(-1)) =0+ 0 = 0.
Ademads es analitica en zyp = —1 por ser suma de una polinémica (analitica en todo el plano
complejo) con Ln(—z) que es composicién de analiticas (z — —z analitica en todo el plano
por ser polinémica y z — Lnz analitica excepto sobre el semieje real negativo y el origen.
Pero la imagen de zp = —1 por z — —z yace sobre el semieje real positivo).

La forma mas sencilla de hallar el orden del cero es en este caso evaluando las derivadas de
f(2) en zg = —1. En efecto:

F(=1) = ((=1)3 + 1) + Ln(— (1)) =0+ Ln(1) =0+ 0 = 0
f'(z) =5(z3 +1)132% + % asi que f/(—1) = 5((—=1)3 4+ 1)*3(-1)% + (_11) — 140

Por lo tanto zp = —1 es un cero de primer orden de f(z). Para ver otra manera de resolverlo
empleando caracterizacién de ceros, podemos analizar como sigue a continuacion.

(2) = 23 + 1 tiene en zg = —1 un cero de orden 1 pues:
g(-1)=(-1)3+1=-1+1=0
'(2) = 322 de manera que ¢'(—1) = 3(-1)2 =3 #0

Luego, la funcién h(z) = (23 4+ 1)° tiene en zp = —1 un cerode orden 1 +1+1+1+1=5

La funcién k(z) = Ln(—z2) tiene en zp = —1 un cero de orden 1 pues:
k(—1) =Ln(—(-1)) =Ln(1) =0

K (z)= (1)( 1) = ;a&quek’( 1)=-1#0

Como f( )

es cero de f(z

—_

h(z) + k(z) donde h(z) y k(z) tienen en zy cero de distinto orden, entonces zg
) de orden min {5,1} = 1.

00 4(—1)"
c) f(z) =28 —25 +423+ ( 2) 23"
n=1 n

;20=20

0 4(—1)"
La funcién f(z) se anula en zy = 0 puesto que f(0) =0% —0°+4 x 03+ Y %03" =0
n

n=1
Ante todo determinemos el dominio de analiticidad de la serie. Para ello aplicamos el criterio
del cociente a la serie de los mddulos:

4(_1)n+1z3(n+1)

1 2 2 2
lim |— 2+ D) = lm " P =lm — P =
n—00 4(_1)nz3n n—00 (n + 1)2 n—00 1 2
— n? <1 + >
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Por lo tanto la serie converge si |z|> < 1, es decir cuando |z| < 1. Entonces:

flz) =28 - 28 +423+
—_—

si |z|<oo

o0
4(-1)"
E %23" si|z] <1
n
n=1

si |z|<1

Como esta es una serie de potencias centrada en zy = 0 y convergente en el disco abierto
|z| < 1, por unicidad ha de ser la serie de Taylor de f(z) centrada en el origen. Luego, para
hallar el orden de zp = 0 como cero de f(z) basta encontrar la menor potencia de z que esta
presente en este desarrollo con coeficiente no nulo. Si separamos los términos de orden menor
o igual que 8 en esta serie:

f(2) =28 -0 +42° + i 4(_1)nz3" =
n=1 n?

4(—1)1 4(—1)2 L 4(=1)"
228_26+423+( )Z3+( )Z6+Z( )an:

2 2 2
1 2 = on
_ .8 6 3 3 6 - 3n _
=z 20+ 4z 42° + z2° + g 3
n=3
o0
4(=1)"
8 3n
2"+ ngzg R si |z]

potencias de orden >9

Esto muestra que la menor potencia que esta presente en la serie de Taylor centrada en zg = 0
es la potencia 8, lo que indica que zp = 0 es un cero de f(z) de orden 8.

Ejercicio 6

44 .
a) f(z) = m 20 = —31

Utilizaremos el desarrollo de la serie geométrica:
— = 2131 : D (=" <z+ Z) ;
4142z 44— 1+ 55 4—32n:0 4— 3

converge para |z + 3i| < 5. Ahora notemos que:

4 1d* [ 4
(z4+4)3  2d22 \4+=2
Puesto que la derivada de una funcién analitica (como lo es f(z) en su dominio de conver-

gencia) es también una funcién analitica (con el mismo dominio de convergencia) podemos
derivar término a término dos veces y obtener asi el resultado deseado.

b) f(z) = Ln(z) 20 = 2i

Utilizaremos el desarrollo de la serie geométrica:

o0

11 1 1 Z2—2i\"
e D
2 2%, 22 2iz( ) < 2 >

1 =0
AT "
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converge para |z — 2i| < 2. Ahora notemos que:

Ln(z) + k= d—;

e integrando miembro a miembro se obtiene para |z — 2i| < 2:

F(2) = i fn—i): <z ;i2@'>n+1 »

n=0
Evaluando ambos miembros en 2i resulta k = —Ln(2i)
d) f(z) = 5 2
z) = 20 = —
22+4 0

Se puede escribir (fracciones parciales)

: 12 1)2
2244 2—2 242

Nuevamente utilizando el desarrollo de la serie geométrica (centrado en zy = —2) para cada
sumando se obtiene el desarrollo deseado.
Ejercicio 7
29 1
Sea =—+ -1
) ==+ 5

1
a) Primeramente hallemos la serie de potencias de (z — i) que representa a g(z) = 2 en un

entorno de zyp = ¢. Razonamos con la serie geométrica:

=D (1" (z— i) siz—i] < 1
n=0
(Zfi)

i
—1, la que converge si |i(z — )| < 1 es decir en el disco abierto |z —i| < 1.

En efecto, hemos empleado la serie geométrica de razén — =i(z—1) y primer término

Para obtener el desarrollo correspondiente para la funcién h(z) = — podemos derivar término
z

a término el de ¢g(z) y multiplicar por —1. El disco de convergencia permanece siendo el mismo:

1 o0
h(z) = 2= —(% <z> = ;m”“(z — i)”_l si|z—il <1
Por lo tanto:
fz) =2ig(z) + h(z) —1=> 2"z —i)"+ > ni"(z—i)" ' —1si|z—il <1
n=0 n=1

b) En el desarrollo obtenido en a) las potencias (z — i)? y (z — i)' no estdn presentes en
realidad. En efecto: f(i) =0
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El coeficiente ¢y de la potencia de orden 0 se obtiene sumando los respectivos coeficientes de
las dos series en la expresién anterior y restando el término —1, es decir:

c=2"+1?-1=2-1-1=0

El coeficiente ¢ de la potencia de orden 1 se obtiene sumando los respectivos coeficientes de
las dos series en la expresién anterior, es decir:

1 =2i"+2=2—2i=0
La potencia de orden 2 si estd presente con coficiente co dado por:
o =224+3i"=-243=1+£0

Esto basta para caracterizar a zgp = ¢ como cero de orden 2 de f(z).
Como curiosidad veamos que en la expresién de f(z) se pueden juntar las dos series que
quedaron sumadas, teniendo en cuenta que las potencias de 6rdenes 0 y 1 no estan presentes:

f)=> 20"z —i)" + Y ni" Mz —i)" =) 20"z — i)"Y (n4 )iz — )" =
n=2 n=3 n=2

n=2
=) 2"z — )"+ ) (n+ D)z —i) =D 20" (z—i) = Y (n+1)i"(z—i)" =
n=2 n=2 n=2 n=2
=> 2-n-1i"z—i)"=> (1-n)i"(z—i)" si|z—i| <1
n=2 n=2

c¢) Por la unicidad del desarrollo en serie de potencias, la serie obtenida en el inciso a) es la
serie de Taylor de f(z) centrada en el punto zp = i. Entonces el coeficiente c3 que en dicha

. _ . 3 FO)
serie acompana la potencia (z —i)” es ¢35 = a0
Pero examinando la serie hallada en a) vemos que c3 = 23 + 4i° = —2i + 4i = 2i

Por lo tanto:
FOG) = 3les = 31(20) = 124

d) Dado que zp = i es cero de orden 2 de f(z), por el teorema de caracterizacién de ceros
podemos escribir en un entorno de zy:

f(2) = (z —i)%f1(2) donde fi(z) es analitica y no nula en zy = i

Luego, en dicho entorno es valida la igualdad:

hz) = [ﬂq _ [(—)f()} iyt [ﬂ)}

z z z

3
s 1(z ” . [ .
La funcién hi(z) = {f ( )] es analitica en zy (es cociente de analiticas con denominador no
z

nulo, o si se prefiere es composicién de analiticas).
Hemos escrito en un entorno de zg = :

h(z) = (z —i)®hi(2) dondeh;(z) es analitica y no nula en zy = i

Apelando nuevamente al teorema de caracterizacién de ceros queda probado que zg = 7 es un
cero de orden 6 de h(z).
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CAPITULO 5

Teorema de los residuos

El objetivo principal de este capitulo es estudiar el Teorema de los residuos, una herra-
mienta eficaz para calcular integrales de una funcién de variable compleja a lo largo de una
curva cerrada cuando la funcién tiene un nimero finito de puntos singulares en el interior
de la curva. También, para calcular determinadas integrales reales que son muy dificiles de
resolver en variable real. En el tema transformada de Laplace, lo aprovecharemos para hallar
la transformada inversa mediante la integral de inversiéon compleja.

Comenzaremos presentando la nocién de singularidad de una funcién de variable compleja.
Luego, clasificaremos una singularidad aislada, mediante el desarrollo en serie de Laurent de
la funcién en un entorno reducido de la misma, segun tres tipos: singularidad evitable, singu-
laridad esencial o polo.

La ubicacién de los polos (y también de los ceros) de una funcién en el plano complejo, resulta
de gran utilidad en materias especificas de Ingenieria para el andlisis, el disefio y el estudio
de la estabilidad de diferentes tipos de sistemas, como por ejemplo, las redes eléctricas.
Definiremos el concepto de residuo de una funcién de variable compleja en una singularidad
aislada para llegar al Teorema de los residuos, que se usard, finalmente, para la resolucién de
dos casos de integrales reales.

5.1. Singularidades

Definicion 5.1.1. Se dice que zy es un punto singular o una singularidad de la
funcion f(z), si f(z) no es analitica en zy pero es analitica en algin punto de todo entorno
de 20-

‘ Ejemplo 5.1.2. I

Su dominio de analiticidad es C — {0}.
El punto zg = 0 es un punto singular,
porque f(z) no es analitica en z F*(0,R), R>0
pero es analitica en algin punto R

de todo entorno de zg = 0. ' 0 T

Podemos observar ademés que es analitica en todos
los puntos de cualquier entorno reducido de zy = 0.
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b) f(z) = Ln(z)

Su dominio de analiticidad es C — {x + 0,2 < 0}.
El origen y todos los puntos del eje real negativo

son singularidades de f(z) Yl R>0
porque f(z) no es analitica en ellos B (=, R) _E(0,R)
pero para cada zg € {z +i0,z < 0}, I,’ :;f "
todo entorno reducido de zg g r o
tiene algin punto donde f(z) es analitica. " 2w N HE

\

Podemos observar ademés que
cualquier entorno reducido de zg
contiene puntos donde f(z) no es analitica.

c) f(z) ==
El dominio de f(z) es C y el de analiticidad es (). y

Para cada 2y € C, todo entorno de zg ' ’

San?

no contiene algin punto donde f(z) sea analitica. E*(20,R), R>0
Entonces f(z) no tiene puntos singulares. T

El dominio de analiticidad de f(z) es C entonces f(z) no tiene puntos singulares. [ ]

Las singularidades de una funcién f(z) pueden clasificarse en aisladas y no aisladas.

Definicién 5.1.3. Se dice que 2y es una singularidad aislada de f(z) si f(z) no es
analitica en zy, pero para todos los puntos de algin entorno reducido de zy, f(z) es analitica.
Es decir que existe algun nimero positivo R tal que f(z) es analitica en todos los puntos
del conjunto E* (20, R) = {2 € C: 0 < |z — 20| < R}

Definiciéon 5.1.4. Se dice que 2z es una singularidad no aislada de f(z) si f(z) no es
analitica en zy y para todo entorno reducido de zy hay al menos un punto donde f(z) no
es analitica. Es decir que para todo nimero positivo R, f(z) no es analitica en algin punto
del conjunto E* (20, R) = {2 € C:0 < |z — 20| < R}

‘ Ejemplo 5.1.5. I

z
a) La tnica singularidad de zp = 0 de f(z) = © es aislada, ver ejemplo 5.1.2a).
z

b) El conjunto de puntos singulares de f(z) = Ln(z) es {z + 10,z < 0} y todos son no
aislados, ver ejemplo 5.1.2b).
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) ()= 51

Su dominio de analiticidad es C — {2i, —2i}.

z1 = 24y zo = —2i son singularidades aisladas,
ya que si se considera cualquier

entorno reducido de z; o de 29,

con radio menor que cuatro,

la funcién es analitica en todos sus puntos.

4

d) f(z) =

~ cos(z)

Su dominio de analiticidad es C — {(2k +1)3, k € Z} (k= 0,£1,£2,...).

Los 2, = (2k +1)F, con k = 0,£1,£2, ..., son singularidades aisladas de f(z) ya que
la funcidén es analitica para todos los puntos de todo entorno reducido, con radio menor
que 7, de cualquiera de estos puntos singulares zj.

Es decir que para z; = (2k +1)3, con k € Z, f(z) es analitica en todos los puntos del

conjunto E* (2, R) = {z € C: 0 < |z — 2| < R}, con R < 7.

_ cosh(z)

0 1z) =

Su dominio de analiticidad es C — {(2k + 1)7, k € Z}.

Los 2z = (2k+ 1), k € Z son singularidades aisladas de f(z), ya que para todo entorno
reducido de cualquiera de ellos, con radio menor que 2, la funcién es analitica en todos
sus puntos.
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Y 0< R<2m
6
________________
’—'—— --~~s~ lf‘—— --~“~~ —'—— --~“s lf‘—— -~~“~~
’ L *
Re ,;’s\ E*(—m, R) ,}s E*(m, R) lvs‘ Ns\
’ 4 ~ 4 ~ 4 ~ ~
’ ’ (N s 4 “~ ’ (N [N
’ 04 Y 4 A 4 . Y
4 ¢ kN 4 kY 4 Y Y
4 4 Y 4 Y 4 Y Y
’ 4 \ ’ \ ’ \ \
U 1’ 1 U \ U \ \
’I 7 = ’I \ ’l 21 \ ’I 1 1
*(—3m, 1 1 1 * 1
1 (=37, R) 1 v 1 v 1 i E*(3m, R) \
1 1 1 1 1 1 1 1
- - Lo oo . ;
O O O 5 O 7 T
1 -4t -3ml -2m g -l 0 p ! 2m p 3m 4t T
\ \ T T 1 1
' 0\ ] 3 ] 0\ 1 1
[ [ [ [
\ \ 2 \ 24 h \ 2 ’
\ \ \ \
\ \ ’ \ ’ \ ’ ’
\ \ ’ \ ’ \ ’ ’
\ \ ’ \ ’ . ’ ’
\ . ¢ . ’ \ ’ ’
. . v L ¢ . ¢ ¢
“ “ ’ 4 ’ “ ’ .
N ~ ’ N ’ N ’ ’
~ ~,? sL’ ~,’ ’
So '¢<~ ‘¢(\ ‘¢<\ ‘¢’
~ ~ ~ ~
T —”’ ~~'---_—’—" 6 - —”‘ N"----_—”’

| Actividad 5.1.6.

Halle los puntos singulares de las siguientes funciones y determine cuales son aislados.

24 + 3sen(2) cos? (22 + 8)

@) f(z) = (25 —32) (Ln(z) + i) b) alz) = m
22 2
¢) h(z) = Ln (2 +3) + —— D ) = s =
senh(z) sen (—)

5.2. Clasificacion de las singularidades aisladas

Sea zp una singularidad aislada de f(z). Entonces f(z) es analitica en algin entorno
reducido de zp, E* (29, R) = {# € C: 0 < |z — 29| < R}, por lo cual, como vimos en el capitulo
anterior, f(z) admite un desarrollo en serie de Laurent en el mismo:

F2) =) an(z—20)"+ Y ba(z—20)"", 0<|z—2|<R
n=0 n=1

parte principal

Se denomina parte principal de la serie de Laurent a los términos correspondientes a las
potencias negativas de (z — 2p).

Analizando el comportamiento de la parte principal de la serie de Laurent en un entorno
reducido de la singularidad aislada zg, podremos clasificarla como singularidad evitable, sin-
gularidad esencial o polo.

Definicién 5.2.1. La funcion f(z) tiene una singularidad evitable en zy, si la parte
principal del desarrollo de Laurent de f(z) en zy, convergente en 0 < |z — 29| < R, no tiene
términos; es decir, b, =0 ¥n > 1.
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Ejemplo 5.2.2. I

1 — cos(z)

La funcién f(z) = tiene una singularidad aislada en zp = 0.

El desarrollo en serie de Laurent de f(z) alrededor de zy = 0, convergente en 0 < |z| < oc:
1—cos(z) 1 22 2t 8 z 23 2P
a2 Y T 1

2 : [ < Pt Pt STRTRN

La serie de Laurent no tiene potencias negativas de z, por lo cual zp = 0 es una singularidad
evitable de f(z).

Si se define una nueva funcién g(z), asignandole el valor g(0) = 0 = h'n(l) f(2), se obtiene en
z—

este caso, una funcién analitica para todo z representada por la serie de potencias positivas
(serie de Taylor) convergente para todo z:

1—
cos(z)’ 240
g9(z) = ‘
0, z=0
_ 23 = n+1 2: ! d C
g(z) = o E Z 2n)‘ , para todo z €

[]

Observacidn. lim f(z) existe si y solo 2z es una singularidad evitable de f(z). En este caso,
Z—20

dicho limite debe ser igual al coeficiente ag del desarrollo en serie de Laurent de f(z) en un
entorno reducido de zp, ya que en el mismo solamente aparecen potencias positivas de (z— zp).

Por lo tanto si una funcién f(z) tiene una singularidad evitable en zj, se puede considerar
una nueva funcién g(z) que resulta analitica en zy definiendo g(z9) = lim f(z) = ag:
220

f(Z), z 7& 20
9(z) =

lim f(z) =ap, z=2p
Z—rZ0

Por ello este tipo de singularidad aislada se denomina evitable o, también, removible.

Definicién 5.2.3. La funcion f(z) tiene un polo de orden k en zy, si la parte principal
del desarrollo de Laurent de f(z) en zy, convergente en 0 < |z — z9| < R, tiene finitos
términos no nulos; es decir, b, =0 Vn > k y by # 0.

Si k=1, decimos que zy es un polo simple.

Observaciones

1. f(z) tiene un polo en z = zg si y solo si lim f(z) = oc.
Z—2z20

2. Si 2z es un polo de orden k de f(z) entonces —k es la menor potencia negativa de (z —zp)
que aparece en la parte principal del desarrollo en serie de Laurent de f(z) en 2.
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Ejemplo 5.2.4. I

cos(z)
25

La funcién f(z) = tiene una singularidad aislada en zy = 0.

El desarrollo en serie de Laurent de f(z) alrededor de zy = 0, convergente en 0 < |z| < oc:

cos(z) 1 1 n 1 z+z3 0< | <
=t — — =4+ = — ..., z| < o0
2 25 2123 4l 6! 8!
La serie de Laurent tiene finitas potencias negativas de z, siendo —5 la menor potencia nega-
tiva de z, por lo cual zg = 0 es polo de orden 5 de f(z). ]

Definicién 5.2.5. La funcion f(z) tiene una singularidad esencial en zy, si la parte
principal del desarrollo de Laurent de f(z) en zg, convergente en 0 < |z — z9| < R, tiene
infinitos términos no nulos; es decir, si b, # 0 para infinitos valores de n.

‘ Ejemplo 5.2.6. I

1

La funcién f(z) = e<2 - 2i> tiene una singularidad aislada en zg = 2.

El desarrollo en serie de Laurent de f(z) alrededor de zg = 2i, convergente en 0 < |z — 2i| < oc:

2—2i) = ——, 0<|z2—-2i| <0
¢ Z nl(z — 24)"’ | |

n=0
La serie de Laurent tiene infinitas potencias negativas de (z — 2i), por lo cual zp = 2i es una
singularidad esencial de f(z).

Analicemos el comportamiento de f(z) en un entorno reducido de zg = 2i:
Si nos acercamos a zg = 2i sobre la recta y = 2 con x > 0,

(=)
lim e\? — 21/ — lim es = oo

2—2% =0t

Mientras que si nos acercamos a zg = 2¢ sobre la recta y = 2 con x < 0,

(=)
lim e\? —2i) — Jfm ez =0

z—21 x—0~

3
Por lo tanto, el lim e<z —2i) po existe. ]

2—21

Observacién. El comportamiento de f(z) en un entorno reducido de zp cuando zy es una
singularidad esencial, es diferente al comportamiento en un polo o en una singularidad evita-
ble, en este caso lim f(z) no es un valor finito ni tampoco oo (ejemplo 5.2.6).

Z—20

El Teorema de Picard afirma que en todo entorno reducido de una singularidad esencial, la

funcién f(z) toma todos los valores posibles un niimero infinito de veces, con la excepcién de
a lo sumo un tnico valor [4].
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| Actividad 5.2.7.

Para las siguientes funciones, mediante un desarrollo en serie adecuado, clasifique la singula-
ridad aislada zp. Indique la regién de convergencia de la serie encontrada.

z+ 10z z+ 101
a) f(z) 21100 0i ) f(2) 21100 01
1 1
c) h(z) = 523¢(2) 20=0 d) t(z) = 0 - =4 []

Caracterizacion de polos

El siguiente Teorema nos permitird determinar si una singularidad aislada zg es un polo y cudl
es su orden sin tener que hacer el desarrollo en serie de Laurent de f(z) en zg, convergente en
un entorno reducido del punto singular.

Teorema 5.2.8. Caracterizaciéon de polos

h
2o es un polo de orden k de f(z) si y solo si f(z) = ((z))k con h(z) analitica en zy y
zZ — 20
h(z0) # 0.
Demostracion
=)

Sea zp un polo de orden k de f(z), por lo tanto existe algin R > 0, de modo tal que f(z)
tiene un desarrollo en serie de Luarent, convergente en el entorno reducido 0 < |z — zo| < R,
que tiene la siguiente forma:

by be_1 by =
+ — i+ ———+ ) an(z—20)", b #0

(z — zo)k (z — z{})k ! (2 — 20) nzz;)

1
Sacando factor comun
(z — 20)*
1 L - .

) b+ br_1(z — 20) + ... + b1 (2 — 20)* L + Z an(z — 20)"tF

n=0

Entre corchetes tenemos una serie de potencias positivas de (z — 2z9) que converge
en |z — zp| < R a una funcién suma h(z):

h(z) = bk —+ bk—l(z — ZO) + ...+ bl(Z - Z())ki1 + Zan(z - ZO)n+k

n=0
iy iy h(z)
Entonces h(z) resulta una funcién analitica en zp, h(z0) =br Z0y f(z) = ( TP
z— 2y
<)
Sea f(z) = (h(z))k’ con h(z) analitica y h(zp) # 0. Entonces, h(z) admite un desarrollo de
Z— 20

Taylor en zy convergente en |z — zg| < Ry, para algin Ry > 0

h(z) =) an(z—20)", h(z0)=ao#0
n=0
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Luego

f(z) = (zh—(zz)o)’f = e _aOZO)k + e —2)’“—1 + .. Fap+ag1(z—2) + ...

Se obtiene un desarollo en serie de Laurent de f(z) en zp, convergente en 0 < |z — zo| < R;.

Como —k es la menor potencia negativa de (z — z9) que aparece en este desarrollo de Laurent,
resulta que zp es un polo de orden k de f(z). ]

Ejemplo 5.2.9. I

Tz

La funcién f(z) = m tiene dos singularidades aisladas: zg =0y z1 = —2.
1 Tz

Para 29 = 0 podemos escribir a f(2) como f(2) = — fo(2), donde fo(z) = )] es analitica
z z

1
en zo =0y fo(0) = 3 #£ 0, por lo tanto por el Teorema de caracterizaciéon de polos, zg = 0 es
un polo de orden 3 de f(z).
1 T2
En z; = —2 podemos escribir a f(z) como f(z) = mfl(2)7 donde f1(2) = —5- es analiti-
z z

1
caenz = —2y fi(-2) = ~3 # 0, por lo tanto por el Teorema de caracterizacién de polos,

z1 = —2 es un polo de orden 1 o polo simple de f(z).

Ejemplo 5.2.10. I

La funcién f(z) = &;)4 tiene una unica singularidad aislada: zg = g
-3
Si escribimos f(z) = — fo(z), donde fo(z) = cos(z) es analitica en zp = g, resulta

T s .
que fo (5) = cos (§> = 0, por lo cual, en este caso, no se puede aplicar el Teorema de
caracterizacién de polos. Para poder clasificar esta singularidad aislada, sin usar el desarrollo

de Laurent, veremos un criterio en la siguiente seccién.

| Actividad 5.2.11. |

a) Sean dos funciones fi(z) y fa(z). Si fi(2) tiene un polo de orden p en zo y f2(z) tiene
un polo de orden ¢ en zg, siendo ¢ < p, pruebe que:

i) f(z) = f1(2).f2(z) tiene un polo de orden p + ¢ en zp.
ii) g(2) = f1(2) + f2(2) tiene un polo de orden p en z.
f2(2)

iii) h(z) = )

_ h(z)

~ fa(2)

b) Usando el Teorema de caracterizacién de polos pruebe que las singularidades de las si-
guientes funciones son polos y determine el orden de los mismos.

tiene una singularidad evitable en zj.

tiene un polo de orden p — q.

iv) 1(z)

sen (z — ) + cos (z — ) .. B z242
(z — 3m) ) g(z) = 25 (22 + 25)3 (2 + 5i)

i) f(z) = []
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Criterio de clasificacién de singularidades aisladas de funciones que son co-
ciente de funciones analiticas

N
Teorema 5.2.12. Sea f(z) = DEZ;’ donde N(z) y D(z) son analiticas en zy tal que
z

N(z) tiene un cero de orden p en zy y D(z) tiene un cero de orden q en zy, entonces

i) Sip<q, zo es un polo de orden (q¢-p) de f(z)

it) Sip > q, zo es una singularidad evitable de f(z)

Demostracién Puesto que N(z) tiene un cero de orden p en zg y D(z) tiene un cero de orden
q en zg, por el Teorema de Caracterizacién de ceros:

N(z) = (2 — 20)Pn1(2), con ni(z) analitica en zy y n1(z0) # 0.

D(z) = (2 — 20)?d1 (%), con di(z) analitica en 29 y di(29) # 0.

Luego
_N(z) _ (z—20)Pma(z) _ p—q
f(Z) - D(Z) - (Z _ Zo)qdl(Z) - (Z ZO) fl(’z) (T)
Se verifica que fi(z) = Zlgz) es analitica en zg, por ser el cociente de funciones analiticas en
1

29 con denominador no nulo en zg, y fi(zp) # 0.

i) Si g > p, entonces ¢ — p > 0, por lo que en (f) se puede escribir:

f1(2)

(z — Zo)(qu)

f(2)=(z=20)"“Pfi(z) =

Por el Teorema de caracterizacion de polos resulta que zg es un polo de orden ¢ — p de

f(2).

it) Si p > q, entonces f(z) = (2 — 20)P"9f1(2). Esta expresién es valida para z # 29, en
0 < |z — 20| < R, para algin R > 0.

Como (z — 29)P~9f1(z) es analitica en zp, admite un desarrollo en serie de Taylor en zg.
Por lo tanto el desarrollo en serie de Laurent de f(z) en 0 < |z — 29| < R sélo tiene
potencias positivas de (z — zp), es decir que 2 es una singularidad evitable de f(z).

‘Ejemplo 5.2.13. I

Volviendo al ejemplo 5.2.10, vimos que zg = g es una singularidad aislada de f(z) =

f(2) es un cociente de funciones analiticas:

N(z)

WZY siendo N(z) = cos(z) y D(2) = (Z - 7)4

f(z) =
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20 = g es un cero de orden p = 1 de N(z) pues N'(z) = —sen(z) y N’ <g) = —1yesun

cero de orden ¢ = 4 de D(z) (por Teorema de caracterizacién de ceros).

Por lo tanto, como ¢ > p, 2y = g es un polo de orden (4 — 1) = 3 de f(2).

Ejemplo 5.2.14. I

™
La funcién f(z) = 7(2) es un cociente de funciones analiticas:
cos(z

f(z) = ]Dvgi’ siendo N(z) = (z — g) y D(z) = cos(z)

Las singularidades aisladas de f(z) son z = (2k + l)g, con k = 0,+1,+£2,...(los ceros del

cos(z))
Se debe analizar por separado los casos para k = 0 y para k # 0.

Para k =0, 29 = g, es un cero de orden p = 1 de N(z) pues N'(z) = 1 y un cero de orden

qg=1de D(z) pues D'(z) = —sen(z) y D’ (g) - 1

Por lo tanto, como p > q, 29 = g es un singularidad evitable de f(z).

Para k # 0, se tiene que los puntos z = (2k + 1)%

p = 0de N(z) pues N(z) = (2k + 1)% — g = km # 0 y son ceros de orden ¢ = 1 de D(z)
pues D'(z) = —sen(z) y D'(z) = —(=1)¥ #0.

,con k= 41,42, ..., son ceros de orden

Por lo tanto, como g > p, los puntos z = (2k + 1)%

orden (1 —0) =1de f(2).

,con k= +£1,%2,... son polos de

| Actividad 5.2.15.

Clasificar las singularidades aisladas de las siguiente funciones que son cocientes de funciones
analiticas.

22 12 Z_Ei
)16 = S b) 9(2) =
(-3
) (s — Tt . (z + 3i) 22
) hiz) = senh(z) — i D ilz) = (22 + 2iz +3) (z — i) =

5.3. Residuos

En el capitulo 3 vimos, por el Teorema de Cuachy-Goursat, que la integral a lo largo de
una curva cerrada C, suave o suave a trozos, simple y recorrida en sentido antihorario, de una
funcién f(z) que es analitica sobre la curva y en su interior es igual a cero:

fc f(z)dz=0
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El concepto de residuo nos permitira resolver integrales a lo largo de una curva cerrada de
una funcién analitica sobre la misma y en su interior, salvo en un ntimero finito de puntos
singulares.

Comenzaremos con el caso de una funcién f(z) que es analitica sobre una curva cerrada C'y
en su interior, salvo en un punto zg.

Recordemos que si zp es una singularidad aislada de f(z), f(z) es analitica en un entorno

reducido de zp, 0 < |z — 20| < R. Por lo tanto f(z) admite un desarrollo de Laurent en dicho
entorno reducido:

f(z):Zan(z—zo)"+2bn(z—z0)*”, 0<|z—2| <R
n=0 n=1

parte principal

donde los coeficientes a,, y b, de la serie de Laurent tienen la forma (ver capitulo 4):

Y *
:174 ERONNY Bz R), £ >0

2w Jo (2 — z)nH I/' s

ll C \‘

1 \Y

I 1

] 1

1 7(2) \ '

z . '
by = — ¢ —IE g ;
" om fc (z — z9) 771 & \‘\__ __/'

T

siendo C' cualquier curva cerrada, suave o suave a trozos, simple y recorrida en sentido anti-
horario, contenida en la corona o entorno reducido 0 < |z — zp| < R y que rodea a 2.

De la definicién de b, podemos observar que para n = 1:

_ 1 f(z) _ b
1—% Cmdz—2ﬂ_z Cf(Z)dZ

De donde se puede despejar el valor de la integral:

?{ f(z)dz = 2miby
(&

Es decir que determinado el coeficiente b; podemos conocer el valor de la integral.

Definicién 5.3.1. Sea zy una singularidad aislada de f(z). Se denomina residuo de f(z)
en 2o al coeficiente by de la potencia (z — z0) ™' del desarrollo en serie de Laurent de f(z)
en un entorno reducido de zp, 0 < |z — 20| < R, y se indica Res, f(z).

Observacién. FEl residuo en una singularidad evitable es igual a cero. Este resultado es
evidente ya que si zp es una singularidad evitable de f(z), se cumple que todos los coeficientes
b, de la parte principal del desarrollo en serie de Laurent de f(z) en zy, convergente en
0 < |z — 20| < R, son iguales a cero. Por lo tanto Res,, f(z) = by = 0.
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‘ Ejemplo 5.3.2. I

a) Calculemos j(I{ seniz) dz donde C : |z — 2| = 3 recorrida en sentido antihorario.
C z

YC:1z-2/=3

sen(z) |22

f(2) = — es analitica para todo z # 0.
z

2o = 0 es una singularidad aislada de f(z)

interior a la curva C. x
El desarrollo de Laurent de f(z) alrededor de zgp = 0
vélido en 0 < |z| < oo:
sen(z z(2n+1) > z(2n=3) 1 1 z
) S G = SV G =
24 z 2n+ 1)! = (2n+1)! 23 3z 5!
: .1 1 1
El coeficiente by de la potencia z7 es EETRai entonces el Resyf(z) = Y el valor

de la integral es

?{ sen(z)dz = 2mi ! - _I
C 2’4 6 3

%)
b) Calculemos jg ze<z — 3t/ dz donde C : |z — 2i| = 2 recorrida en sentido antihorario.
c
f

1

( > C:lz—2i| =2
f(z) = ze\# = 31/ o5 analitica para todo z # 3i.

2o = 31 es una singularidad aislada de f(z)
interior a la curva C.

El desarrollo de Laurent de f(z) alrededor de zy = 3i
vélido en 0 < |z — 37| < oo:

1 00
ze<z—3i> = [(z—3i)+3i]§m =

S I I S S
- RET oo (> —30)  20(z—30)2  3(z—3)3 |~
1 1 3 3i
= (2 —3i)+1 Y =
=St oy e s T ey A e T

=(1+43i)+(z—3i)+ (21‘ + 3¢ (z—13z) + <§'+3Z>(z—132’)2+m

1 1 1
s o1t 3i=— 5T 3i luego Ress;f(z) = 5t 3i

El coeficiente b; de la potencia (z — 3i) 1

y el valor de la integral es

/ e
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| Actividad 5.3.3. |

Visite el ejemplo 5.3.2 y clasifique las singularidades aisladas de f(z) a partir de los desarrollos
de Laurent encontrados. ]

Observacidn. Distintos anillos centrados en zy dan lugar a diferentes desarrollos de f(z) en
serie de Laurent en potencias de (z — zg), por ejemplo:

I: 0<|z—2| <Ry

IT: Ry <|z—20| < R2
IIT: Ry < |z—29| <R3
IV : R3 <|z— 2 <0

siendo z1, z2 y 23 las demas singularidades de f(z).

Para clasificar la singularidad 2o y hallar Res,, f(z), debemos encontrar el desarro-
llo en serie de Laurent de f(z) convergente en la corona o entorno reducido I.

‘ Ejemplo 5.3.4. 1

o0
2n
Dada f(z) = Z (=" G Su region de convergencia es la corona no acotada 2 <
n=0

|z — 3i| < oo, es decir f(z) es analitica en esta corona.

A pesar de que la serie tiene infinitas potencias negativas de (z — 3t), no podemos decir que
2o = 3i sea una singularidad esencial de f(z) ni tampoco que el coeficiente —2 de la potencia
(z — 32’)71 sea el residuo de f(z) en zp = 3i, esto es porque la serie de Laurent converge en
2 < |z — 3i| < 00 y no en algin entorno reducido de zp = 3i de la forma 0 < |z — 3i| < R.

En realidad, zp = 3i ni siquiera es un punto singular de f(z), ya que de acuerdo a la definicén
de punto singular (seccién 1), todo entorno de dicho punto debe contener al menos un punto
donde f(z) sea analitica pero eso no sucede para los entornos de zy = 3i con radio menor que 2.

‘ Ejemplo 5.3.5.

\
l
1
(z—2)2(2+1)
ridad zp = 2 y halle el Resyf(2). Indique la regién de convergencia de la serie encontrada.

Dada f(z) =

, mediante un desarrollo en serie adecuado, clasifique la singula-

f(2) tiene dos singularidades aisladas: zo =2y 23 = —1.

Ubicados en la singularidad que queremos clasificar y hallar el residuo de f(z), obtenemos las
siguientes coronas donde f(z) es analitica y admite desarrollo en serie de Laurent:
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I: 0<]z—-2|<3

IT: 3<|z—-2| <

Para clasificar el punto zg = 2 y hallar el residuo de f(z) en el mismo, se debe encontrar el
desarrollo de Laurent que sea convergente en la corona o entorno reducido 1.

1
El factor ———5 vya estd desarrollado en potencias de (2 —2) y vale en A : 0 < [z — 2| < oo.

(-2

1
El factor m es analitico en zg = 2 por lo cual admite un desarrollo en serie de Taylor
z

convergente en B : |z — 2| < 3. En efecto

1 I T 1
z+1 z—-24241 (2—-2)+3 3[(z—2)+1]

3

1 (z—2)

es la suma de una serie geométrica con a = R razén r = — , entonces

o [ e

n=0
) (z—2) |z — 2] i
Esta serie converge cuando |r| = |— 3 =3 < 1, o equivalentemente, en el entorno
B:lz—-2| <3
Y )
3 3 P ~
e \\\
2 2 N
A / B N
A\
1 F L
20 1’ 20 ‘|
10 12 3 4 5T ¥ oo o2 3 4 Fpouw
1
1 [ /I
/
\ 7
2 }3 /,
\\ ’/,
3 3 S~ __-- -

Por lo tanto el desarrollo en serie de Laurent de f(z) en zg = 2 convergente en la corona
I:0<|z—2|<3resulta

) = 5 > - e A
(z=2)2(z4+1) (22— 2 2 3”+1 3ntl

B 1 1 1 1 (-2
T&) = oG "3 PGy ¥ &
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Finalmente podemos afirmar que zy = 2 es un polo de orden 2 de f(z) pues —2 es la menor
potencia negativa de (z — 2). El residuo de f(z) en zgp = 2 es el coeficiente b; de la potencia

1
(z —2)71, es decir que Resaf(2) = ~g

| Actividad 5.3.6.

B 7 B 3 4 > (Z—Qi)n
1) Dada f(2) = G—2) G_2p -2) nzl (n+1) (1++/34)"

a) Pruebe que z, = 2i es una singularidad aislada de f(z) y clasifiquela.
b) Halle el residuo de f(z) en zg = 2i.
2) Dada f(2) 2 + ! ; + 2 ;Puede afirmar que 21
z) = - , — (Pu rmar que zg = 2i
(z—2i)°  (2—2i)® (2—20) —~ (z—20)" ¢ ane =0
es una singularidad aislada de f(z), clasificarla y hallar el Resa;f(2)?

3) Dadas las siguientes funciones f(z), mediante un desarrollo en serie adecuado, clasifique
la singularidad aislada zy y halle el Res,,f(z). Indique la regién de convergencia de la
serie encontrada.

a) f(z) = Selzléz) _%—1—% 20=0 b) f(z) = (z+37;)5cos (zf?)i) 20 = —3i
_osen(z) o o)
c)f(z)—(z_ﬁ)4 0= d) f(z) ot 3
z4+95
VIE = ey T O

Para determinar el residuo en un polo de orden k de una funcién f(z), sin necesidad de encon-
trar el desarrollo de Laurent de f(z) en un entorno reducido de zp, se puede usar el siguiente
resultado.

Proposiciéon 5.3.7. Cdlculo de residuos en polos

i) Si zo es un polo de orden k > 1 de f(z), entonces

dk—l

Res,, f(z) = (k—ll)' ZILHZlO {dz’“—l [(2 - Zo)kf(z)} }

ii) Si k=1 (polo simple), entonces

Res,, f(z) = lim [(z — 20) f(2)]

Z—rZ20

Demostracion

i) Si zp es un polo de orden k > 1 de f(z), por el Teorema de caracterizacién de polos:

— 225 (1) con h(:) analitica en 20 y h(zo) 0
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Entonces h(z) admite un desarrollo de Taylor:

9] h(m (ZO) n .
hz) =200 —— (2 —20)" en |z — 20| < R, para algin R > 0.
n!

Reemplazando en (t):

h(20) X W (20) hE=) (z) h) (z0) | A*HD(z0) (2 — 20)

A R Eeh I e A (k1)1

para 0 < |z — 20| < R

Considerando el coeficiente correspondiente a la potencia (z — zo) ™1

h(k_l)(zl))

Res,, f(z) = =)

Despejamos h(z) de () para expresar el residuo en términos de f(z):

Res.yf(2) = o lim {j;_llh@)} - oy lm {;fk_ll (e a1}

i1) Si k =1, se tiene que:
Resaf(2) = 1 [(2 — 20)/(2)]

Z—r20
L]
‘ Ejemplo 5.3.8. 1
Dada f(z) = m calculemos los residuos en sus singularidades aisladas.
f(2) tiene dos singularidades aisladas zp = —1y 21 = 2.
Por el Teorema de caracterizaciéon de polos, zg = —1 es un polo de orden 1 de f(z) ya que
podemos escribir
1
f(z) = me(Z) donde fy(z) = e _22)3 es analftica en zg = —1y fo(—1) = 5- # 0.
Por lo tanto
Res 1f(z) = Jim [(z 4 Df(z)] = M |z 4 1) | = Tim 2= L
et = A A L P NP Pl Py R T

Por el Teorema de caracterizacién de polos, z; = 2 es un polo de orden 3 ya podemos escribir

1 z
flz) = mfl(z) donde fi(z) = Gt D)

es analitica en 21 =2y fi(2) = % #0.

Entonces

(3-1)
Resaf(z) = G _1 0 ;;n% { jz Easy [(z — 2)3]0(,2)] } =

1 i d? (2 2)° z 1 I d? z
—= — ]l1Im _— — B — = — _— =
oo\ dz2 |V Y (- 2)3 o103\ dz2 (2 + 1)
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VAN RT G P N [ Ch Dkl R
2252 |d22(2+1) ) 2252 \dz | (2+1)2 B

1 i d 1 1 i 2 1

= — I1m _— B — = — —_— = ——

2252 | dz [ (2+1)2 2252 (2+1)3 27
[]

Para encontrar el residuo de una funcién en una singularidad esencial zy, no se cuenta, la-
mentablemente, con ninguna férmula, se debe encontrar el desarrollo de Laurent convergente
en la corona 0 < |z — 20| < R (R puede ser infinito), como resolvieron en la actividad 5.3.3.

| Actividad 5.3.9.
Para las siguientes funciones calcular el residuo en sus polos usando las férmulas anteriores.

a) f(@zﬁ

sen(z)
3

b) g(z) = Ayuda: utilice la regla de L” Hopital. ]

(z —m)

Teorema de los residuos

Teorema 5.3.10. Teorema de los residuos

Sea C una curva cerrada, simple, suave o suave a trozos y recorrida en sentido antihorario
Sea f(z) una funcion analitica sobre C' y en su interior, salvo en un ndmero finito de
puntos singulares z1, 22, ..., 2n,_interiores a C'. Entonces:

jq{ f(2)dz = 2mi Zn: Res,, f(z)
C i=1

Demostracion Se va a considerar a cada punto singular z;, 7 = 1, ..., n como el centro de una
circunferencia C; interior a C, orientada en sentido antihorario, y de radio suficientemente
pequenio de modo que dos cualesquiera de ellas sean disjuntas.

La curva C' y las circunferencias C}
forman la frontera de una regiéon D

donde f(z) es analitica.

Por corolario del Teorema de Cauchy-Goursat:
frea=>"¢ s (1)
¢ i=1 7 Ci

Por la definicién de residuo en una singularidad aislada:

?{ f(2)dz =2miRes,, f(z), i=1,..,n
C;
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Reemplazando en ():

ji f(z)dz = 2mi Z Res,, f(2)

=1

[]

Ejemplo 5.3.11. I

(:-3)
Z —_
Calculemos % N2/
o cos(z)
sentido antihorario.

dz, siendo C' el cuadrado de lados x = +2, y = 42, recorrido en

Y
3.
A
! C
) ) O) O) O) O
T T 0, T 9, 9, T U T g
-3m  -5m/2 -2 -3m/2 - m/2 0 w2 ™ 3m/2 2m 5m/2 3m I
_1.
Y _

cos(z) )3

es analitica salvo donde cos(z) =0< z = (2k + 1 5 con kE=0,£1,£2,...

f(z) =

Las unicas singularidades aisladas de f(z) que estdn dentro de C:

T s
20 = < (kZO),21:—5 (k‘zl)
C es una curva cerrada, simple, suave a trozos y recorrida en sentido antihorario, entonces,

por el Teorema de los residuos:

v
o
ji (COS(Z2)> dz = 27TiReszf(z) + 27TiR657Ef(Z)

2 2

Como demostramos en el ejemplo 5.2.14, zy = g es una singularidad evitable de f(z), por lo

cual Rest f(2) =0y 21 = —F es un polo de orden 1 de f(z).
2

Entonces

Res_zf(z) = lim [(z—i— g) f(z)} = lim

2 z——

Como al calcular el limite se tiene una forma indeterminada del tipo %, se puede aplicar la

regla de L’Hopital
res 21— tim, C2) G-, Co9)e )
9 — sen < )

5 T [cos z]/ T —senz
2 2
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Finalmente
T
(z B 5)
f{ S22 dz = 2miRest f(2) 4+ 2miRes 7 f(2) = 2mi0 + 2mi (—7) = —2(m)?%i
o cos(z) — ——

2 2

| Actividad 5.3.12. |

a) Sea C :|z| = 2, recorrida en sentido antihorario. Calcule

z
ﬁ) T

b) Sea C': |z| = 2, recorrida en sentido antihorario. Calcule

f

c¢) Sea C'la frontera del cuadrado de lados © = 45, y = £5, recorrida en sentido antihorario.

Calcule A )
f {23(:05 <> + ] dz
c z zsen(z)

d) Sea C': |z — 2| = 3, recorrida en sentido antihorario. Calcule

7{1 (2 —2)° cosh <(Z _32)2> + Sen(ﬂ;> dz

sen (2249 21
( ) + ! dz
22 425 29 — 324

ez —1

5.4. Resolucién de integrales reales

Una aplicacién muy importante del teorema de los residuos es la resolucién de integrales
reales. Consideraremos los siguientes casos.

Integrales de funciones racionales de senos y cosenos

2m
Consideraremos integrales reales de la forma F (sen t,cos t)dt, donde F (sen t,cos t) es,

0
en general, una funcion racional de sen t, de cos t o de ambas, es decir un cociente de polino-
mios de sen t o cos t, cuyo denominador no se anula para ningin valor de ¢ entre 0 y 27.

Mediante el cambio de variables z = e”, con 0 <t < 27, la intregral real se transforma en

una integral en el plano complejo a lo largo de una circuenferencia C' de radio 1, ya que el
|z| = 1y al variar t entre 0 y 27 describimos la circunferencia completa en sentido antihorario:

2z =¢lt 0<t<27

dz = ie'tdt = izdt — dt = @
12

. ezt _ e—zt 5 — Z—l
sen t = - = ;
21 21
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. et 4 e 24271
cost = =
2 2

2m _ -1 —1 d
/ F(sent,cost)dt:?{ F(Z z ,Z+z >z
0 ‘lel 21 2 12

Como la curva C es cerrada, simple y suave y se recorre en sentido antihoario y el denomi-
z—z 1 24271 ) , )
nador de F TR > no se anula sobre la curva C, F tendrd un nimero finito
i
de singularidades aisladas interiores a C, por lo tanto se podra resolver la integral compleja
mediante la aplicacién del Teorema de los residuos.

luego

Este método también vale si ty <t < tg+2m, es decir, para cualquier intervalo de longitud 2,
pues mediante el cambio de variables z = e’? se obiene una circunferencia de radio 1 recorrida
en sentido antihorario.

‘ Ejemplo 5.4.1. {

27
Calcular: / # dt
o 9—3sent

Haciendo el cambio de variables

z=¢€t 0<t<2rm

. dz
dz = ie'tdt = izdt — dt = —
12
et _ =it 5 -1 52 1
sent = = =
21 24 21z

Luego

21z

/2” 1 dt_j{ 1 dz_j{ 2iz dz
o H5—3sent |2|=1 [5_?)(221)] iz |2|=1 [10iz—3(22—1)} iz

2
:% 5 - dz
2j=1 (=327 + 10iz + 3)
Las rafces de —322 + 10iz + 3 = 0 son: z; = % y 29 = 3.

La raiz zo = 3i se descarta porque esta ubicada fuera de la circunferencia C : |z| = 1.
2 2

Sea f(z) = 3 = = . .
(=322 + 10iz + 3) _3(2_3)(2_32,>

i
Por el Teorema de caracterizacién de polos, z1 = 3 es un polo de orden 1 de f(z) pues la
1

(z_;)
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en z; = % y h( %) = —% # (. Entonces, aplicando el Teorema de los residuos:
2 1 9
— dt= dz = 2miRes ;
/0 5—3sent j{z|=1 1 . ® m eszf(z)
-3(z— 3 (z — 3i) 3
Calculamos
] 2 2 ]
R =1 - - =1 =—-
eszf(z) i <z 3> > (z - z> _— . — 2 T
3 Z— § 3 z— =
Entonces

21 .
1
/ - gt=omi( 1) =T
o D—3sent 4 2

Observemos que el resultado obtenido es un ntmero real, recordemos que la integral que re-
solvimos pasando a la variable compleja, es una integral real.

| Actividad 5.4.2.

Calcular:

T 1
—dt
2) /0 5+ 3cost

T gen®t
b ——dt
)/Tr5—4cost L

Integrales impropias de funciones racionales

o
Una integral impropia de la forma / f(z)dz, donde f(z) es continua para todo x real, se
—0oQ

0 b
dice que es convergente si existen los limites 1im f(x)dx y lim f(x)dzx y, el valor al
a——o0 J, b—oo Jo
que converge es
00 0 b
/ f(x)dx = lim f(z)dx + lim f(x)dx
— 00 a b—oo 0

a——0o0

—0 — a 0 b— o0

Si la integral impropia es convergente, en lugar de calcular cada limite por separado, se puede
calcular:

/_Zf(x)dx: lim /_};f(:r)dm

R—o00

Este limite se denomina valor principal de Cauchy de la integral impropia y se indica

R—o0

vp/: f@)dz = 1im /_I;f(x)dx
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—-R 0 R — o0

Si la integral impropia es convergente, su valor coincide con el valor principal. Sin embargo,
puede existir el valor principal y la integral impropia ser divergente.

b 21b
x
Por ejemplo, si f(x) = z, entonces lim xdxr = lim [] = +00, por lo tanto la integral
b—oo Jo b—oo 0

impropia es divergente.

R 21R
Mientras que su valor principal existe: lim rdr = lim |— = lim 0=0.
R—oo J_R R—o0 _R

Consideraremos el siguiente lema:

Lema 5.4.3. Sea f(z) = M una funcion racional. Si se verifican

q(2)
i) q(z) no tiene ceros en el eje real
i1) p(z) y q(z) no tiene factores comunes
i11) el grado de q(z) es por lo menos dos unidades mayor que el grado de p(z)

entonces

a) existen M, R > 0 tales que |f(z)| = ‘252

(o)
b) la integral impropia / f(x)dx es convergente.
—0o0

< % si |z| > R.
|2|*

Bajo las hipotesis de este lema se podra calcular la integral impropia hallando su valor prin-
cipal.

Teorema 5.4.4. Sea f(z) = pEZ; una funcion racional. Si se verifican
q(z
i) q(z) no tiene ceros en el eje real
it) p(2) y q(z) no tiene factores comunes
ii1) el grado de q(z) es por lo menos dos unidades mayor que el grado de p(z)

entonces
00 n
/ f(z)dx = 2mi Z Res,, f(z)
% k=1
Im(zk)>0
Demostracion

La funcién racional f(z) tiene un nimero finito de puntos singulares, los ceros de ¢(z), nin-

guno de ellos sobre el eje real (por i), que resultan ser polos de f(z) porque p(z) y ¢(z) no
tienen ceros en comun (por ii).

Sea C' = [-R, R] U CR, unién del segmento [—R, R] del eje = y la semicircunferencia superior
Cgr de radio R, como se muestra en la figura.
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Elegimos R suficientemente grande de modo que C' encierre al nimero finito de polos zx, con
k=1,..,n,de f(z) situados en el semiplano superior ( Im (z;) > 0) y ademds que se satisfaga
la desigualdad a) del lema 5.4.3.

-R R 7

z . .

Calculamos % pgidz mediante el Teorema de los residuos ya que se cumplen todas sus
c 9\z

hipétesis: C' es cerrada, simple, suave a trozos y recorrida en sentido antihorario; f(z) es

analitica sobre C'y su interior, salvo en un nimero finito de polos. Luego

fcp(Z)dZ:/Rp(x)dx+/c Zggd — 2mi Z Res, f(2)

q(z) —r q(z)
Im(zk)>0

Despejamos

 p(z) p(2)
/Rq($)dx—2m Z Res,, f(z) — / —dz

cr 4(2)
Im(zk)>0

Tomamos el limite cuando R tiende a infinito:

 [F p() S B p(2)
fon [ Ryt 3 Resafte) - i [ S5 i

Im(zk)>0
Probaremos que el lim Mdz =0.
R—o0 Jp, q(z)

Parametrizando la curva Cg : 2(t) = Re® con 0 < t < 7, dz = iRe''dt.

Por el lema anterior, si |z| > R:

r1=|25] <

Por lo tanto, por la propiedad de acotamiento:

<M M
B

0<

p(2) ‘ M M M~
—dz - longitud (C — 7R =—
| D] < g tonsina ) =

Tomando el limite cuando R tiende a infinito y utilizando el teorema de intercalacién (o del
sandwich) para limites:

0 < lim
R—o

/ wd '< lim @:0
cp 4(2) R—o0o R
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Por lo tanto lim Mdz

R—oo Jor. q(2)
Volviendo a (t):

=0.

vp/ f(x)dx = 2mi Z Res,, f(2)
Im?z:k%>0

Bajo las condiciones impuestas a f(z), por el lema 5.4.3 la integral impropia es convergente,
por lo cual su valor coincide con el valor principal. Entonces

/00 f(x)dx = 2mi Z Res., f(z)
e k=1

Im(z;)>0

‘ Ejemplo 5.4.5.

w
|
Calcular / T i

oo (22 = 22 4 2)?
Sea f(z) = m Los ceros del denominador son: 21 =1+, 20 =1—1

z
(2= (1+1)*(z— (1 —9)?
Se cumplen las condiciones del Lema 2 pues f(z) no tiene polos en el eje real, los ceros del

numerador son dintintos a los del numerador y el grado del denominador (4) es mayor en tres
unidades que el del numerador (1).

Entonces podemos escribir f(z) =

El polo que estd en el semiplano complejo superior es z; = 1 4 ¢. Por el Teorema de ca-

racterizacion de polos z; = 1 4+ ¢ es un polo de orden 2, ya que podemos escribir a f(z)
1 z
como f(z) = —————5h(z), donde h(z) = —————— es analiticaen 2y = 1 +iy
(z = (1+1)) (z—(1—1))

1 1

Entonces

/ m dr = 27TiR€Sl+if(Z)

Calculamos
1

if(2) = —— lim i = v ? - -
Res14if(2) (2_1)!Z1_)1+2.{dz [( (1+1)) (z—(1+i))2 (2 — (1—1'))2]}

— lim {d [ZH_ lm (z—(1—i)—22(:—(1—4) 1.

dz (= (1 —9)p]J o1 (== (1= )" N

z—1+1

Finalmente - X
T T

— _dr=2miRes1;f(z) =21 —=1| = =

/_oo (22 — 2z + 2)° 14if(2) < 4 > 2

| Actividad 5.4.6.

Calcular:
o

)/ v’ d b) /OO L 4
a X —— ax
o (22+4)%(2249)° o 1
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Actividades complementarias

\
\
6 4 > z+31
1) Dada f(z) = — —
) /z) (z+30)°  (z+30)° z+3z Z 3—2i)"

n=1
a) Pruebe que z, = —3i es una singularidad aislada de f(z) y clasifiquela.
b) Hallar el residuo de f(z) en zp = —3i.

7 3 5 . gntl

- + ~ + — 7
(z—2i)° (-2 (¢—20) “=(z—2)"
(Puede afirmar que z, = 2i es una singularidad aislada de f(z), clasificarla y hallar el

Resaif(2)?

3) Dadas las siguientes funciones f(z), mediante un desarrollo en serie adecuado, clasifique
la singularidad aislada zp y halle el Res;,f(z). Indique la regién de convergencia de la
serie encontrada.

2) Dada f(z) =

Ln(2 + 2) . z 42 :
)G = T =Y VG = iy *~ 7%
) ) = e () = (=~ 20) senh | 2
c) f(z)= = (z — 2i)° sen zo = 2i
22(z+2mi) (2 + 2mi)t : ? z—2i 0
zZ0 — —2m
e? 2 2z —4 2
=— - — =0 f =<+ — =0
I =5- 5 A )10 = a1y %
3
4) S -
) Sea f(2) = 22+ 22
a) Halle su desarrollo en serie de Laurent alrededor de zg = —2 de modo que converja
en z1 = 8i. Indique la regién de convergencia.
b) El desarrollo encontrado, jle permite clasificar la singularidad aislada zyp = =2y

hallar el Res_of(2)?

5) Sea C : |z| = 3, recorrida en sentido antihorario. Calcule

Tz
2249 +z—senh<2) N
23 — 2z o (T2
¢ cosh® (75

6) Sea C'la frontera del cuadrado de lados x = +4, y = 44, recorrida en sentido antihorario.
Calcule

2
7{ (2 + 3i)5eGr30? 4
C

7) Sea C : |z — 2| = 2, recorrida en sentido antihorario. Calcule

f 736? <%) dz
deE
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8) Sea C : |z — 3| = 2, recorrida en sentido antihorario. Empleando el Teorema de los

residuos muestre que:
z
Ln (7)
jé — M/ 4z = 27iln(2)
¢ (

z—4)Ln (g)

2m 00
cos 2t T
9) Calcular: a / —dt b /
) ) o0 D+4dcost ) —o (x2—6x—|—25)2
o9 132
c) /_Oo C;:(jai) dxr Ayuda: calcular por residuos fg 2 dz, C = CrU|—R, R|

donde Cg : |z| = R,Im(z) > 0, con R > 1, luego usar el ejemplo 3.3.5b. ]

5.5. Actividades resueltas
Actividad 5.1.6

2%+ 3 sen(z)
(25— 32) (Ln(z) + im)

a) f(z) =
Estudiemos el dominio de analiticidad de f (z) :

= ¢l numerador es una funcién analitica en C porque es suma y producto de analiticas:
2* es polinémica en C

3 sen(z) es analitica en C

» el denominador es una funcién analitica en C — {z : Im(z) = 0 A Re(z) < 0} debido a
que es producto de funciones analiticas:
2% — 32 es polinémica en C
Ln(z) +im es analitica en C — {z : Im(z) = 0 A Re(z) < 0} porque Ln(z) es analitica en
C —{z:Im(z) = 0ARe(z) <0} y ademas im es una constante.

Por tanto f(z) es analitica en C — {z : Im(2) = 0 A Re(z) < 0} excepto en los ceros del deno-
minador de f (z). Procedemos a calcular los ceros del denominador:

0+2kw)

2 —-32=0& 2°=32=32"0 & 2z, = V32=7/32 .el( *k=0,1,2,3,4

i2k7

&z =2 ° k=0,1,2,3,4

Ademss
In(z)+ir=0 < Ln(z)=—inr < In|z|+iArg(z) = —ir
< Inlz|=0 A Arg(z) =—n
como Arg(z) = —n es imposible porque Arg (z) € (—, ], deducimos que Ln(z) + im nunca

se anula. Entonces el dominio de analiticidad de f (z) es:
2k
Da(f)=C~— ({z :Im(z) = 0 ARe(z) < 0} U {26 k= 0,1,2,3,4})
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Singularidades:

z / Im(z) = 0 A Re(z) < 0 no son aisladas pues para cada uno de estos z,
todo entorno reducido de z contiene puntos donde f no es analitica.

2k7

zk=2e ° (k=0,1,2,3,4) todas son aisladas pues f es analitica

en un entorno reducido de cada una de ellas.

cos? (23 + 8)
sen (32) + /2

Estudiemos el dominio de analiticidad de g (2) :

b) g(z) =

= ¢l numerador es una funcién analitica en C debido a que es composicién de analiticas:
23 4+ 8 es polinémica y por tanto analitica en C
cos(z) es analitica en C

= ¢l denominador es una funcién analitica en C por ser suma de funciones analiticas:
sen (3z) es analitica en C
V2 es una constante y por tanto analitica en C

Por tanto g(z) es analitica en C salvo en los ceros del denominador de g (z).
Calculamos los ceros del denominador:

3z —i3z

sen(3z)+\/§=0<:>%+\@=0<:>

o 37 o032 9 /0 () i 032 (€i3z _mise 2\/§z) — 0o
(€)% +2v2i () =1 =0

Esta tltima es una ecuacién cuadrética si consideramos w = €%3%. Es decir :

W 2V2iw—1=0

A= (2\/51')2 4l(-1)=-8+4=—4

_9V2i £ /Zd —2/2i + 2
w= ‘[22 - f; oY

Entonces obtenemos las siguientes raices:
wy = (1 _ \fz) i wQ:(—l _ ﬂ)i

Considerando w = €™ con w; y ws obtenemos los z que anulan el denominador de g (2):
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ei?’zzwl:(l—\/i)i eisz:w2:(_1_\@)i
3iz € In ((1—v2)1i) 3iz € In((—1 —V2) 1)
3iz:ln|(1—\/§)i|+ia7‘g((1—\/§)i) 3iz:1n‘(—1—ﬁ)i}—i—iarg((—l—ﬂ)i)
considerando que (1 - \/5) <0 considerando que (—1 — \@) <0
Jiz=In(vV2—1)+i (-5 +2k7) ,keZ Jiz=In(V2+1)+i (-5 +2km) , keZ
o= (-F+2) - 1lln(vV2-1)i,keZ = (-F+2) - 1lln(vV2-1)i, keZ

Por lo tanto:
Da(9g)=C—{z:keZ}U{z: k€Z})

Singularidades: z;, , 2 , k€ Z
Todas son aisladas pues g es analitica en un entorno reducido de cada una de ellas..

22

C) h(Z):LH(Z—F?))‘i‘m

Estudiemos el dominio de analiticidad de h (2) :

2

I z <2 -
» el término ——— es funcién analitica en C excepto donde se anula senh (z):
senh (2)
2

z* es polinémica y por tanto analitica en C
senh(z) es analitica en C

» el término Ln (z + 3) es composicién de funciones donde:
(z + 3) es polinémica y por tanto analitica en C
Ln (z + 3) es analitica en C — {z : Im(z) = 0 A Re(z) < —3}, veamos por qué:

Siz=z+iyez+3=(r+iy)+3=(x+3) +iy
Im(z+3)=0ARe(2+3) <0< y=0 A 2+3<0
Sy=0A < -3
< Im(z) =0ARe(z) < -3
Los ceros de senh (2):

e” —e€

senh(z) =0 & T:O S f—ef=0e(F—e7)=0

(¥ -1)=0ee*=12=n(l) e 2z€h|l|+iarg(l) &
<22=i(0+2kn), k€eZez=ikn, ke’

Luego:
Do(h)=C—({z:Im(2) =0ARe(z) < -3} U{ikrm : k € Z})

pues alli h es cociente de funciones analiticas con denominador no nulo.
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Singularidades:

z tales que Im(z) = 0 ARe(z) < —3 no son aisladas pues en cada entorno reducido de cada
z hay puntos donde h es analitica y puntos donde no lo es.

z = tkm k € Z  todas son aisladas pues h es analitica en un entorno reducido de cada una
de ellas.

4
16
d) t(z) = 216
sen (m/z)
Estudiemos el dominio de analiticidad de ¢ (z) :
= 2% 4+ 16 es polinémica y por tanto analitica en C

= el término sen (7/2):
7/z es analitica en C — {0} por ser racional con denominador no nulo para esos valores
de z.
sen (7/2) es analitica en C — {0} por ser composicién de funciones analiticas.

Entonces, ¢ (z) serd analitica en C — {0} excepto en los ceros del denominador:
us 1
sen(r/2)=0& —=kn, k€l & zk:%,kEZ,k#O
z
Luego:

DA(t):c-({()}u{llC : keZ,k#O})
A Im(2)

entorno de z=0
(por pequefio que sea su radio)

entorno de -1/2 /
RENCEEN \ - V- I RSV 1
I 3 M ) Y [ M ~\
——————HHH e
Y I ~ - Z

-1/4 / &\1/4
A\ -1/5 15

entorno de -1 -1/6 1/6 entorno de 1/2

\4

Singularidades:

ZE = % , k € Z ,k # 0 son aisladas pues t es analitica en un entorno reducido de cada una de
ellas.

z = 0 no es aislada pues en todo entorno reducido de z = 0 hay infinitas singularidades z; = %
(basta elegir |k| suficientemente grande)
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Actividad 5.2.7

z 4104
a) f(z) 2100 O 01
Como:
fo) = ZH100 (2 +104)
Z) = =
224100 (z+104) (z — 104)
Entonces
Da(t) =C — {104, 104}
Singularidades: zg = —107 y 213 = 104 (son aisladas)

Si operamos algebraicamente obtenemos:

2+ 104 (2 +101) 1
224100 (2+107) (2 —103) (2 —104)
1 1
_ 1 _ 200 _ 20
(= +107) — 204 Z+10i NE
1- 1 107) —
501 + (24 1014) 50
Es la suma de una serie geométrica con r = — (z + 104) >

20
converge < [r| <1< |24 104 < 20

S - n X n41/_1\n
f(z)zzmli[—(z—i—l()i);()] - Zmiﬂl)
n=0 =

(z+100)" si 0 < |2+ 104] < 20

El gréfico nos muestra la region de convergencia del desarrollo. Este desarrollo de Laurent nos
permite clasificar zg, dado que la parte principal tiene todos sus términos nulos

b, =0,Vn>1
entonces zp = —1014 es una singularidad evitable de f (z).
Im(z) .
Iz_1=1 Oi
s 4 R \ ‘
< £ 5 >
, A
’ . Re(z)
1 )
1 )
1 ]
[ ] | ]
1 )( —_ 1
\ z,=-10i !
1 L]
\ ’
A} ’
A ,
A 4
A ,
. 4
- N \ / /; ’
N .=~ Desarrollo en serie de Laurent
T convergente en el anillo:
0<|z+10(<20=R =z, - z)|
v
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Observacion.
Si tomamos el limite de f (2):

lim f(z) = lim —— = - eC

ol a0 2 — 100 20

Entonces, en un entorno reducido de zg, la funcién f coincide con g dada por:

1
g9(z) = 107 (analitica en zg)
z+10¢
b) f(2) 21100 2@ 01
Como:
104 104 1
foy= 2200 (4100 si 0<|z—10i] <20

224100 (2+104) (2 — 104) (2 — 104)

El dltimo término es el desarrollo de Laurent que representa a f en el entorno reducido. Vemos
que consta de un dnico término (que es su parte principal):

by =1

bp,=0,YVn>2

Entonces, zp = 107 es un polo de f(z) de orden k = 1.

) 1)
1 “ ]
! vZ,= 10i '
[] N\ ]
1 ]
1 1]
A ’
\ R J
A ’,
< >
4
N ." Re(2)
. ’
. ’ )
h e * Desarrollo en serie de Laurent
i Yo -=" convergente en el anillo:

0<|z-10i< 20=R =z, - z}

c) h(z) = 523’ , 20=0
Su dominio de analicidad es:
Dy(h)=C—-{0} = R=x
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Im(z)

A

()

N/
4

Re(2)

Desarrollo en serie de Laurent
converge en el anillo (no acotado):

&
<

0<\z|<oo

Queremos expresar h (z) como serie de potencias de z.

» 523 si |2| < oo ya estd expresada en potencias de z

2
® €z USaImos:

— 1
e“’:Z—'w" st jw| < o0
— nl

Reemplazando w = 2/z :

1 /2\" 2" 1
2/z _ I _ Z &
e _Zn!<z> _Zn!z" si 0<|z] < o0
n=0 n=0
Entonces:
Z37n
fe') n 3 [e'e]
1 /2 2.5 1 2.5 1
_r,3 i e — i
h(z) =5z Zn! <z> = py zn—3+ Z R 0<z] <0
n=0 n=0 n=4
—_———
parte principal
Como vemos estudiando la parte principal:
— 2".5 1
Z n! 2n—3
bn73 7& 0
Vn>4

posee infinitos términos no nulos, por lo tanto zp = 0 es singularidad esencial de h(z).

16 1
V= oy !

Su dominio de analicidad es:

Da(t)=C—-{0,4}
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Im(z)

A
A€
S
v

0 [, z=4 + Re(@

X ’
.
. Al
§~ A
= - - _'

Desarrollo en serie de Laurent
convergente en la corona:
0<|z-z,|<4

v

Queremos expresar ¢ (z) como serie de potencias alrededor de zy = 4:

1 16 1
e Py
———— ————

no setoca! mno setocal

1
Faltarfa desarrollar la funcién — alrededor de zp = 4 . Podemos plantear un desarrollo de
z

Taylor centrado en zy = 4 convergente en |z — 4| < 4. ;Cémo lo obtenemos? Tenemos algunas
alternativas:

= Opcién 1: Hallando por definicién la serie de Taylor, dado que en este caso f (”)(z) es
facil de calcular para n genérico.

= Opcién 2: Aplicar el teorema de unicidad.

Usaremos la tltima opcién. Centramos en zg = 4:

1 1 1/4 = 1 TS ()"
z (z—-4)+4 {z4 Z4< )> :Z(4n+)1 (z—4)"
es una serie geométrica con a = 1/4 y r = — (2%). Converge < |r| < 1 & |z — 4] < 4.

Derivando término a término :

1 1\ X n(-1)" o
_z2:<z> :ZW(Z—ZI)nlﬁ |z —4| <4
n=1

Entonces : .
R . D _
2:271(47131(2—4)" Lsi|z—4] <4
o n=1
Luego :
16 o= n(-1)"" 1 1
t(z) = 2—4)" - ———— si0<|z—-4] <4
T P
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Reordenando obtenemos :

o0
:Z”(4n_)1 (z—4)" ™ — s si0<|z—4] <4
n=1 (Z
16 42 1

Donde usamos el hecho que A = el = T

Para encontrar el coeficiente bs, considerando que (n —4) = —3 < n = 1, separamos el primer
término de la sumatoria:

n+1 1

t(z) = +Z (z—4) o —— =

n+1
72 (z—4)"" si0<|z—4] <4

La parte principal de este desarrollo en serie de Laurent es:

3 n+1
n(-1) n—4 1 2 1
4 - T (y— 2y
Como )
b2 - —5 # O
b, =0,Vn > 2

deducimos que zp = 4 es un polo de orden k = 2 de t(z).
Actividad 5.2.11

a) fi(z) tiene un polo de orden p en zy y f2(2) tiene un polo de orden ¢ en zp, siendo ¢ < p.
Por el teorema de caracterizacion de polos escribamos a las funciones de la siguiente manera:

_ 9 oo 92(2)
hiz) = (z—2z20)P falz) = (z—20)1
donde g;(#) es analitica en zg y ¢i(20) # 0 con i = 1, 2.
i
1) = () = 2O

donde el numerador g;(z)g2(z) cumple las condiciones de analiticidad y ser no nula en
20 (ya que cada g;(z) las cumple). Por lo tanto f(z) tiene un polo de orden p + g en zy.

ii) Puesto que p > ¢:

91(2) + (2 — 20)P " 92(2)
(z = 20)P

f(2) = fi(2) + fa(2) =

)

donde nuevamente se tiene que el numerador es analitico y no nulo en zy. Por lo tanto
f(2) tiene un polo de orden p en zj.
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_ PG
G = (== =)

~—

p—q92(2

f(2) iz

puesto que p > q¢ = p—q > 0y que g1(20) # 0, zlirglo f(z) = 0. Como el limite existe

i

~—

entonces f tiene una singularidad evitable en z.

fi(2) h(z)
z = = )
M= 56~ ap
donde hemos definido h(z) = glgz;, la cual es analitica y no nula en zy. Puesto que
g2(%

p>q=p—q>0, f(z) tiene un polo en zy de orden p — q.

sin(z — ) 4 cos(z — 7)

f(z) = (z —3m)*

El dominio de analiticidad es C — {37}. La tnica singularidad 3 es aislada.

Podemos escribir f(z) = (h(;))4 donde h(z) = sin(z — 7) + cos(z — m) es analitica y
z =37

no nula en z = 3x. Por el teorema de caracterizaciéon de polos la funcién tiene un polo
de orden 4 en z = 3.

z42
22 4+ 25)3(z + 51)
Da(g) =C—{0,-5¢,5¢}. Cada una de las singularidade son aisladas.

9(z) = )

h 2

hiz) con h(z) = c — la cual es analiti-
25 (22 +25)3(z + 57)

ca y no nula en z = 0. Por el teorema de caracterizacion de polos la funcién tiene un

polo de orden 5 en z = 0.

En z = 0, podemos escribir g(z) =

h(z) z+42
———— con h(z) = ———— la cual es analitica
(z — 5i)3 (2) 2%(z + 5i)?
y no nula en z = 5i. Por el teorema de caracterizacion de polos la funcién tiene un polo

de orden 3 en z = bi.

En z = 5i, podemos escribir g(z) =

. . h(z) z+2
En z = —5i, podemos escribir g(z) = Gt con h(z) = F 57 la cual es
analitica y no nula en z = —5i. Por el teorema de caracterizacion de polos la funcién
tiene un polo de orden 4 en z = —5i.

Actividad 5.2.15

22 4 2iz

a) f(z):m

La funcién f(z) es un cociente de funciones analiticas por ser polindmicas. Por lo tanto f(z)
serd analitica en todo C salvo donde se anula el denominador:

i(042km)

A -16=0=2'=16<2=V16e k=0,1,2,3
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S 20=2 21 =21 20=—-2 z3=—-21

Asi, tenemos que el dominio de analiticidad de f(z) es Da(f) =C —{-2,2,2i, —2i}.

Por lo tanto, tiene singularidades aisladas en 2y = 2 21 = 2¢ 29 = —2 23 = —21, las cuales
podemos clasificar aplicando el teorema de clasificacién de singularidades de cociente de fun-
ciones analiticas (teorema 5.2.12). Para hallar los 6rdenes de los ceros requeridos utilizamos
su definicién o el teorema de caracterizacién de ceros.

Las funciones N(z) = 22 4 2iz y D(z) = (2* — 16)? son analiticas en C por ser polinémicas y
7() = N(2)/D(2).

Anilisis de la singularidad zg = 2:

N(z) = 22 + 2iz tiene en zg = 2 un cero de orden p = 0 pues N(2) =4 +4i #0

D(z) = (2* — 16)? tiene un cero de orden ¢ = 2 pues D(2) = 0, D'(z) = 2(z* — 16)(423) y
D'(2) =0, D"(z) = 242%(2* — 16) + (823)(423) y D'(2) = 2048 # 0

Como p =0 < g = 2, por el teorema 5.2.12, zp = 2 es un polo de orden g—p = 2—0 = 2 de f(z2).

Anélisis de la singularidad z; = 2i:

N(z) = 22 + 2iz tiene en z; = 2i un cero de orden p = 0 pues N(2i) = —8 # 0

D(z) = (2* — 16)% = (2% — 4)?(z + 20)*(z — 2i)? con h(z) analitica en z; = 2i y h(2i) # 0,
h(z)

con lo cual por el teorema de caracterizacién de ceros D(z) tiene en z; = 2i un cero de orden

q=2.

Como p =0 < g =2, por el teorema 5.2.12, z; = 2i es un polo de orden g —p=2—-0=2 de

£(2).

Anélisis de la singularidad zo = —2

N(z) = 22 + 2iz tiene en 23 = —2 un cero de orden p = 0 pues N(—2) =4 — 4i # 0

D(z2) = (2* = 16)%? = (22 + 4)*(z — 2)?(2 + 2)? con h(z) analitica en zp = —2 y h(—2) # 0, con
h(z)

lo cual por el teorema de caracterizaciéon de ceros D(z) tiene en z3 = —2 un cero de orden

q=2.

Como p =0 < g = 2, por el teorema 5.2.12, zo = —2 es un polo de orden ¢ —p =2 —0 =2

de f(2).

Analisis de la singularidad z3 = —24

N(z) = 2% + 2iz tiene en z3 = —2i un cero de orden p = 1 pues N(—2i) = —4 + 4 = 0,

N'(z) =22+2iy N (=2i) = —4i+2i #0

D(2) = (2* —16)% = (2% — 4)*(2 — 2i)*(2 + 24)? con h(z) analitica en z3 = —2i y h(—2i) # 0,
h(z)

con lo cual por el teorema de caracterizacién de ceros D(z) tiene en z3 = —2i un cero de

orden g = 2.

Como p =1 < g =2, por el Teorema 5.2.12, 23 = —2i esun polode orden ¢ —p=2—-1=1

de f(z).

z—1Z
b) g() = L

1

2

En este caso N(z) = z —i7 es analitica en C por ser polinémica y D(z) = e** —i es analitica
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en C por ser una resta de funciones analiticas (i es constante y €2 es una composicién de
funciones analiticas, con lo cual también es analitica).

Entonces, como la funcién g(z) es un cociente de funciones analiticas, serd analitica en todo
C salvo donde se anula el denominador:

¥ —i=0se¥=ie2zcn(i) & 22 =Inli| +iarg(i)

(T (T
<:>2z—z<§—|—2k7r),kEZ@z—Z(Z—I—kw),kGZ
Por lo tanto el dominio de analiticidad de g(z) es Da(g) = C — {i (§ + k) .k € Z}.

Asi, las singularidades de g(z) son z =i (% + kTr) ,k € Z las cuales son todas aisladas y pode-
mos clasificar aplicando el teorema de clasificacién de singularidades de cociente de funciones
analiticas (teorema 5.2.12). Observemos que si k = 0 entonces zg = i y N(i%) = 0. Pero si
k # 0, zx no se cero de N(z). Entonces analizaremos el caso k = 0 aparte.

Como vimos anterioremente, las funciones N(z) = z —if y D(z) = e?* — i son analiticas en

Cyyg(z) = N(2)/D(2).

Andlisis de la singularidad zg = 7

N(z) =z—1i5 = _1 (2 —14%)! con h(z) analitica en zg = iZ y h(i§) =1 # 0, con lo cual
h(z)

por el teorema de caracterizacion de ceros N(z) tiene en zp = i% un cero de orden p = 1.

D(z) =e* —i 4tjene en zo = iZ un cero de orden ¢ = 1 pues D(i]) =i —i=0, D'(z) = 2¢*

y D'(iT) = 2e*% = 2i # 0

Como p = g = 1, por el teorema 5.2.12, 29 = 77 es una singularidad evitable de g(z).

Analisis de la singularidad z = i(§ + kn), k € Z — {0}

N(z) = z — i} tiene un cero de orden p = 0 en z; pues N(zx) = i(] + k7w) —if = tkm # 0
dado que k # 0.

D(z) = e* — i tiene en 2z, un cero de orden ¢ = 1 pues D(z) = 0, D'(z) = 2% y
D'(z,) = 2e¥GHk™) — 95 £

Como p =0 < g =1, por el teorema 5.2.12, z; es un polo de orden ¢ —p=1—-0=1 de g(z)
Vk € Z — {0}

(z — z%)z

senh(z) —1

c) h(z) =

En este caso N(z) = (2 —i%)? es analitica en C por ser polinémica y D(z) = senh(z) — i es
analitica en C por ser una resta de funciones analiticas (una constante y una trigonométrica).
Entonces, como la funcién h(z) es un cociente de funciones analiticas, sera analitica en todo
C salvo donde se anula el denominador:

ef—e”*

senh(z)—izO@T—izO@ez—e*Z—%:O

Sef(ef —e P =2 =04 (*)? —2i(e*) =1 =0
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w = e*
w? —2iw—1=0

2i £4/(=2i)2 —4(-1) 2i++/—4+4
w = = =1
2 2

=i zeln(i) e z= Inli| +iarg(i) <:>z:i(E—|—2/~c7r> keZ
~— 2
In(1)=0
El dominio de analiticidad de h(z) es Da(h) = C — {i (5 + 2kn) ,k € Z}.

Las singularidades de h(z) son z = i(§ +2k7), k € Z, las cuales son todas aisladas y podemos
clasificar aplicando el teorema de clasificacion de singularidades de cociente de funciones
analiticas (teorema 5.2.12). Observemos que si k = 0 entonces 29 = i5 y N(i3) = 0. Pero si
k # 0, z; no se cero de N(z). Entonces analizaremos el caso k = 0 aparte.

Como vimos anterioremente, las funciones N(z) = (z—i5)? y D(z) = senh(z)—i son analiticas
en Cy h(z) = N(z2)/D(z).

Andlisis de la singularidad zg = ¢

N(z) = (z —ig)2 =_1 (z —zg)
h*(2)

cual por el teorema de caracterizacién de ceros N(z) tiene en zy = i% un cero de orden p = 2.

D(z) = senh(z) —i tiene en 29 = i un cero de orden ¢ = 2 pues D(i%) = senh(if)—i =i—i =

0, D'(z) = cosh(z) y D'(i5) = cosh(i§) = 0, D"(z) = senh(z) y D"(i}) = senh(i§) =i # 0

Como p = g = 2, por el teorema 5.2.12, 29 = i% es una singularidad evitable de h(z).

.
5.
2 con h*(z) analitica en 29 = i5 y h*(i5) =1 #0, con lo

Analisis de la singularidad z = i(5 + 2k7), k € Z — {0}
N(z) = (z — i%Z)? tiene un cero de orden p = 0 en 2 pues N(z) = (i(5 + 2km) — i3)? =
(i2k7)? = —4k*7% # 0 dado que k # 0.

. . ei(%-ﬁ-?kﬂ') o e—i(g-’-?k‘w) . i— (—'L) . .
D(z) = senh(i(5+2km))—i = ) == 0, D'(z) = cosh(z) y
/ T ei(g+2kﬂ—) + e—i(g+2k7‘() =1 " "
D' (z,) = cosh(z(§+2k:7r)) = 5 == 0, D"(z) =senh(z)y D"(z) =

senh(i(§ 4 2km)) = i # 0. Vemos que D(z) = senh(z) —i tiene en zj, = i(§ +2k7), k € Z—{0}
un cero de orden ¢ = 2

Como p =0 < g =2, por el teorema 5.2.12, z; es un polo de orden ¢ —p =2 — 0 = 2 de h(z)
Vk € Z — {0}

(2 + 3i)z2
(22 +2zi + 3)(z — 1)?

d) t(z) =

La funcién ¢(z) es un cociente de funciones analiticas por ser polinémicas. Por lo tanto es
analitica en todo C salvo donde se anula el denominador:

(22 +22i+3)(z—i)> =0

Para el caso en que (z —i)? = 0 tenemos z = i.

Por otro lado, tenemos que (2% + 2zi + 3) = 0 ocurre para:

2020212 24412  —2i+4i

— 5 5 Sz =—-3t V z9=1
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Asi, tenemos que el dominio de analiticidad de t(z) es Da(t) = C — {—3i,i}.

Por lo tanto, t(z) tiene singularidades aisladas en z; = —3i y 29 = i, las cuales podemos clasi-
ficar mediante el teorema de clasificacién de singularidades de cociente de funciones analiticas
(teorema 5.2.12).

Las funciones N(z) = (z + 3i)2% y D(z) = (2% +2zi + 3)(2 —9)? = (2 + 3i)(z — i)3 son
analiticas en C y t(z) = N(z)/D(z).

Anilisis de la singularidad z; = —3i
N(z) = 2% (z+ 3i)! con h(z) analitica en z; = —3i y h(—3i) = (=3i)> = =9 # 0, y por el
h(z)
teorema de caracterizacién de ceros, N(z) tiene en z; = —3i un cero de orden p = 1.
D(z) = (22 +22i+3)(2 — i) = (2 +3i)(z —4)? tiene un cero de orden ¢ = 1 en z; = —3i pues
D(z) = (z —4)3(z + 3i)! con h(z) analitica en z; = —3i y h(—3i) = (—3i —i)®> #0
——
h(z)
Como p = ¢ = 1, por el teorema 5.2.12, z; = —3i es una singularidad evitable de ¢(z).

Anélisis de la singularidad z5 = ¢
(2) = (z + 3i)2? tiene un cero de orden p = 0 en 2o = i pues N (i) = (i + 3i)i% = —4i.
(2) = (22 +22i + 3)(2 — i)? = (2 + 3i)(z — i)? tiene un cero de orden ¢ = 3 en 23 = i pues
(2) = (2 + 3i)(z — i)3 con h(z) analitica en 2o =i y h(i) = (i + 3i) = 4i # 0
~—
h(z)
Como p = 0 < g = 3, por el teorema 5.2.12, z9 = i es un polo de orden ¢g—p = 3—0 = 3 de t(2).

N
D
D

Actividad 5.3.3

a) f(z) = seriz estd definida en C — {0}. Tiene una singularidad aislada en zy = 0 porque
z

f(2) no es analitica en zy, pero lo es para todos los puntos de algin entorno reducido de zj.

El desarrollo en serie de Laurent de f(z)

converge en 0 < |z| < oo

La funcién seno es analitica en todo el plano complejo y tiene desarrollo en serie de Taylor
con radio de convergencia R = co:

o0 2n+1
_ 1\
senz = TLEZO( 1) Zrnk |z| < o0
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El desarrollo en serie de Laurent de f(z), si 0 < |z] < oc:

»2n+1 & 2n—3
sen z z
= - B R A —
I AT Z 2n @2n+1)! T;)( ) (2n+1)!
1 1 2n+1
= a3 m Z "G
<

Parte principal

Por lo tanto, f(z) tiene un polo de orden 3 en zy = 0 porque en la parte principal de su
desarrollo de Laurent, que converge en 0 < |z| < o0, b3 =1#0y b, =0 Vn >3

Para resolver el mismo problema podemos usar el teorema 5.2.12 que nos da el criterio de
clasificacién de singularidades aisladas de funciones que son cociente de funciones analiticas,
en efecto:

N(z)

= W, donde

N(z) = sen z tiene un cero de orden 1 en zp = 0, pues
N(0)=sen0=0; N'(0) =cos0=1%#0;

D(z) = z* tiene un cero de orden 4 en zy = 0, pues usando el teorema de caracterizacién
de ceros (4.5.5), como D(z) es analitica en C y se puede escribir como D(2) = (z — 0)*g(2),

donde g(z) =1 es analitica en 0 y g(0) =1 # 0.

Entonces 0 es un polo de orden 4 — 1 = 3 de f(2).

1

z —

)
b) f(z) = ze< '/ est4 definida en C — {3i}. Tiene una singularidad aislada en zy = 3i
porque f(z) no es analitica en 37, pero lo es para todos los puntos de algin entorno reducido
de 3:.

J

El desarrollo en serie de Laurent de f(z)

converge en 0 < |z — 3i| < 00

0 n
El desarrollo en serie de Taylor de e*: e* = Z w—, |lw| < oo

n!

n=0

( 1 )
n
z—3i —1( 1
= — , 0<|z—3 <
e TLZO”' <z—32) |z — 3i] < 00
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z=(2—3i)+3i, |z—3i]<o0

El desarrollo en serie de Laurent de f(z), si 0 < |z — 3i| < oc:

: >
o — 1/ o0 5 — /i—n oo P ’i_n+1 o0 - ’[:_n
f(Z)—ze< s :[(z—3i)+3i]§:¢:Z¢+Bi§:¢:

| 1 |
s n! = n! = n!
oo . o0 .
, (2‘—3@)‘”+1 = (z—30)™
=(z—3i)+1 -~ +3 3 SO
=(z i)+ +Z o + 3+ znZ:l o
-3
= (z — 3i) +1—|—Z —|—31+3ZZQ:
n=1
Entonces:
> 1 3i
f(z):(z—Bi)—Fl—l—Si—i—T;(z—?,i)"(W+m> si 0<|z—3i] < oo

Parte principal
Por lo tanto, f(z) tiene una singularidad esencial en zy = 3i ya que la parte principal de su
desarrollo de Laurent, convergente en 0 < |z — 3i| < oo tiene infinitos términos no nulos, es
decir que b, # 0 para infinitos valores de n.

Observacion: en este caso no podemos aplicar el teorema 5.2.12 para clasificar la singularidad.

Actividad 5.3.6

1) f(2) = ! - 5 + A + i (2 — 20)" es un desarrollo en serie
(z—20)*  (2—20)% (2—2i0) (n+1) (1+v3i)"
centrado en zg = 21.
= -2
Z (2 ) — es analitica en su disco de convergencia, buscamos el radio usando el
“(n+1) (1+34)

criterio del cociente:

(z—2¢)" 1!
. (n+2)((zlj2\i/)iii)n+l o | DG=20) | el o2
S s v sl e L ACR AL I Sk

entonces R = 2. Luego es analitica en B = {z : |z — 2i| < 2}

La parte principal
7 3 4

+ -
(z—20)*  (z—2i)  (2—2i0)
es analitica en A =C — {2i} = {z : |z — 2i| > 0}.

Entonces f es analitica en {z: ]|z —2i] >0} N {z: |z —2i| <2} = {2:0 < |z —2i| <2}, es
decir, existe un entorno reducido de zy = 2¢ donde la funcién es andlitica en todos sus puntos,
luego zp = 2i es una singularidad aislada de f(z).

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 281



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

Y )
q4 A LS4
P ~
z \\
3 4 31 B
1 \
1 1
20 2 i 21 2o |
1
\ ,’
1 A 11 ’
4
N ’
\\\ /’/
3 2 1 0 1 2 T 3 2 10 12 T 3 az

Para clasificarla consideramos los coeficientes de la parte principal:
by =7+# 0y b, =0 para todo n > 4, entonces zy = 2i es un polo de orden 4.

by = 4, entonces Resy; f(z) = by = 4.

2) f(z) 2 + ! 5 + 2 d 11 i trad
z) = — , —— es un desarrollo en serie centrado
(z—2i)°  (z2—2i)* (¢—20) “=(z—2)"
en zg = 2i.
2 1 3 » . .
G2y + ) T es analitica en C — {2i} = {z : |(z — 2i)| > 0} = A.
o0 on+3 9
—— es una serie geométrica con a = 8 y razén r = ———, converge si y solo si
= (z — 2i) z—4i

z—2i
Por lo tanto f es analitica en {z: |z —2i| >0} N {z: ]z —2i| > 2} ={z:2 < |z — 2i| < o0}.
Podemos afirmar que zp = 2i ni siquiera es una singularidad de f(z) pues no verifica que todo
entorno reducido contiene por lo menos algiun punto donde f sea analitica (los entornos con
radio menor que 2 no cumplen la condicién). Asi que carece de sentido clasificar y hablar de

residuo en zg = 2i.

‘ < 1, luego es analitica en {z : |(z — 2i)| > 2} = B.

Y Y
q A ot
// SN
3 / 3] N
1 \
1 1
20 2 ] 20 2o |
\ A
1 ‘\\ 1 //
3 2 1 0 1 2 g5 3 2 1\ 0 1 2 X
3)
sen(z) 3 2
a) f(z) = - —=+-, 2=0.
26 22z

Su dominio de analiticidad estd dado por: Daf = C — {0} y sus singularidades se
encuentran en zp = 0 (de tipo aisladas). Hallamos entonces el desarrollo en serie de
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Laurent, centrado en zp y convergente en el entorno reducido 0 < |z| < co. Asf:

sen(z) 3 N 2
26 22z

L& ()" e 32
R T R

o0
1" 3 2
= E Qz%_‘:’ — =+ =, si0< [z] < o0
vt (2n+1) 22z

f(z) =

Analizamos la parte principal del desarrollo, y asi: 2n —5 <0< 2n <5< n <5/2 <
n < 2. Entonces:

EANR RTINS N R T
2 6z 1202 22 2z 25 623 22 120 2z
<~

Residuo

Finalmente, concluimos que zy = 0 es un polo de orden k =5 de f(z), ya que:

bs =1 +#0.
b, =0, Vn>5
) 241
Ademés Res. —o (f(2)) = b = 130"
) 1) = et 30 eon (2), s 3
) f(2) = (2 + 3i)° cos T13i) i
Tenemos que encontrar el desarrollo en serie alrededor de zyg = —3i. Vemos que el
dominio de analiticidad es Dgf = C — {-=3i}, por lo que la funcién solo tiene una
singularidad aislada en el punto z = —3i. Buscamos asi, el desarrollo en series de Laurent
centrado en zp = —3i que converja en el entorno reducido 0 < |z 4 3i| < co. Debido a

que el factor (z 4 3i)® ya se encuentra centrado en dicho punto, solo nos enfocaremos

2
en el desarrollo del factor ¢g(z) = cos (?) Para ello, recordamos:
z+3i

o (-1)"
cos(w) = Z w?™ si jw| < oo

= (2n)!
. 2
Si reemplazamos w = ———, obtenemos:
z+ 3
o0 2n
N D2 _
cos(2) = ;J @)l \z+3i)

n4n
—Z (z+30)72" s 0 < |2+ 3i| < c0.

Entonces,

oo

)= G+ 30 3 ﬁ;}wﬁ 30—

'rL4n
*Z (2 +3i)°72" 50 < |2 + 3i| < o0
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Analizamos la parte principal del desarrollo. Buscamos n tal que 5 — 2n < 0 < 2n >
5< n >5/2 < n > 3. Tenemos infinitos términos no nulos de potencias negativas y,
por lo tanto, zp = —3i es una singularidad de tipo esencial de f(z). Su residuo vale:

(—1)343 64 4
Reszg=—si (f(2) =biw=s) = "5 g7 = 61 = "5

sen(z) o=

c) flz) =

En este caso, debemos realizar el desarrollo en series de potencias alrededor de 7. Vemos
que la funcién f(z) tiene un denominador de la forma (z — )%, por lo que ese factor ya
se encuentra centrado. Debemos entonces centrar el numerador N(z) = sen(z). Sabemos
que:

(z —m)*’

o (=1"
- B 2n+1
senw—ziw ara |w| < oo
(w) (2n+1)! para. |u]
n=0
A continuacién, centraremos esta serie en zg = 7.

Para eso, reescribimos sen(z) = sen((z — m) + m) = —sen(z — ), donde hemos usado

que sen(«) cos(f) + cos(a) sen(f) y ahora, la serie puede ser expresada como:

—sen(z —m) = — i ﬂ(z —m)?" ! para |z — 7| < 00
Tt P

Por lo tanto:

J(2) = ——sen(z) =

= (1)

= 200 DGt =

O<|z—7r\<oon:0

X 1\yn+l
(=1) )!(Z—Tl')

o (2n+1

2n—3

que es el desarrollo de Laurent centrado en zy = m que converge en el entorno reducido
0<|z—m| < o0
Analizamos ahora la parte principal del desarrollo. Asi, 2n—3 <0< 2n <3< n < 1,5

y por lo tanto, los valores enteros de n que satisfacen esta desigualdad sonn=1yn =20
(recordar que n > 0). Si desarrollamos:

(2n + 1)!
_1)\0+1 _1\1+1
- (2(xlo)+ -7 (2(><11)+ = mT =
= —(z—m) 3+ é(z—w)_l

podemos ver que la serie tiene un nimero finito de términos no nulos y, por lo tanto,
2o = 7 es un polo de f(z) de orden k = 3, pues:

bs=—-1#0
b, =0, Vn>4

Por tltimo, Res;y—r (f(z)) =b = %.
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a) f(z) = (L”_(gi =3

El dominio de analiticidad es Daf = C — ({z :Im(z) =0ARe(z) <0} U {3}) La
funcién presenta una singularidad aislada en zp = 3 y una singularidad no aislada en
{z :Im(z) = 0 A Re(z) < 0}. Buscamos el desarrollo de Laurent centrado en zp = 3 que
converge en el entorno reducido 0 < |z — 3| < 3. Para ello, vemos que el denominador
ya se encuentra centrado en zg y procedemos con el desarrollo del Ln(z) (comenzamos

por desarrollar su derivada):

1 1 B
z (2-3)+3
_ Y3
=1 253 =
HEICS))
n:03 3
o0
_1)n
22(3n+)1 (z—=3)" si|z—3|<3
n=0
Integrando término a término:
71 = (-D" 1
/3 e’ 22(3n+)1 n+1(z—3)”+1 siz—3]<3
n=0
Ln(z) — Ln(3)

Por lo tanto,
.- (71)’” n :
Ln(z) = Ln(3) + Z m(z —3)" sifz -3 <3
n=0

Luego:

f(z)=(z-3)""* [Ln(s) +§%?M(f(7?:l)(z —3)" sio< |z -3 <3

que distribuyendo nos queda:

e _1)n
f(2) = (z—3)"Ln(3) +7;)3n+(1(n)+1>(z —3)" 3 si0<|z—3<3

Finalmente, concluimos que zy = 3 es un polo de orden k =4 de f(z), ya que:

bs = Ln(3) # 0.
b,=0, Vn>5
_1)2
Ademés Res; -3 (f(2)) = by = 32+(1(;)+1) = 8i1 (n=2).
Z+5
A Rl e B T TP

20 — —4.

Vemos que el dominio de analiticidad es Daf = C — {—4,4}. La funcién f(z) tiene
singularidades en los puntos zgp = —4 y 23 = 4 (ambas son singularidades aisladas).
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Nos interesa desarrollar la funcién alrededor del punto zg, por lo tanto, obtendremos un
desarrollo en serie de Laurent centrado en zp, convergente en el anillo: 0 < |z + 4] <
R = d(z0,21) = 8. Para ello, escribimos:

z+5 z+5
M= =60~ Groc-ar

y observamos que el término (z-+4)~! ya se encuentra centrado y es véalido en |z+4| > 0,
por lo que nos enfocamos en el desarrollo de:

z+5
== 5.1
Consideramos
S T O/
(z—4) z+4-8 1-z4
S (HEY -
n=0
(—1)
-3 Ly
n=0
es una serie geométrica con a = —1/8 y r = (2 +4)/8, convergente en |(z +4)/8| <1 &
|z + 4] < 8. Derivando término a término:
1 d .
eyt ( ) Zgnﬂ (z+4)"! silz4+4] <8
Entonces: -
1 n .
m228n+1(z+4) si|z+4] <8
Ademsds, z+5 = (z+4) + 1 valido en |z + 4| < co.
Por lo tanto:
1 oo
fz)=[(z+4) + Z+4;8 (z4+4)" 1 si0<|z+4] <8,
= n
= < ) Z g+l (z+4)"
n=1
o (o9} n
-1 -2
Z 8n+1 n - Z {n+1 (z + 4)”
n=1 n=1
Finalmente, la parte principal esta representada por:
o 1 1
-2
28 (z+4)" 81+1(z—|—4) 64(z+4)
n=1
y por lo tanto, zp = —4 es un polo de orden £k = 1 de f(z) y su residuo vale:
1

Reszy——4 (f(2)) = b1 = 64
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Actividad 5.3.9

z

e
A& = a2y
Las singularidades de f son 21 =0, 20 = 2¢ y 23 = —2i.
Sean

N(z)=¢€*,D1(z) = z,Da(2) = (2 — 2i), D3(z) = 2+ 2i, D(2) = z2(z2 +4)

N
Todas ellas son analiticas en C. Como f(z) = DEZ; es cociente de analiticas, para clasificar
z
sus singularidades aisladas z1, zo = 2i, z3 = —2i aplicamos el teorema 5.2.12.

s Clasificacion de z; = O:

N(0) =€’ =1# 0. Entonces z; es cero de orden p =0 de N(z).
D1(0) = 0 D (0) =1 # 0. Entonces 21 es cero de orden ¢; = 1 de Dy (2).
D5(0) = —2i # 0. Entonces z; es cero de orden g2 = 0 de Da(z).
D3(0) = 2i # 0. Entonces z; es cero de orden g3 = 0 de D3(z).

Luego, 21 es cero de orden ¢ =2¢1 +q2+q3 =2+ 0+ 0 =2 de D(z2).

Como 0 =p < g =2 entonces z; =0 es un polode orden k =g—p =2-0=2de f(2).
Aplicando la férmula de célculo de residuos en polos:

Res.,—0f(2) = ;g%[(z—off@ﬂ':“ {2} :lfi%[ : } -

20 | 22(22 + 4) 2244
L ef(22+4)—e22 1
= lim =
z—0 (22 —+ 4)2 4
s Clasificacion de z9 = 2i:
N (2i) = €% # 0. Entonces 2o es cero de orden p = 0 de N(z).

Dy (2i) = 2 # 0. Entonces z3 es cero de orden ¢; = 0 de Di(z).

D4y(2i) =0, D4(2i) = 1 # 0. Entonces 29 es cero de orden g2 = 1 de Ds(z).
D3(2i) = 4i # 0. Entonces 29 es cero de orden g3 = 0 de D3(z).

Luego, z3 es cero de orden ¢ =2¢1 + g2+ g3 =0+ 14+ 0=1de D(z2).

Como 0 = p < ¢ = 1 entonces zo = 2i es un polo de orden k =q¢g—p=1—-0=1de
f(2). Aplicando la férmula de calculo de residuos en polos:

Res.a,f () = lim (= = 20)f(2) = lim 520" gy
—9i = lim (z — = M s A s o T
O8zp=2iJ(#) = (2 — 21 252 22(22 4+ 4) 252 22(z + 20)
o2 2t sen(2)  cos(2) .
== = — + t
@P@) 1616 16

= Clasificacién de z3 = —2i:

N(—2i) = e=2" # 0. Entonces z3 es cero de orden p = 0 de N(z).
D1 (—2i) = —2i # 0. Entonces z3 es cero de orden ¢; = 0 de D;(z).
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Dy(—2i) = —4i # 0. Entonces z3 es cero de orden g2 = 0 de Dy(z).
D3(—2i) = 0, D4(—2i) = 1 # 0. Entonces z3 es cero de orden g3 = 1 de D3(2).
Luego, z3 es cero de orden ¢ =2¢1 + g2+ q3 =0+ 0+ 1 =1 de D(z2).

Como 0 =p < qg=1 entonces z3 = —2i esun polode orden k=qg—p=1—-0=1de
f(2). Aplicando la férmula de célculo de residuos en polos:

' L . o (2420 e* B
Reszy=—2if(2) = ZEIEIQi(Z +20)f(2) = S, 22(22+4) L, 22(z — 2i)
B e % B _z_e_% _sen(2)  cos(2) ;
©(=20)%(—4i) 16 16 16
sen(z)
b = —=
) ) = s
La tnica singularidad de f es zg = .
Sean

N(z) =sen(z),Di(z) = z — m,D(2) = (z — 7)?

N(z)

D) es cociente de analiticas, para clasificar
z

Todas ellas son analiticas en C. Como f(z) =

zp = m aplicamos el teorema 5.2.12.

N(m) =sen(w) =0, N'(7) = cos(w) = —1 # 0. Entonces zg es cero de orden p =1 de N(z).
Di(m) =0, Dj(r) =1 # 0. Entonces zy es cero de orden ¢; =1 de D1 (z).
Luego, zp es cero de orden ¢ = 3q; = 3 de D(z).

Como 1 = p < ¢ = 3 entonces z9 = m es un polo de orden k = q¢—p =3 —1=2de f(2).
Aplicando la férmula de célculo de residuos en polos:

Resso_n f(2) = lim ~ [(= — 1)2f(2)]’ = lim [(z‘”)%en(@] ~ lm <Sen(z)>, _

z—7 1! Z—T (z — 71')3

~ lm cos(z)(z — m) —sen(z)
z=T (z —m)?

El ultimo limite es una forma indeterminada “cero sobre cero”. La salvamos aplicando la regla
de L’Hopital:

cos(z)(z — m) — sen(z) —sin(z)(z — 7) + cos(z) — cos(z)

21£I71r (z —m)? - zlggr 2(z —m) -
— lim — sin(z) _
Z—T

Luego:

Actividad 5.3.12

z
W famgdn Cild
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La curva C' es cerrada, simple, suave y tiene orientacién antihoraria.
El 1ntegrando f(Z) = e’L4Z7_1

analitico excepto en los ceros del denominador:

es cociente de funciones analiticas en todo el plano. Resulta

e 120 & =1 & dzecln(l) & ilz=i2km kel o z:kg,keZ

Luego, f es analitica sobre C'y en su interior, excepto en las singularidades z; = —7/2, 29 = 0,
23 = m/2. Para clasificarlas aplicamos el teorema 5.2.12 con N(z) = z, D(z) = 4% — 1.
s Clasificacién de z1 = —g:
N (—g) = —g # 0 asi que 2; es cero de orden p = 0 de N(z).

= 4¢ # 0. Entonces 27 es
z=—m/2

D(-3)=e®—1=1-1=0, D (-7) = die’*
un cero de orden ¢ = 1 de D(z).

Como 0 =p < g=1, 21 es un polo de f(z) de orden k =¢—p=1—0 = 1. El residuo
correspondiente se calcula con la férmula dada en 5.3.7:
7r
Res,—_z f(z) = lim (z + —) f(z)= lim —-——%"—

z——7/2 2 z——7/2 etz — 1

Como se trata de una forma indeterminada “cero sobre cero” aplicamos la regla de

L’Hopital:
(z + E) z 2z + (A
lm ~— 27— 2 .22
z——m/2 etz — 1 z——7/2 4ietdz 41 8
Luego:

™

Res,—_z f(2) = i8

s Clasificacion de zo = O:
N (0) =0, N'(0) =1 # 0 asf que 25 es cero de orden p =1 de N(z).

DW0)=e"-1=1-1=0, D'(0) = 4ie'® = 4i # 0. Entonces 29 es un cero de

z=0
orden ¢ = 1 de D(z).
Como 1 =p > q =1, z; es una singularidad evitable de f(z). Por consiguiente:

Res.—of(2) =0

» Clasificacién de z3 = g:

N <g) = g # 0 asi que z3 es cero de orden p = 0 de N(2).

D(F) =€ —1=1-1=0,D'(F) = 4ic*
de orden ¢ =1 de D(=z).
Como 0 =p < qg=1, z3 es un polo de f(z) de orden k = qg—p=1—0 = 1. El residuo

correspondiente se calcula con la férmula dada en 5.3.7:
(:-3)
z——)z
Res,_z f(z) = lim (z - E) f(z) = lim N2/

z—7/2 2 z—7/2 ez — 1

= 44 # 0. Entonces z3 es un cero
z=m/2
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Como se trata de una forma indeterminada “cero sobre cero” aplicamos la regla de

L’Hopital:
(z — E) z 9, T
lfm ~ 2/ - Jm — 2 -2 _ ;T
rom/2 et —1 rom/2 4iettr 44
Luego:
Res 7 f(z)=—i=
-
2

Aplicando el teorema de los residuos:

]éem— dz—QWZZReszkf ) =2mi (ig +0—ig) =0

senz —1—9) 21
b d
)7{ [ 22 4+ 25 +z5—324] N

C': |z| = 2 es cerrada, simple, suave y estd recorrida en sentido antihorario.

sen (22 + 9) - . .

g(z) = oo es analitica sobre C' y su interior, entonces por el teorema de Cauchy-
z
Goursat )
sen (2 +9
fmE,
C 2=+ 25
h(z) 2 20 liti C — {0, 3}. La tnica singularidad dentro de C'
z) = = es analitica en C — . La tnica singularidad dentro de C es
25 =324 242 -13) ’ 8

zp = 0. Por el teorema de los residuos:

24 .
fg [25_324] dz = 2miRes ,—oh(z)

1 2
Se puede escribir h(z) = — P donde 3 es analitica y no nula en 2y = 0. Por el criterio
2z 2z — —
de caracterizacién de polos, zg = 0 es un polo de orden 4.
Usando la férmula Res,, h(z) Ly dkl[( )kh()} k=4
n rm = im — ra k = 4:
sando la férmula Res, h(z e zZ— 20 z para

1 [ 41 2 1., [(d® [ 2 1, —12i —2i
Resoh(z) = 3vl£%{dz3[z242_3]}—3121%{6&3L_gn—ﬁl%(@_sy)— 1

Aplicando linealidad:
2 9 2 —21 4
7{ sen (2% +9) + ! 1 dz=7£g(z)dz+7{ h(z)dz = 0 + 2mi T
c 3z c c

22+ 25 25 — 81 81
3 4 2
c) z2cos | — | + ———| dz, C frontera del cuadrado de lados x = 45,y = +5
c z z sen(z)

La curva C' es cerrada, simple, suave a trozos y tiene orientacién antihoraria.
Aplicando linealidad:

Il 12

G dyf (D) arf 2
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Calculemos I;. La tnica singularidad del integrando es z; = 0 interior a C'. Hallemos el
desarrollo en serie de Laurent centrado en z; que converge en el anillo 0 < |z| < co. Para ello
utilizamos el desarrollo de Taylor del coseno centrado en el origen:

- - (_1)n 2n :
cos(w) = Z z si |w| < o0

4
Reemplazando w = — obtenemos:
z

4 (=D (4T & (—)ma
cos (z) = Z @) (z) = Z Tm'z si0 < |z| < o0
n=0 n=0
Luego:
4 0 (_1)714271 o (_1)714271
3 _ .3 —2n __ 3—2 .
ZCOS(z>_Z ZWZ n—ZWZ n SIO<|Z’<OO
n=0 n=0
Entonces:
37277.:271
4 e —1)n42n —1)242%2 44 32
Res,,—gz3cos (- | =b "= —L :szzf
z (2n)!  In=2 (2 x 2)! 4] 3

Por el teorema de los residuos:

4 4 32 64
I = 7{ 23 cos <> dz = 27riReSZ1:023 cos () =2mi— = —i
c z z 3 3

Para calcular I observamos que los ceros del denominador son z = km,k € Z. Todos ellos
son polos del integrando porque anulan al denominador pero no al numerador. Los tnicos
interiores a C son z1 =0, z0 = -7 y 23 = 7.

Consideremos las funciones analiticas N(z) = 2, D1(2) = z, Da(z)sen(z), D(z) = z sen(z)

s Clasificacion de z; = O:
N (0) =2 # 0 asi que z; es cero de orden p = 0 de N(z).

Dy (0) =0, D{(0) =1 # 0 asf que 21 es cero de orden ¢; = 1 de D1(z).

D5(0) = sen(0) = 0, D5(0) = cos(0) =1 # 0 de modo que z; es cero de orden g2 = 1 de
DQ(Z)

Luego, z1 es cero de orden ¢ = g1 +q2 =1+ 1 =2 de D(z).

Como 0 = p < ¢ = 2 entonces z; es un polo de orden kK = ¢ —p = 2 —0 = 2 del
integrando. El residuo se calcula del modo siguiente:

Res.—of(2) = lim 1 (22£(2))’ = lim ('2222)) = lfim ( 2z >’ —

z—0 1! z—0 \ 2 sen(

2 sen(z) — 2z cos(z)

20 sen?(z)

Como se trata de una forma indeterminada “cero sobre cero” aplicamos la regla de
L’Hopital (dos veces):

. 2sen(z) —2zcos(z) ., 2cos(z)—2cos(z)+2zsen(z) z
lim = l1m = Jilm — =
20 sen?(z) 20 2 sen(z) cos(z) 20 cos(z2)
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Luego:
Res,—f(z) =0

= Clasificacién de z9 = —:
N (—m) =2 # 0 asi que 22 es cero de orden p = 0 de N(z).

D, (—m) = —m asi que 22 es cero de orden ¢; = 0 de D;(z).

Dy(—7) =sen(—m) = 0, Dy(—m) = cos(—m) = —1 # 0 de modo que 22 es cero de orden
g2 =1 de Dy(2).

Luego, 29 es cero de orden ¢ = q1 +q2 =0+ 1 =1 de D(z).
Como 0 = p < ¢ = 1 entonces 23 es un polo de orden kK = ¢g—p =1 -0 = 1 del
integrando. El residuo se calcula mediante:

Res.—_.f(z) = lim (z+7)f(z) = lim (z+m)2

z——T z——7 z sen(z)

Como se trata de una forma indeterminada “cero sobre cero” aplicamos la regla de
L’Hopital:

lim ———~— = lim =

=——m zsen(z) z—-=sen(z) + z cos(z)

(z+m)2 2 2
T

Luego:
2
Res,——f(z) = —
m

s Clasificacién de z3 = m:
N (m) =2 # 0 asi que z3 es cero de orden p = 0 de N(z).

D, (m) = 7 asi que z3 es cero de orden ¢; = 0 de D;(z).

Dy(m) = sen(m) = 0, Dj(m) = cos(m) = —1 # 0 de modo que z3 es cero de orden ¢z = 1
de DQ(Z).

Luego, z3 es cero de orden ¢ = g1 +q2 =0+ 1 =1 de D(z).
Como 0 = p < ¢ = 1 entonces z3 es un polo de orden Kk = ¢ —p =1 —0 = 1 del
integrando. El residuo se calcula mediante:

— )2
Resz:ﬂf(z) = ;i_ISr(Z B F)f(z) - ZEI{lﬂ_ FZZSGI:(T;)

Como se trata de una forma indeterminada “cero sobre cero” aplicamos la regla de
L’Hopital:

I =1 =—
o 2 sen(z) bae sen(z) + z cos(z)

(z —m)2 2 2
m

Luego:
2
R Z=T - —
5. f(2) = ——
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Aplicando el teorema de los residuos:

3
2 Z 2
? %czsen(Z) : mk:lReskf(z) 7TZ<0+7r 7r> 0

Por lo tanto:

4 2 ] 4 4
jq{ Peos|( =)+ —— dz:I1+IQ:6—7ri+O:6—7rz’
c z z sen(z) | 3 3

T2\ T
d) 7{ (z — 2)3 cosh 5 + - (§> dz, C:|z—2]=3
c (z —2)? emz/2 — 1| 7 ' B

Aplicando linealidad:

j{j(z—2)3cosh< 5 >+Sen(ﬂ;) s —

(Z _ 2)2 eimz/2 _q

n (%)

:%(z—2)3cosh<( 32)2>+%'/281dz
z — 1Tz —

c L el T

I Iz

La curva C': |z — 2| = 3 es cerrada, simple, suave y posee orientacién antihoraria.

El integrando en I; es analitico sobre C' y en su interior excepto en la singularidad aislada
z = 2. La clasificamos a partir del desarrollo en serie de Laurent centrado en z = 2 que converge
en el anillo 0 < |z — 2| < oo, basdndonos en el desarrollo de Taylor del coseno hiperbdlico
alrededor del origen (que se obtiene facilmente por definicién de la serie de Taylor):

[e.e]

1
coshwzzi s lw| < oo

(2n)!

n=0

Reemplazando w = 3(z — 2) 72 resulta:

3 _°° ! 5 2"_00 3 z—2)74 g Z— 00
ot (2g7) =L (mzp) 2 D 0l

n= n=0
Entonces: )
3 — 1 3 "
—2)3cosh [ —— | = (2 —2)* =
(e (g ) = "2 Gy =
= (z—2)"" si0< |z —2] <0
(2n)!
n=0
Luego:
37471:171 ) )
3 N 3 3 9
—92)3 2 )= = -2 -7
Res=z (2 = 2)" cosh <(z - 2)2> by @n)l =1 — 21~ 2

Aplicando el teorema de los residuos:

L= fc(z —2)? cosh ((2_32)2> dz = 2mi Res,—o (2 — 2)® cosh ((z — 2)2> = 2mi g = 97
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Para resolver I, hallamos las singularidades del integrando y descartamos las que son exteriores
a C. Para ello comenzamos buscando los ceros del denominador D(z) = ¢'™*/2 — 1:

2 120 & (™21 o %eln(l) o %:mkn,kez o z—dk kel

Esas son las singularidades del integrando. S6lo z; = 0, zo = 4 son interiores a C. Las
clasificamos.

Tz
Sea N(z) = sen (?)
s Clasificaciéon de z1 = 0
_ _ o) = &~ =z
N(0) =sen(0) = 0,N'(0) = S cos( S )
p=1de N(z). ‘
D(O) ="~ 1=1-1=0,D'(0) = T/

de orden ¢ =1 de D(z).
Como 1 = p > q = 1 entonces z; es una singularidad evitable del integrando. Por lo

tanto:
(5)
sen | —
8/ _¢

eimz/2 _q -

7r
=3 = 0. Entonces 21 es un cero de orden
z=0

i
=3 # 0 de modo que z; es un cero
z=0

Res,—g

s Clasificacién de zo = 4
N(4) = sen(m/2) = 1 # 0. Entonces 23 es un cero de orden p =0 de N(z)
D4)=e?"-1=1-1=0,D'(4) = %ei% = % # 0 de modo que z3 es un cero de
orden ¢ =1 de D(z)
Como 0 = p > ¢ = 1 entonces zo es un polo de orden Kk = ¢ —p =1 —0 = 1 del
integrando. Utilizando la férmula de calculo de residuos en polos:

(z —4)sen (%)
Res.=4 m - lgﬁ eimz/2 _ 1

Como se trata de una forma indeterminada “cero sobre cero” aplicamos la regla de

L’Hopital:
(z —4) sen (%) sen (—) + (2 — 4) cos (%) g 2
;gﬁ eimz/2 _ ] - lg}l . o _?
2L eimz/2
Luego:
wn(Z)
8/) 2
Res;=4 eimz/2 _ 1 _?

Por lo tanto, aplicando el teorema de los residuos:

n (E) n (E) n (B)
I _% se 3 se 3 se 3
y=¢ — 87 8/
c

| . 2
dz — 27-‘-1 Reszlzo + R6822:4m = 27TZ (0 - 7T> = 4

eimz/2 _q eimz/2 _ q
Finalmente:
Tz
5 3 sen (@) )
ji (z —2) COSh<(Z_2)2> + ST 1 dz =11+ I, =9mi + 4
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CAPITULO 6

Transformadas integrales

Como vimos en el capitulo 2, las transformaciones ayudan a simplificar la resolucion de
algunos problemas. Asimismo, las transformaciones llamadas integrales:

Sea N (t,s) una funcién de las variables ¢ y s. Si f(¢) es una funcién (real o compleja) entonces
la transformada integral .# de la funcién f(t) respecto al nicleo N (t,s) es

SO =Fo) = [ jON @)
cuando la integral existe.

Diversos ntcleos originan diferentes transformadas integrales. Abordaremos los casos con
N(t,s) = e 2™ y N(t,5) = e que corresponden a casos particulares vastamente cono-
cidos, la transformada de Fourier y la transformada de Laplace respectivamente.
Desarrollaremos las nociones basicas y las aplicaremos en la resolucion de algunas clases de
ecuaciones diferenciales, integrales e integrodiferenciales.

6.1. Desde la serie a la integral de Fourier

Las series de Fourier surgieron por la necesidad de resolver ciertas ecuaciones diferenciales
parciales -EDP- sujetas a condiciones de contorno que involucran funciones periédicas. Para
los casos de funciones aperiddicas, es posible introducir las integrales de Fourier a partir de
las series.

Para ilustrar el proceso, consideremos una funcién f como se muestra en la figura siguiente.

/ e
P N\ /\ N\ R

e N
VIV
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Sea fr(t) = f(t) para t e (—L,L) y periédica de periodo 2L. Cliqueando en el siguiente
grafico observamos que cuando L crece fr,(t) tiende a f(t).

5

Ji(t)

_____-____,____-__

A
Ay

S B S

Si se verifican las condiciones de Dirichlet, podemos representar fr(t) mediante la serie de
Fourier en su forma compleja:

t+ ti s inm N inm
fL( );—fL( ):Up Z e LtZ]\}f_I}IlOO Z coe Lt,tER
n=-—00 n=—N
con
1t _inmt
Cpn = =— fot) e L dt, n=0,+1,42,...

f()
pues te(—L,L)

donde fr(tT) = lfer fo(x), fo(t™)= lim fr(x). Reescribiendo la serie:
r—t Tt~

+ - s L inmt inmt
fr(t );’fL(t ):vp Z [;L/Lf(t)e L dt] e L

n=—oo

L
Llamamos s, = % (% = 25n)7 F(sp) = / f(t)e @mtsndt n =0, 41,42, ...
-L

n+1 n 1 | d )
— — = — VvV reem n n
2L 2L 2Ly eemplazanco en ‘a

y Asn = Sn_;’_l — STL‘ Resulta Asn = S'I‘L—‘rl - STL =

: t+ + i - 127ts
serie: f(t7) 5 J1(t7) =vp Z F(sn)e2 t”Asn

n=—oo

Cliqueando en el grafico siguiente, observamos que los coeficientes de Fourier de fr se apro-
ximan a una funcién F'(s) conforme L — oo y Ay, — 0.

F(s)

2Lc, = F(sy)

05 1 25 S
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Ignorando cuestiones de rigurosidad, si las integrales convergen, obtenemos

f(t+) —; f(t_) — Up/oo F(S)€i27rtsds

—0o0

llamada representacién de f(t) mediante la integral de Fourier, donde
S .
F(s) = 7 (£} =vp [ fe "t
—00

es la transformada de Fourier de f(t). Ademds,

o0
FUF(s)} = vp/ F(s)e™™5ds
—00
es la transformada inversa de Fourier de F(s).

Las definiciones anteriores tienen sentido en general para funciones a valores complejos. En
la seccidén siguiente estableceremos condiciones suficientes para que las integrales converjan.

Cabe destacar la importancia de la transformada de Fourier como herramienta potente en el
andlisis de funciones. En ingenieria es utilizada entre otras cosas para describir, analizar y
disenar senales y sistemas. En muchos casos la transformada revela aspectos de una senal que
no siempre es posible apreciar en forma directa.

Llamaremos al dominio de f(¢) dominio del tiempo, al de F'(s) dominio de la frecuencia y
F(s) se conoce como el espectro complejo de frecuencia de f(t). Las funciones reales |F(s)| y
Arg F'(s) se denominan espectro de amplitud y de fase de f(t), respectivamente.

6.2. Transformada e integral de Fourier

El siguiente teorema establece las condiciones suficientes para la existencia de la transfor-
mada e integral de Fourier.

Teorema 6.2.1. Condiciones suficientes (de Dirichlet) para la existencia
Si f: R — C cumple las siguientes condiciones:

w f(t) y f'(t) son seccionalmente continuas dentro de cualquier intervalo finito
o . o0
» f(t) es absolutamente integrable, es decir [ |f(t)|dt < oo

entonces, existe y es continua la transformada de Fourier de f(t)

F{f(t)} = F(s / F(Be2modt s € R

y es posible la representacion de f(t) mediante su integral de Fourier

t+ o] M .
f( ) + f Up/ F 127rtsds = lim F(S)ez%rtsds

- pU—+00 —u
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Observaciones

1. Las condiciones de Dirichlet son suficientes pero no necesarias, es decir, hay funciones
que no las cumplen pero tienen transformada e integral de Fourier.

2. Mediante la sustitucién w = 27s se obtienen formas equivalentes de las definiciones de
transformada e integral de Fourier.

‘ Ejemplo 6.2.2. }

C(t—1, —1<t<?2 s [ 1, —l<t<?
Seaf(t)_{ 0, t<-1 vV t>2’em°ncesf(t)—{o, t<—1 V t>2
21y = f(t) 21 y = f'(t)

2{ y=f(t)]
\ —(t-1), -1<t<1
\/ fO)=4{ t—1, 1<t<?
0, t<-1V t>2

La funcién f(t) verifica las condiciones suficientes del teorema de existencia:

= f(t)y f'(t) son seccionalmente continuas dentro de cualquier intervalo finito de R: ambas
funciones tienen a lo sumo dos discontinuidades finitas en cualquier intervalo finito (f
seccionalmente continua garantiza que podria considerarse con dominio R).

oo 1 2
= f(t) es absolutamente integrable:/ |f(t)| dt = / (1 —t)dt + / (t—1)dt = g < 00
- 1

—00 1

Calculamos la transformada de Fourier de f(¢):

o) 2
Fls) = 7 {f(t)} = / F(t)e 2t gy — / (t= e

_ iams [2ms + 1 ions [ 14ms — 1
= e "TF (4%232 ) + e <47r252 , s#0

La férmula anterior no es vélida para s = 0. Para hallar F'(0) podemos usar la continuidad
de F y calcular F'(0) = h’r% F(s) o bien, mas sencillo en este caso, usar la definicién de la
s—
transformada:
o) ) 2 3
F(0) :/ f(t)e ?0qt = / (t—1)dt = —=
—00 -1 2
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La representacién de f(¢) mediante su integral de Fourier:

f(t+) ;_ f(t_) _ vp/oo F(S)eiQﬂ'tsds

—0o0

oo . .
—idms i2ms + 1 127s s — 1 i27ts
= vp/ {e ! ( +e ————— || €¥™*%ds
oo 47252 4722

La integral no depende del comportamiento de la funcién integrando en un solo punto donde
es continua, por eso pudimos usar la expresién de F'(s) para s # 0.
Grafica de la funcién a la cual converge la integral de Fourier de f(¢):

N

fE)+ ()
y= 3

;
/
2 A 0/1 2 3t

En los puntos donde f(t) es continua, es decir, para todo ¢ real tal que t # —1 y t # 2,

S+ f(7)

= f(t
: 7(t)
y en los puntos de discontinuidad,
FED+f(=17) =240 f@H+f27) _0+1 1
2 2 2 22

Gréficas de las partes real e imaginaria de F(s) y de los espectros de amplitud y fase:

| — Re(F(s)) ) F(s)| l Arg(Fls) e
Im(F(s))

1.0

—1.0

—20 = = 00
-z 0 0 0

Frecuencia (s) Frecuencia (s) Frecuencia (s)

ol
ol
ol
ol
ol
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| Actividad 6.2.3.

Para cada una de las funciones

9, —3<t< -1 o 10
D=1t —1<t< nio={ 2% 150
0, t<-3 V t>1 ’

i) Grafique f(t), |f(t)| y f'(t) donde exista. Verifique que f(t) cumple las condiciones
suficientes para la existencia de la transformada e integral de Fourier.

ii) Halle su transformada de Fourier aplicando la definicién.

iii) Represente mediante su integral de Fourier y grafique la funcién a la cual converge la
integral.

iv Q Grafique las partes real e imaginaria de F'(s) y los espectros de amplitud vy fase.
) q p g y P p y

| Actividad 6.2.4.

a) Determine una funcién f de manera que la siguiente integral sea su integral de Fourier:

vp/ F(s)e®®™ds donde F(s)= / 12e—i2mts gy +/ Ae—i2mts gy
oo _2 1

b) Grafique la funcién a la que converge dicha integral. ]

Funcién escalén unitario (o salto unidad o funcién de Heaviside)

La funcién escalén unitario:

ult) 0, t<0
1, t>0

También se puede dar el valor 1 en ¢t = 0.

Ilustramos algunos casos de composiciéon con otras funciones:

e 0, —£<0 0, t>0
u(—t) = =
1, —t>0 1, t<0

of t
u(t — a)
; P (t—a) = 0, t—a<0 [0, t<a

b “= 1, t—a>0 |1, t>a
0 a t
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Multiplicar una funcién f por un escalén unitario puede “conectarla” o “desconectarla”:

I
| /i/\f
f®)u(t —a)
: O/_\ f(t) “conectada” en t > a:
i 0, t<a
1 t snte-a={ 15
FBu(-)
' f(t) “desconectada” en t > 0:
0, ¢t>0
/ t sut-0={ 0 170
. g . 0, t<0 . ,
Por ejemplo, la funcién f(t) = u(t)e™" = “t tsp & la funcién e™" “conectada” en

t > 0 (revise el gréfico correspondiente que realizé en la actividad 6.2.3b).

| Actividad 6.2.5.

Sea f(t) = u(t)e~** donde v es un nimero real, o > 0

a) Demuestre que .Z {f(t)} = F(s) =
en la actividad 6.2.3b (a = 1).

—, s € R. Corrobore el resultado que obtuvo
o+ 127s

b) Represente f(¢) mediante su integral de Fourier.

Impulso unitario

Deseamos describir un evento que esté “conectado” en un entorno de ¢ = 0 durante un tiempo
corto con una magnitud muy grande. En principio, para € > 0, definimos la funcién

1 It < €
g’ 2
ge(t) =
€
0 t —

que llamamos impulso unitario finito debido a que el drea bajo su gréafica (y arriba del eje
de las absisas) es 1.

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 301



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

9-(1)

1/e

[NCNQY I
[CTROY B

Expresando el area con la integral:

/OO ge(t)dt =1

o0

Cuando € — 0, — — oo y la funcién g¢.(t) se aproxima a un “elemento”, notado §(t), que se
€
denomina impulso unitario o delta de Dirac.

1/e —

Nl

INIRUIN

[\]

ol of----
no|
[

|

|

Figura 6.1: g-(t) cuando ¢ — 0

. , . 0, t#0 .
De manera intuitiva podriamos caracterizar 0(t) = { ¢ 7_é 0 Evidentemente no se co-
, t=

rresponde con una funcién ordinaria a valores reales.

Pretendemos que §(t) “conserve” las dos propiedades de cada g.(t), que se anula fuera de
€

€
[—5, 5} y tiene drea 1. Es decir, que cumpla las condiciones:

(i) o(t) = 0 para todo t # 0
(ii) /oo d(t)dt =1

Una funcién nula salvo en un punto tiene area 0 bajo su grafica, por lo tanto, también obser-
vamos que 6(¢) no es una funcién ordinaria; es una funcién generalizada o distribucidn.

A continuacién proporcionaremos, brevemente, nociones bésicas acerca de la teoria de distri-
buciones.
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Definicion 6.2.6. Distribucion. Sea P un conjunto de funciones reales llamadas de prue-
ba. Una distribucion o funcion generalizada g(t), t € R es una correspondencia que a cada
funcion ¢ € P le asigna un unico nimero real que notamos g(t){¢} (g(t) es un funcional,
funcion cuyo argumento es una funcion); es decir,

g(t):P—-R
¢ = g(t) {¢}

y dicho numero verifica:

1) g(t) {ag1 + bpa} = ag(t) {¢1} + bg(t) {p2} (linealidad)
2) g(t—to){o(t)} =g(t){p (t +10)} (composicion de la funcion ordinaria t —ty con la
distribucion g)
1

t
3) g(at){¢} = mg(t) {(;5 <a>} (composicion de la funcion ordinaria at con la distri-

bucion g)

4) Si f es una funcidn tal que fo € P entonces g(t)f(t) {o} = g(t) {fo} (producto de la
funcion ordinaria f con la distribucion g o producto de escalar con la distribucion g
si f es constante)

St g1 y g2 son dos distribuciones definidas sobre P:

5) g1(t) = ga2(t) cuando g1(t) {p} = g2(t) {¢p} para todo ¢ € P (igualdad de distribucio-
nes)

6) [g1(t) + g2(t)] {b} = g1(t) {b} + g2(t) {P} (suma de distribuciones)

Funcién ordinaria como distribucion
Si P es un conjunto apropiado de funciones de prueba y f es una funcién tal que para toda
¢ € P la integral ffooo f(t)p(t)dt existe, f define una distribucion:

£(t) {6} = / ()t

En efecto, a partir de las propiedades de la integracién es inmediato que los requisitos 1-6 se
verifican y, que si dos funciones difieren en un conjunto finito de puntos, las llamamos casi
iguales, definen la misma distribucion.

El conjunto P debe ser suficientemente amplio para contener funciones ¢ tales que cuando
consideramos las funciones f1(t) # f2(t) que no son casi iguales, exista alguna ¢ € P tal que
f1(t){o} # fa(t) {@}; es decir, que también sean distintas como distribuciones.

‘ Ejemplo 6.2.7. I

a) Sea P el conjunto de las funciones continuas que son nulas fuera de algin intervalo
0, t<0

1 t>0 define una distribucién:

acotado. La funcién escalén unitario u(t) = {
u(t){o} = / u(t)o(t)dt = / ¢(t)dt para todo ¢ € P
—00 0
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1 €
b) Sea P el conjunto de las funciones continuas. La funcién g.(t) = define
0, [t > %
una distribucién:
%) 1 %
0016} = [ g:totat =~ [* oft)dt paratodo g€ P
o —<

[]

A partir de la definicién de distribuciones quedan establecidas algunas operaciones, claramen-
te, compatibles con las de la integraciéon de funciones ordinarias. Por esto, y en principio a
modo de notacién, para expresar cémo actia una distribucién g(t) aplicada a una funcién
¢ € P, escribimos

o(t) {6} = / " gt

‘ Ejemplo 6.2.8. }

Sea P el conjunto de las funciones continuas, definimos la distribucién delta de Dirac:

0(t) {9} = ¢#(0) para todo ¢ € P

con la imposicién de que se verifiquen los requisitos 1-4 de la definicién de distribuciones.

Con la notacién de integral: /00 0(t)p(t)dt = ¢(0) para todo ¢ € P
En particular
. /oo 0(t)dt =1 (la famosa condicién (ii)).
S; Oc?btiene considerando la funcién constante ¢(t) =1 .

. / 0(t — to)p(t)dt = ¢(ty) (se conoce como propiedad de filtrado o separacion, vere-

mos mas adelante que vale para cualquier otro intervalo de integraciéon que contenga al
numero tp).

En efecto, (t —to) {o(t)} = () {o(t +to)} = (0 +to) = o(to)

~—
requisito 2)

d(t —to) y kd(t —tp) con k>0 o k < 0 se representan como en la figuras siguientes:

k6 (t — t)
1 5(t — 1) f

0 to t o t t

-’ ko(t — to)

k4
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| Actividad 6.2.9. |
Pruebe que si f(t) es una funcién ordinaria continua se verifica la igualdad de distribuciones:

6(t — to) f(t) = 6(t — to) f (to) []

Distribuciéon como funcién ordinaria
Sea f(t) una funcién ordinaria definida en (a,b) y ¢(t) una distribucién definida en P. Si
para toda ¢ € P que se anula fuera de (a,b) se verifica

[e%) b
/ o(t)(t)dt = / F()d(t)dt

diremos que g(t) = f(t) en (a,b); es decir, podemos considerar la distribucién como la
funcién ordinaria en ese intervalo.

\Ejemplo 6.2.10. [

0(t) = 0 como funcién ordinaria en todos los intervalos de la forma (—oo,b) con b < 0y (a,o0)
con a > 0 (la famosa condicién (i)).

Para probarlo, consideremos f(t) =0, t € Ry P el conjunto de las funciones continuas. Sea
¢ € P tal que ¢(t) = 0 fuera de (—oo, ) con b < 0, entonces ¢(0) = 0.
o0
» Por la definicién de (¢ ot =¢(0) =0
— 0o
b
» Porser f(t) =0, t € R: f(t) =0
—0o0

Po lo tanto, §(t) = 0 en (—o0,b) para todo b < 0. Andlogamente se prueba que 6(¢) = 0 en
(a,0) para todo a > 0. ]

Derivada de una distribucién
Consideremos P tal que si ¢ € P entonces ¢’ € P.
Sea ¢(t) una distribucién en P, se define la distribucién derivada ¢'(t) en P:

Si las ¢(t) se anulan fuera de intervalos acotados, la definicién de derivada de una distribucién
es consistente con la integracién por partes de funciones ordinarias.

‘Ejemplo 6.2.11. I

La derivada de u(t) como distribucién es u/(t) = §(t).
En efecto, sea ¢ € P el conjunto de las funciones continuas que son nulas fuera de algin
intervalo acotado,

/ o )o(t)dt = — / — / #(t)dt = — lim [6(b) = 6(0)] = 6(0)

—0o0 —00

que coincide con /_OO d(t)p(t)dt = ¢(0) ]
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Propiedades
a) Si g1(t) y g2(t) son distribuciones entonces [g1(t) + ga(t)]" = g} (t) + gh(2).

b) Si g(t) es una distribucién y f(t) es una funcién ordinaria adecuada entonces [f(t)g(t)] =
f'(®)gt)+f(t)g'(t). En particular, si f es constante se obtiene el resultado de multiplicar
por un escalar.

| Actividad 6.2.12. |

a) Pruebe las propiedades anteriores.

b) Pruebe que [e‘tu(t)]/ = —e tu(t) +4(t)
Ayuda: use el resultado de la actividad 6.2.9. []

Convergencia de sucesiones
Decimos que la sucesién de distribuciones g, (t) converge a la distribucién ¢(t) y notamos
gn(t) = g(t), si gn(t) {¢} — g(t) {¢} para toda ¢ € P conjunto de prueba.

Volviendo al punto de partida, concluimos que en el sentido de las distribuciones:

lim g. () = 3(¢)

e—0

En efecto:
Sea ¢ continua, por el teorema del valor medio del calculo integral, existe £ € (—%, %) tal que

a0 10t = [ atwo0 == [ o= < 6(6) = 96

€ J_ ¢
También por ser ¢ continua,
lim g2(1) {0} = lfm 6(6) = 6(0) = 5(1) {6}

Ademads, para cualquier intervalo (a,b) que contenga a 0, existe g9 > 0 tal que para todo
g > €o,
b [e's)
[ oo = [ atoe) — 80 (0} = 6(0)
a oo e—0

lo que deviene en la posibilidad de considerar

Y, como habiamos adelantado, serd valida la propiedad de separacion en general, sobre estos
tipos de intervalos.

La teoria de distribuciones es extensa, nos hemos restringido a los conceptos necesarios para el
desarrollo de este capitulo. El lector que quiera profundizar puede consultar [8]. Agregaremos
solamente, vinculando con el tema que estabamos tratando, el concepto de transformada de
Fourier de una distribucién.
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Transformada de Fourier de una distribucién
Consideremos P tal que para toda ¢ € P existe su transformada de Fourier y .% {¢} € P.
Sea ¢(t) una distribucién en P, se define .# {g(t)}:

F{g®)} {9} = 9() {F {#}}, paratodo ¢ P

Ejemplo 6.2.13. I

Consideremos §(t — a) definida en el conjunto P, formado por funciones con derivadas de cual-
quier orden para cada una de las cuales existe una constante cpq, tal que ‘tp f (q)‘ < ¢pq (se
verifica que ¢ € P < # {¢} € P). Sea ¢p € P :

Primero calculamos

b5 =70} = [ owe

entonces

Blto) = [ olt)e 0y = e g}

—0o0

donde pensamos e 2™ como distribucién.

Por otra parte, usando la definiciéon de transformada de una distribucién y seguidamente la
definicién de 6(t — tp):

F {0t —to)} {¢} = 0(t —to) {F {9}} = (o)

Por lo tanto ‘
FA3(t — to)} {6} = e ™0 {6}, para todo ¢ € P

y concluimos en la igualdad de distribuciones:
F{0(t —tg)} = e~ 12t

Teniendo en cuenta que llamamos s a la variable en el dominio de la transformada, escribimos
F{3(t — to)} = e~

Recordemos que nos referiamos a una integral como notacion para definir distribuciones,
observemos que, en la practica, funcionan como integrales. Calculemos ahora la transformada
de Fourier usando esa estrategia: la funcién e %™ es continua, entonces

—i27tgs

|t:to =e€

F {(5(t — to)} = / (5(25 _ t0)67i27rtsdt — pi2mts

| Actividad 6.2.14. |

Muestre que % {§(t)} = 1 (la transformada de Fourier del impulso unitario consiste de con-
tribuciones iguales en todas las frecuencias). ]
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6.3. Propiedades de la transformada de Fourier

Calcular la transformada de Fourier usando la definicién no siempre es sencillo, depende
de la dificultad de resolver una integral impropia. Las siguientes propiedades son de gran
utilidad. Vélidas también para las funciones generalizadas (demostraciones para funciones
ordinarias).

1) Linealidad: Si . {f(t)} = F(s), #{g9(t)} = G(s) y a, b son nimeros complejos,
entonces

FA{af(t)+bg(t)} = aF(s)+ bG(s)

2) Similaridad: Si.% {f(t)} = F(s) y a es un ntimero real no nulo, entonces

7y = (2)

la]” \a
3) Traslacién en el tiempo: Si . {f(t)} = F(s) y a es un numero real, entonces
F {f(t - a)} = F(s)e™2m

4) Traslacién en el dominio de la frecuencia: Si .7 {f(t)} = F(s) y a es un nimero
real, entonces

F {f(t)ei%m} =F(s—a)

5) Simetria: Si .7 {f(t)} = F(s) entonces . {F(—t)} = f(s)
o equivalentemente .# {F(t)} = f(—s)

Observacién Si se conoce la transformada F(s) de una funcién f(t), las propiedades 1-4
posibilitan deducir las transformadas de otras funciones relacionadas con f(t); en cambio, la
propiedad 5, las de funciones relacionadas con F'(t).

Demostracién de la propiedad 2 (para funciones ordinarias)
Si a > 0, en la integral de la definicién de la transformada de Fourier hacemos la sustitucion
u=at, du=adt, —0o < u < 00:

F {(f(at)} = /_ T flat)e— sy /_ h f(u)e‘izw%sédu :2 /_ T (w2 gy =

()

Si a < 0, hacemos la sustitucién u = at, du = adt, —c0 < —u < oo:
> —i2nts o _jopug L L[> —i2rus
FA{flat)} = f(at)e dt = flu)em“"e® —du = — — flue adu =
1 ]
- F (7
7 (%)

a a>0
’ resulta

Usando la definicién de valor absoluto, |a| = { —a a<0’

,?{f(at)}:lyF<8>, a0

la
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| Actividad 6.3.1.

a) Demuestre las propiedades 1,3 y 4 para funciones ordinarias.

b) Si.Z {f(t)} = F(s) entonces
FAF(-0)} = f(s) &  F{F({)} = f(=s)

Demuestre (para funciones ordinarias) usando la propiedad de similaridad.

‘ Ejemplo 6.3.2. I

Consideremos f(t) y su transformada F'(s) del ejemplo 6.2.2. Calculemos

a)

F{-2f(t)} = —2F(s) = —2 [e—““ <12m+1) 4 ¢i2ms (m_l)] , 5#0

4252 4r2s2
por propiedad de linealidad con a = —2. Se extiende por la continuidad de F' a s = 0.
b)
1 1| s [ 22055 +1 R Y e |
9{f(—2t)}:7F (8> = e z47r_2 2 . +612w_2 2 .
2| —2 2 472 (i) 472 <i>
—2 —2
para s # 0, por propiedad de similaridad con a = —2. Se extiende por continuidad.
‘ Ejemplo 6.3.3. I
21 y=g(t)

t—2, 0<t<3

Seag(t)_{ 0, t<0 Vv t>3 /

g(t) = f(t—1), f del ejemplo 6.2.2 B

Podemos calcular la transformada de Fourier de g(t) sin resolver la integral de la definicién.
Por la propiedad de traslacién en el tiempo aplicada para a = 1,

F (90} = F (0= 1)) = Fleje e = |eine (BTEL) g e (BEEZ L) o

4252 47252

para s # 0. Se extiende por la continuidad de F' a s = 0.

‘ Ejemplo 6.3.4. I

3
S t)=——
e 9(t) = T igmt
1
De la actividad 6.2.3b, la transformada de Fourier de f(t) = u(t)e™* es F(s) = P
i2ms
Podemos escribir
3 3 1 3
fH=—~" =" _ - p(
IO = ismt ~ 1 1ram 1t W
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Entonces usando las propiedades de linealidad y simetria:

66 = 7 190} = # {370} = 37 () = 3 (-9) = ul-5)e

La funcién G(s) no es continua en s = 0, pero esto no contradice el teorema de existencia ya
que ¢g(t) no es absolutamente integrable. En efecto:

3 3
44 87t] < |4 8t =4+ |87t| & t)| = >
a4 mt) < it = 4o+ 5wl < o] = || > e
/003 dt = 1i /A?’ dt = Tim = [In(4 + 87A) — In(4 + 87)]
= lim = l1m — (In 7 — n ) = O
1 44 |8t A=oo J; 4+ 8t A—so0 8T
o o
Luego diverge / lg(t)| dt y asimismo / lg(t)] dt.

1 —o0

| Actividad 6.3.5.

Calcule usando propiedades considerando « > 0:
a) F {u(—t)e}

b) F {e~*M} (puede considerar que e~ = wu(—t)e® + u(t)e=%)

1 1 1
- 70 S 0 D
{a+i27rt} {a—i?wt} {a2—|—47r2t2}

Y

c)

| Actividad 6.3.6.

€i67rt 3

I4ant 12— idn(+T)

Calcule & { } usando transformadas conocidas y propiedades.

| Actividad 6.3.7.

Calcule usando transformadas conocidas y propiedades.

a) Z {e?™}  aeR b) .Z {sen(2mat)} c) F{1+30(t+2)}

6.4. Integral de Fourier de funciones pares o impares

Recordemos las definiciones y algunas propiedades de las funciones pares o impares.

Si g(t) tiene por dominio un subconjunto de R simétrico con respecto al origen (ejemplos:
(—a,a), [~a,a] con a > 0; el mismo R) y toma valores reales, se dice que

= g(t) es par si g(—t) = g(t) para todo t del dominio de g.
» g(t) es impar si g(—t) = —g(t) para todo ¢ del dominio de g.

Para una funcién a valores reales: si es par, su grafica resulta simétrica con respecto al eje y;
si es impar, su gréafica resulta simétrica con respecto al origen de coordenadas.
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y = g(t) real par y = g(t) real impar

Q4---m-n-nd

Q- mmm e SD

cmmmmmm—o

En el caso de que g(t) tome valores complejos:
= g(t) es par si y solo si sus partes real e imaginaria son pares.
= ¢(t) es impar si y solo si sus partes real e imaginaria son impares.

Usando las definiciones se pueden demostrar inmediatamente las propiedades.
Propiedades

= El producto de dos funciones pares o de dos funciones impares es una funcién par.
= Kl producto de una funcién par y una impar es una funcién impar.
= Si una funcién es par o impar entonces su médulo es una funcién par.

= Si una funcién es par entonces su derivada es impar, si la funcién es impar entonces su
derivada es par.

Las siguientes, enuncian resultados de integrar funciones pares o impares sobre intervalos
simétricos con respecto al origen.

a

a
» La funcién g(t) es par entonces para a € R, / g(t)dt = 2/ g(t)dt
0

y si / g(t)dt converge, / g(t)dt = 2/ g(t)dt
—0o0 —00 0

» La funcién g(t) es impar entonces para a € R, / g(t)dt =0

y si / g(t)dt converge, / g(t)dt =0

—0o0 —00

—a

Los resultados para las integrales impropias son validos también para los valores principales.

Formas de la transformada e integral de Fourier de funciones pares
Sea f(t) una funcién que satisface las hipdtesis del teorema de existencia de la transformada
e integral de Fourier.

Si f(t) es una funcién par entonces
F{F(t)} = F(s) = 2 /0 ~ F(t) [cos(2mts)] dt (es par)

+ — [e.e]
f(t);f(t) = 2/0 F(s) [cos(2nts)] ds
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En efecto:

F(s) = /_00 f(t)e 28 = /_00 f(t) [cos(2mts) — isen(2wts)] dt =

= /OO f(t) [cos(2nts)] dt — i/oo f(t) [sen(2ts)] dt =
—o0 N —o0 A

par par par impar
= 2/ f(t) [cos(2mts)] dt
0

Evaluando F' en —s y teniendo en cuenta que cos(27ts) es una funcién par, obtenemos

F(—s) =2 /0 7 F(0) [cos(2mt(—s))] dt = 2 /0 " F(0) [cos(2rts)] dt = F(s)

Luego F'(s) es una funcién par. Ademas, si f es real y par entonces F(s) es real y par.

- - o ‘ o0
f(t);f(t) = vp/ F(s)e™5ds = vp/ F(s) [cos(2nts) + isen(2nts)] ds =

—o0 —o0
0o oo
= vp/ F(s) [cos(2nts)|ds + i vp/ F(s) [sen(27ts)] ds =
—00 SN N—— —00 SN N——
par par par impar

= /OO F(s) [cos(2nts)] ds
0

Formas de la transformada e integral de Fourier de funciones impares
Sea f(t) una funcién que satisface las hipdtesis del teorema de existencia de la transformada
e integral de Fourier.

Si f(t) es una funcién impar entonces
FA{f)}=F(s) =—2i /00 f(t) [sen(27ts)] dt (es impar)
0

—+ — oo
f(t);f(t) = 2i/0 F(s) [sen(2nts)] ds

Podemos observar que si f es real e impar, F(s) es imaginaria pura e impar.

| Actividad 6.4.1. |
Demuestre las formas de la transformada y la integral de Fourier para funciones impares (ope-
rando andlogamente al caso de la funcién par).
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Ejemplo 6.4.2. }

1, [t<i
' 2
La funcién rectangular rec(t) = (ge definida anteriormente con € = 1) es muy
1
07 |t| > 2
usada para introducir ventanas de tiempo; esto es, si la multiplicamos por una funcién f,

limitamos f al intervalo ( ! 1).

202
0, [t <3
|rec(t)| = rec(t) pues rec(t) >0 rec'(t) =
0, [t]> 3
y =rec(t) = |rec(t)| y = rec (t)
2 2
O=4=1+—0 1
-2 -1 0 1 2 3t -2 -1 0 1 2 3¢

La funcién rec(t) es par porque cumple que rec(—t) = rec(t) para todo t de su dominio,
también en la grafica se puede apreciar que es simétrica con respecto al eje y.

La funcién rec(t) verifica las condiciones del teorema de existencia:

» rec(t) y rec’(t) son seccionalmente continuas dentro de cualquier intervalo finito de R:
ambas funciones tienen a lo sumo dos discontinuidades finitas en cualquier intervalo
finito.

» rec(t) es absolutamente integrable:

o0 o 1
/ |rec(t)| dt = / rec(t)dt = 2/2 ldt=1<o0
~~ 0

- - rec(t) par
Calculamos la transformada de Fourier de rec(t) funcién par:

R(s) = 7 {rec(t)} = 2 /0 " rec(t) [cos(2rts)] dt =

N

sen(27ts) 2 sen(ms)

= 2/0 1 [cos(2mts)|dt = 2 = , s#0

21rs 0 s

Por la continuidad de R, calculamos

sen(ms)

R(0) = lim F'(s) = lim =1

s—0 s—0 TS

Como R(s) es real y par, toda la informacién estard en un solo grafico, la mayor parte de la
informacién concerniente a la forma de rec(t) estd contenida en un intervalo bastante pequeno
del eje de frecuencias alrededor de s = O:
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N
w
ES
3
@)

La representacién de rec(t) mediante su integral de Fourier para todo t € R:

rec(t™) + rec(t™)
2

= 2/0 R(s) [cos(2mts)] ds =

o0
= 2/ sen(ms) cos(2rts)ds
0 ™8

Gréfica de la funcidn a la cual converge la integral de Fourier de rec(t):

. fE)+ )

2 2
O—4+1—0
[ )
-2 4 o0 1 2 3t

1 1
Donde rec(t) es continua, es decir, para todo ¢ real tal que t # —3 t # 3
tt t
rec(t™) + rec(t™) — rec(t)
2
y en los puntos de discontinuidad,
o)) vea_y () eel) oer s
2 227 2 22
‘ Ejemplo 6.4.3. 1
42
Sea f(t) = { t 0+ 2 g;f <1 ,  f(—=t) = —f(t). Usando el hecho de que la funcién es
impar, podemos disponer de las férmulas y las gréficas de f(t), f'(t) y |f(t)| para todo ¢ real:
—2 + 2, 0<t<l1 242, 0<t<l1
fOy=< —[-(-t)*+2], -1<t<0 = t*-2, -1<t<0
0, lt| > 1 0, [t] > 1
—2t, 0<t<l1 242, 0<t<l1
ffiy=¢ 2t, —-1<t<0 lfO) =< —[t*-2], -1<t<0
0, |t|>1 0, [t|] > 1
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-2 -1 0 1 2 t -2 -1 0 1 2 t -2

Observaciéon importante. Como la funcién es impar podemos obviar la bisqueda de las
formulas y graficas de |f(¢)| y f/(t) para t < 0. En efecto: si f(¢) impar, |f(t)| y f'(¢) son
pares, entonces es posible analizar para los valores ¢ > 0 y sacar conclusiones para todo t € R
usando las simetrias de la gréficas. Andlogamente, en el caso de una funcién par.

La funcién f(t) verifica las condiciones del teorema de existencia.

» f(t)y f'(t) son seccionalmente continuas dentro de cualquier intervalo finito de R: ambas
funciones tienen a lo sumo tres discontinuidades finitas en cualquier intervalo finito.

= f(t) es absolutamente integrable:

e’} 1 10
frg — 2 = —
/_Oolf(t)\dt = 2 (—t°+2)dt 5 <
[f()] par

Calculamos la transformada de Fourier de f(¢):

F(s) = Z{f(t)} = —2i /0 " F(t) [sen(2mts)] di —

1
= -2 —? sen(27mts =
- 2/0(t+2)[ (2rts)] dt

4m?s% — 21252 cos (2ms) — 2mws sen (27s) — cos (27s) + 1
=—2i
433

Como F(s) es real e impar, toda la informacién estard en un solo grafico. Proponemos al
lector su realizacion.

La representacion de f(t) mediante su integral de Fourier para todo t € R:

+ — (o ¢]
f(t)—;f(t) = 2@’/0 F(s) [sen(27ts)] ds =

2,/°° 9 4725? — 2m2s? cos (27s) — 2mssen (27s) — cos (27s) + 1
=2 —2i
0 47T3S3

] [sen(2rts)] ds =

47252 — 27252 cos (27s) — 2mssen (2ms) — cos (27s) + 1
0 i3s3

] [sen(2rts)] ds
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Grafica de la funcién a la cual converge la integral de Fourier de f(¢) para todo t € R:

2 )y\j”(ﬁ) -QF f(E)
2 o 0 2 t

Donde f(t) es continua, es decir, para todo t real tal que t # —1, t #0, t # 1,

4G ; IO _ ey

y en los puntos de discontinuidad,

1)+ f(=17)  —-1+0 1 f(0+)+f(0’)_2+(—2)_0
2 T2 T 2 2 -2 T

FON+F17) 0411

2 2 2

‘ Ejemplo 6.4.4. |

sen(7t)

e 8f(t)e®™  f(t) es la funcién del ejemplo 6.4.3 . Calculemos .Z {g(t)}:
™

Sea g(t) =

Podemos escribir

_ 1lsen(mt)

g( ) yi— — 8f(t)ei27rt3 _ ER(t) _ 8f(t)ei27rt3

4

donde R(s) es la transformada de Fourier de la funcién rec(t) del ejemplo 6.4.2.

Entonces usando las propiedades de linealidad, simetria y traslacién en el dominio de la
transformada para a = 3:

F{g)} = F {iR(t) _3 f(t)eim} - %y (R(8)} — 87 {F()e?™3) =
= %Tec(—s) —8F(s—3) donde
1, |-s| <32 1, [s| <3
rec(—s) = =
0, \—5|>% 0, |s|>%
4m?(s — 3)? — 271%(s — 3)% cos [27(s — 3
F(s—=3)=—1i ( ) 271'3((3 — 3))3 [27( )] 4
+i 2m(s — 3)sen [27(s — 3)] + cos [2m(s — 3)] — 1
273 (s — 3)3
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| Actividad 6.4.5.

Para cada una de las funciones

SR BN

E R O R (CU R (©
os0={g {21° . o=
R e i R (G
o 50 ={ 5P VSI L o=

i) Verifique que cumple las condiciones suficientes para la existencia de la transformada e
integral de Fourier.

ii) Halle su transformada de Fourier aplicando la forma para funciones pares o impares.

iii) Represente mediante su integral de Fourier de senos o cosenos y grafique la funcién a la
cual converge dicha integral.

| Actividad 6.4.6.

Grafique la funcién a la cual converge la integral:

a) /00 G(s)cos (2rts)ds donde G(s)= /2 t cos (2nts) dt
0 1

b) /oo G(s)sen (2nts)ds donde G(s) = /2 t*sen (2rts) dt ]
0 1

En el siguiente ejemplo daremos una interpretacion de los espectros de senales muy sencillas.

‘ Ejemplo 6.4.7. }

a) fo(t) = e 1M cos(2nt) + e~1* cos(275t) es real y par.

/ fo(t)
N ~
ST

6 5 4 3 = 45

—

3 4 5 6 ¢

El espectro Fy(s) es real y par. Revela dos frecuencias importantes, s; = 1y so = 5,
asociadas a las partes cos(2msit) y cos(2msat) de fo(t).
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F()(S)

El espectro Fi(s) es real y par. Revela las mismas dos frecuencias importantes pero con
diferentes pesos. La parte de la senal asociada con la frecuencia alta so = 5 estd pesada
por una exponencial que decae mas lentamente que la otra.

Fl(S)

e

ARV VAY IR A

El espectro F»(s) es imaginario puro e impar, por lo que graficamos su parte imaginaria.
Se observan las mismas dos frecuencias importantes pero con diferentes pesos.
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Im(F5(s))

-7 -6 5 -4 -3 -2 -1

-1

-2

d) f3(t) = e M sen(2nt) + e~ 1/3] cos(275t) es

—-\/\/\/\/\1/

real, no es par ni impar.

o 5 N \A v \/0

Como F3(s) no es real, representamos el espectro de amplitud. Se observan las mismas

dos frecuencias importantes con diferentes
corresponde a la parte par o impar de f3(t).

pesos. Sin embargo no permite distinguir cuél
Graficando Re(F3(s)) e Im(F3(s)) constatamos

que s; = 1 estd asociada a la parte impar y so = 5 a la par.

1.2

11 | Fs(s)]
0.8
0.6
0.4
02
-6 5 A 3 2 e 0 1 2 3 4 5 6 S
1.2
11 Re(F3s(s))
081 Im(F3(s))
0.6
0.4
0.2
-6 5 4 3 2 e [) 1 2 3 4 5 6 S
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Si f(t), g(t) son funciones de variable real que cumplen las condiciones suficientes para la
existencia de las transformadas de Fourier, entonces

FUW=F6) = [ " pt)e s
Flo) =Gl = [ " gt)e e

Adems4s

Fiwen) = [ " p(a(t)e >t

En general
F{f()g(t)} # F(s)G(s)

Definiremos una operacién entre funciones relacionada con esta cuestion.

6.5. Convolucién de funciones

Definicién 6.5.1. Sean f(t), g(t) funciones seccionalmente continuas definidas parat € R.
Se define la operacion producto de convoluciéon o convolucion de f y g, cuya notacion
es f*g, como

fro)= [ " (g —)dr

También suele escribirse (f * g)(t) o f(t) * g(t).
Propiedades
Conmutatividad: fxg=gx* f
Asociatividad: (fxg)*«h = f*(gxh)

Distributividad con respecto a la suma: (f +¢g)*xh=fxh+gxh

‘ Ejemplo 6.5.2. I

Sean f(t) = u(t —2) = { (1)7 i i ; g(t) = e*
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Finalmente, podemos enunciar el teorema que asegura que la transformada de Fourier del
producto de convolucién de dos funciones es el producto usual de las transformadas. En otras
palabras, la transformada de Fourier tiene la propiedad de tornar a la operaciéon de producto
de convolucién en el dominio del tiempo, una simple operacién de multiplicacién punto a
punto en el dominio de la frecuencia.

Teorema 6.5.3. Transformada de la convolucion

Sean f(t),g(t), teR. Si F{f(t)} =F(s) y F{g(t)} = G(s) entonces
F{f(B) xg(t)} = F{f(0)}F{g()} = F(s)G(s)

| Actividad 6.5.4.

Halle el producto de convolucién entre f(t) y g(t):
a) S(1) = u(t) y glt) = ot
b) f(1) = u(t)e 2 y glt) = u(t)e

c) f(t) =u(t)e "y g(t) = u(t - 3)

| Actividad 6.5.5.

a) Dadas f(t) = u(t)e 2 y g(t) = u(t)e=3! calcule F{f(t) x g(t)} usando el teorema de la
transformada de la convolucién.

b) Muestre que u(t)te ™t = u(t)e ' xu(t)e™! y calcule .Z{u(t)te~'} usando el teorema de la
transformada de la convolucion. ]

Una aplicacién importante, integradora de varios de los conceptos contemplados, es la resolu-
cién y andlisis de sistemas lineales invariantes en el tiempo -LTI- [12]. Por un lado, si h(t) es
la respuesta del sistema al impulso unitario §(¢), la repuesta f(¢) a cualquier otra entrada g(t)
se obtiene de la convolucién de la entrada con h(t), es decir f(t) = g(t) x h(t). Asi, conociendo
la respuesta al impulso unitario, es inmediata la respuesta a cualquier entrada.

o(t) h(t)
LTI .
g(t) f(@) = (g =h)(t)
entrada o sistema salida o
excitacion respuesta

Figura 6.2: Representacion esquematica de un sistema en el dominio del tiempo

Por otro lado, como la funcién h(t) caracteriza por completo el sistema, también lo debe
hacer, si existe, H(s) = F{h(t)}. Si F(s) = Z{f(t)} vy G(s) = F{g(t)}, en el dominio de
la frecuencia tenemos el producto F(s) = G(s)H(s), entonces, H(s) para cada frecuencia s,
captura el cambio de la transformada de Fourier G(s) de la entrada. Esto posibilita disenar
H(s) para que la senal f(t) pase a tener propiedades requeridas (por ejemplo menos ruido

que g(t)).
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LTI C
G(s) F(s)=G(s)H(s)

respuesta
en frecuencia

Figura 6.3: Representacion esquematica de un sistema en el dominio de la frecuencia

| Actividad 6.5.6.

Considere un sistema LTI donde H(s) es la respuesta en frecuencia al impulso unitario.
Si g(t) = cos (2mat), muestre que la respuesta en frecuencia es

F(s)=1/26(s—a)H(a)+1/26(s + a)H(—a)
Ayuda: use el resultado de la actividad 6.2.9. ]

La transformada de Fourier sirve para analizar sistemas LTI estables, en este contexto, para
considerar también los inestables se introduce la transformada de Laplace. Aunque correspon-
de a materias especializadas, es oportuno senalar, que para un sistema causal con condiciones
iniciales nulas, cuya transformada de Laplace de la respuesta al impulso unitario es racional,
se puede analizar la estabilidad o inestabilidad mediante la ubicacién de sus polos [12].

Antes de enfocarnos en la transformada de Laplace, retomando lo del surgimiento de la trans-
formada de Fourier, nos referiremos a las EDP. En los capitulos 1 y 2 resolvimos casos parti-
culares del problema de Dirichlet. Ahora, estamos en condiciones de abordar otros problemas
de contorno.

6.6. Aplicaciéon a Ecuaciones Diferenciales Parciales

Queremos hallar la temperatura u(x,y) en estado estacionario en un sélido semi infinito,
que satisface la ecuacion de Laplace:

(1) uge(z,y) + uyy(z,y) =0 x>0 y>0

con las condiciones de contorno

(2) u(0,y)=0 y >0,
(3) u(z,0) = f(z) x>0,
(4) u estd acotada x>0,y>0
Suponemos que la funcién f(z) cumple las condiciones siguientes: es continua, absolutamente

integrable para z > 0y f’ es seccionalmente continua en cualquier intervalo finito de la recta.

Usaremos el método de separacién de variables y el siguiente resultado [3], p. 40:

Principio de superposicién. Si T, (z,y) es solucién del problema

Too+Tyy =0 0<z<o00, 0<y<oo, T(0,y)=0 paratodoa >0

[e.o]
entonces la integral / To(z,y)da también es solucién (la superposicién consiste en una
0

integracién con respecto al pardmetro «).
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Proponemos la solucion
u(z,y) = X (2)Y (y)

y separando las variables obtenemos (u estard acotada, en general, si lo estdn X y Y')
Vi) +AY (y) =0,  [Y(y)l <Mz, y>0
Es sencillo verificar que A =0 y A > 0 producen soluciones triviales.

Sid=-0?2<0, a€eR, a>0

» X"(x) + a?X(x) = 0 tiene solucién X (x) = Cy cos(az) + Cy sen(ax)
X (0) = 0 implica que X,(x) = C(a)sen(ax) que cumple la condicién de ser acotada.

» Y(y) — a?Y (y) = 0 tiene solucién Y, (y) = Di(a)e™% + Dy(a)e™,
para que se cumpla la condicién de ser acotada tiene que ser Dy(a) =0

Para cada @ € R, a >0, hay una solucién de (1) que satisface las condiciones (2) y (4):
ua(z,y) = G(a) sen(ax)e” Y

Por el principio de superposicién, que consiste en una integracion con respecto al parametro
« real positivo, también es solucién la funcién

U(.Z', y) = / ua(x> y)da
0
Luego,
u(z,y) = / G(a)sen(ax)e” Yda
0

serd solucién del problema original completo si existe G(«) que verifique la condicién (3):

u(z,0) = /OOO G(«)sen(ax)da = f(x) , x>0 (1)

Para encontrar G, recordemos la integral de Fourier: si f y f’ son funciones seccionalmente
continuas en cada intervalo finito de la recta real, f es absolutamente integrable y es funcion
impar, entonces para cada nimero real x:

W _ i /0 h [-21 /0 ) sen(27ra:s)d:c} sen(2mrs)ds

y puede escribirse

W _ /0 ” [ /0 4t (@) sen(27m:s)dx] sen(2ras)ds

Haciendo la sustituciéon « = 27s,

W _ /0 h [ /O - % () sen(am)da;] sen(az)da
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En nuestro caso, f es una funcién definida en (0, +00) y admite una extensién impar que
verifica las condiciones de existencia de la transformada de Fourier, como ademaés es continua

para x > 0, w = f(x). Observando (1), resulta

flx) = /000 [/000 %f(x) sen(am)dm} sen(ax)do

G(a)

Entonces la funcién u que es solucién al problema con las condiciones de contorno es

(@, y) = /O b { /0 b % @) sen(aw)dz} sen(az)e—Vda

\ Ejemplo 6.6.1. [

l—-z,0<2<1

Consideremos el problema anterior con u(z,0) = f(x) = { 0. 2>1
Aa—sena)

Resulta G(a) = 5

y la solucién al problema:
T

o 2 _
u(z,y) = / ((178261104) sen(az)e” Yda
0 yiye;

| Actividad 6.6.2.

Una ldmina de metal que cubre el primer cuadrante tiene su borde a lo largo del eje y
mantenido a 0° y el borde a lo largo del eje z mantenido a una temperatura dada por

2
T(z,0) = -2, O<o<2 ,ademds lim T'(x,y) =0y T'(x,y) acotada cuando x — oo.
0, x> 2 Yy—00

a) Se quiere hallar la distribucién de la temperatura de régimen permanente como funcién
de z e y. De la simple observacién de la condicién de contorno para y = 0 jconsidera
posible el uso de la serie de Fourier en la resolucién del problema mediante el método
de separacion de variables?

b) Resuelva usando del método de separaciéon de variables.

| Actividad 6.6.3.
Halle la temperatura u(z,t) en un sélido semi infinito, donde la cara * = 0 se mantiene a
temperatura 0. La distribucién inicial de temperaturas es la funcién g(z) dada. Ademds u
estd acotada, es decir, no existe fuente instantdnea de calor en la cara x = 0 en el instante
t = 0. El problema puede representarse [3] p. 160:

(1) Ugy = Ut, t>0 x>0

2) u(0,t) = >0

(3) |u(z,t)| < M t>0 x>0
l—z, O<z<l

@ a0 =g ={ 1" 05
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6.7. Transformada de Laplace bilateral y su relacion con la
transformada de Fourier

Se define la transformada de Laplace bilateral de f(¢) como
o0
L{f(t)} =Fg(s) = / f(t)e s'dt, para s€ C tales que la integral impropia exista.
—0o0

Si s =i2msa, s2 € R, pertenece al dominio de Fg (s) y Z{f(t)} = Fz(s2) es la transformada
de Fourier de f(t), resulta

o0
Fy, (2miss) = / FO)e=2m 2t gt = F(sy)
—0o0
En general, hay una relacién directa con la transformada de Fourier cuando s = s1 + is2 :

ng(Qﬂ'S) — / f(t)efQﬂ'stdt — / f(t)ef(2ﬂ51+i27rsz)tdt —

_/ [f(t)€—27r81t] e—27risztdt -z {f(t)e—27r51t} funcién de 59

—0o0
Esto es, la transformada de Laplace bilateral de f(t) se puede interpretar como la transfor-
mada de Fourier de f(¢) multiplicada por una exponencial real, considerando s; fijo.

‘ Ejemplo 6.7.1. I
Sea f(t) = u(t)e ™, a€R

Probaron en la actividad 6.2.5 que para a > 0, so € R:

1

Fft)} = Fz(s2) = o1 i2ms,

Ahora calculamos la transformada de Laplace en 27s con s = s1 + i :

o o
Fg,(21s) = / f(t)e 2mstat = / u(t)e e 2™t gt =
—00 —00
(9] A e—(a+27rs)t t=4
= / e 2t = Ym [ em (TG = lim ——————| =
0 A—oo Jo A—o0 —(a + 271'8) 0
ef(a+27rs)A -1 67(a+27r51+i27782)A -1
A=oo  —(a+ 2ms) A=oo —(au+ 2msy + 127S3)

Escribimos la exponencial compleja
ef(a+271'31+i27r52)A :ef(oz+27rs1)Aefi2ﬂ'32A _
= (OF2m81)A (005 (259 A) — i sen (2ms9.A)]
—e(OF2m) A 005 (27159 A) —ie ™ (*T2™2)A gen (2755 A)
S——r N———r

acotada acotada

como para la exponencial real

lim e~(@t2ms0)A4 — & o+ 2ws1 > 0

A—o00
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resulta
lim e~ (of2ms)A=imed — 0 5 o + 2751 > 0
A—o0
Entonces
1 o
Fg (27s) = - si s> ——
#,(2ms) o+ 2781 + 127s9 ! on

= Si a > 0, podemos calcular la transformada bilateral de Laplace en 2ws con s1 = 0 pues
o
se verifica s1 =0 > ——:
27

) 1
F'iﬂb (0 + Z27TSQ) = m

que coincide la transformada de Fourier Fz(s2).

» Sia <0, existe la transformada bilateral de Laplace en 27s para Re(s) = s1 > —23 (se
T

puede interpretar como la transformada de Fourier de f(t)e~27%1, funcién de sy para
s1 fijo), pero la transformada de Fourier de f(¢) no existe. ]

6.8. Transformada de Laplace unilateral

En muchas aplicaciones las funciones toman el valor 0 para ¢t < 0 o dependen de ¢ > 0. De
aqui la relevancia de la transformada unilateral, a la cual llamaremos, simplemente, transfor-
mada de Laplace.

Definicién 6.8.1. Transformada de Laplace. Sea f(t) una funcion de variable real
definida para t > 0. La transformada de Laplace de f(t), que indicaremos L{f(t)}, F¢(s)
o F(s) (en contextos que no genere confusion), estd dada por la férmula

L)} = F(s) = /0 " f(t)etat

donde s es un pardametro real o complejo.

Dado que la transformada de Laplace se define por medio de una integral impropia, es im-
portante conocer las condiciones que deben cumplir f(¢) y s para que dicha integral converja.
Los valores de s para los cuales la integral converge constituyen lo que se denomina regién de
convergencia o dominio de la transformada de Laplace.

Antes de enunciar el teorema que da esas condiciones, definiremos el concepto que describe
una funcién que crece a lo sumo tan rapido como alguna funcién exponencial:
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Definicion 6.8.2. Funcién de orden exponencial

Se dice que una funcion f(t), t € R,
es de orden exponencial o cuando t — 0o,
st existen T y M constantes no negativas tales que: ()

|f(t)| < Me°t para todo t > T

e

‘ Ejemplo 6.8.3. 1

a) Sea f(t) =12, t>0
Dado o > 0,

.t .2t

3

im — im = im ——
t—00 €9 N~ 1500 gedt ~~ t—o0 g2eot

L’Hopital L’Hopital
A partir de la definicién de limite, se obtiene que cualquiera sea M > 0, existe Ths, > 0

tal que |f(t)| = t* < Me°! para todo t > Ty . Entonces podemos afirmar que f(t) es
de orden exponencial ¢ para todo o > 0.

Con el mismo procedimento se demuestra que f(t) = ¢", n natural, es de orden expo-
nencial o para todo o > 0 (se usa la regla de L'Hopital n veces).

b) Sea f(t) = eit, t>0
1
|f(t)] < Me° paratodot >T con M =1, 0 > R4 T = 0. Podemos afirmar que f(t)

es de orden exponencial o para todo o > i. En particular, de orden exponencial o =

N

lf(t)] = eil < lei! para todo t > 0

2¢!

Figura 6.4: ejemplo 6.8.3a Figura 6.5: ejemplo 6.8.3b

Teorema 6.8.4. Condiciones suficientes para la existencia

Si f(t), t > 0 es una funcién seccionalmente continua en todo intervalo finito y es de orden
exponencial o, entonces existe L{f(t)} para Re(s) > o.
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‘ Ejemplo 6.8.5. }
Sea f(t)=1, t>0

-1 0 1 2 3 4 5 t
Figura 6.6: ejemplo 6.8.5

Analicemos las condiciones suficientes del teorema de existencia.

= f(t) seccionalmente continua en todo intervalo finito de ¢ > 0: se verifica pues f(t) es
continua en t > 0.

= f(t) de orden exponencial o: |f(t)| < Me“! paratodot>T con M =1,0 >0y T =0,
entonces f(t) es de orden exponencial ¢ > 0. En particular, de orden exponencial o = 0:

|£(t)] = 1 < 1€° para todo t > 0

Calculamos la transformada de Laplace para s = s1 +isy € C

%) ) A
Z{ft)} =F(s) = / f(t)e stdt = / le *tdt = lim e Stdt =
—st|A efsA -1
= lim = lim
A—oo —S8 0 A—oo —S

Escribimos la exponencial compleja

em(sitis)A _pmsidpmiszA _ =14 (006 (59 A) — isen (s9A))]
—e 14 cos (s94) —ie *14 sen (s9.A)
N—— N——

acotada acotada

como para la exponencial real

lim e 54 =0 si s3>0

A—o0
resulta
Jim emtis)A — o i 5 >0
Entonces
F(s) = % con Re(s) >0

Como anunciaba el teorema de existencia, el dominio de F'(s) resulté Re(s) > o = 0.
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3 s1= Re(s) >0 3

-1 0 1 2 3 S1 -1 0 1 2 3 4 5 S

Figura 6.7: dominio de F(s),s € C  Figura 6.8: grifica de F(s),s € R

Si s € R resulta Re(s) = s, entonces
F(s)=- con s>0
s

En el caso s € C, la funcién toma valores complejos, solamente graficamos el dominio de F'(s),
ver figura 6.7; en cambio, cuando s € R es posible realizar la grafica de la funcion, figura 6.8.
| Actividad 6.8.6. |

Lo o<t<1
Seaf(t):{e% t>1

Muestre que f(t) satisface las condiciones suficientes para la existencia de la transformada de
Laplace. Encuentre la transformada usando la definicién y determine su dominio.

| Actividad 6.8.7.

a) Sea f(t) = e, t >0, donde a = aj + iaz es una constante compleja. Demostrar:

L)} = L{e™}y = si Re(s) > Re(a)

s—a
Si s,a € R se verifica para s > a

b) Sea f(t) =t", n € N, t > 0. Demostrar (método de induccién completa e integracién

por partes):
n!
8n+1

Z{t"} = si Re(s) >0

Si s € R se verifica para s > 0 L[]

La transformada inversa de Laplace

La transformada inversa o antitransformada de Laplace se nota .Z~! y cumple:
Si Z{f(t)} = F(s) entonces £ {F(s)} = f(t), t>0

Si la transformada de Laplace de una funcién continua f(¢) es F(s) para Re(s) > «, se
puede recuperar f(t) calculando una integral compleja denominada integral de inversién
compleja o integral de Bromwich (5 > «):

1 B+iA

t) = lim — F(s)e’d t>0
f() )\i)Holo 271 B—iA (5)6 5 >
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‘ Ejemplo 6.8.8. }

1
Sea F(s) = ——, donde s = s1 + is9, a = aj + iag vélida en s; > a;. Calculemos su anti-
s—a
transformada de Laplace mediante la integral de Bromwich con 8 > aq:
1 B+iA 1 B+iA 1
f(t) = lim / F(s)e®tds = lim / ——e®ds
A—o0 2771 B—iA A—o0 2711 B—iA sS—a

Consideramos la curva auxiliar C = Cr U C) con R suficientemente grande:

1
S
30 ' ’ oS> a
2 : 51> @ Cr N _\Nﬂ+)\i
! 34\ 7 4 ] >
it i f ) ! aé
aé i
: :
; : Cx
i I S1
E B S1 '
1 1
! i
' '
E —\i 1 . > ;
—\i ! 3 _//,d —\i
R V) i
i !
Como et es analitica salvo en el polo s = a interior a la curva, aplicando el Teorema de
s—a

los residuos:

) , 1 , 1 , 1
2miRess—y ——et = lim —¢e%'ds = lim —e’'ds+ 1lim —estds
s—a R—oo Jo 8§ —a R—oo Jo, 8§ —a R—oo Jo, 8§ —a
Se puede probar que
, 1
lim —elds =0
R—o00 Cr sS—a
entonces
B+iA
lim ——elds = 2miRess—q —— €' = 2mi lim (s — a) et = 2mie
A—00 B—iX sS—a sS—a s—ra sSs—a

1
Luego f(t) = 3 2mie = ™

Por otro lado, en la actividad 6.8.7a demostraron que .Z{e™} = , entonces directamente

1
}:e“t,tZO ]

s—a

podemos llegar al mismo resultado: £ 1 {

En los casos posibles, justamente los que trataremos en lo que sigue, hallaremos la transfor-
mada inversa usando transformadas conocidas y propiedades.

‘ Ejemplo 6.8.9. 1

Ly
1 t>0,t#1
fit)=ei® t>0 fz(t):{ ei i1 #
! —
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3 3
1
fit) = et fa(t)
2 2
1 1
[ ]
0 7 2 3t 0 7 2 3t

Figura 6.9: ejemplo 6.8.9

Sabemos que

1
s>

1
g{e4t} — Fl(s) = :7 Z
4

Como fo(t) difiere de fi(t) solamente en un punto (son casi iguales), la integral de la definicién
de la transformada dara lo mismo, es decir

1 >1
s> =
4

L{f2(t)} = Fa(s) =

1>
ST 1

Mas atn, existen infinitas funciones con la misma transformada. En este caso podriamos
considerar la funcién continua como la antitransformada de Laplace:

| Actividad 6.8.10. |
Para cada una de las siguientes funciones encontrar la antitransformada de Laplace con su

dominio.
1 1 6
s

a) F(s) = — b) F(s) = 0) F(s) = 0

6.9. Propiedades de la transformada de Laplace

Tgual que en el caso de la transformada de Fourier, las propiedades de la transformada de
Laplace posibilitan, a partir de conocer las transformadas de algunas funciones, calcular las
transformadas de otras sin resolver la integral de la definicion. Asimismo con las antitransfor-
madas.

Linealidad: Sean f(t) y g(t) dos funciones tales que
LLf()} = Fs), se Dy y Z{g(t)} = G(s), s € Dy
si a y 3 son constantes cualesquiera, entonces
L{aft)+Bg(t)} = aZ{f()} + BL{g(t)} = aF(s) + BG(s), s € D1 N Dy

Ademas, la antitransformada también es lineal.
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‘ Ejemplo 6.9.1. I

Queremos hallar la transformada de Laplace de f(t) = cos(bt), b€ R

eibt + e—ibt
Recordemos que cos(bt) = — Consideramos a = 0+4b o a =0 —1b en la actividad

6.8.7a, en ambos casos Re(a) = 0 y obtenemos :

4 1
bty =~ D :
ZL{e™} Pt s € Dy :Re(s) >0
1 s1 = Re(s) > Re(a) =0
—ibty .
ZAe }_s+ib’ s € Dy : Re(s) >0

DinNDy: Re(s) >0

S1

Por la propiedad de linealidad:

1 J—
s+ib

f{cos(bt)} _ %f{eibt} + %g{e—ibt} =

N =
[V
|
~.
>
N |

s+ib+s—ib 2s s
2(s24+02)  2(s24+b2)  s24 02

Por lo tanto

S
g{cos(bt)} = m

| Actividad 6.9.2.

Dada la constante b € R, demostrar:

a) ZL{sen(bt)} = con Re(s) >0

52 4 b2
s
b) Z{cosh(bt)} = 2 con Re(s) > |b|
b
c) Z{senh(bt)} = 2 con Re(s) > || ]

Traslacién en el dominio de la transformada (o sustitucién)
Si Z{f(t)} = F(s) para Re(s) > Re(b) entonces

L{f(t)e™} = F(s —a) para Re(s) > Re(a +b)

Esta propiedad enuncia que si conocemos la transformada de una funcién, entonces también
conocemos la transformada de esa funcién multiplicada por una exponencial.
Ademas,

LU F(s—a)} = f(t)e™, t>0

Ejemplo 6.9.3. I

Calculemos la transformada de Laplace de g(t) = te:
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1
De la actividad 6.8.7b deducimos que la transformada de Laplace de f(t) =t es F'(s) = —

S
Aplicando la propiedad de traslacién en el dominio de la transformada con a = 4:

1
LLoO) = LU = Fls—4) = -
Ejemplo 6.9.4. I
1
Encontremos la antitransformada de Laplace de F'(s) = —————:
s4+2s5+10

Podemos expresar
1 1

2+25+10 (s+1)2+9

usando la propiedad de linealidad:

1 1 3
L= b=
{52+25+10} {3(s+1)2+9}

Recordemos que

3
A 3t)}=————
fsen(30)} = oo
entonces por la propiedad de traslacién en el dominio de la transformada con a = —1
3 3

Z{sen(3)e) = (5—(—1)2+32 (s+1)2+9

luego

7! {(s—i—13)2—|—9} — sen(3t)e !

y concluimos:

_ 1 1 _
10 =2 gy | = g 120

Notemos que f(t) real.

También se puede factorizar el denominador en funcién de sus raices y luego usar fracciones
parciales:

1 1 B A B
2125410 = (—1=30)[5— (—1430)] 5= (1-30)] [s=(=1+30)]

pero la antitransformada serd una combinacién lineal de exponenciales complejas, entonces al
final, tendra que usar alguna identidad conocida para obtener la funcién f(t) real.

| Actividad 6.9.5. |
Usando la propiedad de traslacién en el dominio de la transformada, demuestre

—1 S _ —t 1 —t
Z {82 R 10} = cos(3t)e 3 sen(3t)e
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| Actividad 6.9.6.

Calcule:
a) 2 {2 sen(8t)} b) £ {(t — 7) senh(3t)} c) £ {(s+83)2} O
En los esquemas siguientes pretendemos dejar clara la diferencia entre
fut-ay =4 O TSy pe—aut-a ={ % TS Andlogament
u a) = 1), t>a y a)u a) = ft—a), t>a " alogamente

ocurre si consideramos que u(t — a) tome el valor 1 en a.

u(t —a) u(t —a)

f)ult —a) ft—a)u(t —a)

'
'
0 a t 0 g/ t

El El

f(t) “conectada” en t > a f(t —a) “conectada” en t > a

Traslacién en el dominio del tiempo
Sea f(t), t>0.Si.Z{f(t)} = F(s) para Re(s) > Re(b) y a es una constante real positiva,
entonces

L{f(t—a)u(t —a)} = F(s)e * para Re(s) > Re(b)
Es decir, si conocemos la transformada de una funcién entonces también conocemos la trans-
formada de esa funcién trasladada a unidades y “conectada” a partir de a, para cualquier
a > 0. Ademas,

Z! {F(s)e™®} = f(t—a)u(t —a), t>0

‘ Ejemplo 6.9.7. {

Calculemos:
0 2 (ot 3)a(- )

Sabemos que
S

ZL{cos(t)} = 211

Usando la propiedad de traslacién en el dominio del tiempo con a = g resulta:

s

Z{cos(t—z)u(t—z>}: 5 5s_5¢
2 2 s2+1 s2+1
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b) .,Sf{cos (t)u (t — g)}

En este caso la funcién que multiplica a u (t - 5) no estd evaluada en (t — 5) , entonces
no podemos aplicar la propiedad directamente como en el inciso anterior. Trataremos de
escribir la funcién a transformar de otra forma para que eso sea posible, en este caso,

utilizaremos la férmula para el coseno de la suma de dos angulos:

= cos (t — g) cos(g) — sen (t — g) sen(g) =

entonces
Z{cos(t)u(t— g)} :.Z{—sen (t— §)u<t— g)}
Como
Llsen(t)} = 321+1

T
usando primero la propiedad de linealidad y luego la de traslacién en tiempo con a = 5 :

‘ Ejemplo 6.9.8. 1

Calculemos:

1 e *
a) & { 3 }
Escribimos &1 {6_3 } =1 {13 e_s}
s s

1
Hallaremos en primer lugar £ ! {3}: teniendo en cuenta que
s

n n!
f{t}:ﬁ

para n = 2
|

g2+1 g3

1 21 1 2) 1
-1J) -\ _ -1)J2 -\ _ ~gp-1) 2 _ ~42
NG R B

Por la propiedad de traslacién en el tiempo para a = 1, la funcién que buscamos es la

entonces

funcién §t2 pero corrida 1 unidad y “conectada” en ¢t > 1, es decir

Ft) = 2 {313 es} _ %(t— D2 u(t—1), t>0
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—4s
Se
() I G —
) {82+23+10}
—4s
Sse S
Escribimos .1 { —————— L =718 7 7
SEHDIIOS {52+23+10} {52+23+10€

En la actividad 6.9.5, usaron la propiedad de traslacién en el dominio de la transformada
para demostrar que

-1)_ s | _ 1 —t
Z {32 o5 T 10} = cos(3t)e 3 sen(3t)e

Por la propiedad de traslacién en el tiempo aplicado para a = 4:

—4s
S fsem | oy _ 1 Ay =) | S
< {32 o8+ 10} [COS [B(t—4)e gsen[3(t —4)]e ult—4) t>0

| Actividad 6.9.9. |

Calcule:

a) Z {sen(t — m)u(t —m)} b) Z {sen(t)u(t —m)} ¢) L{tPu(t—3)—u(t—1)}
e _ e~ TS B ge—2s
U frs 0r im0 ) O

Transformadas de funciones definidas por tramos

Sean a, b ntiimeros reales, a < b, podemos definir la funcién rectangular rec,(t) como
diferencia de escalones unitarios:

0-0, t<a 1, a<t<b
rectop(t) =u(t —a) —u(t—>0) =< 1-0, a<t<b {0’ tca V t>b
1-1, t>0

Un caso particular es la funcién rec(t) definida anteriormente ya que rec(t) = rec_i 1(t).
272

Mencionamos oportunamente que al multiplicarla por f(t) limita esta funcién al intervalo
(—%, %), o bien, podemos decir que f(t) estd “conectada” en ese intervalo. Lo mismo sucede
en general, ver figura 6.10:

a<t<b
t<a V t>0b

ﬂwm@—@—u@_mp:{f@:

La ventaja de escribir la funcién definida por tramos usando escalones unitarios, reside en la
posibilidad de calcular su transformada de Laplace usando propiedades.
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N

f@)

S
S mm e

-1

0 a b t

41 fOult —a) —u(t - b)]

Figura 6.10: f(t) limitada al intervalo (a, b)

‘Ejemplo 6.9.10. {

4t

er, 2<t<3
Seag(t)_{ 0, 0<t<2 Vv t>3

g(t) = " [ult — 2) —u(t - 3)]

Para usar la propiedad de traslacién en el tiempo debemos expresar e en funcién de t — 2 y
de t — 3:

et — pAE=2)+2] _ 4(1-2) 8 4t 4[(t—3)+3]

P oA(=3) 12

Calculamos la transformadas:
L) =2 {e4<t*2>egu(t —9) — A1y (p 3)}
=87 {64(t_2)u(t - 2)} —el2y {64(t_3)u(t - 3)}

8 1 6—23 o 612 1 6—33
s—4 s—4

—e

[]

Este razonamiento se extiende a funciones definidas con cualquier cantidad de tramos. En la
figura 6.11 ilustramos la descomposicién de la siguiente funcion:

filt), a<t<bd
g(t) =< fa(t), b<t<ec = f1(t) [u(t — a) — u(t — b)]+ fa(t) [u(t — b) — u(t — ¢)]
0, O<t<a V t>c

| Actividad 6.9.11. |

Calcule la transformada de Laplace de

2, 0<t<?2
glt)=¢ e, 2<t<3
0, t>3
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f(t)ff)/q

1
1
1
1
i
0 a

N}

[Sile TR pepupp——

fz(t) 773(3?7.0(0

IN)

.

o

=]

<

2O~
~

-

[ .
o
~

1

Figura 6.11: ¢(t) definida a trozos

Transformadas de funciones periédicas

Si f(t), t > 0 es una funcién seccionalmente continua en el intervalo (0, P) y es periédica
de periodo P entonces

P
Z{ft)} = 1_2—135/0 f(v)e™*Ydv para Re(s) >0

| Actividad 6.9.12. |

Calcule la transformada de Laplace:

a) f(t)=t, 0<t<1, f(t+1)=f(t) b)f(t):{4’ 0<t<2

0, 2<t<g JEFH=I0

Transformada del impulso unitario

Calculamos mediante la propiedad de separacién:

ZL{(t—a)} = /000 S(t —a)e tdt = e =e %

t=a

En la definicién de transformada de Laplace, cuando la funcién tiene peculiaridades en ¢ = 0,
se considera el limite inferior de la integral 0~, por convencién, valores cercanos a la izquierda
del origen [5]. Con esta consideracién, tenemos en particular, para a = 0:

2{5(1) =1

6.10. Aplicaciéon a ecuaciones integrodiferenciales

La transformada de Laplace es una herramienta muy potente para la resolucion de ciertas
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Integrales e Integrodiferenciales, sobre todo en aquellas
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que aplicando la transformada se obtiene una ecuacién algebraica.

Es indispensable descubrir la relacién entre la transformada de una funcién y la de su derivada
o integral.

Transformada de Laplace de derivadas

Transformada de la derivada primera de una funcién: Sea f(¢) continua para ¢ > 0,
de orden exponencial o para t — co y f’(t) seccionalmente continua para ¢ > 0.
Si Z{f(t)} = F(s) entonces para Re(s) > o:

Z{f' ()} = sF(s) — £(0)

Demostracién Aplicamos la definicién de transformada de Laplace a f'(t):

2L} = /0 " ptyestat

Bajo las hipétesis se puede probar que sigue valida la féormula de integracion por partes:

A
/ (e stdt = f(t) —St\ / F(t) (=s)e tdt = f(A)e 4 — f(0) + s / f(t) e stdt
0
como f es de orden exponencial o, existen M, T no negativas tales que

|f(t)] < Me”, paratodot>T

entonces si A > T,
|f(A)] < MeoA

multiplicando ambos miembros por |e*SA‘ = e Re(s)4 5
0< ‘f(A)e_SA‘ < MeaAe— Re(s)A _ Me[a—Re(s)}A

o—Re(s)]A —sA _ ).

Cuando 0 — Re(s) < 0, limg—, el =0y resulta lim4_,~ f(A)e

por lo tanto para Re(s) > o:

A e’}
21} = Jim /0 (e stdt = —(0) + 3 /O F(t) e=tdt = sF(s) — £(0)

‘Ejemplo 6.10.1. I

Consideremos un LTT causal en estado inicial de reposo caracterizado por la siguiente ecuacion
diferencial lineal con coeficientes constantes: f'(t) + f(t) = g(t), f(0) =0

a) Hallemos la respuesta h(t) con h(0~) = 0 al impulso §(¢):
R'(t) 4+ h(t) = 6(t), h(07)=0
Aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros:

L) + 1)} = 2{o(t)}
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por la propiedad de linealidad:
L{W ()} + 2{h(t)} = Z{6(t)}

Llamamos Z{h(t)} = H(s) y reemplazamos Z{h/(t)} por su expresién equivalente,
obtenemos la ecuacion algebraica:

sH(s) —h(07)+ H(s) = Z{é(t)}
como h(07) =0y Z{o(t)} = 1:
sH(s)+ H(s)=1
Resolvemos la ecuacién algebraica con incégnita H(s) en el dominio de la transformada:
(s+1)H(s) =1

1
H(s) = s+1

Aplicando la antitransformada de Laplace, obtenemos la respuesta al impulso unitario:

h(t) =e "t para t >0

0, t<0

1bi _ ,—t .. .
1, t>0 escribimos h(t) = e 'u(t), de la actividad 6.2.12:

Considerando u(t) = {

B(t) = —e tu(t) + §(t)
y corroboramos que h(t) satisface la ecuacién:
R (t) + h(t) = —e tu(t) + 6(t) + e tu(t) = §(t)

El efecto del impulso es provocar un salto en h/(t) en t = 0, suponiendo la condicién
inicial en 0.

b) Queremos encontrar la respuesta f(t) a la entrada g(t) = sen(t):

i) En este caso que ya conocemos h(t) podemos usar la convolucién (resolviendo la
integral ciclica):

F(t) = h(t) % g(t) = /t e~ sen (t — 7)dr = —%cos ) + %sen () + %e_t, >0
0

ii) En general, para una entrada determinada resolvemos directamente:
f'(t) + f(t) =sen(t), f(0)=0

Como en el inciso a), aplicamos la transformada de Laplace, linealidad, llamamos
Z{f(t)} = F(s) y consideramos que -£{sen(t)

algebraica en el dominio de la transformada:

1
} = - Arribamos a la ecuacién
s +1

1

SF(S)+F(S):S2+1
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(s + 1) F(s) =

PO = e+

Para hallar la solucién de la ecuacién original con incégnita f(¢) en el dominio
del tiempo debemos calcular .Z~1{F(s)}. Como F(s) no tiene antitransformada
conocida y es un cociente de polinomios, usaremos el método de fracciones parciales
(la expresamos como suma de términos que tienen antitransformadas inmediatas):

1 _As+B  C  (As+B)(s+1)+C(s*+1)

FrD)G+1) £+l Ts+i E11)(+1)

F(s) =

_A82+A8+BS+B+CS2+C
a (s2+1) (s +1)

_(A+0O)s*+(A+B)s+B+C
(s> +1)(s+1)

Los denominadores son iguales, entonces, los polinomios de los numeradores deben

ser iguales:
1=(A+C)s*+(A+B)s+B+C

Igualando coeficiente a coeficiente:

A+C= 0
A+B= 0
B+C=1

1
yC = 3 Resulta

Concluyendo:

ft)=2"YHF(s)} = —% cos(t) + % sen(t) + e, t>0

| Actividad 6.10.2.

Demuestre: Sean f(t) y f’(t) continuas para t > 0, de orden exponencial o para t — oo y
1" (t) seccionalmente continua para t > 0. Si Z{f(t)} = F(s) entonces para Re(s) > o

Z{f" (1)} = s*F(s) = sf(0) = f'(0),  Re(s) >0

Ayuda: aplique la férmula para la transformada de la derivada primera a la funcién f'(¢).

Ejemplo 6.10.3. I

Resolveremos usando la transformada de Laplace:

y'(t) = 2¢/(t) + y(t) = € Pu(t = 3), y(0)=0, y'(0)=0
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Aplicamos la transformada de Laplace en ambos miembros, usamos linealidad y llamamos
L{y(t)} =Y (s):
LU0 - 22y (1)} + L{y(t)} = L{ePu(t - 3)}

LI (B) = Y (s) = y(0) = sY (), L{y" (D)} = 52V (s) — sy(0) — ' (0) = ?Y (s)
3s

Por la propiedad de traslacién en el tiempo: Z{e!3u(t — 3)} = e~ ]
5 —

Reemplazando:
1

s—1
Resolvemos la ecuacién algebraica en el dominio de la transformada:

s2Y (s) — 2sY (s) + Y(s) = e

1
Y(s)(s? —2s+1) =% 1
S J—

1
s—1

Y(s)(s — 1) = e

1
(s —1)3
Por la propiedad de traslacién en el dominio de la transformadas:

~1 1 1oy
e =5

Finalmente, usando la propiedad de traslacion en el tiempo:

y(t) = % (t— 32 3u(t—3), t>0

Y(s) =e 3¢

Disponemos del siguiente resultado general.

Teorema 6.10.4. Transformada de la derivada de orden n > 1 de una funcion
Sean f(t), f'(t), fA®),..., f™V(t) continuas para t > 0 y de orden exponencial o para
t — oo y fM(t) seccionalmente continua para t > 0. Si L{f(t)} = F(s) entonces para
Re(s) > o:

2{ ™0} = "F(s) = "L1(0) = 5"2/(0) = 773(0) — ... — s£"2(0) — £V (0)

| Actividad 6.10.5. |
Resuelva las ecuaciones diferenciales usando la transformada de Laplace.

a) f'(t)+3f(t) =4t, f(0)=1

b) v/ (t)+3y(t) = 6(t—1), y(0) = 2. ;Qué efecto provoca el impulso en y/(¢) cuando t = 17
) y'(t)+y/(t) =€, y(0)=y'(0)=0
d) yW(t) —y(t) =0, y(0) =y'(0) =y®(0) =0, y"(0) = -1

. - [t 0<t<2
e) ¥ —y=g(t), y(0)=0 con 9(75)—{ 0, t>2

4, 2<t<3

/ _ _ _ ?

e) y' + 6y =g(t), y(0)=0 con g(t)—{o’ 0<t<2 V t>3 =
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Transformada de Laplace de integrales

Recordemos que para funciones f(t), g(t), t € R, la convolucién tiene la forma

(f*g)(t) = / F(r)g(t —7)d

Si f(t) = g(t) = 0 para t < 0 resulta

0= [ fewte

En efecto:
(1) f(r)=0paraT <0

(2) g(t—7)=0parat—7 <0, es decir cuando 7 >t

/f ot — 7)d
:/_l@g(t—T)dT+/otf(T) t—7d7+/f ot —7)dr =
—0 (1)

[ ot

por lo tanto

Teorema 6.10.6. Transformada de la convolucion de funciones
Sean f(t),g(t), t>0. S5t L{f(t)} = F(s) y L{g(t)} = G(s) para Re(s) > k, entonces

L{f) xg()} = L{f ()} L{9(t)} = F(s)G(s) para Re(s) >k

Corolario 6.10.7. Transformada de la integral de una funcion
Si Z{f(t)} = F(s) para Re(s) > k, entonces para Re(s) > k

z{/otf(T)dT} = ng)

Demostraciéon Primero escribimos la integral como una convolucién:

/f dT—/ G —f)+1

o st
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luego aplicamos la transformada y el teorema para la transformada de una convolucién:
t
1
2{ [ 1mar} = 25041} = 20500200 = £
L]

‘Ejemplo 6.10.8. I

t _ . o1 e . .,
Para calcular .Z { fo sen(37)e” th}, primero escribimos la integral como una convolucion:

¢ t ¢
/ sen(37)e” tdr = / sen(3r)e” " dr = [ sen(37) ¢ 7 dr = sen(3t) x e
0 0 0 R/—’(?) y 7;"t
sen(3t)|r ¢ -7

luego aplicamos la transformada y el teorema para la transformada de una convolucién:

3 1
5249 s+1

<z {/Ot sen(ST)eTth} =9 {sen(3t) * e*t} = ZL{sen(3t)}.2{e '} =

‘ Ejemplo 6.10.9. I

S . . o . .
Sea F'(s) = W Ninguna de las herramientas utilizadas anteriormente sirve para calcu-
s+
lar su antitransformada. En este caso podemos expresar
S 1
F(s) = —————
() s2+4 s2+4

Luego

F(t) = cos(2t) * %sen(Qt) _ % /0 cos(27) sen [2(t — 7)] dr — %t sen(2t), t > 0

| Ejemplo 6.10.10. |

Ahora resolveremos la ecuacion integral

/ot F)e ™ Ddr + f(t) = ¢

Como f(1) = f(t)]. vy €7 = e ., reemplazamos la integral por la convolucién:

ft) et + f(t) =€
Aplicamos la transformada de Laplace en ambos miembros y la propiedad de linealidad:

L{f@)xe"} + 2 {f(1)} = £ {}
por el teorema para la transformada de una convolucion:
Ly L{e"+ L {f()} = £ {"}

Llamando F(s) = Z {f(t)} y calculando las transformadas de las otras funciones involucradas:

1 1

F(s)s_4+F(s):S_3
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Resolvemos la ecuacién algebraica con incégnita F'(s):
1 1
F 1) =
(s) <s —4 * ) 5s—3
1 —4 1
F(s) ( s )> -
s

s—4 -3
s—3 1
F -
() (5 — 4) 5—3
s—4
F(s)= ——
) =G —3p
Para calcular la antitransformada de F'(s) descomponemos:
-3)+3—-4 -3 1 1 1
Fsy= B3 +3-4 (5=3) __1
(s —3)2 (s—3)2% (s—3)2% s—-3 (s—3)2
1
El primer término tiene antitransformada inmediata e3'. En el segundo, tenemos % {t} = -
s

pero evaluada en s — 3, entonces su antitransformada es te3'. Concluyendo, la solucién de la
ecuacion integral:

ft)y=e3 -t t>0

| Actividad 6.10.11. |

Calcule:

z{fot(t—T)e*?TdT} b).i”{fgcosh(?ﬁ)ch} ) zl{ ! }

st —16

| Actividad 6.10.12. |
Resuelva las ecuaciones integrales o integrodiferenciales usando la transformada de Laplace.

t)+ [y f(r)dr =
b) /O Tf(t —7)dr + f(t) = te

)+ fo T)dr =1 —sen(t), f(0)=0

+fo )+ 2f/(N)] (t — T)dr = (t — 2)u(t —2), f(0)=0

| Actividad 6.10.13. |
Aplicacién a un circuito eléctrico [6]. Consideren un circuito RLC), resistencia R, induc-
tancia L y capacitancia C, conectados en serie a una fuente de fuerza electromotriz V(t) donde
t es el tiempo; se supone que la carga en el capacitor y la corriente inicial son cero.

La ecuacién integrodiferencial para la corriente I(t):

LI'(t) + RI(t) C/ V()

(i) V(t) = Vb, Vo una constante real
(ii) V(t) = Vosen(wt)
(i) V(t) = Vo [u(t — a) — u(t — b)]
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Ver figuras 6.12, 6.13 y 6.14. En los casos (i) y (ii), la entrada V() es una funcién continua
entonces la ecuacién que modeliza el circuito se puede derivar con respecto a t y resolverse por
otros métodos (variacién de pardmetros, coeficientes indeterminados, etc.). En el caso (iii) los
métodos convencionales no se pueden aplicar [9].

— VVVT] —VVNV— AAAY

Figura 6.12: fuente (i) Figura 6.13: fuente (ii) Figura 6.14: fuente (iii)

a) Demuestre resolviendo analiticamente que en el caso (i) para L = 0 la salida es
I(t)=2eer, t>0

Observe que en realidad la condicién inicial nula estd dada en 0.

b) L1 Corrobore el resultado obtenido en el inciso a) usando transformada de Laplace
con wxMaxima mediante el Algoritmo 1.

Algoritmo 1:

/* la ecuacion integrodiferencial */

ecuE : R+ I(t) + (1/C) x integrate(I(u),u,0,t) + L dif f(I(t),t,1) = Vp;
/*aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros y la transformamos en una
ecuacién algebraica */

ecul E : laplace(ecuE, t, s);

/* hacemos intervenir las condiciones iniciales */

ecuFev : ev(ecul E,1(0) =0, L = 0);

/* resolvemos la ecuacién algebraica obtenida */

ecu2E : solve(ecuFev, laplace(1(t),t,s));

/* deshacemos la lista */

ecudE : first(ecu2E);

/* finalmente obtenemos la solucién utilizando el operador inverso */
ilt(ecu3E, s,t);

Observe que transité un camino analogo al de la resolucién analitica. En este caso, tam-
bién puede encontrar la solucién directamente con el comando: desolve([ecuE], [I(t)]);

c) Q Resuelva con transformada de Laplace usando wxMaxima cuando la tension

varia sinusoidalmente (ii) para los valores de los pardmetros L = 0,01; R = 100; C =
1/1000; V = 15; W = 6.
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d) Q Resuelva con transformada de Laplace usando wxMaxima, mediante el Algorit-
mo 2, para el caso en que la tensién es una diferencia de escalones (iii).

Algoritmo 2:

/* la ecuacién integrodiferencial */

ecuE : Rx1(t)+ (1/C) xintegrate(I(u),u,0,t)+ L«"dif f(I(t),t,1) = E* (unitstep(t —
a) — unitstep(t — b));

/* aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros y la transformamos en una
ecuacién algebraica */

ecul E : laplace(ecuE, t, s);

/* hacemos intervenir las condiciones iniciales */

ecuEev : ev(ecul E, 1(0) = 0);

/*- resolvemos la ecuacién algebraica obtenida */

ecu2E : solve(ecuFev, laplace(1(t),t,s));

/* deshacemos la lista */

ecu3E : first(ecu2E);

En este caso laplace(I(t),t,s) no es un cociente de polinomios, de todos modos puede
obtenerse la transformada inversa aplicando i/t a los cocientes de polinomios involucra-
dos y luego usar propiedades de la transformada de Laplace. Este inconveniente que
presenta Maxima muestra la necesidad del conocimiento de las propiedades y del méto-
do analitico de resolucién.

Encuentre la respuesta para los valores de los pardametros a = 1; b = 2; L = 0,01;
R =100; C =1/1000; V = 155. ]

Derivada de la transformada de Laplace

Teorema 6.10.14. Derivada de la transformada de una funcion
Sean f(t), t > 0, seccionalmente continua y de orden exponencial o para t — 0.

Si Z{f(t)} = F(s) yn € N, entonces

L")} = (=1)"F™(s) para Re(s) > o

Es decir, agregando la propiedad de linealidad, si conocemos la transformada de una funcién,
también, la de la funciéon multiplicada por un polinomio. Esto sirve para la resolucion de
algunas ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes polinémicos.

Ademis,

7 {F<">(s)} = (~1)""f(t), t>0

resulta muy conveniente cuando no es sencillo hallar la antitransformada de una funcién, pero
si la de alguna derivada.

\ Ejemplo 6.10.15. [

a) Calculemos la transformada de Laplace de g(t) = (2 — 4t) sen(t).
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JICREE entonces

—2s 652 — 2

P =mrye ¥ F'eO= oy

Por linealidad y el teorema de la derivada de la transformada aplicado con n = 2 en el
primer término y n = 1 en el segundo:

Ll = L{sen(t)} — 4 L{tsen(t)} =(—1)2F"(s) — 4(—1) F"(s) =

65 —2 P
_(52+1)3 (52 +1)2

-2
b) Dada la funcién real F'(s) =In <8 n 1> ,s € R, hallemos .2~ {F(s)}.
s

No encontramos la forma con las herramientas estudiadas anteriormente. Pero por pro-
piedad del logaritmo, F(s) = In(s — 2) — In(s + 1), cuya derivada es
1 1

F'(s) = -
(5) s—2 s+1

Hallamos facilmente su antitransformada:
! {F'(s)} = X — et
Por otra parte, por el teorema de la derivada de la transformada para n = 1:
L{F(5)} = (~)' () = —t£(8)

Podemos concluir que
—tf(t) =e* — et
de donde
f)==="— t>0

Como lim;_,o+ f(t) = 0, definiendo f(0) = 0 resulta f continua en ¢t > 0.

| Actividad 6.10.16.

Calcular las transformadas o antitaransformadas:

a) (i) fi(t) = (1 +t)e* sen(3t) (ii) fo(t) = te sen®(t)

b) (i) Fi(s) = arctg (M (i) Fy(s) = In <1 N % )

donde Fi(s) y Fa(s) son funciones reales de variable real.

Actividades complementarias

1) En cada uno de los siguientes casos, determine una funcién f de manera que la integral
sea su integral de Fourier y grafique la funcién a la cual converge dicha integral.

a) ) f_oooo [f24 te—iQTrtsdt] ei27‘rt5ds
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b) fooo [f24tcos (27ts) dt} cos (27ts) ds
fo [f t sen (27ts) dt} sen (27ts) ds

sen(ms)

2) Considerando que R(s) = % {rec(t)} = , use propiedades para encontrar la
transformada de Fourier de f(¢).
sen(2mt

) f(t) = rec () b) f(t) = 2T

c) f(t) = rec(t) et00mt d) f(t) = rec(t) sen(1007t)
3) Grafique las siguientes funciones

t—1, 0<t<1
fi(t) =rec ()t ﬁxt)::{ 0. t>1 f(=t) = f(t)

1—t, 1<t<?

t—3, 2<t<4
gl(t)Z{ 0 feo v >4 gty =¢ t—3, 2<t<3
’ 0, t<1 VvV t>3

a) Para cada una de las funciones fi(t) y fa(t), verifique que cumple las condiciones
suficientes para la existencia de la transformada de Fourier. Halle su transformada
de Fourier y represente mediante la integral de Fourier usando las formas adecua-
das. Grafique la funcién a la cual converge dicha integral.

b) Halle .# {4g:1(t)} — 2.7 {g2(t)} usando el inciso anterior y propiedades.
4) Resuelva usando del método de separacién de variables.

a) Tpy +Tyy =0 0<zr<oo , 0<y<oo

) 3_b5y?, O0<y<5b
limy 00 T'(z,y) = 0, T(0,y) = y 0 Y y>:g

Ty(xz,0) =0, T(x,y) esta acotada cuando y — oo.

b) gy =ur x>0, t>0
w(0,t) =0 |u(z,t)|pmstoo < M
w(z,0) = 4—22, 0<z<?2
T 0, T > 2

5) a) Halle la solucién general de las ecuaciones diferenciales siguientes usando la trans-
formada de Laplace.

f'(t) + 3f(t) = senh(t) g"(t) +g'(t) —6g(t) =4
b) Halle las soluciones particulares de las ecuaciones anteriores con las siguientes con-
diciones: f(1) = —2 para la primera y g(0) =1, ¢(2) = 4 para la segunda
6) Resuelva usando la transformada de Laplace.
) ¥'(t) + 5y (t) +4y(t) =0, y(0) =1, y'(0) =0
b) v/ —4y +3y=1—u(t—2) —u(t —4) +u(t—6), y0)=y(0)=0
¢) ¥ +y=sen(t)u(t —2m), y(0)=1, y(0)=0
)

d) B(t) + 5K/ (t) + 6h(t) = 55(t), h(07) =0, A'(07) = 0. ;Qué efecto provoca el
impulso en y/(t) cuando t = 07

a
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e) y'(t) +y(t) =o(t —2m), y(0) =1, ¢/(0) =0. ;Qué efecto provoca el impulso en
y'(t) cuando t = 277

£) [t —7)f(r)dr + f(t) =t

g) Jo f(r)dr = f(t)+ 1+t

h) 4f'(t) + 72 [} f(r)dr =2r[1 —u(t—2)], f(0)=0

i) tf"(t) —tf'(t) +2f(t) =3t f(0)=0, f(0)=1 ]

6.11. Actividades resueltas

Actividad 6.2.4

a) vp/ F(s)eﬂ’r“ds donde F(s) = / 2e—12mts gy o / Lo~ i2mts gy
S L )
Suponemos que f es una funciéon que verifica las hipotesis del teorema de existencia y entonces

existe su transformada de Fourier:
m .
F(s) = / f(t)e_lzﬂsdt
—00

Como la integral impropia converge, podemos expresarla del siguiente modo:

00 ) —2 ) 1 ‘ 5 .
/ f(t)e*ﬁﬂ'tsdt = / f(t)eiﬂm‘/sdt 4 / f(t)efz%rtsdt + / f(t)eiﬁﬂtsdt—i—
—00 oo o .
+ / f(t)e—i%rtsdt _
5
-2

— / 0.€—i27rt3dt _|_ /1 t26—'i2ﬂ't$dt + /5 4e—i27rt8dt + /OO 0.6—i27TtSdt
—00 _9 1 5

Por lo tanto la funcién:
2 osi —2<t<l1

ft) = 4 st 1<t<b
0 sit<—-2ViEt>H

b) Representaciéon de f mediante la integral de Fourier:

vp /OO F(s)e?™ds = f(ﬁ);f(t) vVt e R

— 00

Grafica de la funcion a la cual converge la integral de Fourier de f:

o

5,2)

-4 -3
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Actividad 6.2.5

Dada f(t) = u(t)e™*; a >0

Verificamos que f(t) cumple las condiciones suficientes para la existencia de la transformada
e integral de Fourier.

» f(t) y f'(t) son seccionalmente continuas en cada intervalo finito de la recta real.

00 00 A 1
. / ‘u(t)efat‘ dt = / e~ ™dt = lim e dt =~ < o0
0 «

a) Halle su transformada de Fourier.

00 . 00 . 1
He ot — £~ 0t p—2mits 3p / —t(a+2ms)dt _
Flu)e™} /Oo u(t)ee 0 ¢ o+ 2mis

b) Represente mediante su integral de Fourier.

fE) + @) /oo 1 2mits
— - 2 =vp ——e¢ ds

2 oo O+ 2mis

Gréfico de la funcién a la cual converge la Integral de Fourier de f(t):

fE)+ ()
2

Actividad 6.2.9

Sea ¢ € P el conjunto de las funciones continuas, entonces f¢ € P.
5(t—to)f(){e} = ot —1to){fo} = (fo)(to) = f(to)o(to)
requisito 4)
Si consideramos la funcién constante con valor f ()

o(t —to) f(to) {0} NP 6(t —to) {f(to)o} = f(to)o(to)

requisito 4)
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Por lo tanto tenemos la igualdad de las distribuciones:

6(t —to) f(t) = 6(t — to) f(to)

Actividad 6.2.12

a) (i) Consideramos cualquier ¢ € P,
[91(t) + g2(0)] {6} = — [1(t) + g2 ()] {¢'} = =1 (t) { &'} — g2(t) {¢'} =
= 1) {8} + g2 {6} = [d1(t) + g5(1)] {6}

Por lo tanto se verifica la igualdad entre las distribuciones:

[91(t) + g2(8)] = g1 (t) + g5(t)

(ii) Consideramos cualquier ¢ € P.
Por un lado

F®g@) {6} = = [f(Og®] {¢'} = —g(t) {f¢'} (1)

Por el otro

[F'®)g(t) + f)g )] {0} = [F'()g(D] {6} + [f(1)g'®)] {8} = 9(t) {F'&} +g'(t) {f o} =

=90 [0} — g {(f0)'} =9() {f'0} — 9@ [0+ f¢'} =
=g®) {f'o} —gW) {F'o} —9) {f¢'} = —9) {f¢'} (©)
De () y (f) resulta la igualdad de las distribuciones:

[f(t)g@®)]) = f'(t)g(t) + F(H)d'(t)
b) Por la actividad 6.2.9, e7'6(¢) = e=25(t) = §(t); del ejemplo 6.2.11, u/(t) = 6(¢).

Por la propiedad de la derivada del producto de una funcién ordinaria con una distribucién:
[e " u(t)] = —e tu(t) + e "/ (t) = —ePu(t) + e 'o(t) = —etu(t) + 5(t)

Actividad 6.3.1

a) Propiedad de traslacién en el tiempo: Si Z{f(t)} = F(s) entonces
F(Hlt - a)) = e (s)

Demostracién Planteamos la transformada por definiciéon:
oo .
FUt-a) = [ fe- e =
—0o0

Si sustituimos u =t — a

F{f(t—a)} = /_Oo flu)e ) gy =

g{f(t _ a)} — /;Oo f(u)e—Qmsae—Qm'sudu —
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Luego

y{f(t _ a)} — 67271'1'311 /oo f(u)eiQm’SUdu — 6727risaF(s)

—00

Actividad 6.3.5

1

a) Si f(t) =u(t)e™™, a >0, por la actividad 6.2.5, F(s) = F{u(t)e '} = P
T

g(t) = u(—t)e™ = f(—t)

Entonces por la propiedad de similaridad aplicada para a = —1:
1 s 1 1
Flu(-t) ey = —F (=) = =
{ul(=0e"} = 1 <—1> a+t2mis o - 2mis

b)
h(t) = e = u(=t)e + u(t)e ™

Entonces por linealidad
H(s) = F{e M} = 7 {u(-t)e*} + F {u(t)e '} =

1 1 20

a — 27is + a+2mis a2+ 4282

1 1 2a 1
{ a? + 422 } 2 { a? + 422 } ~— 2 {H®)}

por inciso b)

1
— e ] I
= h(—s) 2ae 2ae

Propiedad de simetria

—als|

Actividad 6.3.7

a) Como
Fo(t —a)} = e 2™ = A,(s)
por simetria
FA{As(—t)} =d(s —a)
Es decir ‘
T {eszzt} — 5(8 _ (Z)

i ( pi2mat _

—i2mat
21 i )

b) Escribimos sen(2mat) = e

Entonces

1 . 1 ~ 1 1
F {sen(2mat)} = 2—@9’ {eZQMt} - 2—29 {6_22“‘”} = 2—@,5(3 —a)— 2—1,5(8 +a)

c) Como

F{o()} =1 = Ao(s)

resulta que Ag(—t) = 1 entonces por simetria

F {1} = §(s)

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 353



MATEMATICAS ESPECIALES - D. L. KLEIMAN Y J. G. ARGERI (COORDINADORES)

Luego, por linealidad
F{1+36(t+2)}=F{1}+3F{0(t+2)} =(s) +3e 2725 = §(5) + 3™

Actividad 6.4.6

00 2
a)/0 G(s)cos (2mts)ds donde G(s):/1 t% cos (27ts) dt

Si f(t) es una funcién par que verifica las condiciones del teorema de existencia de Fourier y

F(s) = Z{(1)) )
F(s) = 2/0 f(t) cos (2mts) dt

y
‘W = 2/0 F(s)cos (2mts)ds
entonces
fA)+ ) [ = _
5 = /0 (2/0 f(t) cos (2mts) dt) cos (27ts) ds =
F(s)
= /oo (/OO 4f(t) cos (2mts) dt) cos (2ts) ds
0 0
G(s)
Como - )
G(s) = /0 4f(t) cos (2mts) dt = /1 t2 cos (2mts) dt
resulta
2
i si 1<t<2V =2<t< -1
ft) =
0 si t<—-2 V —1<t<l V t>2
Y +
/ G(s) cos (2mts)ds = UG );—f( - Vte R

Finalmente, la gréafica de la funcién a la cual converge la integral dada:

o fAN)+ f)
1{ Y= B)
(-2, 1/22 /£27 1/2)
_171/8) (1>1/8)o
-3 -2 -1 0 1 2 3 t

0o 2
b)/0 G(s)sen (2rts)ds donde G(s):/l t? sen (2mts) dt
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Si f(t) es una funcién impar que verifica las condiciones del teorema de existencia de Fourier
y F(s) = Z{f(t)}
/ f(t)sen (27ts) dt

y
_l’_ —
f(t);f(t) = Qi/ F(s)sen (27ts)ds
0
entonces
+ - o0 o0
f(t);—f(t) = 22’/ ( - 22’/ f(t)sen (27ts) dt) sen (27ts) ds =
0 0
F(s)
= / (/ 4f(t)sen (27ts) dt) sen (27ts) ds
0 0
G(s)
Como - )
G(s) = / 4f(t)sen (2wts) dt = / t? sen (2mts) dt
0 1
resulta
( t2
i si 1<t<?2
_ ) 2
f® =9 = si —2<t<—1
4
L 0 si t<-2 V —-1<t<l V t>2
y

/ G(s)sen (2nts) ds = ) —; ) vVt e R

Finalmente, la grafica de la funcién a la cual converge la integral dada:

-3 -2 (—1,1/8)‘] 0 1 2 3t

(-2,1/2)

Actividad 6.5.4

b) f(t) = u(t)e ' y g(t) = u(t)e 3, el producto de convolucién:
/ f(r)g(t —7)dr = / w(r)e T u(t — r)e 3 dr
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0 siT<0 {0 sit—7‘<0_{0 siT>t

Puesto que wu(71) = u(t — 1) = =
d (7) {1 siT>0 Y ( ) 1 sit—7>0 1 sit<t

t
/ e 2Te 30T dr sit>0
F@&) xg(t)y =" =
0 sit <0

e et gt >0
0 sit<0

Es decir:
Ft) * g(t) = u(t)[e™ — e

Actividad 6.5.5

a) f(t) =u(t)e ?, g(t) = u(t)e 3

1
Recordemos que Z {u(t)e"*} = ———— «a > 0. Entonces, por el teorema de convolucién:
o+ 2mis
1
F{f{ )y =F{f(®)}F{9(t)} =
(090} = U T} = i 5mmrr5ms

Actividad 6.5.6

Escribiendo cos(2mat) = = (2™ + e~2™) resulta

N |

G(s) = F {cos(2mat)} = %ﬁ {emat} 4 %9 {em2mat) = %(5(3 —a)+ %5(3 +a)

Entonces
F(s) = G(s)H(s) = %5(5 — a)H(s) + %5(3 + a)H(s)

Por actividad 6.2.9: (s —a)H(s) = (s —a)H(a) y 0(s+a)H(s) = (s + a)H(—a)
de donde
F(s) = G(s)H(s) = %5(5 _a)H(a) + %5(3 +a)H(—a)

Actividad 6.6.3
El problema puede representarse:

(1) Uy = g t>0 x>0

(2) w(0,t)=0 t>0,
(3) |u(z,t)] < M t>0, x>0
(4) wu(z,0)=g(z) x>0

Proponemos la solucion
u(x,t) = X(x)T'(t)

y separando las variables obtenemos (u estard acotada, en general, si lo estdn X y T')

2"(x) = AX(z2) =0, X(0)=0, |X(z)| <M, x>0
T'(t) — A\T(t) =0, |T(t)| <My, t>0
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Es sencillo verificar que A = 0 y A > 0 producen soluciones triviales.

Sid=—-a?2<0, ac€R, a>0

» X"(2) 4+ a?X(x) = 0 tiene soluciéon X (x) = Cy cos(ax) + Co sen(ax)
la condicién X (0) = 0 implica que X,(x) = C(a) sen(ax)
y cumple la condicién de ser acotada.

= T'(t) + 02T (t) = 0 tiene solucién Ty (t) = D(a)e "t
que cumple la condicién de ser acotada

Para cada @ € R, « >0, hay una solucién de (1) con las condiciones (2) y (3):

uqs(z,t) = G(a) sen(am)e*a%

En este caso, el principio de superposicién consiste en una integracién con respecto al parame-
tro « real positivo:

u(a:,t):/ Ug(z, t)do
0
Es decir ~
u(z,t) :/ G(a) sen(ax)e_o‘Qtda
0

serd solucién del problema original si existe G(«) que verifique la condicién (4):

u(x,0) = /OOO G(a)sen(azx)da = g(x) , x>0

Para encontrar G recordemos la transformada e integral de Fourier: Si f y f’ son funciones
seccionalmente continuas en cada intervalo finito de la recta real, f es absolutamente integrable
y es funcién impar, entonces para cada numero real x:

W _ i /0 h [-21 /0 " ) sen(27ra:s)d:c} sen(2mrs)ds

La expresion entre corchetes es la transformada de Fourier de f.
La expresion anterior puede escribirse:

W _ /0 h [ /0 S 4w sen(27m:s)dx] sen(2mas)ds

Si hacemos la sustitucién o = 2ms,

W — /OOO [/Ooo %f(x) sen(a:p)dm] sen(az)dao

Volviendo al problema, g es una funcién definida en (0, +00), puede extenderse en forma impar

. ' B glz) st >0
del siguiente modo: f(z) = { —g(-2) si z<0

Ademss si g es continua, para x > 0 queda:

g(z) = /000 [/OOO %g(:c) sen(ax)dzx | sen(ax)da

G(@)
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Entonces, la funcién u que es solucién al problema es

(o, t) = /0 h [ /0 b %g(x)sen(ax)dx sen(az)e—"'da

l—z,,0<z<1 _ 2(a—sena)
En este caso, u(z,0) = g(z) = { 0 . z>1 , G(a)= >
y la solucién al problema es
o0
MNa —
u(x,t) :/ (aisgna)sen(a:z)efaztda
0 yixes
Actividad 6.8.7
Sea f(t) = e, t >0, donde a = a; + iag es una constante compleja.
0 o A
Z{ft)} =F(s) = / f(t)e stdt = / ee Stdt = lim etestdt =
A
A (a—s)t (a=s)A _1q
= lim [ e@ 94t = lim S ——
A—o0 Jo A—oco a4 — S 0 A—oo a—sSs

Como

ela=9)A4 — plar=s)Ati(az=s2)A _ o(a1=51)4 ¢o5[(qy — 59) A] +iel™ )4 sen [(ag — s2)A]
—_—— —_—

acotada acotada

dado que

Ah’m elar=s)A — (0 cyando a; —s1 <0
—00

resulta

Ah'm ¢4 =0 cuando Re(a)— Re(s) <0
—00

Volviendo a (t):

Fls)=2{e"} = o= s Re(s) > Re(a) = Rel(s) > Rela) =

e

Q
—_

S1

Considerando s,a € R entonces .Z{e"'} = sis>a.
s—a
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Actividad 6.9.5

Podemos escribir

s B s s+ -1 s+1 1
$2+25+10  (s+1)2+49 (s+1)24+9 (s+1)2+9 (s+1)2+9
Entonces 41 . 3
S
F(s) = - =
)= G329 3Grr 19
Recordando que
s
< )= ———
{cos(3t)} oY
P{sen(3t)} = —>
n =
s? + 32
por la propiedad de traslacién en el dominio de la transformada con a = —1 resulta

1
f(t) = cos(3t)e™" — 3 sen(3t)e”t, t>0
Actividad 6.9.6

1
b) Ayuda: senh(3t) = B (e —e™3)

s (s+3)-3 1 3

Avuda: — _
c) I 51327 (5432 543 (s43)2

Actividad 6.9.9
¢) Ayuda:

t2u(t —3) = [(t — 3) + 3]%u(t — 3) = (t — 3)%u(t — 3) + 6(t — 3)u(t — 3) + u(t — 3)
Calcule la transformada aplicando linealidad y la propiedad de traslacién en el tiempo.

d) Podemos escribir

Considerando que

_ 1

por el teorema de la traslacién en la transformada para a = 3,

SRt i

entonces por el teorema de la traslacién en el tiempo para a = 4, la antitransformada de F'(s)
es la funcién te®, pero corrida y activada en t = 4, es decir

f(t) =271 {645 ! 2} —u(t—4)(t -4 >0

(s—3)2
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Actividad 6.10.5

a) f'(t) +3f(t) = 4t, f(0) =1

Aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros:
L{f'(t) +3f(t)} = L{4t}
por la propiedad de linealidad:
Z{f ()} +32{f(t)} = L{4t}

Llamamos Z{f(t)} = F(s) y reemplazamos Z{f’(t)} por su expresién equivalente, obtene-
mos la ecuacion algebraica:

sF(s) — £(0) + 3F(s) = £{4t}

como f(0) =1y Z{4t} = %:

sF(s) —1+3F(s) = 4

52
Resolvemos la ecuacién con incégnita F'(s) en el dominio de la transformada:

F(s)(s +3) :éﬂ

4+ s?
s2(s+3)
Para hallar la solucién de la ecuacién original con incégnita f(¢) en el dominio del tiempo
debemos calcular £~ 1{F(s)}. Como F(s) no tiene antitransformada conocida y es un cociente

de polinomios, usaremos el método de fracciones parciales (lo convertimos en suma de términos
que tienen antitransformadas inmediatas):

F(s) =

4+s*> A B C _As(s+3)+B(s+3)+Cs® _(A+C)s*+(3A+ B)s + B3

$?2(s+3) s +82+8+3_ s2(s +3) s2(s +3)

Los denominadores son iguales, entonces, para que se verifique la igualdad los polinomios de
los numeradores deben ser iguales. Es decir:

A+C= 1
3A+B= 0
B3= 4
: . . . 4 13
Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales: A = ~ B = 3’ C= 9
Concluyendo:
4 4 13
-3 3 < 4 4 13
=L HF(s)}=2""¢24+3 4+ I b =——4t4+ e t>0
) {Fs)} {s et 93" T
1 2
b) Y(s) =e*
YY) =m0
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y(t) = u(t — e 3¢D 4273 >0
El efecto que provoca el impulso unitario es un salto de y/(¢) en t = 1.

d) y(4) (t) . y(t) =0, y(O) _ y'(O) — y(3) (O) =0, y//(o) =1

Aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros:

L{y (1) - y(t)} = £{0}
por la propiedad de linealidad:

L{y W)} - L{yt)} = Z{0} (1)
Llamamos Y (s) = Z{y(t)} y usamos la propiedad de la transformada de la derivada:

Ly W (1)} = 'Y (s) = *y(0) — s”y/(0) — sy"(0) — ¥ (0) = 'Y (s) + s
Reemplazando en la ecuacién diferencial (T):
sV (s) +s5—Y(s) =0

Y(s)(s*—1)+s=0

(s*=1)

Debemos hallar la solucién de la ecuacién original con incégnita y(t) = £~ {Y(s)} pero
como Y'(s) no tiene antitransformada conocida y es un cociente de polinomios, usaremos el
método de fracciones parciales y asi quedara expresada como suma de términos que tienen
antitransformadas inmediatas:

Y(s) =

-5 A B Cs+ D
Y — =

() (s—1)(s+1)(s2+1) 571+s+1+52+1

: 1 1 1

Resolviendo llegamos a: A = 1 B = 1 C= 3 D =0, entonces
1 1 s
Y(s) =— —
() =3 +

(s—1) 4(s+1) 2(s2+1)
1

R S (O T L D L] s
yt) = =32 {31} e {5+1}+2$ {52+1}

1 1 1
y(t) = —Zet - zeft + icos(t) t>0

Actividad 6.10.11

b) Aplicando el teorema de la convolucién:

t
ZL{f(t)xg(t)} =Z {/0 f(r)g(t — T)dT} =Z{f)} L {g()} = F(s)G(s)

t
< cosh(37) 1 drp=%{cosh(3t)x1} =
0 h,—/ g
f(7)=cosh(37) g(t—7)=1
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— Z{cosh@)y .21y = 1_ 1

2-9 5 s2-9

c) Si bien en este caso es posible usar fracciones simples, aplicaremos el teorema de convolu-

cion: 21 [F(s)G(s)} = /O F(F)glt — F)dr = (1) % g(t)

Teniendo en cuenta que:
1 1 1

st—16  s2—4s2+4
1 1 1
-1 _ -1
Z {54—16}_‘3 {52—4s2+4}
1 1
,,2”1{ 5 4}:2senh(2t)
52 —

_ 1 1
Z 1{52+4} :§sen(2t)

Considerando que

resulta:

1 1 1 1 1 [t
- - L= 2t) % = senh(2t) = = h(2 2t — 7))dr =
{32_432+4} 5 sen(2f) x 5 senh(2t) 4/Osen<f>sen<< ™))dr

—2t (4t 1
_e (e )_sen(Qt) £>0
32 16

Actividad 6.10.12

t
b) / Tf(t —7)dr + f(t) = te
0
Aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros:

g{ /Ot Ff(t—T)dr + f(t)} — 2ty

por la propiedad de linealidad:

z{ /Ot (- T)df} b L)) = Lt (6.1)

Llamamos F(s) = Z{f(t)} y aplicando el teorema de la transformada de la convolucién de
funciones y la propiedad de traslacién en el dominio de la transformada:

Lt f(t)} +F(s) = G _11)2
F(s) 1
52 F(s) = (s —1)2
Entonces: )
F(s) = ;

(s —1)*(s*+1)
Como F'(s) no tiene antitransformada conocida y es un cociente de polinomios podemos usar
el método de fracciones parciales:

52 A B Cs+ D

G122 11) s—1 (512 41
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1 1 1
Resolviendo nos queda: A = 37 B= 5 C= —5 D =0 -entonces:
s? 1t o1 1 s
(s—1)2(s2+1) 2s—1 2(s—1)2 2s2+1

f(t) :gil{F(S)} = %gil{sil} +;"§’pl{(5—11)2} B 231{8211}

1 1 1
ft) = iet + itet - icost

d) f(t) +/0 [f(r)+2f/ (D]t = r)dr = (t=2)u(t-2),  f(0)=0

Aplicamos la transformada de Laplace a ambos miembros:

f{f(tH/O [f(7)+2f'(7)](t7)d7} = 2{(t - 2u(t - 2)}

por la propiedad de linealidad:

L{f} + .z{ /Ot[f(f) + 2 (1)) (t — T)dT} =2{(t-2u(t-2)}

Llamamos F(s) = Z{f(t)} y aplicando el teorema de la transformada de la convolucién de
funciones y la propiedad de traslacion en el dominio del tiempo:
—2s

i)+ 2{lf0) + 270 +t} = S

e

F(s)+2{f(t) +2f (t)}2{t} =

—2s
g2

F(s)+ [ 2{f(0)} +22{r)}|2{t} =

6—25

52
F(s) + [F(s> + 2sF(8)Li2 = i

s
F(s)(s+1)* e
2 T2

S

S
6_28

f) =26} =27 g} = 9t - Dt - 2)

por propiedad de traslacién en el dominio del tiempo, donde

g(t) 23_1{(84_11)2} :.,?_1{812} et =te?

Ft)=(t—2)e Dyt —2) t>0

Luego

Actividad 6.10.16

a) (i) Z{(1+t)e* sen(3t)} = Z {e*sen(3t)} + £ {te* sen(3t)}
Calcule primero . {th sen(3t)} usando la propiedad de traslacién en el dominio de la trans-
formada y en el segundo término aplique el teorema de la derivada de la transformada.

(if) 2 {te 'sen(t)}
1
Considere la identidad sen?(t) = 5 [1 — cos(2t)]
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Actividades complementarias
Ejercicio 2
a) Similaridad.

b) El inciso a) y simetria.
c) Traslacién en la frecuencia.

1, . .
d) Considere sen(1007t) = % (67'1007Tt — 6_1100”), calcule la transformada de Fourier usando
i

linealidad y traslacién en la frecuencia.

Ejercicio 6

5 5
D H) = 573

h(t)=5(e* —e3), t>0

El efecto que provoca el impulso unitario es un salto de h/(t) en t = 0.

S 6—27rs

e) Y(S):s2+1+52+1

y(t) = cos(t) +sen(t — 2m)u(t —27), t>0
El efecto que provoca el impulso unitario es un salto de y/(t) en ¢ = 2.

i) Para resolver la ecuacién diferencial primero aplicamos la transformada de Laplace y la
propiedad de linealidad a ambos miembros:

2{tf"} -2 {tf/ )} +22{f)} =2 {3t} (1)
Luego el teorema de la derivada de la transformada (llamamos .2 {f(t)} = F(s)):

LU0} = (D' L2 (10} = L [2F(s) — 55(0) - 0] =
= —% [s°F(s) — 1] = —2sF(s) — s*F'(s)

Es importante observar que la condicién f/(0) = 1 no se usé pues % [f/(0)] = 0 cualquiera sea
el valor de f/(0).

2t ()} = (71)1%3 {ft)} = 7d% [sF(s) — sf(0)] = 7d% [sF(s)] = —F(s) — sF'(s)
Reemplazando en (1):
—25F(s) — s?F'(s) + F(s) + sF'(s) + 2F(s) = (—s> 4+ 8)F'(s) + (=25 + 3)F(s) = 8%
Es una ecuacién diferencial lineal de primer orden (EDL1)

—2s5+3 3

Fls)= -2
—s2+s (s) s2(—s% + s)

F'(s) + (1)

Recordemos que la solucién de una EDL1 de la forma F'(s) + P(s)F(s) = Q(s) es

F(s) = e_fP(S)dS Q(S)ef P(s)ds +C
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Aplicando a la ecuacién (I):

e,
Flo) =224 5
f(t) =$—1{3;30}+.$—1{892}
,3-C

f(t) =1 ==+ Ct

Ahora consideramos la condicién f/(0) =1 y resulta C' = 1.

La solucién de la ecuacién diferencial original es

fE)=t*+t, t>0
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