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DEDUCCION DIRECTA DE LAS ECUACIONES PLANETARIAS

Por
R. P. Cesco

A Straightforward Derivation of the Planetary Ejuations. By R. P. Cesco. — It is the object of this expo-
sitory paper to derive the differential equations of the Keplerian elements (planetary equations) in the problem
of n-bodics merely as a change of variables, that is to say, without the use of the method of variation of ar-
bitrary constants. In celestial mechanics this method is applied to the problem of three bodies after a set of
canonic constants for the elliptic orbit have been found by sclving the Hamilton-Jacobi partial differential
equation (1, 2, 3, 4]. The use of canonic equations may be avoided if the brackets of ILagrange (appearing
in the equations for the derivatives of the six elliptic elements) are evaluated directly or by means of some
special method (Campbell, Whittaker), 14, 5].

The straightforward derivation now proposed is particularly useful for obtaining the planetary equaticns
for more than three bodies, since the known equations may be written without assuming (tacitly) as usual
the additivity of the disturbing functions when the equations for n = 3 bodies are extended for any n (cf. 1,
p. 190; 4, p. 205; 5, p. 515).

For the sake of completeness, we have also included the equation for the semi-major axis of the orbit,
frequently derived from the energy integral, as well as the equations for the inclination of the orbit, the
eccentricity and the longitude of the ascending node, which have been obtained by Chazy [t] by application
of the principle of angular momentum.

1. — El caracter de este trabajo es mis bien diddctico: me propongo deducir a continuacién las ecuaciones
diferenciales de los elementos osculadores elipticos (ecuaciones planetarias) en el probiema de los » cuerpgs,
como un mero cambio de variables dependientes, esto es sin integrar previamente, como se acostumbra, la
ecuacién diferencial en derivadas parciales de Hamilton-Jacobi para determinar cierto conjunto de constantes
canonicas y recurrienco luego al método de variacién de las constantes arbitrarias, o bien aplicando primero
este método y calculando después los paréntesis de Lagrange, es decir los coeficientes de las derivadas de los
seis elementos elipticos en el sistema de ecuaciones que resulta de aplicar dicho método, ya sea directamente
o mediante alguno de los métodos conocidos {Campbell, Whittaker). La deduceion directa que ahora propo-
nemos * es particulaimente util para obtener las ecuaciones planetarias del problema de més de tres cuerpos,
aun en el caso en que alguna de las érbitas osculadoras no sea eliptica. Las conocidas ecuaciones pueden en efecto
escribirse sin admitir ticitamente, como es comin, la aditividad de las funciones perturbadoras, cuando se
pasa del problema de tres al de n cuerpos.

* Apliquela el lector al caso de una ecuacién diferencial lineal completa de segundo orden con coeficientes constantes
(equivalente a un sistema de dos ecuaciones lineales de primer orden en las funciones incégnitas y e y’), resolviendo el sistema

y = Ciyi+ Caya;  y' = Ciyy + Cuy,

(y1, y2: sistema fundamental) respecto de C: y C.. Tomando estas funciones como nucvas variables dcpendientes, la ecuacién
o sistema dado se transforma directamente en el de Lagrange: Cl' = F\(z); Cz' = Fa(z), en el cual las variables estin separadas.
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2. — Sean zv, ¥y, zv las coordenadas heliocéntricas del punto masa my, (v = 1,2, ., n— 1) con origen
en el sol, de masa m,, y sean
2 2 2 2 2 .
rn=x,+y 2y A;=@—2)+ @—y)+ (& —2;)°
respectivamente, los cuadrados de los radios vectores y de las distancias mutuas.

Las ecuaciones diferenciales de movimiento de m, pueden escribirse en la forma

. Xy 6R(V)
iy + By —3~ =
r, oxy
. Yv aR(V)
v+ uv 3 = 3y (v = 1,2, S n—1) (S)
. + Zy aR(V)
2y y =
K 7'3 92y

siendo

S nl 1 rvx; + Yoy + vz
R() = 52 E ’m,-( . - j

i(=N=1 Ay; 7

(»*: constante de Gauss), uv = 3*(my + )

Supongames que a partir de cierto valor de ¢ (época de osculacién), cese la influencia sobre cada punto
masa m, de los restantes n — 2 cuergos, es decir que sean nulas todas las funciones perturbadcras R™. El sis-
tema (S) se reduce en tal caso al siguiente:

. Ty —
Ty + My 3 =0

v

yv+(.l.v'7i;—=0 (V=1,2, ,n'—“l)
Ty

e zy

Zv+/.tv_3=0
r

v

cuya solucién (en ¢l caso eliptico) estd dada por las siguientes férmulas, ¢n las cuales hemos suprimido los fn-
dices »:

r=hLEt+1lkn
y = miE + man
2= mé&+ ney
E=h £ +b i ()
§ = mf + ma
é=n1é+"2ﬁ
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siendo
. dE
t=a(cosE—e) §=—asenk
dt
. _ - dE
n=aVl—e’sen E ﬁ=a\/1——e~cosE7— (2)
dE
r=a(l—ecosE) i‘=aesenE7
dE na
E—esenlli=nt+e—a=M, —=— 3)
dt r
I, = cos Q cos w—sen Qsen w CoS ¢
my = sen © cos w + cos Q sen w Cos ¢
n; = sen w sen ¢
I, = —cos 2 sen w— sen Q cos w COS T €))
my; = — sen Q sen w + cos  cos w cos ¢
Ny = COS w Sen ¢
donde w = @ — Q, con las integrales
yz—zy = Csen Qsent
22 —2& = C cos Qsen ¢ (5)
ry —ys = Ccosi
siendo
C = Yua (1—¢€?) = na® yl1—e, p = n%ad
y
2
Vie@4gpt e — K (6)
r a
de donde
1 2 Ve .
i ; (7)

En el caso general, o sea si actian las n — 2 masas perturbadoras, transformaremos el sistema (S) de
6 (n — 1) ecuaciones diferenciales de primer orden en las funciones incégritas zv, yv, 2v, &v, v, v, €n otro del
mismo orden con las variables dependientes (clementos elipticos) a, ey, v, Q, @, & definidas en funciénde ¢ y
de las anteriores variables mediante el conjunto de férmulas (1), (2), ., (7).

3. — Calculemos, ante todo, para ello las derivadas parciales de R® = R respecto de las nuevas variables
dependientes, observando que si ¢ es uno cualquiera de los elementos elipticos se tiene

do Jdxr do oy do 0z Odc

oR oR oz oR o oR o9
+ L+ :
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En particular, para ¢ = a se tiene, si no se hace variar n con a, es decir si suponemos como conviene
y se hace de ordinario, que la anomalia media M y por tanto también la excéntrica E, es independiente de a,

oR 1 R R oR
— =ty te— @®)
a a ox dy 0z

Si ¢ = ¢ se tiene

0 oF —ae oF
i:(-—a—asenE p )ll-}-(—asenE+a\/1—e2cosE—)lz

de e \/ 1 — ¢2 de
Pero
oF asen E 1 dE
—- = = —sen £ —
de r n dt
luego, en virtud de las (2),
ax ae T
=—ah————=bLsenE + —senk 9)
de V1 — e2 n
dy 0z
y anilogomente se calculan —— y Es pues
de de
oR ael & oR aem
—_—= —al]_—.——Q—senE'-i——senE) + —aml———z-senE+
de Vi —e? n J oz VI — e

n Y g oR n aens B+ 2 5 oR
— sen —_— — an; — ————=sen — sen
n 9y ' V1 — 2 n a9z

Para ¢ = & resulta

_ b b 8k an) oF
o - 9o " e ‘9B T OB

0
Pero
all . al2
—— = — 08 2 sen w— sen Q cos w cost = lo; — = —;
i) ]
oFE u 1 dE
0o ro n dl
luego
or

= LE—1 2
643—2 " n
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] oy a9z
y analogamente se hallan — y —— . Es pues
i 1) 1)
oR t\ oR 7\ 6R 2\ oR _
—={bt—linp—— ) — mef — myn — — ot —nnp——) — 10)
% (25 1M n) or +( 2§ 1M n) 3y +(2E mn n) 9z (
Y puesto que
or ¢ a7 oF oF a 1 dF
=1L + [ y ==
Oe oF oF Jde Jde r n dt
resulta
ox 1 . T
= — (L& + b)) = —
Je n n
d 7 9z z
y andlogamente se tiene v _ ¥ v = — . Es pues
Je n de n

oR & JR y OR

+ AL (1
d n oz n  Jdy n oz

y en virtud de (10):

IR oR oR R R
+ — = (Lt —lLn) —— 4 (Mot — myn) —— + (N2t — i) — (12)
de o103 ox 9y 9z
Pero
li = mycos? + ny, cos Q sen ¢
l; = — my cost— n, cos Q sen
luego

lLt—UlLn=—ycost—zcos Qsen1

y anilogamente
meE — mn = xr cost —z sen 2 sen?

neE—mnm = (x cos @ + y sen Q) sen ¢
Es pues, tambhién

oR oR . . OR : . OR
—— = —(ycosi + zcos Qseni) — + (z cos i — z sen Q sen ) ——
d¢ 1) ox Ay

+ (z cos @ + y sen Q) sen ¢

0z
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Sea ahora ¢ = Q. Se tiene

al
ﬁ = —sen 2 cos w + cos @ sen w — (cos @ sen w — sen Q cos w) €os ¢
0 sea
611 , al2
—— = —m;—1I; Yy, anilogamente —— =1 —m,
00
s pues
or g Oll + 6l2 I s +_ I
— = —Lt+Iin—7
a0 ae " a0 Ty
y anilogamente
% bt £+
—_— = —m mg fFar; —— = —mn n;
30 2t n ’ 90 2 n
luego N
O o bt b — ) o (et mn 7)o (e )
— = (—bt+ ln—y) — — ms m xr) — —n ny) —
30 SRR P & ay P
o todavia
oR oR n oR oR n oR
—_— = — -y x
a9 de 0 Y o oy
de donde
oR oR oR oR oR
+ =—y r—
a0 de 36 ox ay

Finalmente, si ¢ = 7 se tiene

ol, )
-—a—, = sen Q sen w sen ¢ = n; sen L
)
dl, )
Py = sen {2 €oS w sen 7 = N sen {2
)
Luego
or al, al,
—_ = — 4+ 9 —— = (m¢ + nup) sen Q == z sen
J1 J1 07
y analogamente
a1
Yo z cos

o1

(14)

(15)
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0z .
?f=smw%9—h%nm+nmwmn—b%nm
)
= y cos 2 —zx sen
Es pues
oR oR oR - OR
— =zsen Q@ — —2zcos @ — + (y cos R —x sen Q) —
a7 ox dy 0z

4. — De (7) se obticne, derivando respecto de ¢:

1 da 2 2 -
= ri + — (@& + gy + 2%
a?  dt rd 7

Pero en virtud de (8) y de (11):
oR rT

de r3

ii 4+ g+ 2 =n

y reemplazando en (17) sigue

de donde

da 2 oR
dt na  de

o sea la ecuacién diferencial del semieje mayor.

5.— De (2) y (3) resulta

rr
esen l = ———
Vu Va
y de la expresion de r sigue
r
ecoslf =1— —
a

es pues, para cada valor de ¢:

r\2 1 72
e=(1—=) +=
a, g a

De aqui se obtiene, derivando respecto de ¢:

de_1 r rd 7"+ri' '(_2+__ 1
¢ dt a at a pal l_a L 2rra]

11

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)
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Pcro de la expresién de 72 resulta, derivando sucesivamente respecto de ¢:

rt =k + yy + 22

. K 7 oR R R
Ptri=Vitarityjtad=———+u +y + 2z (22)
T a ox oy 0z

en virtud de (S) y de la integral (6). Pero de la expresién (2C) sigue también

1272 1 . r\*
= —fe2—f]1— —
2ua? 2a a

Reemplazando en (21); utilizando la (I) y simplificando queda

de

0/
= (1—é? — — +z
( ) de a® Qe na’ ox +y oy + 9z

naze

R ”? OR ri ( oR oR aR)
+ z

. oR
Si en el segundo término del segundo miembro se reemplaza Y por su valor (11) y si ademdis se
€

sustituyen 2 y 77 por sus respectivos valores se obtiene, después de dividir por y1 —e€? y de agiuppr:

nae de \/l >
— = —¢
Vl — 32 dt de

R 1 . oR
+ — [(2(962 — 2t} + y(ay —yi)) — +
C ax

oR . OR
+ (2(yz —zy) + 2(yz —29)) o + ((2t — 22) + y(2g — y2)) —az—J

o sea finalmente, en virtud de las integrales (5) del momento angular:

nale de \/1———; oR n [ ( 1 Q ) oR ( .
s = —e y cost + 2z cos Qseni) — — (x cos T —
Vi— ez dl ' de Y oz
. OR .9
—-zsen @senz) — —— (v cos @ + y sen Q) sen ¢
6]/ 0z
vele decir
na’e de oR oR R
‘ =\l = e + = an
Vi— ¢ dt de de Iny
en virtud de (13), o sea la ecuacién diferencial de la excentricidad.
6. — De las integralecs (5) se obtiene
. 1 : . y
tg% = ——— [(y2 — 2)* + (x2 — 22)Y]

(xvy — yz)*
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y derivando y simplificando con ayuda de (5) y de (S) queda

C a oR OR Q )+ oR z OR cos Q cost
—_— = —z sen Q cos ? x — 2z —
dt Y a9z dy 9z ox

oR oR ]
—Qz —y sen ¢
ay ox

oR . . 9
= (ysent-—zcos Q cosi) — — (z sen¢ + z sen R cos ) — +
or ay

+ (x cos @ + i sen Q) cosz'a—
2

y de aqui, en virtud de (13) y (15) sigue

di oR oR oR R oR
Csent — = — — —- —— Jcost? 23
T 2 e 90 +( de a@) )
oR oR oR L1
- — sen? —
aQ Je 3} 2
es decir
)
&i 1 ok 83 for o
° - _ + (LI1)
dt Csenti 9Q C Oe eI
0 sea la ecuacién diferencial de la inclinacién.
Pero de las dos primeras de las integrales (5) se obtiene también
52 — 2y
2 = arc tg — —i
xrz— 23
Derivando y haciendo uso de (5) y del sistema (S) sigue
dQ 1 [ oR aR oR R
= - Ly —-2 cos Q—{fx —2 sen
dt Cseni | 0z Yy 9z ox
1 o oR o oR Iy o ) oR ] (24)
= zsen @ — —z cos Q@ — 4 (. s @ — x sen Q) —— 2
Csent ox o8 Ay ycos o sen S 9z
o sea, en virtud de (16):
dQ _ 1 oR av
dt Cseni 9 )

vale decir, la ecuacién diferencial del nodo ascendente.
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7. — De la expresién

—_—

1 ) 1+e 1 1+e 1—cos K |1+ er—op
tg—@v—a) = tg —E = 4/— =
2 1—e¢ 2. I1—e 1+ cosE p— ({1 —er

donde » es la longitud verdadera en el instante ¢ y p = a(1 — €?), se obtiene

14 e)r—
® = v—2arc tg 1+ e d =v—9
p— (1—e)r

Pero
tg (v— ) cosi =tg (A — Q)

donde XA es la longitud heliocéntrica en ¢l instante ¢, es decir
tg A = vy
x
Luego

1 y—atg Q
tg (v — Q) = J =

cost x+ ytgQ
de donde

1 ycosQ—xsenQ}

v=Q arct{
@+ g cost xcos+ ysen 2

Para hallar & calculemos separadamente » y 9. Se tiene ante todo, en virtud de (1) y (4)

xcos 2+ ysen @ = £cosw— 17 Sen w

y anaiogamente
ycos —zxsen © = (£sen w + 5 cosS w) cosz

Es pues,
. QP—PQ
P @

d
dt
donde
P = ycos Q—zsen Q
Q = (x cos @ + y sen Q) cost
y por tanto
P24 () = r? cos®e
QP — PQ = (vy — y) cos 1 — (3% + y?) cos i+
dz
4 (y cos @ — x sen Q) (x cos @ + y sen Q) sen s i

(25)

(26)
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Es pues, en virtud de (5):

dv C _ 249\ . sen 2 di
— — — ={l—— )2+ ———— (ycos 2—zx sen Q) (z cos & + vy sen Q) —
r? cos 7 7?2 cos?t dt

di .
y reemplazando sen i ) y @ por sus valores (23) y (24) queda

dv C r2 cos ¢ — X% — 32 oR oR oR
— = - - zsen Q — —z2c08 @ — + (y cos @ — z sen Q) —
dt r? Cr?sen i cose ox dy 9z
1 i oR
- — (y cos @—z sen ) (x cos Q + y sen Q) I(lzs—lm+y)-———
Cr? cos® ax
oR oR
+ (Mmef —mun — ) —— + (M — up) —— —
dy 0z

4 oR oR
— (1 — cos ?) ((zgg —In) — 4 (mat — may) —— + (naf — i) —)I
ox dy oz

oR or or
=a——+8 + v —
ox oy gz

en virtud de (12) y (14), donde

72 cos 1 — 2% — y?
a = - — 2 sen 2 +
Cr? sen 7 cos ¢

1
+ Ot ooty (y cos @—x sen Q) (z cos @ 4 y sen Q) ( (Li—-Ly) cosi + y)

rtcost-——at—y?
B = - — 2z cos Q +
Cr? sen 7 cos 7

v

1
+ Ot cosi (y cos @— z sen Q) (x cos @ + y sen Q) ( (mot — niyn) cos i — x)

r* cos 1 — 2% — 32

v = (y cos @ — x sen Q) [ ‘ - -
Cr?sent cost

1
_——_Cr? ppveE (x cos @ + y sen Q) (ngt — nm)]
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Reemplazando ahora en o, By v, 72 por £ 4 9> y 2, y ¥y 2 ror sus valores (1) y observando que

2 m No
. = -+ -9 = £sen w + 5 cos w
seni sen? sen 1

(lE— lLin) cosi + y = (£ cos w— 7 s¢n w) sen Q sen?s

resulta

5 Q
o=~ (cositonl bl —1) =

Cr*sent cos? C

zsethg?i

en virtud de (25) y (26), ya que
l,2+mf+nf= 1, (V= 1,2) Yy l]l2+m1m'_)+n-1ng=0

y anilogamente

1 1 1 1
= — —2z2c0s Q tg —1 = — (ycosQ—zxzsen Q) tg —1
B C 83 Y=g (y cos 1 Q) tg 5 ¢
Es pues
o C 1t1,[ . OR Q<91<s+( 0 Q)aR]
—_—— — = —tg —1 |zsen Q — — 2z cOS @ — cos @ — x sen Q) —
dt r? C g2 ¢ ox Y yeo ¢ 0z
1 1. 0R
= —tg—17—
c 2"
Calculemos ahora 9. Se tiene
do d 5 P
o =2 e e Utor—p_ -
/i ¢ p— (1 —e)r 2erQ1\/1+e tg-l—E
1—e 2

donde

1
P, =epi+ (p—rré—erp; @ =p— (1—e)r = 2ac(l — e) cos® ) E

Reemplazando y simplificando queda

dd C e + cos E é \/1 —e? da

dt 2 esenk  \[_-e ae sen £ dt

Reemplazando ahora d y & por sus valores (I) y (II) se obtiene

9 y 2V1—er [ & OR ) ;  OR
d C A e(x +y +z )+

dt 7 natesen E \ n 9z n 9y n 92
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na%? sen I/

. : ai
etk Km wfwh—@pdm)Ji+
n ax

y - oR
+ (% Vi—er— (mzi—mm))a—y +

5 oR
+ (___ \/1 — e2—- (N — nm)) ]
n 0z

cs decir
dd C oR 48 oR n oR Ji ;
JE— —_ — . —_— — €
di r2 * ox ' ay " 0z
donde
1 [ 7 LE—hn
= — —cos ) — + SE) —————
T Tnatetsen B _(e cos £) n (¢ + cos ) V1 — e J
1 } —- :
fr=——""— T(e—cosE) Y + (e + cos E) —Ti—__@—_
na’e?sen B | n Vi — 2 J
1 i z ok —myn
=— —cos K) — E A
N e sen B _(6 cos £) n + (e + cos B) V1—e? |

Pero por ser

r
e—cosE =esen? E— — cos F
a

y ademas

) ' na
=lL¢+ by = (—al,sen E + alg\/l —- e2cos E)
se obtiene, reemyplazando en «; y simplificando:
1 i _ —
o) = - e sen? IY + aly senEcosE—alﬂ/l—-e’coszE—l-
no2e? sen K n
(cosE—e) (cos E + e
+ ( ) aly — al, (e + cos E) sen E]
V1 — e
1 7 ael,
= " (—- sen K — ———— sen I¥ — all)
na’e \ n VI - 2
es decir
1 dr
a) = -_—

nae de

17
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en virtud de (9), y anilogamente

8, = 1 0y _ 1 0z
! na%e de na%e Ode
Es pues
@@ ¢ N1—e 4R
dt r? naze oe
y por tanto
tg — 1
do 2 oR VI —e2 4R v
dt na?-V]_ — 2 01 nale de ’

es decir, la ecuacién diferencial de la longitud del perihelio.

8. — De (18) y (19) sigue, por ultimo
rT

tg =

na(a —r)
Y reemplazando en la ecuacién de Kepler (3):
\a i ri

\/;L (a—r) N \/; Va

M =nt+ e—d = arc tg

Se tiene

— \}E) rid + -%l rzi'?] —

a—7r

2Va

dt Vot [%(a_'r) (fz+ﬁ)+(

rra

2a Vu Va

Pero recmplazando 72 4+ r# por su valor (22); r# por su valor deducido de (18); 4 por (I) y la diferencia

— (i + ) +

-
VuVa

1 e
— por cos I/, se obtiene
r a r
dM n sl — ok oR oR
——=—a(cosE~——-e)cosE+ = “A= +y + 2
di r nale ox oy 9z
E 8R
. (r + p) sen n na son? B
nade Oe r
R oR oR
=n+a + By + 72

oz dy oz
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donde
cosk—e r+p &
g = T— sen F
na’e nale n
cosF—e r+p vy
B = - y— — sen K
naze nale n
cos I —e r+p 2 .
Yo = z—- sen I
na’e nale n
Se tiene
2 z cosE + e)x r+a(l —e?) z
Qg = — — — + (cos ) — ( )—senE’
na a na’e nase n
2 1 T rE
=———— = [(1—62)—senE’+——senE—-
na a na’e n na
— (cos E 4 ¢) (bt + bn) |
Pero
L
—sen E = —alysen* E + al, 1 —e?sen E cos E
na
Luego
2 2 1—e? |2 aely _
aQp = ———— — —senE—-—__—senE—all
na a na’e n VI — e
es decir
2 1—e* Oz
Qg = —
na na’e  0de¢
y analogamente
2 y 1—e* Oy 2 2z 1—¢* 0z
62='—’——'_—__—_; Yo -
na a na’e  de na a nale  Jde
Es pues, en virtud de (8)
dM de dn dd 2 OR 1—e 9
—=—+4+n+t———=n— — i
dt dt dt dl na oda na’e de

19
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y reemplazando & por su valor (V) queda finalmente

de dn 2 oR 1—V1i—e? OR
f— = — 1 — e
dt T dt na da T \/ ¢ naze de
t, !,
g1 I
2 oR  d
+ Sl == (VI)

natVl— et 8 di

o sea la ecuacién diferencial de la longitud media de la época.

Si en las ecuaciones (I), (IT), ., {VI) se restituye el indice v en R y se afectan los elcmentos elipticos
y el movimiento medio de cada cuerpo con el subindice v (v =1,2, ., n— 1), se obtiencn las 6(n — 1)
ecuaciones planetarias, ¢. q. d.

Observatorio Astronémico de La Plata, Junio 20 de 1966.
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