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Presentacion

Este libro retine los contenidos impartidos en las asignaturas “Principios de Control y Servo-
mecanismos”, “Control y Servomecanismos A” y “Control Automatico”, de la carrera de Ingenieria
Electronica de la Universidad Nacional de La Plata (UNLP) y “Control I” de la carrera de Ingenie-
ria Electronica de la Universidad Nacional de la Patagonia San Juan Bosco (UNPSJB), a lo largo
de 40 afos de docencia. Surgi6, ademas, como una necesidad durante la cuarentena del afio
2020, a fin de reforzar el material disponible ante el replanteo de las actividades en modalidad

virtual.

El texto ha sido elaborado como un primer abordaje a la teoria del Control Automatico en
el contexto de una curricula de Ingenieria Electronica. Como tal, el concepto fundamental es el
de realimentacién de estados. La realimentacion es omnipresente en la naturaleza, y ha sido
aprovechada por la Ingenieria desde tiempo inmemorial para el control de magnitudes fisicas.
El desarrollo de la teoria matematica de sistemas realimentados ha hecho posible un colosal
avance tecnolégico e industrial, con limites inimaginables. Este libro es la puerta de entrada a la

Ingenieria de Control.

El abordaje “clasico” del control automatico es basicamente lineal, esto es, supone que el
sistema a controlar puede describirse en forma aproximada, alrededor de un punto de trabajo,
mediante ecuaciones diferenciales lineales. En este libro se utilizan los conceptos de matema-
ticas, fisica y sistemas lineales para introducir formalmente los conceptos de realimentacion,
respuesta de lazo cerrado, estabilidad y compensacion, de sistemas lineales, invariantes en el
tiempo, de una entrada y una salida (SISO-LIT), tanto continuos como discretos o0 muestreados.
Requiere por lo tanto de conocimientos previos de ecuaciones diferenciales lineales, transforma-
das de Fourier, Laplace y Z, series de Taylor, modelos matematicos, sefiales continuas, series
discretas, convolucion continua y discreta, respuesta temporal y en frecuencia, funciones de

transferencia y algebra de bloques.

El libro consta de tres partes bien diferenciadas, que son tratadas primero en el contexto de
los sistemas continuos y luego para sistemas muestreados. En la primera parte se introducen los
conceptos de lazo abierto y cerrado, y el célculo de la respuesta temporal de sistemas SISO-LIT
utilizando, como herramienta fundamental, la funcién de transferencia. El abordaje por ecuacio-
nes de estado, si bien es mencionado, no se trata en profundidad. A partir de estas ideas se
definen y analizan diversas medidas de performance y figuras de mérito (Sensibilidad, Rechazo
a perturbaciones, Coeficientes de error, Error de estado estacionario, etc.). Ademas, se introdu-
cen y generalizan las ideas de modelado, linealizacion e identificacién lineal, con énfasis en la

evaluacién y ponderacion de dinamicas dominantes, perturbaciones y ruido.
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La segunda parte introduce el fundamental concepto de Estabilidad de sistemas lineales,
desarrollando exhaustivamente los principales métodos de analisis de estabilidad absoluta y
relativa: criterio de Routh-Hurwitz, y métodos de Lugar de Raices (Evans), Nyquist y Bode. Estos
temas se apoyan fuertemente en los temas de la primera parte. Se enfatiza la integracion de

todas las herramientas, analizando su pertinencia en cada caso.

Finalmente, la tercera parte aborda el tema de sintesis de compensadores, analizando dife-
rentes métodos y estructuras (atraso/adelanto, PID, etc.). Estas actividades de disefio son de

indudable interés profesional, y abordan la solucién de problemas abiertos de ingenieria.

Los temas arriba citados son abordados en la primera mitad del libro utilizando modelos
continuos y transformadas de Laplace. En la segunda mitad, los temas son revisitados luego
de repasar el teorema del muestreo y la transformada Z, agregando con ello un nuevo grado
de libertad. De esta forma, al llegar a los sistemas discretos de control se tienen los conceptos
basicos asentados, y los temas pueden abordarse en forma muy dinamica, a menudo como

simple extension de sus equivalentes continuos, mutatis mutandis.

El material presentado puede ser desarrollado en aproximadamente 20 semanas, lo que ti-
picamente puede acomodarse en un semestre. Casi todos los capitulos se corresponden con
una clase teorica. Los conceptos vertidos sientan las bases para abordar sistemas lineales de
multiples entradas y salidas, sistemas no lineales de control y estrategias de compensacion

avanzadas.

Miguel Mayosky

Febrero 2021.
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CAPITULO 1
Conceptos preliminares

Introduccion

En este capitulo se discutiran los principales temas a ser tratados en el libro, y se introducira
el concepto basico de realimentacion. Se hara una clasificacién informal de los diversos tipos de
sistemas de control, y se centrara el analisis en los sistemas lineales invariantes en el tiempo, de

una entrada y una salida.

1.1. Realimentacion. Un ejemplo simple

El concepto de realimentacién es fundamental en la teoria de sistemas dinamicos. La idea
basica consiste en la utilizacién de la informacion del estado de un sistema para influir sobre
sus entradas, y de esta forma modificar su respuesta dinamica, a fin de cumplir con una serie
de especificaciones de disefio. La realimentacion esta presente en toda la Naturaleza, siendo
particularmente importante en Biologia y Fisiologia. Por ejemplo, el ser humano trabaja con
una temperatura corporal de 37 grados centigrados, aun si la temperatura exterior varia entre
amplios limites. La regulacién es tan exacta que una desviacion de un par de grados denota
invariablemente la presencia de alguna enfermedad o condicion anémala. Para lograr esto, el
cuerpo humano dispone de sensores de temperatura en la piel y otros érganos, informacién que
es utilizada para modificar el metabolismo, por ejemplo, alterando el ritmo cardiaco y la tempe-
ratura de la sangre. Del mismo modo, cuando caminamos siguiendo una trayectoria trazada en
el suelo, utilizamos la informacion estereoscépica brindada por los ojos para corregir la direccién
del paso, al tiempo que se conserva el equilibrio y la velocidad deseada. La realimentacién ha

sido aprovechada por el hombre desde tiempo inmemorial para el control de magnitudes fisicas,
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hrep(t)| P

Figura 1.1: Un ejemplo simple

y el desarrollo de una teoria matematica para el control de sistemas ha hecho posible un colo-
sal desarrollo tecnol6gico e industrial, con limites inimaginables. En este libro comenzaremos a

rasgar la superficie de esta teoria.

llustremos algunos conceptos a partir de un ejemplo simple. Supongamos que se desea
llenar de agua, hasta una cierta altura deseada #,./(r), un recipiente cilindrico cuya base tiene
un area A. Para ello disponemos de un suministro de agua con un caudal ¢(¢) y de una valvula
on-off. Un esquema simplificado del sistema puede apreciarse en la figura[L.3l Suponiendo que
el recipiente esta originariamente vacio, en un dado instante de tiempo ¢, podemos plantear las

siguientes ecuaciones:

o) = dl;(tt):v(t)z /(:q(t)dt (1.1)
We) = Ah(r) (1.2)

donde h(r) es el nivel del agua en el instante ¢ y v(¢) es el volumen de liquido en el recipiente.
La primera ecuacién proviene de las leyes de fisica, en particular de la definicion misma de
caudal, mientras que la segunda es propia de la geometria del sistema bajo estudio. De estas
dos ecuaciones puede obtenerse la evolucion temporal de la altura del agua en el recipiente,

esto es
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Esta ecuacién nos permite comenzar a analizar algunos conceptos importantes. La expresién
es un modelo matematico del sistema, esto es, una representaciéon matematica de algun as-
pecto del mismo. Es importante destacar que todo modelo permite so6lo una visién parcial del
sistema bajo estudio. Esta ecuacion, por ejemplo, no dice nada sobre la temperatura del agua,
el peso del recipiente, su color, etc. Todos los modelos tienen una regidn de validez donde predi-
cen mas o menos adecuadamente el comportamiento del sistema. Por ejemplo, la ecuacién[1.3]
predice que si ¢(r) = Q = cte el nivel del agua crecera linealmente con el transcurso del tiempo,
tendiendo a infinito cuando + — «. Este modelo no predice que cuando h(t) = H,, el recipien-
te rebalsara. De la misma forma, sabemos que A(r) no puede ser negativo, aunque el modelo
contemple esa posibilidad. Todos los modelos, no importa su complejidad, son siempre locales y
funcionan alrededor de un determinado punto de funcionamiento. Este es un concepto importan-
te: el modelo no es el sistema. El modelo predice mas o menos exactamente el comportamiento

de un aspecto del sistema en condiciones especificas de funcionamiento.

Puede apreciarse, ademas, que la ecuacion es una ecuacion diferencial o, mas exacta-
mente en este caso, integro-diferencial. El uso de esta herramienta es necesario debido a que
ningun sistema fisico es capaz de cambiar su estado en forma instantanea (por ejemplo, llenar
el recipiente en tiempo cero). Todos los sistemas fisicos almacenan y disipan energia en alguna
forma, es decir, poseen inercia. Desde el punto de vista de la respuesta en frecuencia, esto im-
plica que la pendiente en alta frecuencia de la curva de amplitud versus frecuencia en un sistema
fisico siempre es negativa (energia finita). Una pendiente positiva o incluso nula implicaria que
el sistema tiene ancho de banda infinito y por lo tanto podria responder infinitamente rapido a
una excitacion, cosa que no es fisicamente posible. Las ecuaciones diferenciales nos permiten

modelar la evolucion temporal de sistemas con “inercia”.

Otra consideracién interesante sobre la expresion [1.3] es que es una ecuacién diferencial
lineal, es decir, es una combinacién lineal de derivadas de las variables involucradas. Los sis-
temas lineales son de facil resolucién, pero no existen en la naturaleza. ¢Por qué es entonces
interesante estudiarlos? Si bien practicamente la totalidad de los sistemas fisicos son no lineales,
a menudo puede plantearse un modelo incremental lineal alrededor de un punto de equilibrio,
ya sea por observacion o por linealizaciéon de sus ecuaciones. Es importante entonces aclarar
que, aunque no se diga expresamente, cuando se plantea un modelo lineal todas las variables
son incrementales, es decir, pequefios apartamientos de un punto de operacién establecido. Por
otra parte, si la estrategia de control es tal que logra mantener al sistema en el punto deseado

de funcionamiento, el modelo lineal provee toda la informacién necesaria.
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I’I’lg\

Figura 1.2: Un péndulo ideal

1.1.1. Un ejemplo: modelo no lineal y su linealizacién

Analicemos el comportamiento de un péndulo simple sin rozamiento (figura[f.2). Consideran-

do la componente tangencial del peso podemos escribir:

ma; = —mgsin 6 (1.4)

donde m es la masa (considerando despreciable la masa del hilo), a; es la aceleracion tangencial,
g es la aceleracién de la gravedad y 6 es el angulo de apartamiento de la vertical. Recordando

que a; = [6 podemos escribir

6 =—25sin0 (1.5)

o, en forma equivalente
é+§sin6:0 (1.6)

Vemos que la ecuacion diferencial que describe la dinamica del péndulo es no lineal, debido
a que la variable 6 esta afectada por el operador seno. También vemos que el sistema tiene dos
puntos de equilibrio (las posiciones en las que se anula la aceleracion), correspondientes a los
puntos en los que 6 = 0 (punto muerto inferior) y 6 = & (punto muerto superior) y sus multiplos
enteros. Es evidente que estas condiciones de equilibrio son diferentes. En efecto, pequefos
apartamientos del punto muerto inferior daran lugar a oscilaciones alrededor del punto de equi-

librio (que seran sinusioides automantenidas si no existe rozamiento), mientras que pequefos
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apartamientos del punto muerto superior daran lugar a trayectorias que se alejan del mismo.
Intuitivamente, el inferior es un punto de equilibrio estable y el superior es un punto de equilibrio

inestable.

¢ Es posible hallar una aproximacion lineal al comportamiento del péndulo? Ciertamente que
si. Para ello, desarrollemos la nolinealidad mediante la serie de Taylor alrededor de los puntos
de equilibrio:

£09 = T " Ol 650" (17)

donde x, es el punto de equilibrio elegido, y /" es la derivada de orden n respecto de x. En

nuestro caso

Sin 6 = sin(6,) + cos(6,)(6 — 6,) — %sin(ee)(e 02+ (1.8)

Vemos que para pequefios apartamientos del punto de equilibrio, los términos se van achi-
cando mas y mas. Si despreciamos todos los términos superiores al término lineal podemos
hacer una aproximacion de primer orden, con lo cual las ecuacién[1.6] nos queda, para el punto

de equilibrio superior

D>

Il
~|0Q

>

(1.9)

y para el punto de equilibrio inferior

(1.10)

D>
Il
|
~|0q
>

En ambos casos tenemos ecuaciones diferenciales lineales, pero es importante destacar que
son diferentes. La aproximacion sera valida en la medida que sea licito despreciar los términos
de orden superior. En este caso es evidente que la aproximacién solo funcionara bien alli don-
de sin(6) = 0, es decir, para angulos pequeios. Por ejemplo, si utilizamos esta expresion para
describir el comportamiento alrededor del punto de equilibrio superior, para que el modelo lineal
sea representativo debe llevarse el péndulo a la posicién vertical, y luego asegurarse que los

apartamientos seran “pequefios”.

Béasicamente, los modelos pueden obtenerse a partir de dos metodologias. La primera (mo-
delado propiamente dicho) resulta del conocimiento de las leyes fisicas que rigen el compor-
tamiento del sistema, y es la que hemos aplicado en el ejemplo actual. La segunda es una
aproximacion de tipo “caja negra”, que consiste en plantear un modelo genérico de orden sufi-

cientemente elevado y, a partir de un ensayo que provee registros de entradas y salidas, realizar
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Figura 1.3: Circuito eléctrico analogo del ejemplo

un proceso de ajuste de parametros (por cuadrados minimos, por ejemplo) para minimizar el
error entre los datos experimentales y los predichos por el modelo. A esta metodologia se la

conoce como Identificacion.

1.2. Analogias

Volviendo al ejemplo del recipiente, es facil advertir que el sistema se comporta como un
integrador. En efecto, la ecuacion es enteramente analoga a la tensién sobre un capacitor C

excitado por un generador de corriente:

velt) = é/oli(t)dt (1.11)

donde el valor del capacitor C hace las veces del area de la base, la corriente actua co-
mo el caudal, y la tensién v, sobre el capacitor es andloga a la altura del nivel de agua (figura
[M3). Ambos sistemas se dicen andlogos y estan regidos por las mismas leyes. Esta no es la
Unica analogia posible, pudiéndose plantear sistemas mecanicos, eléctricos, hidraulicos y tér-
micos equivalentes. Una vez obtenido el modelo, todos esos sistemas pueden tener el mismo

tratamiento matematico para su estudio y disefio.

1.3. Control de Lazo Abierto

Supongamos ahora que ¢(r) = Q = cte y que h,.¢(t) = H,.y = cte. Si consideramos el recipiente

vacio en el instante inicial (2(0) = 0), la ecuacién[1.3] se transforma en

1 t
h(t):X/o th:%t (1.12)

donde vemos que la altura del agua crece linealmente con el tiempo, con una pendiente %,

esto es, en forma directamente proporcional al caudal de entrada e inversamente proporcional
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Hy.r w

A

Figura 1.4: Sistema de lazo abierto con temporizador

al area de la base. El recipiente puede llenarse manteniendo abierta la valvula un tiempo 7 =
Href%- Por lo tanto, el objetivo (llenar el tanque) podria conseguirse con un temporizador que
mantuviera abierta la valvula T unidades de tiempo, como lo ilustra la figura[1.5l Este sistema,
cuya respuesta se grafica en la figura[1.4] si bien puede ser utilizado en la practica, posee varios

problemas:

» Es altamente sensible a eventuales variaciones en el caudal, esto es, si ¢(t) < O el reci-
piente no alcanzara a llenarse, y si ¢(r) > Q se superara la altura de referencia, pudiendo
incluso llegar a rebalsar. Esto ocurre porque el sistema de control no esta midiendo la altura
del agua.

= El sistema es también muy sensible a perturbaciones. Por ejemplo, si una vez alcanzado
el valor final se extrae agua del recipiente, como se aprecia en el instante T, el sistema es

incapaz de restaurar la altura deseada.

Este tipo de sistemas, en los que no se mide la variable controlada, se denominan Sistemas

de Lazo abierto.

1.4. Introduciendo Realimentacion

A fin de mejorar las prestaciones, introduzcamos el concepto de realimentacion. Para ello,
incorporemos un sensor de nivel de agua, y remplacemos la valvula on-off por una valvula pro-

porcional, es decir, una valvula en la que la apertura es proporcional a una sefial de mando. La
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h(t)
rebalse
Href | - : v,_;';,,% — perturbacion
01 >Q m:%
0:<0 | t
r r

Figura 1.5: Respuesta al escalon del sistema de lazo abierto

informacién sobre el nivel se compara (es decir, se resta) al valor deseado, y la diferencia (error)
es amplificada para actuar sobre la valvula proporcional. La apertura de la valvula (y por lo tanto,
el caudal de salida de la valvula) resulta entonces proporcional a la diferencia entre el nivel actual

y el nivel deseado, como se aprecia en la figura[1.6l Las nuevas ecuaciones resultan

W(t) = /0 a0Vt (1.13)
q(t) = K(hyer(t) — h(t)) (1.14)
v(t) = Ah(t) (1.15)

donde K engloba las ganancias del amplificador, la valvula, etc. Juntando todo arribamos a la

siguiente ecuacion:

h(r) = %./0'[ K(hyep(t) — h(1))dt (1.16)

Esta ecuacién diferencial lineal a coeficientes constantes puede resolverse facilmente utilizan-
do la Transformada de Laplace. Recordando que las condiciones iniciales son nulas podemos

escribir

H) = S (Hesls) ~ H(s) (1.17)
HE(+5) = o Huerls) (1.18)

Hy K &

Hol — (45 645 19
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Figura 1.6: Sistema de lazo cerrado con realimentacion de nivel

Obsérvese que mientras el sistema de lazo abierto se comportaba como un integrador (un
polo en s = 0), el nuevo sistema de lazo cerrado tiene un polo en s = —%. La introduccion de reali-
mentacion produce, en general, una alteracién en la dinamica del sistema la cual, dependiendo

el caso, puede ser beneficiosa o contraproducente.

A partir de la ultima ecuaciéon podemos calcular la altura del nivel para cualquier excitacién

H,.r(t) resolviendo la antitransformada de Laplace:

K
h(t) =2 (Href(s)(s:,()> (1.20)
A

Por ejemplo, si H,.; es una funcion escaldn unitario, cuya transformada de Laplace es 1/s,

resulta:

h(t) = 2! (mfli’()) (1.21)
A

La forma mas simple de resolver esta ecuacion es aplicando el Teorema de los residuos:
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Hmax|

T;

Figura 1.7: Respuesta al escal6n del sistema de lazo cerrado

K
=< R R
A 1 2
A Ry 1.22
PP S E S P § (1.22)
K
oA
Rio= gt = (1.23)
K
R, = lim 4 =-1 (1.24)
s——7 S
K
= 1 1
A - - _ - 1.25
645 T 5 615 1.29)
(1.26)

que puede antitransformarse facilmente término a término, resultando

h(t)=1—e 4! (1.27)

La respuesta a un escaldn en la referencia puede apreciarse en la figura[1.ZL Obsérvese que el
sistema es capaz de cumplir con el objetivo de llenar el tanque independientemente del valor de
Q. Ademas, si una vez alcanzado el objetivo, aparece una perturbacion que reduce el nivel de
agua, como en el instante T; en la figura, el sistema es capaz de responder abriendo nuevamente
la valvula (ya que el error vuelve a ser distinto de cero) y restableciendo el nivel deseado, con
la misma constante de tiempo. La mejora se ha logrado al costo de modificar la dinamica del

sistema, que ya no se comporta como un integrador, ya que el polo se ha desplazado a —K/A.

Otro aspecto importante a destacar es que ahora la forma de la respuesta dinamica puede

alterarse modificando el valor de K, que no depende del sistema fisico en si, y puede ser ele-
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:
i

Figura 1.8: Diagrama de bloques del sistema realimentado

gido por el disefiador. De esta forma, si K aumenta la respuesta puede hacerse mas rapida y

viceversa, ya que se altera la constante de tiempo de la exponencial.

Podemos llegar al mismo resultado trabajando directamente con el diagrama de bloques. En
efecto, analizando el sistema podemos plantear el diagrama de la figura[1.8l El bloque Ais es el
sistema de lazo abierto que tiene como salida la altura del fluido y como entrada el caudal ¢(z).
La salida es comparada con el nivel de referencia y es luego afectada por el bloque K, cuya
salida es el caudal. Operando sobre este diagrama puede arribarse a las mismas ecuaciones

que sobre el sistema fisico:

1

HE) = 06)4 (1.28)
E(s) = Hu(s)—H(5) (1.29)
0s) = KE() (130)
HS) = KlHer(s)~H(s) - (131)
HE(+ 1) = He(s) (1.32)
H) = H,ef<s>(stA,5) (133)

1.5. Tipos de sistemas de control

1.5.1. Estabilidad y performance

No necesariamente la introduccién de realimentacion tendra efectos benéficos sobre la res-
puesta del sistema. Por ejemplo, si en nuestro ejemplo el valor de K fuese negativo, es facil
advertir que la componente exponencial de la respuesta al escalén sera creciente en lugar de
decreciente, con lo cual el valor de la salida aumentara arbitrariamente, tendiendo teéricamente
a infinito a medida que transcurre el tiempo (en realidad, lo que ocurrird en este caso es que
el sistema abandonara la zona de funcionamiento lineal, con lo que el modelo dejara de repre-

sentar adecuadamente al sistema). En el ejemplo, la altura no puede superar H,,,,, s decir, el
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sistema presenta un fenémeno de saturacion, algo no contemplado en el modelo lineal. Diremos
entonces que el sistema es inestable, aunque todavia no daremos una definicién precisa de la
estabilidad. Es importante poder predecir bajo qué condiciones un sistema puede ser inestable,
y el estudio de la estabilidad de lazo cerrado ocupara varias semanas en este curso. Aun sin ser
inestable, un valor positivo pero muy pequerio de K puede hacer que el transitorio de la respuesta
sea inaceptablemente lento. De la misma manera, un valor positivo pero muy elevado de K po-
dria comprometer la integridad de la valvula, al exigir demasiado a sus componentes mecanicos
(excesivo esfuerzo de control). Los parametros de la respuesta temporal, tales como tiempo de
establecimiento, sobrepico, valor final, etc., son importantes para caracterizar las prestaciones
de un sistema, y dentro de ciertos limites el disefiador puede alterarlos (como en este ejemplo)
mediante la criteriosa introducciéon de dinamica, lo que se denomina compensacion. En este li-
bro se estudiaran diversas técnicas de compensacion, tanto en el dominio del tiempo como de

la frecuencia.

1.5.2. Sistemas mono y multivariables

El sistema del ejemplo posee una Unica entrada (la altura de referencia) y una Unica salida
(el nivel de agua). A estos sistemas se los denomina SISO (Single input-Single Output). Sin em-
bargo, pueden existir sistemas con entradas y salidas multiples (MIMO: Multiple input-Multiple
output). Por ejemplo, supdngase que, ademas de llenar el recipiente hasta la altura H,.r, qui-
siéramos que la temperatura del fluido fuese de T,.; grados (figura [1.9). Para ello, podriamos
disponer un calefactor en la base del recipiente, y de un termometro. Los lazos de control de
nivel y el de control de temperatura no son independientes, ya que un aumento de temperatura
produce una dilatacién del fluido que afecta el nivel A(¢). De la misma manera, el ingreso de
fluido frio en el recipiente altera la temperatura en el recipiente. Este sistema posee entonces
dos salidas (nivel y temperatura) y dos entradas (caudal de entrada y potencia calefactora). En
general, un sistema MIMO puede tener n entradas y m salidas. En este curso nos centraremos

en sistemas SISO.

1.5.3. Sistemas invariantes en el tiempo

En el ejemplo hemos considerado que los coeficientes de las ecuaciones diferenciales eran
constantes independientes del tiempo. A este tipo de sistemas se los denomina LIT (lineales e
invariantes en el tiempo). Sin embargo hay muchos sistemas que no se comportan de esta forma.
En nuestro ejemplo del tanque, el valor de K podria ser funcion del tiempo, con lo cual el polo del
sistema cambiaria de posicion en cada instante. Este sistema seguiria siendo lineal, pero sus

coeficientes serian variantes en el tiempo. Un ejemplo clasico es un avion de caza: su masa (y
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H max

Figura 1.9: Sistema MIMO con dos entradas y dos salidas

por lo tanto su inercia) cambiara a medida que se consuma el combustible y se descarguen las
armas. Otro ejemplo lo constituyen los sistemas adaptivos o adaptativos, donde el compensador

modifica sus parametros en funcion de una evaluacién de las prestaciones del sistema.

1.5.4. Sistemas discretos y muestreados

Supongamos que desearamos que la apertura de la valvula del ejemplo fuera comandada
por una computadora. Un esquema posible es el de la figura [[.10. Como la computadora sélo
puede trabajar con numeros binarios, el nivel de liquido (que podria ser, por ejemplo, proporcio-
nal a un voltaje eléctrico) deberia ser transformado en un nimero binario mediante un conversor
analogico-digital. Este dispositivo transforma una tension eléctrica continua en un valor numérico
en algun formato digital. Este valor numérico podria entonces ser procesado por un programa
ejecutado en la computadora. El resultado de este programa (a su vez un niumero binario) debe-
ria ser transformado nuevamente en una tension o corriente eléctrica para actuar sobre la valvula
proporcional. Esto se lleva a cabo mediante un conversor digital-anal6gico, que transforma un
valor numérico en una sefnal eléctrica analégica de valor equivalente. Este proceso se repite pe-
riodicamente, cada T unidades de tiempo. Es evidente entonces que en el lazo de la figura[1.10l
conviven dos tipos de sefnales diferentes: sefiales continuas, que existen para cualquier valor de
t, y pueden tomar infinitos valores entre un maximo y un minimo, y sefales discretas, que sélo
existen en determinados instantes T (instantes de muestreo) y pueden tomar uno de entre un
numero finito de valores, dependiendo del sistema de numeracion binario (por ejemplo, si utili-

zamos una representacién binaria en punto fijo y 8 bits, la sefal discreta s6lo puede tomar uno
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A/D|~| Prog.| -| D/A
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hreg(t) | P & A

—

Figura 1.10: Sistema de control muestreado

de entre 256 valores posibles). Evidentemente, hay una pérdida de informacion, ya que se igno-
ra el comportamiento del sistema entre instantes de muestreo, y por otra parte, existe un ruido
de cuantizacién producto del sistema de numeracién utilizado. Es por lo tanto importante elegir
adecuadamente el valor de T a fin de poder controlar el sistema adecuadamente, y disponer
la dinamica del lazo a fin de obtener la respuesta deseada y rechazar el ruido de cuantizacion

eficazmente.

1.6. Alcances y estructura del libro

En este primer curso de control automatico nos concentraremos en sistemas SISO-LIT, conti-
nuos y muestreados. En la primera mitad del libro, estudiaremos modelos matematicos, respues-
ta temporal, diversos métodos de andlisis de estabilidad y compensacién de sistemas continuos.
Durante la segunda mitad se analizaran los mismos temas para el caso de sistemas muestrea-
dos. Se hara énfasis en adaptar las técnicas de analisis y disefio desarrolladas para sistemas

continuos para su aplicacion en sistemas muestreados.

1.7. Problemas

1. Recalcule el sistema de la figura[1.6] pero ahora suponga K negativo. ¢ Qué ocurre con el

polo del sistema? ; Qué efecto tendra este cambio en la respuesta temporal?

2. En el sistema de la figura se supuso que la respuesta de la valvula es instantanea.
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Supongamos que, para acercarnos un poco mas a una situacion real, modelamos la res-

puesta de la valvula mediante la expresién

donde u(r) es la salida del bloque K, y a es una constante positiva. ;Como cambia la

relacion entre H(s) y Hy.r(s)?

3. Modifiguemos el sistema de la figura [1.6, suponiendo que existe un agujero en el fondo,
y que el caudal de sale por el mismo es proporcional a A(z). ;Cémo se modifican las
ecuaciones del sistema? El tanque, ¢sigue siendo un integrador? ;Qué pasa en ambos

sistemas, cuando ¢t — o, si se cierra la valvula?

4. Supongamos ahora que en la figura el tanque es esférico. Recalcule las ecuaciones
dinamicas. ¢ El sistema sigue siendo lineal? Realice una aproximacion lineal del sistema

alrededor de un punto de trabajo, digamos por ejemplo, H,./2.
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CAPITULO 2

Analisis de la respuesta temporal de
sistemas SISO-LIT

Introduccion

En el capitulo anterior hemos visto que los sistemas lineales pueden ser modelados mediante
una ecuacion diferencial lineal, esto es, una ecuacion diferencial en la que las senales de entra-
da y salida sélo son afectadas por operadores de escalado, integracién y derivacién. Ademas, si
los coeficientes que afectan a las sefales y sus sucesivas derivadas son constantes, el sistema
serd invariante en tiempo. La forma habitual de resolver ecuaciones diferenciales lineales e inva-
riantes en el tiempo es la Transformada de Laplace. Al convertir las ecuaciones diferenciales en
algebraicas, la Transformada de Laplace permite definir la Funcién de Transferencia del sistema,
que sera nuestra herramienta fundamental para el analisis de sistemas de lazo cerrado. En este
capitulo se analizaran las propiedades basicas de la funcién de transferencia, y se utilizara para
el calculo de la respuesta temporal de sistemas. Los conceptos de polo y cero de transmision
serdn discutidos en detalle, tanto para los sistemas de fase minima como para los de fase no

minima.

2.1. Ecuaciones diferenciales y modelos de sistemas

Recordemos que siempre que hablamos de un modelo lineal de un sistema nos referimos
al andlisis del comportamiento incremental del mismo, es decir, suponemos que el sistema esta

trabajando en un punto de funcionamiento sobre el cual se producen pequerios desplazamientos,
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— Sistema

Figura 2.1: Sistema SISO-LIT

que pueden ser descriptos por una ecuacion diferencial lineal (aunque generalmente se omite,
las sefales que aparecen en todas las ecuaciones estan siempre referidas al punto de operacion,
p.ej. x(r) = X(¢t) — Xo). En esas condiciones, la dinamica de un sistema con una entrada x(¢) y
una salida y(¢) como el como el de la figura [2.9] puede ser descripta a través de una ecuacién

diferencial general de la forma:

aox(t) + arx(t) + axi(t) + ...+ anx™ (1) = boy(t) + b1y(t) + boy(t) + ...+ bux™ (1) (2.1)

Los operadores de derivada son necesarios para representar el almacenamiento de energia
en el sistema y consecuentemente la incapacidad de todos los sistemas reales de responder en
forma instantanea a la entrada. Para resolver esta ecuacién diferencial utilizamos la Transforma-
da de Laplace:

F(5) =2 (f0) = [ f)eas (2.2)

Si se consideran condiciones iniciales nulas, utilizando las propiedades de la Transformada de

Laplace convertimos esta expresién en una ecuacién algebraica de la forma:

aoX (s) + aysX (s) +ars®X (s) + ... +aus"X (s) = boY (s) + b1sY (s) +bys>Y (s) + ... +bus™Y (s)  (2.3)

Al despejar el cociente % obtenemos la forma habitual de la funcién de transferencia:

Y(s) ap+ais+ars®...+a,s"
G(s) = = 2.4
(s) X(s) bo+bis+brs?+...+bys (2.4)

Podemos dar entonces una primera definicion: “La Funcién de transferencia es el cociente
entre las transformadas de Laplace de la salida y la entrada del sistema, cuando se consideran

condiciones iniciales nulas”.

Por supuesto, ésta no es la Unica forma de representar un sistema dinamico lineal. Una ecua-
cion diferencial de grado n puede ser siempre expresada como un sistema de n ecuaciones
diferenciales de grado 1. En efecto, consideremos el sistema eléctrico mostrado en la figura 2.2

La ecuacion que describe su operacion es:

W(t) = i(t)R—i—Ld;(: )4 é | /0 i(e)di (2.5)
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Haciendo el cambio de variables

) = i) (2.6)
w0 = [iwdo (2.7)
= 0() = x) (2.8)

x1 (1) = —=x2(1) + —v(r) (2.9)
() = xl) (2.10)
y@#) = x1(£)R (2.11)

_ X1
= e« +

fC2 1 0 X2

v(t) (2.12)

S =

que se conoce como la ecuacion de estados del sistema. A diferencia de la funcion de trans-
ferencia, que es Unica para un dado sistema, la ecuacion de estados no es Unica. De hecho,
cualquier combinacion lineal de los estados arriba citados puede ser utilizado como un nuevo

juego de variables de estado. En este curso no abundaremos sobre este tema.

C
L
i y(t)
v(t) R
1

Figura 2.2: Circuito eléctrico simple

2.2. Propiedades de la funcién de transferencia

A continuacién resumiremos algunas propiedades de la funcion de transferencia del sistema:

= Sila funcién de transferencia proviene del modelado o identificacion de un sistema realiza-

ble los coeficientes de los polinomios numerador y denominador son nimeros reales. Esto
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hace que las raices de numerador y denominador sean invariablemente nimeros reales
(positivos 0 negativos) o complejos conjugados. Es decir, existira una relacion de simetria

respecto del eje real en el plano s.

= La funcién de transferencia es independiente de las sefales de entrada y salida. G(s) es

una propiedad del sistema.

= | a salida del sistema ante una excitaciéon cualquiera puede obtenerse facilimente calculan-
do

Y(s) =X(s)G(s) (2.13)

(1) =271 (X(5)G(s)) (2.14)

Esta expresion nos permite dar una definicion alternativa de la funcion de transferencia. En
efecto, considerando que si x(r) es un impulso su transformada de Laplace es X (s) = 1 po-
demos decir que /a funcidn de transferencia es la transformada de Laplace de la respuesta

impulsiva del sistema. Esta definicién sera de utilidad mas adelante.

= Los valores de s que anulan del denominador de la funcién de transferencia se denominan
polos, mientras que las raices del numerador se denominan ceros de transmision o sim-
plemente ceros. Si el orden del denominador es mayor que el del numerador (esto es, si el
sistema tiene mayor cantidad de polos finitos que de ceros finitos) se dice que el sistema
es estrictamente propio. Si el grado del numerador es igual al del denominador, el sistema
es propio, mientras que si el sistema tiene mas ceros que polos es impropio. Todos los
sistemas realizables son propios. Esto puede justificarse considerando que, en la medida
que el sistema tenga mas polos que ceros, la curva de amplitud de la respuesta en fre-
cuencia decaera para frecuencias suficientemente elevadas, lo que implica que el sistema
es de banda limitada. Tanto en los sistemas propios como impropios el ancho de banda
es infinito, lo que implicaria que el sistema podria reaccionar instantdneamente ante una
entrada, cosa que es fisicamente imposible. A pesar de ello, a lo largo del texto aparece-
ran, ocasionalmente, funciones estrictamente propias e impropias. Esto ocurrird cuando se
desprecie alguna dindmica, o bien cuando la funcién de transferencia es sélo valida en una
banda de frecuencias. Un caso tipico son los modelos del transistor para frecuencias ba-
jas, medias y altas. Como dijimos con anterioridad, todos los modelos son aproximaciones
locales, es decir tienen una regién de validez limitada en la cual predicen adecuadamente

el comportamiento del sistema.
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jo Plano S Im G(s) Plano G(s)

G(s1)

[of Re G(s)

Figura 2.3: Interpretacion grafica de la funcién de transferencia

2.2.1. Una interpretacion grafica de la funcién de transferencia

La expresion puede ser factorizada a partir de las raices del numerador y denominador

como sigue:
_NG) I (s—ci)
G(s) = O KH’}Ll(s—pj) (2.15)

donde K = a,/b,, €s una ganancia (que puede ser positiva 0 negativa). Los términos (s; —c¢;) y

(s1 — p;j) son vectores tendidos desde el cero o polo y el punto s; en consideracion. El resultado
de calcular la funcién de transferencia en un punto cualquiera del plano s sera un vector G(s)

cuyo moédulo y fase vendran dados por la expresion

Jj=1

e = ldelmal 2.16)
j:1’(S—P1)|

0G() = oK) +Y os—c)— Y o(s—p;) (2.17)
i=1

La figura ilustra la operacion realizada. Por ejemplo, cuando relevamos la respuesta en
frecuencia de una funcion de transferencia hacemos este célculo restringiendo el andlisis al eje

Jjo positivo.

2.3. Calculo de la respuesta temporal

La respuesta temporal del sistema ante una excitacion cualquiera se obtiene antitransforman-
do Y (s).
(1) =271 (X(5)G(s)) (2.18)
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Como la expresién es racional en s, puede utilizarse la expansion en fracciones simples, anti-
transformando las dinamicas individuales. Debido a la condicion de simetria con respecto al eje
real que detallabamos mas arriba, los polos del sistema so6lo pueden ser reales (distintos o re-
petidos) o complejos conjugados. Por lo tanto, para calcular la salida de un sistema lineal, s6lo
es necesario saber calcular la respuesta a polos reales y a pares de polos complejos conjuga-
dos. Distinguiremos tres casos: polos reales distintos, polos reales multiples y polos complejos

conjugados.

2.3.1. Polos reales de multiplicidad 1
En el caso de polos reales de multiplicidad 1 los residuos se calculan como

R; = lim (s —s5;)Y (s) (2.19)

S8

de forma tal que la respuesta temporal de cada término es

K7 ( G f 2 ) =Ke (2.20)

es decir, una exponencial real que sera decreciente si el polo estd en el semiplano izquierdo
(parte real negativa), creciente si tiene parte real positiva, y constante si a = 0. El caso de malti-
ples polos reales distintos es la extension de este resultado, simplemente aplicando el teorema

de residuos.

2.3.2. Polos reales de multiplicidad n

Si el desarrollo en fracciones simples contiene términos de la forma:

K

Grar (2.21)
El residuo K se calcula por igualacion de coeficientes, o mediante la férmula
k=" i L o ayys) (2.22)
(n—1)!s=a dsn=1)
la respuesta temporal de cada término tomara la forma
z! ( G fa)n) = gtﬂeﬂ” (2.23)

2.3.3. Polos complejos conjugados

Este caso es sensiblemente mas complejo. Para analizar el comportamiento primero escribi-

remos la expresion en su forma normalizada

(1)2

T P 2lwmst a2 (2.24)

Y(s)
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w,\/1-E2

Figura 2.4: Ubicacion de los polos complejos conjugados

donde , se denomina frecuencia (o pulsacion) de oscilacion no amortiguaday & es el amorti-
guamiento. Para calcular la ubicacion de los polos obtenemos las raices del polinomio denomi-
nador

si2=—C@,£1/21/ (28 0,)? — 4w, = —Ew, £ 0,/E2— 1 (2.25)
El caso & > 1 (sistema sobreamortiguado) corresponde a dos polos reales y distintos mientras
que & =1 (amortiguamiento critico) corresponde a dos polos reales y coincidentes, dos casos
que ya hemos visto. En el caso de £ < 1 (sistema subamortiguado) el argumento de la raiz es

negativo, por lo que podemos escribir

si2=—Ca,E jo,\/1-&2 (2.26)

La figura[2.4lilustra esta situacion. Aqui puede hacerse un poco de luz sobre los nombres de
las constantes normalizadas. Obsérvese que si el amortiguamiento es nulo (£ = 0) las raices se

encuentran sobre el eje jo y la respuesta es la de un oscilador puro de frecuencia .

La respuesta al escalon de un sistema subamortiguado constara de una componente sinu-
soidal de frecuencia w; = w,+/1— &2 con una envolvente exponencial de constante de tiempo
—€w,. En términos generales

0 =27

El &ngulo ¢ es directamente

o? _ :
7 2E0 s+a)2)> =1—Ke ™ sin(wyt + ¢) (2.27)
n n

(Dn\/l—éz):tg—l(\/ 15—52) (2.28)

Eay,

¢=1g""(
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Step Response

Amplitude
)

08
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. . . . .
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Figura 2.5: Respuesta al escaldn. Se aprecia la respuesta completa y la envolvente ¢ ¢,

0 equivalentemente

¢ =sin (/1 —E2) (2.29)

Para calcular el valor de k utilizamos la condicién que para t = 0 la salida es nula. Por lo tanto

y(0)=0=1 stin(sin_l(\/ 1-€2)=>K= \/11_7 (2.30)

y la expresion completa resulta

e—Eont —
y@)=1- \/%sin (a)dH—tgl <\/1§7)> (2.31)

Esta respuesta (0 respuestas similares) puede caracterizarse mediante algunos valores es-
tandarizados, que en el caso lineal pueden calcularse a partir de la expresion de la respuesta y
se aprecian en la figura 2.6l El tiempo de subida t, es el tiempo transcurrido hasta que la res-
puesta alcanza un determinado porcentaje del valor final, habitualmente el 50% o el 100%. El
(sobrepico) Sp es la altura del primer pico de la respuesta temporal. Este valor se produce para
un tiempo de pico t,. El tiempo de establecimiento t, es el tiempo que la respuesta requiere para

entrar en una determinada banda alrededor del valor final, por ejemplo el 5% 0 2 %.
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2.3.4. Tiempo de subida

Para calcular el tiempo de salida al 100 %, por ejemplo, simplemente igualamos la expresion
de y(r) a1:
e—éwnz
1 = 1——sin(wyt+0)

= ————sin(wyt+0)

lo que solo puede ocurrir si
sin(@wgt+6)=0
es decir
wgt+0=0,n,2x...,nx
El tiempo de subida resulta entonces

- (m—0) _ (m—0) (2.32)

' @y w,\/1—&2

2.3.5. Tiempo de pico y sobrepico asociado

Para encontrar 7, debemos derivar la expresion de la respuesta con respecto al tiempo e

igualarla a 0:
dy(t) et
7 = gwnﬁsln(wdt"_e)_
eféwnt
—y cos(wgt+0)=0

V1-E2
lo que resulta en

o 1-&2
tan(wqt, +0) = 2 = Vi=e

Ew, g

0 equivalentemente

wytp+6 =tan’ <'1€_§2>

pero sabemos que 6 = tan~! < v 1552), por lo que podemos escribir

ayt, =0,7m,27. ..

y concluimos que
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Figura 2.6: Sistema subamortiguado de segundo orden. Sobrepico, tiempo de subida, tiempo

de pico y tiempo de establecimiento

_r___*® (2.33)

t, = B
P oy /1 E2
Con este valor de 1, podemos calcular el sobrepico s,, simplemente remplazando su valor en

la expresion de la respuesta temporal:

e_éa)ntp .
Sp = 17y(tp):717_5231n((0dtp+0)
__éx
e VI8
= ————sin(n+06
s sin(n6)

pero
sin(m+ 6) = —sin(0) = \/1—&2

con lo que se concluye que el valor del sobrepico es
sp=e V1€ (2.34)

2.3.6. Tiempo de establecimiento

Una forma simple de estimar el tiempo de establecimiento es calcular el punto en el que la
envolvente exponencial de la respuesta temporal entra en un determinado porcentaje a del valor

final. En nuestro caso seria

et _ 4

lo que resulta en
In(a)
40N

Por ejemplo, el tiempo al 2% del valor final sera 1“206;:2) = 52;.

(2.35)

s =
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Step Response

Amplitude

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
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0 0‘5 1‘ 1‘5 2‘ 2‘5 3‘ 3‘5 4‘3 4‘5
Time (sec)
Figura 2.7: Respuesta del sistema. Superior: total. Inferior: dinamicas individuales. La mas

rapida corresponde al polo en s=100 y la mas lenta al polo en s=1

2.3.7. Dinamica Dominante

Dependiendo del ambito de analisis, es a menudo posible despreciar el efecto de algunos
polos y ceros de la funcion de transferencia, con lo cual el andlisis puede calcularse sin incurrir
en errores significativos. En muchas ocasiones las singularidades del sistema pueden separarse
en una dindmica lenta, es decir, debida a polos y ceros de baja frecuencia, y una dinamica
rapida, producida por los polos y ceros de alta frecuencia. Cuando se hace una aproximacion de
polos dominantes, en general se desprecia la dinamica de alta frecuencia, considerando que el
transitorio asociado a la misma se extingue mucho mas rapido que el debido a la dinamica lenta,
0 bien que su efecto en la respuesta en frecuencia se produce mas all4 del rango de frecuencias
de interés. Es importante, sin embargo, conservar el efecto de la dinamica despreciada en el

maédulo de la funcion de transferencia. llustremos esto con un ejemplo. Supongamos

200

(s+1)(s+2)(s + 100) (2.36)

G(s) =

Este sistema tiene, claramente, dos polos de baja frecuencia (en s =1y s =2) y un tercer polo
en una frecuencia 2 6rdenes de magnitud superior (s = 100). La figura 2.7l muestra la respuesta

al escalén del sistema, asi como las dinamicas individuales involucradas. Los correspondientes

H 200 200 200
residuos son 55, — o Y )(98)

mas rapido también es 100 veces mas pequefio que los otros dos. Como puede apreciarse en

, respectivamente. Notese que el residuo correspondiente al polo

la figura, la dindmica correspondiente al polo de alta frecuencia es tan pequefa y se extingue
tan rapido en relacién con las otras dos, que resulta razonable despreciarla. Para hacer eso

despreciamos s frente a 100, resultando:

200 N 200 B 2
Gls) = (5+1)(5+2)(s+100)  (s+1)(s+2)(100)  (s+1)(s+2) (2.37)
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Step Response

Amplitude

Time (sec)

Figura 2.8: Respuesta del sistema completo y el aproximado

En la figura se dibujan las dos curvas de respuesta. Puede apreciarse que las mismas son
practicamente coincidentes. Sin embargo, la determinacion de qué dinamica puede despreciarse
depende de la zona de trabajo. En este caso, se desprecia el polo en 100 pues se considera que
en la zona de interés s << 100. Obviamente, si estuviésemos analizando el comportamiento en
las inmediaciones de s = 100 la aproximacion seria diferente. El resultado es tanto mejor cuanto

mayor sea la separacién entre dinamica lenta y rapida.

2.4. Efecto de los ceros en la respuesta temporal

Como hemos analizado anteriormente, el efecto de los ceros tiene una implicancia directa en
la respuesta temporal, al influir en el valor y el signo de los residuos asociados con la respuesta
de cada polo del sistema. En el caso particular de un sistema de lazo cerrado, la ubicacién de los
ceros dependera de dénde se inyecta la sefial de entrada y de dénde se mide la salida. Mientras
que el denominador de la funcién de transferencia de lazo cerrado es invariante a la eleccion de
los puntos de entrada y salida (para cualquier funcién de transferencia que pueda plantearse en
un lazo cerrado los polos siempre son las raices de la ecuacion caracteristica (1+ G(s)H(s) = 0),
los ceros dependeran de la eleccion de los puntos de entrada y salida. Analicemos el siguiente
sistema

_2 (s+c¢)
Gls) = c(s+1)(s+2) (2.38)

Nos interesa analizar la forma de la respuesta temporal, por ejemplo al escaldn, para —oo < ¢ < e,
Si ¢ es muy grande, de forma que podemos despreciar s frente a ¢ en la regiéon de interés, la

funcién de transferencia y la respuesta al escal6n seran similares a las del sistema sin ceros
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finitos
2
= e+
yit)=1—2¢"+e ¥ (2.40)

(2.39)

Es inmediato ver que este sistema tiene dos ceros en infinito (cuando s — oo la funcién de trans-
ferencia vale 0). En el caso general la respuesta al escalén en el dominio s puede escribirse
como
2 (s+o) Ry Ry Ry
Ys)=-——F—=—+ +— 2.41
(s) cs(s+1)(s+2) s (s+1) (s+2) ( )

donde los residuos R; vienen dados por

.2 (s+o)
= S AL A | 2.42
ke = s D612 (2.42)
.2 (s40¢) (c—1)
— z - 2.4
k2 SETI cs(s+2) 2 c (2.43)
Ry = 1 20FO (=2 (2.44)
s——2cs(s+1) c
de forma tal que la respuesta temporal sera
ey =1-28=0 = (22 (2.45)

c c

2.4.1. Efecto de ceros lentos. Sobrepicos y subpicos en la respuesta al
escalon
Hay dos casos que son de particular interés.

m ¢ pequeno y positivo. En este caso tenemos un cero de baja frecuencia en el semiplano

izquierdo del plano s (cero de minima fase). Entonces los coeficientes resultan:

ple=l) 2

= s (2.46)
(=2 . 2 (2.47)
C C

Los residuos tienen signo opuestos a los del sistema sin ceros finitos, pero sus magnitudes
son tanto mayores cuanto mas pequefio sea c. Por esa razén tendremos un sobrepico

(overshoot) en la respuesta al escalén.

® ¢ pequefio y negativo. En este caso tenemos un cero de baja frecuencia en el semiplano

derecho del plano s (cero de no minima fase). Los nuevos coeficientes seran:

72(c71) ~ +2

- — <0 (2.48)
(622) > _72>o (2.49)
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Step Response

Amplitude

0 é 1‘0 15
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Figura 2.9: Respuesta al escalon. Trazo superior: cero de minima fase en baja frecuencia.
Media:sistema sin ceros finitos. Trazo inferior: sistema de no minima fase. La ubicacién del cero

esc=0.1r/s.

Los residuos tienen igual signo que los del sistema sin ceros finitos, con magnitudes mucho
mayores en funcion de c. Por esa razén tendremos un subpico (undershoot) en la respuesta

al escalon.

En la figura se aprecian las tres respuestas. Es interesante notar el efecto de “respuesta
inversa” en el caso del sistema de no minima fase. La curva de respuesta temporal comienza
con el signo contrario al del valor final. Si la curva se correspondiera, por ejemplo, a la evolucién
del PBI de un pais con la implementacion de un nuevo programa econémico, esto indicaria que
la situacién econdmica empeoraria antes de empezar a mejorar. Si el ministro de economia no
tiene un buen soporte politico para afrontar este periodo, sus dias estan contados, aunque el
efecto final de su plan fuera correcto. Los ceros de no minima fase son muy frecuentes en los
sistemas de control, Suelen aparecer cuando se aproxima el comportamiento de un sistema con

retardo, por ejemplo debido al transporte de masa. Recordando el par transformado
L{f(t—1)} = e F(s) (2.50)

vemos que un sistema con un retardo puro puede modelarse mediante la expresion
Gi(s) =e **G(s) (2.51)

donde G(s) modela al sistema antes del retardo. Si desarrollamos el término ¢—** mediante la

serie de Taylor
e T =1—sT+527>— ... (2.52)

y aproximamos el comportamiento a partir de los dos primeros términos de la serie resulta

Gi(s) = (1 —sT)G(s) (2.53)
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donde aparece el cero de no minima fase. Muchas veces los retardos se modelan a partir de
configuraciones “pasa todo” que tienen ceros en posicion espejo con polos en el semiplano
derecho. Nuevamente aqui aparecen ceros de no minima fase. La razén del término “no minima

fase” quedara claro cuando hagamos el analisis en frecuencia de la funcién de transferencia.

El efecto de subpico en la respuesta temporal debido al cero de no minima fase que aparece
en este ejemplo puede generalizarse. Para demostrarlo, escribamos la funcién de transferencia
como

N(s)

G(S) = (S—Z())m (254)

con zp > 0y N(s),D(s) sin raices en el semiplano derecho. En otras palabras, z; es la Unica

singularidad con parte real positiva. La respuesta al escalon es, como siempre

Y(s) = %G(s):(s—z()) 53(2) (2.55)
= 200} = [ e ar (2.56)

Esta ultima expresién es valida para cualquier valor de s, en particular s = zg. Como zp es un

cero de G(s) podemos escribir

Y(z0) = 0= /0 " y(t)e v dr (2.57)

Como e %' > OVt para que la integral se anule debe y(¢) necesariamente cambiar de signo.

Es decir que debe existir un subpico en la respuesta.

Otra forma de ver este fenédmeno es observar que, para que exista subpico inicial en la res-
puesta, la derivada en el origen de y(¢) debe ser de distinto signo que el valor final y(e). Recor-

dando los teoremas de valor final e inicial:

lim £(1) = limsF (s) (2.58)
}g%f(t) = }ggsF(s) (2.59)

podemos hacer algunas consideraciones iniciales en relacién con la respuesta al escalén:

» El valor final sera y(eo) = lim;_,0 sG(s) /s = G(0)

= La derivada temporal r-ésima de la respuesta es d;yt(,’) =271(s'Y(s)). Si la entrada es un
escaldn, aplicando el teorema del valor inicial, la derivada r-ésima ent =0 es limy_,.. sY (s) =
lim,_,.. G(s). N6tese que todas las derivadas hasta el orden establecido por el grado relativo
del sistema se anulan. En efecto, lim, . G(s) = KS% para un sistema con m polos y n

ceros. Podemos decir, entonces, que y"}(0) = lim_,..s"G(s)
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= La condicion de subpico puede escribirse como y*(0)y(e) < 0. Por lo tanto debe cumplirse
que G(0)lim,—,.s"G(s) < 0, donde r es el grado relativo del sistema. Para que esto ocurra

G(s) debe tener un nimero impar de ceros de no minima fase.

2.5. Problemas

1. Hallar la antitransformada de Laplace de la siguiente funcién:

2. Resolver la siguiente ecuacion diferencial
28 @+ @ix=0

considerando x(0) = a = cte y %(0) = b = cte.

3. Aplicando el teorema del valor final, encontrar el valor final de f(¢), considerando que su

transformada de Laplace esta dada por:

10
Fls) = s(s+1)

Verificar tomando la transformada inversa de Laplace de F(s) y haciendo ¢ — eo.

4. Considere el circuito RL de la figura[2. 10k

L B

a) (b)

—

Figura 2.10: Problema 5. (a) Circuito eléctrico. (b) Excitacion

Encontrar la corriente del circuito cuando la sefial de entrada u(t) tiene la forma mostrada
en la Figura 2.70(b).

5. Usando la integral de convolucion encontrar la respuesta y(¢) del sistema lineal e invariante
en el tiempo cuya respuesta al impulso es h(t) = ¢~ si la sefial de entrada es x(t) = ¢,

tanto para el caso en que o = 3 como en el caso en que o # f.
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6. Considere el sistema caracterizado por la ecuacion diferencial:

%x(t)  ax(r)
2
) =t o Ty

¢ Es un sistema lineal ?4 Es invariante en el tiempo?

7. Hallar la transformada de Fourier de la siguiente sefal:

I+cosmt |t <1
x(t)
0 lt] > 1

8. Untermdmetro necesita un minuto para indicar 98 % de la respuesta a una entrada escalén.

Suponiendo al termdmetro un sistema de primer orden, hallar la constante de tiempo.

9. Obtener la respuesta al impulso unitario y la respuesta al escaldén unitario de un sistema
cuya funcién de transferencia es:

2(s+2)

=06+

10. Obtener la respuesta al escaldn unitario para:

B (s—2)
)= G361
11. Dada la funcién de transferencia
B (s—1)
G(s) = GED)

Hallar la respuesta al escaldn unitario y discutir la caracteristica en frecuencia de este filtro.
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CAPITULO 3
Modelado de sistemas lineales

Introduccion

En este capitulo se hara una introduccion al modelado lineal de sistemas fisicos. Se anali-
zaran sistemas eléctricos, mecanicos de traslacién y rotacién, hidraulicos y térmicos. Ademas
se analizaran algunos trasductores utilizados frecuentemente. Considerando que el texto esta
orientado a estudiantes de ingenieria electrénica, se hara especial énfasis en el planteamiento
de las ecuaciones diferenciales de un sistema a partir de analogias eléctricas. Sélo se discuti-
ran sistemas lineales e invariantes en el tiempo, de forma tal que la herramienta basica para el

célculo de la respuesta sera la transformada de Laplace.

3.1. Sistemas Eléctricos

Los elementos fundamentales en los sistemas eléctricos lineales son la resistencia R, la ca-
pacitancia C y la inductancia L. Las expresiones generales, ampliamente conocidas, para repre-

sentar las relaciones entre corriente y tensién en estos componentes son

vg(t) = Ri(r) (3.1)

() = Ld;—(;) (3.2)
|
) = = /0 i(1)dt +ve(0) (3.3)

Las reglas béasicas para plantear las ecuaciones de un sistema eléctrico son las leyes de Kirchoff

para mallas y nodos:

» La suma de las tensiones en una malla es igual cero.
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Figura 3.1: Elementos béasicos de un sistema mecanico de traslacion

= La suma de las corrientes en un nodo es igual a cero.

3.2. Sistemas Mecanicos de Traslacion

Los sistemas mecanicos de traslacién obedecen a la ley de Newton: en un sistema en equi-
librio, la sumatoria de fuerzas (aplicadas y resistentes) debe ser nula. Las tres cualidades que
caracterizan a los elementos de un sistema de traslacion mecénica son la masa, la elastancia
y el amortiguamiento. Los elementos basicos que se derivan de estas propiedades constituyen
los componentes del circuito mecanico a partir del cual pueden plantearse las ecuaciones dina-

micas. Los mismos se aprecian en la figura[3.1

Una fuerza f(r) aplicada sobre una masa le produce una aceleracion. La fuerza resistente fj,

es igual al producto masa por aceleracién y se opone a la fuerza aplicada:

dvy(t) _mdzxa
dity  dr?

fu=ma=m (3.4)

La elastancia, o coeficiente de firmeza eléstica, K, representa la fuerza recuperadora de un
resorte: si esta estirado, tiende a contraerse y si esta comprimido, tiende a estirarse. Idealmente,
la fuerza recuperadora es constante para toda la zona de funcionamiento lineal del resorte y esta

dada por el producto de la firmeza K por la deformacién del resorte (Ley de Hooke):

Tk = —K(xc —xq) (3.5)

donde el signo negativo implica que la fuerza se opone a la deformacién.

El amortiguamiento o friccién viscosa B caracteriza al elemento que absorbe energia. Esta
fuerza amortiguadora es proporcional a la diferencia de velocidad entre dos cuerpos en roza-

miento, y se supone que es lineal:

fB=B(v.—vy) (3.6)
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referencia
X1 X2

fo) | K B
I
al

Figura 3.2: Sistema mecanico simple

Existen otros tipos de friccion, como la friccion seca, pero por tratarse de un efecto no li-
neal no sera incluido en esta discusién. Antes de plantear las ecuaciones diferenciales de un
sistema mecénico de traslacion puede dibujarse el dispositivo mecanico y su circuito equivalen-
te. Para ello (analogia fuerza-corriente) se conectan los terminales de aquellos elementos que
tengan el mismo desplazamiento; se plantea a continuacion la ecuacion relativa a cada nudo o
posicién igualando la suma de todas las fuerzas de una posicién a cero. Las ecuaciones son
similares a las ecuaciones de los nudos de un circuito eléctrico, con las fuerzas como corrientes,
las velocidades como voltajes y los elementos mecanicos con sus operadores analogos como

admitancias.

3.2.1. Ejemplo 1

Analicemos el sistema mecanico de la figura[3.2] al que supondremos inicialmente en reposo.
Los desplazamientos presentes son x; Yy x,, referidos al cero de desplazamiento, indicado en el
grafico como una “pared”. Por lo tanto tenemos 3 nodos. La fuerza del resorte depende de la
diferencia entre x; y x», mientras que las fuerzas correspondientes a la masa y el amortiguador
dependen de las derivadas de x; solamente. La red mecanica correspondiente se aprecia en la

figura[3.3l Podemos plantear entonces el siguiente sistema de ecuaciones:

1) = K(x—x) (3.7)
d’ d
K(xi—x) = MFZZJrB% (3.8)

Estas dos ecuaciones permiten hallar todos los desplazamientos y velocidades relativas.

3.2.2. Ejemplo 2

En la figura[3.4lse aprecia un sistema con elementos miltiples. Dos masas M; y M, se unen a
través de un amortiguador, y ademas se relacionan con las paredes (desplazamiento de referen-

cia) mediante dos resortes. Las masas tienen rozamientos contra la pared con coeficientes B; y
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X

s

Figura 3.3: Circuito mecanico

X1

X2

7

Kl Bl KZ é
] 7

W 1 é

7)) /////////////////// _

\\\

Figura 3.4: Sistema mecanico con elementos multiples

B,. Nuevamente tenemos dos desplazamientos x; y x,. El circuito mecanico correspondiente se

ilustra en la figural3.5 y las ecuaciones de nodos (sumatoria de fuerzas) son las siguientes:

d*x; |, dx d(x1 —x2)

My — i -‘rBl ar -|-le +B3T = f(r) (3.9)
d(x1 —X2) d2 dx; _
—B3 dr +M dtz +B27 +K2x2 = 0 (310)
Las mismas ecuaciones pueden escribirse en términos de las velocidades v(r) = "’;(t ):
dVl 4

M1;+Blvl(f)+K/ vi(t)dt+B3(vi(t) =2 (1)) = f(t) (3.11)

de( ) !
B (1) = va(1) + M2 4 Bava(1) +o [ walt)dr = 0 (3.12)

De estos dos ejemplos surge claramente que la red mecanica se comporta exactamente igual
que una red eléctrica, y puede resolverse utilizando las mismas reglas. Se dice que ambos cir-
cuitos son analogos, porque estan regidos por las mismas ecuaciones. De acuerdo a la eleccién
de las variables, pueden plantearse diferentes analogias. En el presente caso (analogia fuerza-

corriente) podemos utilizar la siguiente tabla:
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X1

X2

§ K _DJ | s § K>

(o s

Figura 3.5: Circuito mecanico correspondiente al ejemplo 2

X1

Gy
2 L,

X2

G G;

A
L, G $G
T

Figura 3.6: Circuito eléctrico analogo correspondiente al ejemplo 2

Elem. mecanico

Elem. eléctrico

Simbolo Cantidad Simbolo Cantidad

f Fuerza i Corriente
y==% Velocidad ebv Voltaje

M Masa C Capacidad

K Coef. de firmeza 1 inductancia~!
B Coef. de amortiguamiento | G = % Conductancia

En esta tabla la fuerza f y la corriente i son analogas y se clasifican como variables “circulan-

tes”. Hay una similitud fisica, ya que un instrumento de medida debe conectarse en serie en el

circuito en ambos casos; es decir, un amperimetro y un dinamémetro en cada caso. De la misma

manera, la velocidad entre dos puntos de un elemento es analoga al voltaje entre dos puntos

del circuito eléctrico. De nuevo aparece la semejanza fisica, ya que un instrumento para medir

estas magnitudes debe montarse entre los dos puntos adecuados. Tanto un voltimetro como un

tacometro miden respecto a un punto de referencia. Los nudos en la red mecanica son analogos

a los nudos del circuito eléctrico. De esta forma puede dibujarse la red eléctrica de la figura[3.6]

que esta regida por ecuaciones que tienen la misma forma que las del circuito mecanico:
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Cldv;t(t)+G1v1(t)+Li] /0’v1(t)dt+G3(v1(t)—vz(t)) = i) (3.13)
—Gs(vl(t)—Vz(t))+C2d%p+G2vz(t)+%2/0tvz(t)dt =0 (3.14)

Histéricamente, estas analogias dieron lugar a la aparicién de las llamadas “computadoras
analégicas”, que permitian simular el comportamiento de un sistema en el laboratorio a partir de
la construccién de su circuito eléctrico equivalente. La ventaja es evidente; es mucho mas senci-

llo, por ejemplo, modificar un valor de capacitancia que alterar la masa de un sistema mecénico.

3.3. Sistemas mecanicos de rotacion

Los sistemas de rotacion son similares a los de traslacion, salvo que las ecuaciones deben
plantearse en funcién de pares, y los desplazamientos, velocidades y aceleraciones son angula-
res. El par motor es igual a la suma de los pares resistentes. Los tres elementos correspondientes
son el momento de inercia, el resorte y el amortiguador. La ecuacion del par aplicado a un mo-
mento de inercia J, en funcién del desplazamiento angular 6, de la velocidad o o la aceleracion
o viene dada por

do d*6

Ty=Ja=J =]~ A
j=Ja=J—"=1"s (3.15)

El par producido al deformar un resorte viene dado por
Tx = K(6,— 6,) (3.16)

mientras que el par de un amortiguador es

d. _ do
dt dt

Ty = B(o,. — oy) = B( ) (3.17)

El tratamiento matematico, el planteamiento del circuito mecanico y su resolucién son entera-

mente similares a los sistemas de traslacion.

3.3.1. Ejemplo 3

El sistema de la figura [3.7] posee dos discos que tienen un amortiguamiento mutuo entre
si, rozamiento respecto de una superficie, y ejes flexibles. Evidentemente existen tres despla-
zamientos angulares (y por lo tanto, tres ecuaciones), correspondientes a los dos extremos del
primer amortiguador, y los desplazamientos angulares de cada momento de inercia. El circuito
mecénico de rotacion resultante puede verse en la figura[3.8, de donde se plantean las corres-

pondientes ecuaciones:
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Figura 3.7: Sistema mecénico de rotacién

K
6, ! 6, B

W

T(t) DJJ, HLB,_” %Kz _DJJ2 le
L

0;

Figura 3.8: Circuito mecanico de rotacién correspondiente al ejemplo 3

T(l‘) = K](G] —62) (318)
0 = —Kl(el—92)—}—31(1)2—‘1-.]1052—33((02—(1)1) (319)
0 = —B3(m—w)+r03+Braz+K>63 (3.20)

3.4. Sistemas hidraulicos

La analogia entre sistemas hidraulicos y eléctricos es bastante intuitiva: los fluidos se mueven
de la zona de alta presion a la de baja presién. En ese sentido, la diferencia de presién, o de
alturas del pelo de agua entre recipientes, esto es, la diferencia de potencial gravitatorio, es equi-
valente a una diferencia de potencial eléctrico. En términos mas generales, un dispositivo que
produzca presion hidraulica (una bomba, por ejemplo) seré equivalente a una fuente de tensién.
El flujo de liquido hace las veces de la corriente eléctrica, y la resistencia a la circulacién de
liquido (en una caferia o tubo, por ejemplo) puede asimilarse a una resistencia. En un sistema
hidraulico la energia potencial se almacena mediante un reservorio (un tanque, por ejemplo) a
una determinada altura. De igual manera, el comportamiento equivalente de un capacitor (como
elemento concentrado) puede obtenerse con un diafragma flexible en el interior de un tubo, co-

mo puede apreciarse en la figura[3.9(a). El efecto inductivo (filtrado de las variaciones bruscas
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Membrana flexible

Figura 3.9: Elementos hidraulicos: (a) Capacidad. (b) Inductancia.

de corriente) puede asimilarse a una cafieria muy larga, o a una rueda de paletas relativamen-

te pesadas ubicadas en el camino del fluido, figura[3.9(b). La siguiente tabla refleja esta situacion.

Elem. hidraulico Elem. eléctrico

Simbolo Cantidad Simbolo Cantidad

q caudal i Corriente

p Presién ebv Voltaje

1% Volumen de fluido q Carga

R Resistencia R Resistencia

G, Capacidad C, =V/p C Capacidad

L, Inductancia L;, = p/(%) L Inductancia
3.4.1. Ejemplo 4

El sistema del Capitulo 1 es un tipico ejemplo de un sistema hidraulico. Siguiendo con esa
idea, analicemos el sistema de la figura [3.10(a). Tenemos dos tanques de areas A y B respec-
tivamente, conectados entre si mediante una valvula, y a su vez un drenaje a la salida con otra
valvula de similares caracteristicas. Se trata claramente de un sistema de segundo orden, ya
que hay dos elementos capaces de almacenar energia. La presencia del drenaje del segundo
tanque evidencia la ausencia de integradores puros (si desaparece el caudal de entrada, ambos
tanques se vacian totalmente). En una primera aproximacion, supongamos que los unicos ele-
mentos que ofrecen resistencia al fluido son las valvulas, y que la misma puede modelarse como

una resistencia lineal R, despreciando efectos de orden superior. Tenemos entonces
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qi(t)

Rl R2

/’lz(l‘)
X — qi(t)

hi(t)

— qo(t)

=

T

Figura 3.10: Analogia hidraulica. (a) Sistema fisico. (b) Circuito eléctrico equivalente.

En el primer tanque tenemos
dhy (¢
(i) a1 (1)) = 42810 322
y en el segundo
dhy(t
(@1(6) ~o(0)) = B72V) (329
En las vélvulas tenemos
hi(t) —ha(t
gy = MO0 (324
1
ho(t
) = —;() (3.25)
2

Combinando estas expresiones llegamos a las ecuaciones diferenciales que describen al

sistema:
(1) () () | qt)
ot RA + RyA A (3.26)
dhy(t)  hi(t) ha(2)
ot  RB —2 R,B (3.27)

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 54



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

Figura 3.11: Elementos de una red térmica

Comparemos este sistema con el equivalente eléctrico de la figura [3.10(b). La suma de co-

rrientes en los nodos V, y V; es

ii(t) = icl (t) + iRl (t) (328)

iR, (1) = icy(t)+ir,(t) (3.29)

y sabiendo que i (1) = Cavgf’) podemos escribir

dvi(t) _ w@) | n() @)

ot h C|R; + CiR, + C (3.30)
dvat) _ wit) wl()

ot - R 2C2R2 (331)

Comparando las expresiones[3.271y[3.31]vemos que matematicamente son idénticas. En este
caso las tensiones de nodo representan las alturas, las capacidades las areas de los tanques y

las resistencias las equivalentes de las valvulas.

3.5. Sistemas térmicos

Para plantear las ecuaciones dinamicas de un sistema térmico en general se supone que las
temperaturas de los cuerpos involucrados son uniformes. Igualmente, si se consideran regiones
de aire o liquido puede tomarse su temperatura como uniforme si el fluido esta perfectamente
mezclado. La condicion de equilibrio implica que el calor afiadido a un sistema es igual a la
suma del calor almacenado y el disipado; esto puede expresarse en funcion del flujo calérico.

Los elementos constitutivos de un sistema térmico se aprecian el la fig 3.1l

El calor adicional almacenado en un cuerpo, cuya temperatura ha sido aumentada de 6, a 6,

viene dada por

h=C(6,—6)) (3.32)
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01

Figura 3.12: Circuito equivalente del termémetro de mercurio

donde & es la energia térmica y C es la capacidad térmica. Esta ecuacién puede ponerse en
funcion de la rapidez del flujo de calor de la siguiente forma:

d(6,—6y)

=C
9 dt

(3.33)

La capacidad térmica puede expresarse como C = MS, donde M es la masay S es el calor espe-
cifico, una propiedad del material. C determina la cantidad de calor almacenado en un cuerpo;

es analogo a la capacitancia eléctrica de un capacitor, que determina la carga almacenada.

La velocidad de flujo calorifico a través de un cuerpo en funcién de un gradiente térmico

03 — 04 es:

03 — 04
q:

- (3.34)

La resistencia térmica R determina la rapidez del flujo calorifico a través del cuerpo; es ana-
loga a la resistencia de un elemento de un circuito eléctrico que determina el flujo de corriente.

En un circuito térmico la temperatura es andloga al potencial eléctrico.

3.5.1. Ejemplo 5

Analicemos el caso de un termémetro de mercurio. El mismo es un recipiente con una pared
delgada de vidrio, dentro del cual se encuentra el mercurio. En condiciones de reposo, la tem-
peratura del mercurio es igual a la temperatura externa 6y, por lo cual no existe flujo de calor. Si
sumergimos el termémetro dentro de un fluido a una termperatura 6,, existira un flujo de calor,
y un almacenamiento de calor tanto en la masa de vidrio y de mercurio. Existen por lo tanto 3
temperaturas: 6; (temperatura externa), 6, (temperatura del vidrio) y 65 (temperatura del mer-
curio), todas ellas referidas a la temperatura inicial de reposo, 6. El circuito equivalente puede

apreciarse en la figura[3.12 y las ecuaciones seran:

(61 —6) . d6, (6,—63)

S T Gt (3.35)
(6—65) . d6s

R = Gy (3.36)
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3.6. Servomotor de Continua

Un conductor por el que circula una corriente, inmerso en un campo magnético, experimenta
una fuerza proporcional a la magnitud del flujo, a la corriente, a la longitud del conductor y al seno
del angulo entre el conductor y la direccidén del flujo. Cuando el conductor esta a una distancia
fija de un eje, alrededor del cual puede girar, se produce un par proporcional al producto de la
fuerza y el radio. En un motor, el par resultante es la suma de los pares producidos en cada
uno de sus conductores. Para un motor dado, las Unicas cantidades ajustables son el flujo y la

corriente de armadura. Por lo tanto el par puede expresarse como
T(t) = K3Qip, (3.37)

Hay dos modos de operar un servomotor: uno de ellos con una corriente constante de excitacion
de campo (¢ = cte) y voltaje variable aplicado en armadura (control por armadura) y otro con una
corriente de armadura constante y un voltaje ajustable aplicado en los arrollamientos excitadores

de campo (control por campo). Analicemos ambos modos separadamente.

3.6.1. Control por armadura

En este caso la excitaciéon de campo es constante, ya sea porque la corriente de campo es
constante o porque el campo es producido por un iman permanente. En ese caso el par es

Unicamente proporcional a la corriente de armadura y viene dado por

T(t) = Kaim (3.38)

Cuando la armadura del motor esta girando hay una fuerza contra electromotriz proporcional
al producto del flujo y la velocidad; como en este caso el flujo es constante el voltaje inducido
(reaccion de inducido) e,, es directamente proporcional a la velocidad ,,

do,,
€m :K1¢(Dm :wam :Kb? (339)

donde 6,, es el angulo de rotacion. El control de velocidad del motor se obtiene ajustando el
voltaje aplicado a la armadura. Su polaridad determina el sentido de la corriente y, por lo tanto,
el sentido del par generado; éste, a su vez, determina el sentido de rotaciéon del motor. En la
figura[3.13a) se ilustra el circuito esquematico del motor de continua gobernado por armadura.
La ecuacion del circuito de armadura es

di
eq = Lmd—;” + Rypim +em (3.40)

La corriente que circula por armadura produce el par. El torque requerido depende de la carga

conectada al eje. Supongamos que la misma consta de un momento de inercia y un rozamiento
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Figura 3.13: (a) Motor de continua controlado por armadura. (b) Carga aplicada al eje

(figural3-33kb)). En ese caso la ecuacién del par puede escribirse como

day,

J
dt

+Bwy, = T(t) = Ky, (3.41)

La corriente i,, requerida (y por lo tanto, ¢,) puede obtenerse igualando las correspondientes

ecuaciones:
in = Kizd% + K%wm (3.42)
. 2
¢a = Ln (Igzdjzfz)m n Ifzdd“;"’) Ry (Igzdd“;’" + Ifzw,,) + Ky (3.44)
_ ’KL;""Z‘;" 3 B O o O Bl Ky (3.45)
_ anji;gm BL"’;J B dc‘;’” + (BII{:" +Kh> o (3.46)

Esta expresién relaciona la tensién de control ¢, con la velocidad del motor w,,. La ecuacién

puede ponerse en funcién de la posicién simplemente recordando que ®,, = d%. A menudo la
inductancia de armadura puede despreciarse (L,, = 0), con lo que el término correspondiente a
la derivada segunda desaparece. Esto es equivalente a despreciar el polo eléctrico del motor

(esto es, el polo mas rapido), suponiendo que la dinamica mecanica es la dominante.

3.6.2. Control por campo

Si la corriente i,,, es constante, el par T'(r) es proporcional solamente al flujo ¢. En la regiéon no
saturada, el flujo es directamente proporcional a la corriente de campo, con lo que la ecuacién
de par resulta

T(t) = K39in = K3Kaimiy = Kyiy (3.47)

El control de velocidad del motor se obtiene ajustando el voltaje aplicado al campo; su magnitud

y polaridad determinan la magnitud del par y el sentido de giro. En la figura [3.74] se ilustra esta
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7,6,

Figura 3.14: Motor de continua controlado por campo

configuracion. Si Ly y Ry representan la inductancia y resistencia del bobinado de campo, la

ecuacion del circuito de excitacion es

i
Lfi—l—Rfif:ef (3.48)
dt
Por lo tanto
d
J%—kBa)m ~ Ky (3.49)
J dw, B
o= ——" 3.50
' Kf dt Jrwam ( )
dip _ J do, B do, (3.51)
dt Kf dt? Kf dt )
J d*w, B do, J dw, B
= Lyt Rl ——2 4= 3.52
e f<Kf dl2 +Kf dt >+ f(Kf dt +wam> ( )
JLyd’w, BL;+JRydw, BRy
°f K a K a K (3:53)

Una ventaja del control de campo por sobre el control por armadura es que la potencia reque-
rida por el arrollamiento de campo es en general mucho menor que la exigida por la armadura.

Esto puede ser importante desde el punto de vista practico.

Aunque se ha supuesto que la corriente de armadura es constante, en la practica esto no se
consigue facilmente, ya que la fuerza contra electromotriz depende de la velocidad (salvo que

pueda suponerse e, << ¢;).

3.7. Problemas

1. Para el sistema traslacional de la figura [3.15] plantear las ecuaciones diferenciales que lo
describen, y obtener la funcién de transferencia considerando como entradas y salidas las

funciones u(t) e y;(¢). Obtener, ademas, el modelo eléctrico equivalente.

2. El objeto del mezlador de la figura[3.16]es uniformizar la temperatura del fluido en el tanque.

Si definimos
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% K> 1)’10)
\_’_‘Bz T'yz(f)

Figura 3.15: problema 1

0, flujo de calor entrante (calorias por segundo)

O, flujo de calor producido por la resistencia calefactora

Q., calor almacenado por unidad de tiempo

0., flujo de calor saliente

Q,, calor perdido a través de las paredes por unidad de tiempo

m T;, temperatura en el tanque y el liquido que sale

T,, temperatura exterior

Encontrar la ecuacion diferencial que relaciona un cambio en la temperatura en el tanque

con cambios en Q; y en Q.
3. Para el horno eléctrico de la figura[3.17:

Halle la ecuacion diferencial que describe el comportamiento de 7;(z) y la funcién de trans-

ferencia T;(s) /U (s).
= u(t)es la cantidad de calor de entrada a la camisa.

= To, Tj, Ti son las temperaturas en el exterior de la camisa, en la camisa y en el interior

de la camisa, respectivamente.
m Ai, Ao: son las superficies interiores y exteriores de la camisa respectivamente.

= Ci, Cj: son la capacidades calorificas del espacio interior y de la camisa respectiva-

mente.

= hi, ho son los coeficientes de transmisidn de calor para las superficie interior y exterior,

respectivamente.
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mezclador
0 —

Figura 3.16: Circuito térmico del Problema 2

T,
T

Figura 3.17: Problema 3
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CAPITULO 4

Error de estado estacionario,
coeficientes generalizados e
indices de performance

Introduccion

En este capitulo estudiaremos diferentes medidas para evaluar y comparar las prestaciones
de un sistema de lazo cerrado. En primer lugar analizaremos las caracteristicas de seguimiento
del sistema en el estado estacionario, es decir, una vez extinguido el periodo transitorio. Para
ello se propondran excitaciones estandarizadas, que permiten comparar sistemas entre si, o
las prestaciones de un mismo sistema en dos diferentes condiciones de funcionamiento. Luego
extenderemos el andlisis, por una parte, a fin de analizar excitaciones arbitrarias, y finalmente
desarrollaremos herramientas para evaluar no solamente el estado estacionario, sino también la

respuesta en régimen transitorio.

4.1. Conceptos preliminares. Tipo de un sistema

Comencemos analizando un ejemplo tedrico. En la figura [43] se presenta un sistema de
lazo cerrado donde la planta G(s) es simplemente una ganancia de valor 10. La funcién de

transferencia de lazo cerrado seré entonces:
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Figura 4.1: Sistema de lazo cerrado sin dindmica

10 1
T(S) = G(S) = = —O
1+G(s) 1410 11
Es decir que si en la entrada ponemos una sefnal de valor R = 1, a la salida tendremos un valor

(4.1)

deY = 12. La seial de error valdra E = R—Y = {;. Efectivamente, vemos que EG = {;10={3. En
otros términos, este sistema posee un error de estado estacionario igual a 1/11 (el sistema no
tiene dinamica, asi que no hay periodo transitorio). Entonces podemos decir que este sistema
sigue a una entrada constante con un error de estado estacionario finito. ;Qué deberiamos
colocar en serie con la planta para lograr que el error fuera nulo, es decir, que la entrada fuera
igual a la salida? Un elemental analisis nos dice que el Unico operador lineal que puede hacer eso
es un integrador H(s) = 1/s. En efecto, en el instante inicial (integrador descargado) aparecera
una sefal no nula en la entrada del integrador, que hara que su salida aumente (figura[4.2). Este
aumento aparecera a su vez en la salida de la planta, reduciendo a su vez el valor de la sefal
error. Finalmente, cuando la salida alcance el valor de la entrada, el error sera nulo y el integrador
mantendrd en su salida un valor constante. Ahora el sistema tiene una funcién de transferencia
de lazo abierto G(s)H(s) = 101 y la nueva funcién de transferencia de lazo cerrado sera
G(s)H(s) 10
T 1+G(s)H(s)  (s+10)

La eliminacién del error de estado estacionario se ha logrado con el costo de introducir dinamica

T(s)

(4.2)

en el sistema mediante el integrador. Esto a su vez ha producido la aparicién de un polo de lazo

cerrado en s = —10, y por lo tanto, de un transitorio. La presencia de integradores en la funcién

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 64



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

O
|

Figura 4.2: Eliminacién del error de estado estacionario

de transferencia es de particular importancia a la hora de evaluar el error de estado estacionario.
Se denomina tipo de sistema a la cantidad de integradores en la funcién de transferencia de lazo
abierto. Si escribimos la misma como

\H(s) = [Tio(s—ci)
GO =K =) @3

r es el tipo de sistema. Es muy importante destacar que el tipo de sistema es el nimero de

integradores de la funcién de transferencia de lazo abierto.

4.1.1. Error de estado estacionario

Llamamos Error de Estado Estacionario, o simplemente Ej; al valor de la sefal e(r) una vez
que el periodo transitorio se ha extinguido. Recordando la expresién del Teorema del Valor Final

lim f(¢) = lim sF (s) (4.4)

t—oo s—0

Podemos escribir

R(s)
Ey = lime(t) = limsE(s) = ims————— 45
s = fime(t) = imsE(s) = s S (4-5)
Vemos que E,; depende no solo del sistema sino de la excitacién al mismo. Por lo tanto es

necesario definir cuéles seran las sefiales que se utilizaran para obtener resultados comparables.

4.1.2. Excitaciones estandar

Por motivos préacticos e histéricos, las excitaciones estandarizadas son el escalon (R(s) =
1/s), la rampa (R(s) = 1/s?) y la parabola (R(s) = 1/s). Por analogia con los servomecanismos
mecanicos, el escalon se asocia a una referencia de posicion, la rampa a una referencia de
velocidad y la parabola a una de aceleracion. Al ser sefiales de banda ancha, permiten ensayar
al sistema en todo su rango de operacion. Aqui vale una aclaracion: el escalon, teéricamente,
es una sefial que cambia instantaneamente del valor 0 al 1. Hemos visto que una sefal de

tales caracteristicas no es sintetizable en la practica. Lo importante a tener en cuenta es la
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dinamica relativa del escalon frente a la dinamica de la planta. Por ejemplo, si la planta tiene un
tiempo de establecimiento del orden de los segundos, una sefial que conmuta de 0 a 1 en algun

microsegundo (lo que es electrénicamente facil de hacer) es, a todos los efectos, un escalén.

4.2. Error en funcidn del tipo de sistema y la excitaciéon

Analizaremos ahora en detalle el error de estado estacionario para diferentes tipos de siste-

ma, utilizando las excitaciones estandarizadas detalladas en la seccién anterior.

4.2.1. Sistemas de tipo 0

Un sistema de tipo 0 no tiene polos en el origen del plano s. El error de estado estacionario

al escalon, rampa y parabola serd, respectivamente:

1/s 1 1

= { = = = ct 4.
Evwo = ST G0 ~ T1timoa0GAK) 14K, ° (4.6)
1/s? 1 1
E, = I = = — =0 4.7
ss(rmp) S0 TTG()H(s)  limysosG()H(s) K, “.7)
1/s 1 1
Eypuy = i = = =oo 4.8
ss(par) S0 THGE)H(s)  limy052G(s)H(s)  Ka (48)

Si el sistema es de tipo 0, tenemos que lim,_,o G(s)H (s) = cte. El sistema puede seguir un escalén
con error constante, y no puede seguir entradas mas exigentes como la rampa y la parabola. El
hecho que el error tienda a infinito para r — = indica que el error crece a medida que transcurre

el tiempo. Los valores

K, = 11’_1)1(1) G(s)H(s) (4.9)
K, = 1f_1>1?)sG(s)H(s) (4.10)
K, = lim s>G(s)H s) (4.11)

se denominan Coeficientes de error estatico de posicion, velocidad y aceleracion, respectivamen-
te, y se utilizan convencionalmente para caracterizar o especificar sistemas. Para un sistema de

tipo 0 entonces, K, = cte, K, =0y K, =0.
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Un sistema de tipo 1 tiene un polo en el origen del plano s, por lo que lim;_,0 G(s)H (s) = . El

error de estado estacionario al escalén, rampa y parabola sera, respectivamente:

1/s

1

e = ST GOHG) ~ T 1m0 GWHG) o0 0 (4.12)
1/s? 1 1
E S = = = 4.1
ss(rmp) 0 TFGO)H()  TmoosGo)HE) K, ¢ (4.13)
1/s 1 1
E = i = = == 4.14
ss(par) 01T G(s)H(s)  limys052G(s)H(s) Ko (4.14)

En este caso tenemos K, = o, K, = cte y K, = 0. Un sistema de tipo 1 puede seguir a un escalon

sin error de estado estacionario, a una rampa con un error constante y no puede seguir a una

parabola.

4.2.3. Sistemas de tipo 2

Un sistema de tipo 2 tiene 2 polos en el origen del plano s. El error de estado estacionario al

escalén, rampa y parabola serda, respectivamente:

1/s

1

Es.v(esc) = lims

s—0 14+ G(s)H(s)

1/s?

T 1+1im, 0 G(s)H(s) 14K,

1

Ess(rmp) = lim

1/s3

S0 TT G()H(s)  limy0sG(s)H(s)

1

Ess(par) = lims

s—0 14+ G(s)H(s)

 1im,_052G(s)H(s)

= =0 (4.15)
—i—O (4.16)
K, '
L t 417
7?51766 (4.17)

Si el sistema es de tipo 2, tenemos que lim,_,o G(s)H (s) = . El sistema puede seguir a un escalén

y a una rampa con error nulo, y puede seguir entradas en forma de parabola con error constante.

Para un sistema de tipo 2 entonces, K, = o, K, = =y K, = cte.

Tipo 0 | Tipo1 | Tipo 2
escalén cte 0 0
rampa oo cte 0
parabola o0 o0 cte

Cuadro 4.1: E; en funcién del tipo de sistema y la excitacién.

El cuadro [4.3] resume los resultados obtenidos. Este analisis se puede extender a sistemas

de tipo mas alto y a entradas cada vez mas exigentes. Dos consideraciones son importantes de

resaltar:
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= El error de estado estacionario a una determinada excitacién sélo depende del tipo de
sistema (es decir, de la cantidad de integradores de la funcion de transferencia de lazo
abierto), y no de la cantidad de polos y ceros del mismo. Los polos y ceros fuera del origen
seran responsables de la forma y duracion del periodo transitorio, pero no tienen efecto en

el comportamiento permanente.

= El analisis pareciera sugerir que seria conveniente que el sistema de lazo abierto tuviera
muchos polos en el origen, a fin de tener error nulo frente a excitaciones de orden eleva-
do. Sin embargo, la presencia de integradores puede afectar seriamente la estabilidad del
sistema (recuérdese que un polo en el origen agrega 90 grados de fase negativa a todas
las frecuencias) o, aunque se asegure estabilidad, puede hacer que el sistema sea excesi-
vamente lento en su respuesta temporal. Estos temas se retomaran cuando hablemos de
estabilidad.

4.3. Coeficientes generalizados de error

A menudo resulta conveniente evaluar el comportamiento de error estacionario ante entradas
diferentes de las estandarizadas. A tal fin se proponen los Coeficientes Generalizados de Error.

Para comenzar el andlisis, escribamos la sefal e(r) a partir de la integral de convolucion:
t
e(t) = / r(t —7)ge(7)dT (4.18)
0

donde r(r) es la entrada al lazo, y g.(¢) es la respuesta impulsiva del error, esto es g.(¢) =

7 (m) El error de estado estacionario sera el limite de la expresion [4.18] cuando
t — oo
1
ess(t) =1im [ r(t —1)g.(7)dT (4.19)
t—e J0

Ahora desarrollamos r(t — t) por serie de Taylor:

r(t—1) = r(t) — i (t) + %zf(t) ...+ (71)"1"#'0(;) +... (4.20)

Si remplazamos esta expresion en [£.79 tenemos

t t ” t 3 t
ewlt) = ri(0) lim /O 8e(1)dT— riy(1) lim /O e (t)dT+ 2( ) tim [ Peear
(n) ¢
e D e Mg (e (@a.21)

n' t— J0
que podemos escribir

ess(t) = rg(t) /Oooge(r)dr—r'ss(t) /Om Tg.(T)dT+ r}sz(t) /Ow g, (T)dT+ ...

(1)

n!

(1) /Om g (T)dT+ ... (4.22)
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Vemos que en esta expresion la sefial de entrada de estado estacionario ry(r) y sus derivadas

se ven afectadas por coeficientes dados por

Co = /Owge(r)dr (4.23)
o = — /Omrge(’c)df (4.24)
C = % /Ooor"ge(r)dr (4.25)

Los coeficientes C; se denominan Coeficientes Generalizados de error, y ponderan como apa-
recen en la expresion del error las sucesivas derivadas de la excitacién. Afortunadamente, no
es necesario realizar las operaciones de integracion indicadas para calcular los C;. En efecto,

recordando la definicién de Transformada de Laplace tenemos que
Gols) = /0 " ault)e dt (4.26)
vemos que Cy puede calcularse como
Co = lim G (s) (4.27)

si derivamos con respecto a s la expresion de la transformada tenemos

2 [ e (a0 (4.28)
s 0
Por lo tanto
. 9G(s)
Cy = lim = (4.29)
y, en general
Cy = L 2Gel0) (4.30)

nls=0  ds”

4.4. Indices de performance

En muchas ocasiones es importante evaluar el comportamiento de la sefal error no sélo en
estado estacionario sino también durante el transitorio. Por ejemplo, un transitorio oscilatorio muy
prolongado puede comprometer la vida Gtil de los actuadores, e incluso puede saturarlos, sacan-
do al sistema de la zona de funcionamiento lineal. En general, todas las medidas propuestas

realizan algun tipo de integral “ponderada™ del error. Por supuesto, una medida como

J= /Ome(t)dt (4.31)

no funciona, porque las areas positivas y negativas tienden a cancelarse, y podria darse el caso

de un sistema muy oscilatorio con un indice muy bajo. Para evitar esto, podemos plantear los

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 69



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

siguientes dos indices:

IAE

I lear (4.3
0
ISE = / e (t)dt (4.33)
0
Expresiones del tipo ISE son muy aptas para estrategias de optimizacién, ya que son faciimente
derivables. Una solucién de compromiso puede establecerse cuando se pueden tolerar grandes

errores en el transitorio, siempre y cuando éste sea de corta duraciéon. En ese caso podemos

utilizar el tiempo como un factor de peso y escribir

ITAE

/O " tle(t)|dt (4.34)

ITSE / te*(r)dt (4.35)
0

es decir, el error estd multiplicado por un término que penaliza mas y mas los errores que se

producen para tiempos largos y atenua los errores del transitorio inmediato.

La minimizacién de expresiones del tipo de lal4.32]y[4.33 pude dar lugar a esfuerzos de con-
trol importantes, a menuno incompatibles con los rangos dindmicos de sensores y actuadores.
En tal caso podria incluirse en la figura de mérito un término que tenga en cuenta el tamafo de

la accién de control u(r), como por ejemplo:
J= /.w ae’(t) + Bu®(t)dt (4.36)
JO

Los coeficientes o y B ponderan el peso relativo del error y la acciéon de control en el indice
de performance, y modelan la relacién de compromiso entre ambos. Un ejemplo clasico es la
relacion entre velocidad y consumo de combustible en un vehiculo. Si quiere construirse un
vehiculo "econdémico™, se ponderara fuertemente la minimizacion del consumo de combustible,
en detrimento de la velocidad. Si, por el contrario, se desea hacer un vehiculo "‘deportivo™, se
privilegiara la velocidad al costo de un mayor consumo. De esta forma, en las figuras de mérito

pueden incluirse aspectos muy variados, como costos econdémicos, de mercado, etc.

4.5. Problemas

1. En base a los coeficientes de error calcular el error de estado estacionario al escalén

unitario, rampa y parabola, de los siguientes sistemas realimentados unitariamente:

B (s2 425 +2)
34.1
Gls) = s(s+5)
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2. Sea un servomecanismo de posicién cuya funcién de transferencia de lazo abierto es:

(s+1/0.6)
s(s+1/8)(s+50)

G(s) = 1125

= ;A qué tipo pertenece el sistema ?
m Calcular el error de estado estacionario con una entrada de velocidad de 9 RPM.

3. Hallar los coeficientes estaticos de error y el error de estado estacionario al escalén, rampa
y aceleracion de sistemas con realimentacion unitaria que tienen la funcién de transferencia

de lazo abierto siguientes:

10
G6) = GamInosHTD
ol 12
(s) s(s+2)(0.4s+ 1)
6) = 15

s(s+3)(0.2s+1)

4. Dado el sistema

10
G(s) = —
()=~
en cascada con el sistema
(1+5K,)
Ge(s) = —2
e(s) (s+2)

y realimentado unitariamente, determinar el valor del factor K, tal que la relacién de amorti-
guamiento £ sea 0.5. Calcular los valores del tiempo de establecimiento, maximo sobrepico
y error de estado estacionario (para una entrada rampa unitaria) con y sin G.(s). Comente

el efecto que tiene sobre el sistema dindmico la inclusion de G.(s).

5. Para el sistema

1
s(s+4)
H(s) = K

Calcule el valor del ISE = [ ¢*(t)dt para K =7/4 y K> = 3 cuando la entrada es un escalon
unitario. Obtenga la sefal de salida del bloque H(s) (esto es, la accion de control u(z) para

K1y K2.;Qué conclusiones puede elaborar? Compare los resultados.

Referencias

[1] K. Ogata, “Modern Control Engineering”, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, USA, 3rd edi-
tion, 1997.

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 71



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

[2] B. C. Kuo, “Automatic Control Systems”, Prentice-Hall International, London, England, 9th
edition, 1962.

[3] C. H.Houpis, S. N. Sheldon, J. J. D’Azzo, “Linear Control System Analysis and Design”. Fifth
Edition, Revised and Expanded (Automation and Control Engineering). Taylor and Francis,
2003.

[4] C.H.Houpis, S.N.Sheldon, “Linear Control System Analysis and Design with MATLAB , Sixth
Edition (Automation and Control Engineering, Book 53)”. CRC Press, 2014.

[5] G. F. Franklin, J. D. Powell, A. Emami-Naeini. “Feedback Control of Dynamic Systems”.
Prentice-Hall, Upper Saddle River, NJ, fourth edition, 2002.

[6] N. S. Nise, “Control System Engineering”, John Wiley and Sons Inc., New York, 2011.

[7] M. Gopal, I.J. Nagrath, “ A Textbook of Control Systems Engineering”, New Age International
(P) Ltd., 2010.

[8] G. Goodwin, S. Grabe.,M. Salgado, "Control System Design", Pearson Education, Upper

Saddle River, NJ, eleventh/international edition, 2015

[9] R. C. Dorf, R. H. Bishop, “Modern Control Systems”. Pearson 2008.

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 72



CAPITULO 5
Estabilidad de sistemas continuos

Introduccion

Hemos visto en capitulos anteriores que la respuesta temporal de un sistema lineal queda
enteramente determinada por la ubicacién de los ceros y polos de su funcién de transferencia.
Ademas, se ha analizado cémo la ubicacion de los polos del sistema varia cuando se cierra el
lazo, modificando por lo tanto la forma de la respuesta. Como en un sistema lineal la misma es
una combinacion pesada de exponenciales reales y sinusoides con envolventes exponenciales,
es evidente que si esas exponenciales son crecientes la salida del sistema se incrementara, teé-
ricamente hasta infinito, o en la practica hasta que se abandone la zona de funcionamiento lineal.
Es importante saber bajo qué condiciones la respuesta de un sistema crecera monétonamente,

0 cuando oscilara sin amortiguamiento, haciendo al sistema inutil.

En las secciones que siguen, se dara una definicion genérica de estabilidad. Luego se par-
ticularizara para el caso de sistemas lineales, concluyendo que para asegurar estabilidad es
necesario que los polos de lazo cerrado tengan parte real negativa. Se definiran los concep-
tos de Estabilidad Absoluta, Relativa y Estabilidad Interna. Finalmente se describira el método
de Routh-Hurwitz, que permite saber si un polinomio posee todas sus raices en el semiplano

izquierdo, sin calcular la ubicacion de las mismas.

5.1. Estabilidad BIBO

Existen mdltiples definiciones de estabilidad. En este curso diremos que un sistema es es-

table si, cuando es excitado con una entrada acotada en amplitud (“Bounded Input”), la salida
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Sistema

Figura 5.1: Estabilidad BIBO. Sistema genérico

resultante también esta acotada en amplitud (“Bounded Output”). Esta definicion es muy gene-
ral, ya que vale para sistemas tanto lineales como no lineales, y no hace ninguna consideracion

sobre la topologia del sistema, salvo suponer que el sistema es SISO.

Formalmente, si ante una entrada x(¢) tal que |x(¢)] < M < « resulta que |y(r)| < N < = en-
tonces el sistema sera estable (figura5.J). Es importante sefialar que un sistema estable a lazo

abierto puede ser inestable a lazo cerrado, y viceversa.

5.1.1. Sistemas Lineales

Veamos qué consecuencias tiene la definicién de estabilidad BIBO en el caso de sistemas

lineales. La salida de un sistema LIT viene dada por la integral de convolucion:

s = [ e@x—r)ar 5.1)
donde g(7) es la respuesta impulsiva.Utilizando la desigualdad del triangulo tenemos
0 =| [ e(ec - 1at| < [ le@) o - e 52)
Acotando esta expresién de acuerdo a la definicion de estabilidad BIBO resulta
| s@ s =nlaz < [leolas (53)
M/m|g(’c)|d*c < N<oo (5.4)
0
/wl(f)ldf < o=t (5.5)
, 18 < = .

Esta ultima expresién indica que el area bajo la curva de la respuesta impulsiva del sistema
debe ser finita, es decir, la misma debe extinguirse a medida que ¢+ — . Para que ello ocurra,
las exponenciales y envolventes exponenciales que conforman la respuesta impulsiva deben ser
decrecientes, lo que implica que los polos del sistema deben tener parte real negativa. Por lo
tanto, para que un sistema lineal sea estable se requiere que sus polos se encuentren en el
semiplano izquierdo del plano s. Todos los métodos de analisis de estabilidad se basan en este

requisito.
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_ 10 S—
HQ% Gl(s)_m Gz(s):%

Figura 5.2: Sistema mal planteado

5.2. Estabilidad absoluta y relativa

Evidentemente, si un sistema no es estable es inestable. El concepto de Estabilidad Absoluta
es una pregunta por si o por no. Sin embargo, es a menudo de interés evaluar si un sistema
es “mas estable” que otro, en el sentido de su proximidad con la condicion de inestabilidad
(polos sobre el eje jw). La definicion de esta “estabilidad relativa” implica necesariamente el
establecimiento de una medida de “distancia” a la condicién de inestabilidad. Intuitivamente,
cuanto mayor sea esta distancia, mas estable sera el sistema bajo estudio. Las medidas de
estabilidad relativa mas utilizadas son los margenes de ganancia y fase, que se desarrollaran

extensamente al analizar métodos frecuenciales de analisis de estabilidad.

5.3. Estabilidad Interna

En el caso de sistemas de lazo cerrado, un sistema posee estabilidad interna si todas las
funciones de transferencia que pueden plantearse en el lazo (tomando entradas y salidas en
cualquier punto) son estables. Recordando que el denominador de todas las posibles funciones
de transferencia de un lazo es siempre el mismo (la ecuacion caracteristica), el concepto de
estabilidad interna esta asociado a la eventual cancelacion de polos inestables del sistema con
ceros de no minima fase. En efecto, considérese un sistema como el de la figural5.2con G, (s) =

s—1
s(sfll)(szr2) y Ga(s) = Es+3;'

La funcion de transferencia de lazo cerrado entre Y y X es

T(s) - G[(S)GQ(S) o 10
 14+Gi(5)Ga(s)  s3+552+65+10

Los polos de esta expresion estan en el semiplano izquierdo:
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s;2 = —0.4331286+ j1.4938256 (5.7)

53 = —4.1337427 (5.8)

Sin embargo, si tomamos como salida U (s) tenemos

10

G1 (S) m
e _ 5.9
() =1 +Gi(5)Ga(s) 1+ 5y o

que tiene un polo en s =1y por lo tanto es inestable. En realidad, el sistema es inestable, y la
aparente estabilidad que aparece en la transferencia Y (s)/X(s) se debe a la cancelacién entre
el polo inestable y el cero de no minima fase en s = 1. Cuando existen estas cancelaciones se
dice que el sistema esta mal planteado. Aunque la cancelacion fuese exacta, vemos que hay
sefales internas del lazo que crecen exponencialmente. Estabilizar un sistema inestable preten-
diendo cancelar la dindmica inestable con ceros de no minima fase simplemente no funciona.
Sin embargo, las cancelaciones en el semiplano izquierdo son perfectamente factibles. En efec-
to, aunque la cancelacion no fuese exacta, el residuo resultante (que sera tanto mas pequeno
cuanto mas exacta sea la cancelacién) estara asociado a una exponencial decreciente, y por lo
tanto no comprometera la estabilidad. A menudo la dindmica asociada puede despreciarse sin

incurrir en errores importantes.

5.4. Meétodos de analisis de estabilidad

A continuacién desarrollaremos diversos métodos para el estudio de la estabilidad de lazo
cerrado de un sistema. Aunque todos los métodos son coherentes en cuanto a los resultados que
brindan, cada uno tiene un ambito especifico de aplicacién. En esta capitulo y los dos siguientes

analizaremos los siguientes métodos:

= Método de Routh-Hurwitz: permite saber si un polinomio posee o no raices con parte real
positiva, sin calcular su ubicacién precisa. Es una forma tabular de calcular los discrimi-
nantes de Hurwitz. El método da informacion sobre estabilidad absoluta, y en sistemas con
un grado de libertad permite calcular el rango de valores del parametro libre que aseguran
estabilidad.

= Método del Lugar de Raices: Permite trazar en forma aproximada la trayectoria que descri-
biran los polos de lazo cerrado de un sistema frente a un parametro variable en la funcién
de transferencia de lazo abierto (por ejemplo, una ganancia, la ubicacién de un polo o un

cero, o un coeficiente del numerador o denominador). El trazado permite no sélo inferir la
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estabilidad relativa del sistema, sino también desarrollar un criterio acerca de como agregar

dinamica en el lazo para cumplir con especificaciones en el plano s.

= Método o Criterio de Nyquist: Permite inferir la estabilidad de lazo cerrado de un sistema
a partir del trazado del diagrama frecuencial polar del sistema de lazo abierto. Sobre el

diagrama resultante pueden definirse facilmente medidas de estabilidad relativa.

= Método de Bode: Permite inferir la estabilidad de lazo cerrado de un sistema a partir del
trazado del diagrama de Bode en médulo y fase. Sobre la curva de respuesta en frecuencia
es simple medir numéricamente los margenes de estabilidad relativa. El trazado asintotico
es sistematico, y provee suficiente precision numérica en la mayoria de los casos de interés.
En sistemas de fase minima, el método se reduce al Criterio de Bode, que permite inferir

estabilidad mediante la sola inspeccion del diagrama de amplitud.

5.5. Criterio de Routh

El método de Routh permite saber si un polinomio es Hurwitz (es decir, si tiene todas sus
raices en el semiplano izquierdo) sin la necesidad de calcular sus raices. El método es de simple
aplicacién, y en el caso que el polinomio tenga algun parametro variable, permite calcular el

rango de valores del mismo para los cuales el sistema es estable.

5.5.1. Condiciones necesarias

El método parte del conocimiento de la ecuacion caracteristica del sistema:

F(s)=1+G(s)H(s) =0=aps" +a1s" '+ ars" >+ ... 4 a,_15+ay (5.10)

Existen dos condiciones necesarias que F(s) debe cumplir para no tener raices en el semiplano

derecho:

= El polinomio debe estar completo, es decir a; 20 para 0 > i > n.

= Todos los a; deben ser de igual signo.
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Estas condiciones surgen de las propiedades de las raices r; de un polinomio. En efecto, sabe-

mos que
a n
2= —T1n 5.11
& I (5.11)
anp—1
_ i 5.12
= = L (5.12)
an-2 . o
o Z Fil T (5.13)
i# j#k
(5.14)
ag u
= = -V 5.15
@ ; (5.15)

La unica situacién en la cual los coeficientes pueden tener signos diferentes, o se anulen, es
cuando existen raices con parte real de diferente signo. Estas condiciones son necesarias pe-
ro no suficientes: si hay coeficientes de distinto signo o nulos ya sabemos que el sistema es

inestable, pero que las condiciones se cumplan no indica que el sistema sea estable.

5.5.2. Arreglo de Routh

Verificadas las condiciones necesarias, el paso siguiente es construir el siguiente arreglo
bidimensional a partir de los coeficientes del polinomio. llustraremos su construccion con un

polinomio de grado 6:
aos® +ar1s° +ars* +azs® +ass® +ass' +ag =0 (5.16)

El arreglo esta ordenado en sentido vertical segin las potencias decrecientes de s. La primera
fila del arreglo esta constituida por el coeficiente de la potencia mas alta (en este caso ag) y
los coeficientes de las potencias pares (en este caso) en orden decreciente. Alternativamente,
si el polinomio fuera de orden impar, la fila estaria conformada por ag y los coeficientes de las
potencias impares en orden decreciente. La segunda fila estara compuesta por los coeficientes

de las potencias impares (pares) en orden decreciente:

S ao an ay de

£ la a3 as 0

s*1A B C 0
| D E 0

| F G 0
ss|H 0

9 1
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Para el calculo de los restantes coeficientes, puede aplicarse la siguiente regla: se toman las
dos filas inmediatamente superiores a la fila en estudio, y se combinan los dos elementos de la

primera columna con los de la columna siguiente a la que se esta calculando. En nuestro caso:

ajax — apaz ajas — apds ayag — ap0
. : . 6

A = —= 7 B=—""——— C (5.17)
ap aj ai
Aaz; —a1B Aas —a|C
D = —— E=—"— 5.18
i ) (5.18)
DB — AE DC —A0
F = ———— =— 5.19
D G D (5.19)
H = FE—-DG (5.20)
F
H

El arreglo siempre es triangular superior. El nimero de raices con parte real positiva es igual
al numero de cambios de signo en la primera columna del arreglo de Routh. Veamos algunos

ejemplos:

Ejemplo 1:

F(s)=s*+3s> + 55 +25+1=0 (5.22)

El polinomio esta completo y todos los coeficientes son positivos. Por lo tanto no podemos decir

nada en relacién con la estabilidad hasta no hacer el arreglo de Routh:

st115 1
13 2

2 ? 1
sz

sO 1

Como no hay cambios de signo en la primera columna, el sistema es estable.

Ejemplo 2:

F(s) =5 +3s>+354+10=0 (5.23)

Existen dos cambios de signo (de positivo a negativo en la tercera fila, y de negativo a positivo

en la cuarta), por lo tanto hay dos raices en el semiplano positivo.
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53 1 3

21 3 10
1 —1

S| 3

91 10

5.5.3. Casos especiales

Es facil ver que existen dos casos en los que no puede completarse el calculo del arreglo de
Routh:

= Un elemento nulo en la primera columna del arreglo: en este caso no se puede continuar,

ya que al pretender calcular |a fila siguiente, hay que dividir por cero.

» Toda una fila nula: la limitacién es la misma. En general esta anomalia se produce cuando

existe alguna relacion de simetria en las raices del polinomio.

Ambas situaciones son simples de solucionar. En el primer caso, existen dos alternativas. La
primera es multiplicar a F(s) por un término de la forma (s+a). Por ejemplo, a = 1 es una buena
eleccién para simplificar los célculos. Esto eleva en uno el grado del polinomio y en general
soluciona el problema. La otra solucién consiste en remplazar el elemento nulo por un pequefio
valor positivo € que tiende a cero. El arreglo se completa y luego se analiza el signo de los

coeficientes de la primera columna cuando £ — 0. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3:

F(s)=s5*+35> + 55 +155+1=0 (5.24)

53 3 15
2 l0=e 1
sl %

0 1

Obsérvese que cuando ¢ tiende a cero, el coeficiente 152—*3 se hace negativo. Por lo tanto, el

sistema tiene dos polos en el semiplano derecho.

En el segundo caso, el procedimiento a seguir involucra el uso de una ecuacién auxiliar, que
se obtiene de la fila inmediatamente anterior a la fila nula. La ecuacion auxiliar se deriva respecto

a s, y los coeficientes resultantes remplazan a los coeficientes nulos. Luego la construccién del
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arreglo se continta en la forma habitual. Las raices de la ecuacion auxiliar también son raices

de F(s), lo que a veces, como veremos en el ejemplo 5, es util para el analisis.

Ejemplo 4:

F(s) =5 +35s*+25° + 652 +55+15=0 (5.25)
$S11 2 5
13 6 15

s> | 0 0 <« todauna fila nula

La fila nula corresponde a la potencia s3. La ecuacion auxiliar se construye a partir de la fila

anterior, es decir

A(s) = 35"+ 65> +15 (5.26)
‘9/;(:) = 1253 + 125 (5.27)

Los nuevos coeficientes que remplazan a los elementos nulos son entonces 12y 12. El arreglo

ahora queda

13 6 15

£ 12 12
s 3 15
st | —48

0 1

Aparecen dos cambios de signo en la primera columna, por lo que el sistema tiene dos polos

en el semiplano derecho (inestable).

5.5.4. Sistemas con parametros variables

El método de Routh puede utilizarse para establecer el rango de valores admisibles que pue-
de tomar un parametro libre. Para ello, debe construirse el arreglo de Routh en funcién del pa-
rametro, para luego calcular los valores que producen cambios de signo en la primera columna.

llustremos el procedimiento mediante el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 5:

Supongamos que tenemos un sistema de lazo abierto de la forma

K
(s+1)(s+2)(s+3)

G(s) = (5.28)

El sistema es estable a lazo abierto para cualquier valor de K, ya que sus tres polos se en-
cuentran en el semiplano izquierdo. Qué ocurrira a lazo cerrado? Si calculamos la funcién de

transferencia de lazo cerrado tenemos

K K

T(s) = s+ D)(+2)(5+3)+K S +652+11s+(6+K)

(5.29)

Vemos que el término independiente de la ecuacion caracteristica depende del parametro libre K,
y por lo tanto, la ubicacion de los polos de lazo cerrado también variara con la ganancia. Por las
condiciones necesarias del método, sabemos que K > —6 para que no hayan cambios de signo
ni elementos nulos. Pero ésta no es la Unica condicién de estabilidad. En efecto, si hacemos el

arreglo de Routh

$3 1 11

52 6 (6+K)
1 (60—K)

S 6

s | (6+K)

Analicemos la primera columna. Si K es negativo y menor que —6 el término correspondiente
a s se hace negativo, pero el correspondiente a s' es positivo. Por lo tanto hay una raiz en el
semiplano derecho, que necesariamente (por las propiedades de los coeficientes de la funcién
de transferencia) estara sobre el eje real. Por el contrario, si K es positivo y mayor que 60 el
término correspondiente a s' es negativo, pero el correspondiente a s° es positivo. Hay por lo
tanto dos raices en el semiplano derecho. El rango de valores del parametro K que aseguran
estabilidad es entonces —6 < K < 60. Ademas, si K = 60 se anula la fila correspondiente a s', por
lo tanto las raices de la ecuacion auxiliar 6s> + 66 = 0 también son raices de F(s). Por lo tanto
para la ganancia que inestabiliza al sistema, hay dos polos sobre el eje jo en s, = +j/11.
El comportamiento de las raices de lazo cerrado a medida que se varia el parametro K puede

analizarse mediante el método del Lugar de Raices, que sera el tema del proximo capitulo.
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5.6. Problemas

1. Utilizando el método de Routh-Hurwitz, determinar los rangos de estabilidad de los siguien-

tes sistemas:

G(s)H(s) = (1+O.2s)(1s(2)1-<i-88+100)
G(s)H(s) = s +583)(jf§)(s+ 166)
Gs)H(s) = m
G = kAL
GG~ K

2. Una transferencia tiene sus ceros en —20 y —30, y sus polos en 0, —10, —1, —400 y —2000.
El sistema esté realimentado unitariamente. Determinar los valores de ganancia para los

cuales el sistema es estable.

3. Para el sistema

e—ST

Gls) = 10s(s—|— 10)

Aproximando el retardo por los dos primeros términos de su desarrollo en serie de Taylor

(e*T = 1 —s7), encontrar los valores de t para los que el sistema de lazo cerrado es estable.
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CAPITULO 6
Lugar de raices

Introduccion

El método de lugar de raices o método de Evans permite hacer un trazado aproximado de las
trayectorias que describen los polos de lazo cerrado de un sistema cuando existe un parametro
variable. El diagrama se realiza aplicando una serie de reglas simples, y calibrando adecuada-
mente algunos puntos importantes (puntos de quiebre, cortes a los ejes, etc.), el trazado puede
ser suficientemente preciso como para obtener resultados numéricos. Las reglas de construccién

del diagrama se basan en propiedades de la ecuacion caracteristica y sus raices.

6.1. Un ejemplo preliminar

Para ilustrar la utilidad del método de lugar de raices, comencemos con un ejemplo que, por
su sencillez, puede ser resuelto numéricamente. Supongamos tener el siguiente sistema de lazo

abierto:
Kk
(s+1)(s+5)

El sistema es estable porque tiene todos sus polos en el semiplano izquierdo, indpendientemente

G(s) = (6.1)

del valor de K. Se pretende inferir la estabilidad de este sistema a lazo cerrado para 0 < K < co.

Calculando la funcién de transferencia de lazo cerrado tenemos

G(s) K K

T(s) = 1+G(s) - (s+1)(s+5+K B s2+6s+(5+K)

(6.2)

donde vemos que el término independiente de la ecuacién caracteristica es funcién de K, y por lo

tanto sus raices se desplazaran a medida que K varie. En este caso las raices pueden calcularse
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Root Locus

Imaginary Axis

6 5 4 3 2 1 0 1
Real Axis

Figura 6.1: Lugar de raices simple

numéricamente, y estan en
6 1
s,,Z:—EiE\/36—20—4K:—3im (6.3)

Para K = 0 las raices de la ecuacion caracteristica estan en s = —1 y s = —5, es decir, coinciden
con las raices de lazo abierto (de hecho, el lazo esta abierto). Para 0 < K < 4 las raices son
reales, distintas y ubicadas a uno y otro lado del punto —3. Para K = 4 el argumento de la raiz
cuadrada se anula y se tiene un par de polos reales coincidentes en s = —3. Para K > 4 el

argumento de la raiz cuadrada se hace negativo, por lo que podemos escribir
sip=—-3+jVvK—4 (6.4)

Es decir, tendremos raices complejas conjugadas, con parte real constante e igual a 3 y parte
imaginaria creciente con K. El diagrama resultante puede apreciarse en la figura[6.31l Podemos
inferir del grafico que el sistema sera estable para cualquier valor de K positivo, y que la respuesta
impulsiva sera una combinacién de exponenciales decrecientes para ganancias bajas, y luego
sera una sinusoide con envolvente exponencial, que oscilara a una frecuencia cada vez mayor a

medida que K aumenta.

Cuando el sistema posee gran cantidad de polos y ceros, el analisis exacto se torna complejo.
Ademas, a menudo no es necesario tener precision elevada en todo el rango de operacién. El
método de Lugar de Raices permite hacer el trazado sin tener que calcular las raices de la

ecuacién caracteristica.
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6.2. Condiciones de modulo y fase

Comenzaremos el analisis considerando una funcién de transferencia genérica de lazo cerra-

do:
H
7(s) = _GOHE)
1+ G(s)H(s)
correspondiente a un sistema con realimentacién unitaria. N6tese que el numerador de esta

(6.5)

expresion coincide con el numerador de la funcién de transferencia de lazo abierto, es decir, los
ceros de lazo abierto siempre coinciden con los ceros de lazo cerrado. Por el contrario, los polos

de lazo cerrado del sistema son las raices de la ecuacion caracteristica
F(s)=1+G(s)H(s)=0 (6.6)

De esta expresién se advierte que los polos de lazo cerrado del sistema son aquellos valores de

s que cumplen dos condiciones

|G(s)H(s)| =1 condicion de médulo

/G(s)H(s) =x(2r+ 1)z condicion de fase

(6.7)

Obsérvese que las condiciones arriba citadas deben ser cumplidas por la funcién de transfe-
rencia de lazo abierto. Cuando existe un parametro variable en el lazo, los polos de lazo cerrado

modificaran su posicién, describiendo una trayectoria conocida como Lugar de Raices.

Forma normalizada

En un sistema lineal, el parametro variable puede ser una ganancia, la posicién de un polo
o de un cero, o un coeficiente de los polinomios numerador o denominador. El método requiere
que la ecuacion caracteristica sea escrita en la forma

N(s)
D(s)

Cuando el parametro variable es la ganancia de G(s)H(s) la ecuacion caracteristica ya se en-

1+ G(s)H(s) = 1 +K (6.8)

cuentra en esa forma. Si no es asi, siempre puede ser llevada a esa forma, como se aprecia en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo1
_ (s+1)
G(s)H(s) = GTI0)G6LE) (6.9)
La ecuacion caracteristica es
1+ G(s)H(s) = 1+ mﬁ(}vlm —0=s(s+10)+K(s+10)+10(s+1)  (6.10)
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Jjo Plano S

Figura 6.2: Interpretacion grafica del lugar de raices

Ahora dividimos por los términos en los que no figura K:

(s+10) B (s+10)

1+K - _ s+l
G0 A 106+ 1) s2+20s+ 10

(6.11)

Que se encuentra en la forma deseada. De ahora en mas, la funcién de transferencia de lazo
abierto sera K%. Cuando hablemos de polos y ceros del sistema hablaremos de las raices de

D(s) y N(s), respectivamente, y K sera la ganancia.

Una interpretacion grafica

Una aproximacion de “fuerza bruta” para el trazado del diagrama de lugar de raices podria
ser, entonces, recorrer todo el plano s y en cada punto analizar si el aporte en fase de todos los
vectores tendidos desde los polos y ceros del sistema de lazo abierto suman un ndmero impar

de & radianes, y si su médulo suma 1. Por ejemplo, en figura[6.2] deberia cumplirse que

|(s1—c1)] -
Giopllei—p)] (6.12)
Lsi—c)=Llsi—p1)—Llsi—p2) = £2r+1)7 (6.13)

Este método es obviamente impracticable, pero el andlisis permite elaborar algunas conclu-
siones interesantes. En todos los puntos del lugar de raices (y solo en ellos) deben verificarse
las dos condiciones simultdneamente. En la practica, la condicién mas dificil de cumplir es la de
fase, ya que si ésta se verifica, el modulo es simplemente una cuestion de escala. Es por esto
que todas las reglas que enunciaremos se enfocan fundamentalmente en el cumplimiento de la

condicion de fase.

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 88



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

6.3. Reglas para la construccion del diagrama

El cumplimiento de las condiciones de médulo y fase permiten inferir una serie de simples
reglas mediante las cuales es posible hacer un trazado aproximado del ILugar de raices. A con-

tinuacién describimos las mas importantes.

6.3.1. Numero de trayectorias

Como el numerador de la funcién de transferencia de lazo cerrado no se ve alterado por el
parametro, los ceros de lazo cerrado son fijos y coinciden con los de lazo abierto. Las variaciones
en el pardmetro modifican la ecuacién caracteristica, esto es, la ubicacién de los polos de lazo

cerrado. Por lo tanto, existiran tantas ramas como polos finitos tenga el sistema.

6.3.2. Inicio y fin de las trayectorias

Analizando la ecuacién caracteristica vemos que

N(s)
1 +KW =0=D(s) +KN(s) (6.14)

Para K = 0 la ecuacién se reduce a D(s) = 0. Pero D(s) es el denominador de la funcién de
transferencia de lazo abierto. Es decir, el diagrama “arranca” en los polos de lazo abierto. Esto
es razonable, ya que considerar K = 0 es equivalente a abrir el lazo.

De la misma manera, para K — « podemos despreciar D(s) frente a KN(s). Por lo tanto la ecua-
cién caracteristica tiende a KN(s) =0y los polos de lazo cerrado serian los ceros de lazo abierto.
Es decir, el diagrama comienza en los polos de lazo abierto y termina en los ceros de lazo abier-
to. Si el sistema es estrictamente propio, con n polos y m ceros (n > m), existiran m ramas que
irdn al encuentro de los ceros finitos, y n —m ramas que tenderan a infinito. Esas ramas tendran

un comportamiento asintético.
6.3.3. Simetria respecto del eje real
Como los polos s6lo pueden ser reales o complejos conjugados, el diagrama posee simetria

con respecto al eje real.

6.3.4. Lugar de Raices sobre el eje real

Circunscribamos nuestro analisis al eje real, y veamos qué ocurre con la condicion de fase.
La figura[6.3]ilustra un caso tipico. Al desplazar el punto de prueba s; sobre el eje real desde +oo

hasta —oo y analizando la condicién de fase se advierte que
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Figura 6.3: Andlisis sobre el eje real. El punto de estudio s; se desplaza desde +oo hasta —

= Los polos y ceros ubicados sobre el eje real, a la izquierda del punto en estudio, aportan

fase nula.

» Los polos y ceros ubicados sobre el eje real, a la derecha del punto en estudio, aportan —n
o +7, respectivamente. Obsérvese que si el nUmero de singularidades (polos mas ceros)
a la derecha es impar, la fase resultante serd un multiplo impar de x, cumpliendo con la

condicion de fase, mientras que si el nimero es par, serd un mdltiplo de 2x.

= La fase de los polos y ceros complejos conjugados se cancela sobre el eje, por lo que no

es necesario tenerlos en cuenta para el andlisis.

La regla resultante es muy simple: si el nimero de singularidades (polos mas ceros) a la

derecha del punto en estudio es impar, entonces el punto pertenece al lugar de raices.

El analisis precedente supone que K es positivo, y por lo tanto no aporta fase. Si K fuese
negativo, estaria aportando una fase de =, y la regla resultante seria la complementaria a la

enunciada.

6.3.5. Numero de asintotas

Vimos que si el sistema es estrictamente propio, existirdn ramas que van al encuentro de
ceros en infinito. En un sistema con » polos finitos y m ceros finitos, la cantidad de ramas que

van hacia infinito, y por lo tanto presentan un comportamiento asintético es n— m.

6.3.6. Angulo de las asintotas

Las asintotas dividen el plano s en sectores iguales. Para probar esto, escribamos la funcién

de transferencia de lazo abierto en la siguiente forma:

K i1 (s —ci) (6.15)
’}:1(5*17./')
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Ahora hagamos s — oo
lim KM g o K (6.16)
§—ro0 Hj:l (s —pj) s snom

Si a esta expresién le aplicamos la condicién de fase (suponiendo K > 0), tenemos

=n-m)ls=2r+1)n (6.17)

Snfm

Donde hemos aprovechado la condicién de simetria del diagrama para poner —x en lugar de

n. Los &ngulos de las asintotas resultan entonces

¢, = Ztbm r=1...(n—m—1) (6.18)

(n—m)

Es importante destacar que el angulo de las asintotas estd determinado solamente por la
diferencia entre el nimero de polos y ceros finitos del sistema (es decir, por la pendiente en
alta frecuencia de la curva de respuesta en frecuencia). En efecto, un sistema con 3 polos y un

sistema con 20 polos y 17 ceros tienen la misma cantidad de asintotas, en los mismos angulos.

6.3.7. Interseccion de las asintotas sobre el eje real

Debido a la simetria del diagrama, las asintotas deben necesariamente cortarse sobre el
eje real. Para calcular la ubicacion de este punto, hacemos un razonamiento similar al anterior,
pero en lugar de quedarnos so6lo con la potencia mas alta de s en los polinomios numerador
y denominador, retendremos las dos potencias mas altas. Especificamente, si expresamos la

funcién de transferencia de lazo abierto como

m o m __ m—1 X
’f:](s ¢i) _ kS s_1 Yei+... (6.19)
[Ti=1(s—pj) st—s" 1Y pi+...

donde hemos utilizado las propiedades de las raices de un polinomio. Si hacemos el limite para

s — oo podemos escribir

) (s™—s" 1Y ¢)) B (1-s71Yc)
}LH;G(S)H(S) K (S" —gn—1 ij) =K (Snfm — gn—m—1 ij) (620)

I

El término s—! ¥ ¢; tiende a cero cuando s — . En esas condiciones vale la siguiente propiedad

1
lim (1 —x) =

£50 (1+x) (6:21)

de forma tal que podemos escribir

(1-s"'La) 1
(Snfm — gn—m—1 ij) K (Snfm — gh—m—1 ij)(l + s—1 ):Ci) (622)

1%
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Multiplicando los dos paréntesis del denominador y quedandonos nuevamente con las dos po-

tencias mas altas resulta

1
K 6.23
Sn—m_Sn—m—l(zpj_zci)_'_.“ ( )

Considerando que el coeficiente de s" ™! es la suma de todas las raices de un polinomio,

podemos escribir

1 1
K K 6.24
gn—m _ gn—m—1 (Zp] _ Zci) +... (S _Xpj—kc )n—m ( )

n—m

I

Si aplicamos a esta Ultima expresion la condicion de fase, la conclusién es analoga a la de la

regla anterior (ecuacion[6.16), con la diferencia que el punto esta “desplazado” un valor

o, = Lpj—Xci (6.25)

n—m
que es justamente el punto de corte de las asintotas sobre el eje real. Considerando que el

diagrama es simétrico respecto del eje real, podemos hacer una simplificacién adicional:

n—m

6.3.8. Angulos de arranque

Es a menudo importante saber con qué angulo las trayectorias abandonaran un polo comple-
jo. Este angulo estara determinado por la fase aportada por todas las singularidades del sistema
en las inmediaciones del polo de lazo abierto. Consideremos la figura [6.4] donde se ha traza-
do una circunferencia de radio ¢ alrededor del polo complejo p;. En el punto de interseccion
de la trayectoria con el circulo deben verificarse las condiciones del lugar de raices, es decir
01 — (61 + ¢ + ¢3) = —180. A medida que € — 0 el vector vl tiende a ser tangente a la trayectoria
(y por lo tanto, ¢, tiende a ser el angulo de arranque), mientras que los restantes angulos quedan

determinados por las coordenadas de las singularidades de lazo abierto:

¢ = -mn/2 (6.27)
. —1 im(p1)

¢ = tan (—re(pl)—re(pg)) (6.28)
o im(p1)

6, = tan 1(m) (6.29)

=¢ = 18046 — (¢ +¢3) (6.30)

6.3.9. Puntos de quiebre

Otro punto de interés es aquel donde las trayectorias se separan del eje real. Como en esos

"puntos de quiebre™ existen raices mudltiples, deben anularse tanto la ecuacién caracteristica
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Figura 6.4: Calculo del angulo de arranque

como su derivada:

1+KG(s) = 0 (6.31)
I(1+KG(s))  IG(s)
TS = K20 (6.32)

Los puntos de quiebre son, entonces, puntos singulares de la funcién G(s) = —% que calcu-
lamos resolviendo
dG(s)
ds

=0 (6.33)

Este andlisis resulta en todos los maximos y minimos de la funcion, tanto para valores de
K positivos como negativos, correspondientes a los puntos de quiebre del diagrama de Lugar
de Raices (K > 0) y su complementario (< 0). Aquellos valores que se produzcan en el eje real

sobre el lugar de raices correspondiente seran los puntos de quiebre.

6.3.10. Interseccion con el eje imaginario

La interseccion con el eje imaginario puede obtenerse de diversas maneras. El valor de K
correspondiente al cruce de las ramas por el eje jo puede calcularse faciimente mediante el
método de Routh. Una vez calculado este valor, pueden obtenerse las raices de la ecuacion
caracteristica, por ejemplo, con algun programa de célculo de raices. Otra forma es utilizar la
ecuacion auxiliar en el arreglo de Routh, lo que conduce a la resoluciéon de una ecuacién de

orden reducido.
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6.3.11. Efecto de la adicion de polos y ceros en el semiplano izquierdo

El agregado de polos en el semiplano izquierdo tiene un efecto inestabilizador en el sistema,
“torciendo” las ramas del diagrama hacia el semiplano derecho. El efecto, simple de ver agre-
gando polos a un sistema de la forma G(s) = K/(s+a), puede generalizarse para todo tipo de
sistemas. De la misma forma, el agregado de ceros en el semiplano izquierdo tiene un efecto

estabilizador, al desviar las ramas hacia el interior del semiplano izquierdo.

6.4. Un ejemplo final

A modo de conclusidn, apliquemos las reglas obtenidas al analisis del siguiente sistema:

(s+8)
(s+4)(s+6)(s2+4s+38)

G(s) =K (6.34)
El sistema tiene un cero en s = —8 y cuatro polos en sy = —4, 5 = -6y 534 = -2+ j2.

= Con cuatro polos, existiran 4 ramas en el diagrama. Uno de los polos ira al encuentro del

cero en s = —8 y los otros tres irdn a . Por lo tanto existiran tres asintotas.

Existira lugar de raices entre los polos en s = —4 y s = —6, y a la izquierda del cero en

s = —8. De hecho, una de las ramas que van hacia « es el eje real negativo.

Los angulos de las asintotas son n/3 , 1y 57/3=—mn/3

Las asintotas se cortanen o, =(—2—-2—-4—-6+38)/3=-2

El &ngulo de partida en las singularidades complejas es ¢, = 180°+ atan(1/3) —90°—45°—
atan(1/2) =36.87°

Para calcular los puntos de quiebre derivamos G(s) respecto de s:

G(s) 1 (s 48)(4s7 +425° + 1445+ 176) —0(6.35)
ds s+ 1453 +7252+ 1765+ 192 (s*+14s3 + 7252 + 1765+ 192)2
453 44257 + 1445+ 1
{_ (s;|—8)( 5”4+ 425"+ 1445+ 176) — 0 (6.36)
(s* + 1453+ 7252 + 1765+ 192)
(s+8)(4s> +425> +14454+176) = (s*+ 145> +725> + 1765+ 192) (6.37)
35* +60s +408s> + 115254+ 1216 = 0 (6.38)

Resolviendo esta ultima ecuacién, los puntos de quiebre estan en s = —5.35 (salida) y
s =—9.35 (llegada)
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Root Locus

Imaginary Axis
)
/L

) 15 10 5 0 5 10
Real Axis

Figura 6.5: Ejemplo final

= La interseccion con el eje real se calcula utilizando el método de Routh. La ecuacién ca-

racteristica es:

(s 4+ 105 4+24)(s* + 45 +8) +K(s+8) = 0 (6.39)
s 4145 47287 + (176 +K)s+ (192 +8K) = 0 (6.40)
st 1 72 (1924 8K)
53 14 (176 +K) 0
5 832K (192 + 8K) 0 — K <832
! ‘%)“7&4“9”’“ 0 — K < 106.79
50 192 + 8K —K>-24

El cruce de las raices en el eje jo se produce entonces para K = 106.79. Ulizando la

ecuacién auxiliar
821 —106.79 ,
b
14

se verifica que la interseccidn se realiza en s = +j4.49.

+(192+8%106.79) =0 (6.41)

El diagrama resultante se aprecia en la figura[6.5

6.5. Problemas

1. La funcién de transferencia siguiente corresponde al control de posicion de una antena.
Hallar el lugar de raices.

10
K
(140.25)(s2+ 85+ 100)
H(s) = 1
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2. Trazar el lugar de raices del siguiente sistema. La transferencia corresponde al control de

velocidad de un motor.

K
G) = GEeeTs)
AT

(s) (s + 166)

3. Elcontrol de velocidad de una turbina hidraulica posee la siguiente funcion de transferencia:

(1—3s)
(1+1.55)(10s)
H(s) = 1

Hallar el lugar de raices.

4. En base al lugar de raices determinar para qué valores de K el sistema es estable.

(s24+2s+1)

G = KeTaeTn

H(s) = 1

5. Dada la siguiente transferencia :

(s +4s+1000)
G(s)=K
&) =K G611
dibujar el lugar de raices.
6. Dada la funcién de transferencia:
10K
O) = GG +10)

y considerando realimentacién unitaria, elegir el valor de K (médulo y fase) tal que el sis-
tema de lazo cerrado presente polos en s; = -8+ j4 y s, = —8 — j4. Para ello, calcule el
modulo y fase que aportan los polos de la planta en s; y s». La fase restante para que estos
puntos pertenezcan al lugar de raices (es decir, que se cumplan las condiciones de médulo

y fase) deben ser aportadas por K. Ahora

(s+a)

= Implemente K(s) como K(s) = (HZ)

,con ay b reales. 4Es el sistema de lazo cerrado

estable?

(s4a)
(s+b)

con a, by C reales de forma tal que el sistema sea estable. C es un grado de libertad

» Si el sistema calculado en el punto anterior no es estable, recalcule para K(s) =C

adicional. Utilicelo adecuadamente.
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CAPITULO 7
Criterio de Nyquist

Introduccion

El método de Nyquist estd basado en el trazado del diagrama polar de la respuesta en fre-
cuencia de un sistema. Es una aplicacion del principio del argumento al estudio de la estabilidad
a lazo cerrado. La técnica permite establecer medidas cuantitativas de estabilidad relativa, facili-
tando asi el disefio de técnicas de compensacion. En este capitulo analizaremos el principio del
argumento, su aplicacion al estudio de la estabilidad, la trayectoria de Nyquist, casos especiales
y ejemplos de aplicacion. En la capitulo siguiente, se aplicaran los conceptos desarrollados al
andlisis de estabilidad mediante trazados de Bode. Estos permiten una construccién mas siste-

matica, y al mismo tiempo proveen informacién numeérica en forma mas directa.

7.1. El principio del argumento

Hemos analizado en capitulos anteriores como una funcién racional F(s) puede ser vista
como un operador que mapea el plano s en un nuevo plano Re(F(s)), Im(F(s)). En la figura
[Zdlpuede apreciarse una representacion grafica de esta operacion. Resulta interesante analizar
qué ocurre en el plano F(s) cuando en el plano s se recorre una trayectoria cerrada . El Unico
requisito que pediremos es que la funcién F(s) sea analitica en todos los puntos de €. En el
caso de funciones racionales de s, esto equivale a decir que la trayectoria no pasa por encima
de ningun polo de F(s). Recordemos que una funcién es analitica en un punto si en el mismo
existe la funcién y todas sus derivadas. Como sobre un polo F(s) tiende a infinito, se pierde
la analiticidad. En la practica esto implica que la trayectoria elegida debe “esquivar” los polos

de F(s). De esta manera se asegura que trayectorias cerradas en el plano s se mapean en

86
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jo s Im G(s) G(s)

G(s1)

[of Re G(s)

Figura 7.1: Mapeo entre el plano s y el plano G(s).

a Im G(s)
jo s G(s)

< o Re G(s)

Figura 7.2: Mapeo de trayectorias cerradas.

trayectorias cerradas en el plano F(s). Estas restricciones hacen de F(s) una fransformacion

conforme, es decir que preserva los angulos.

Analicemos, por ejemplo, la situacion ilustrada en la figura[Z.2l La trayectoria ¢ no encierra
ninguna singularidad de F(s). Si analizamos el aporte acumulado de fase de todas las singu-
laridades “externas” a la trayectoria vemos que el mismo es nulo, es decir, en el plano F(s) la

trayectoria resultante no encierra al origen de coordenadas.

La situacion es diferente si la trayectoria encierra una singularidad de F(s). En efecto, como
puede apreciarse en la figura [Z.3] el vector tendido desde el polo interior acumula una rotacién
neta de —2x al recorrer la trayectoria completa. La fase acumulada por todas las singularidades
serd entonces —2, lo que implica que en el plano F(s) la trayectoria resultante rodeara una vez

al origen, y que el sentido de recorrido serd el contrario al de la trayectoria %, debido a que el
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& Im G(s)
P3 Jjo S G(s)

ke ! o Re G(s)

P4

Figura 7.3: Trayectoria encerrando un polo de lazo abierto.

aporte de fase de los polos es negativo.

Siguiendo el mismo razonamiento para ceros y multiples singularidades en el interior de %,

podemos arribar facilmente a la expresién matematica del principio del argumento:
N=Z-P (7.1)

donde

= N: nimero de giros alrededor del origen de la trayectoria resultante en el plano F(s). Este

ndmero puede ser positivo 0 negativo, dependiendo del signo de la fase acumulada.
= Z: numero de ceros de F(s) encerrados por la trayectoria .
= P: ndmero de polos de F(s) encerrados por la trayectoria €.

Un valor negativo de N significa que la trayectoria resultante en el plano F(s) tiene el sentido
contrario al de la trayectoria ¥. Obsérvese que el concepto de punto “interior” a la trayectoria
es convencional. Todo el andlisis se hizo considerando como punto interior a la trayectoria aquel
que se sitla a la derecha de la misma, cuando se recorre ¢ en el sentido horario. Cualquier otra

convencion es valida, siempre que se respete a lo largo de todo el analisis.

7.2. Aplicacion al estudio de estabilidad

Para utilizar el principio del argumento en el estudio de la estabilidad de un sistema, ha-
remos dos consideraciones. En primer lugar, usaremos como F(s) la ecuacion caracteristica
1+ G(s)H(s). En segundo lugar, elegiremos una trayectoria ¢ que abarque todo el semiplano

derecho del plano s. De esta forma, en la expresion del principio del argumento quedaria

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 100



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

e

P2

P4

Figura 7.4: Trayectoria de Nyquist.

» Z=numero de ceros de 1 +G(s)H (s) en el semiplano derecho del plano s= nimero de polos

de lazo cerrado en el semiplano derecho.

= P=numero de polos de 1 +G(s)H (s) en el semiplano derecho del plano s= nimero de polos

de lazo abierto en el semiplano derecho.

Como los polos de lazo abierto son conocidos, puede inferirse cuantos polos de lazo cerrado del

sistema tienen parte real positiva.

En la practica, lo habitual es tomar F(s) = G(s)H(s), evaluando los giros con respecto al punto

—1.

7.2.1. Trayectoria de Nyquist

La trayectoria de Nyquist para un sistema sin polos sobre el eje jo puede apreciarse en la

figura[Z4l Consta basicamente de tres zonas:
m Zona 1: El eje jo desde w = 0" hasta @ = +oo.
m Zona 2: El eje jo desde @ = —~ hasta @ =0".

= Zona 3: Un arco de circunferencia de radio infinito, definido por la expresion s = Re/?, con

R — oo

El sentido de giro es arbitrario, pero habitualmente se toma el sentido horario, ya que convencio-
nalmente la respuesta en frecuencia se dibuja para frecuencias crecientes. Aqui pueden hacerse

algunos comentarios:
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Figura 7.5: Ejemplo 1.

» Evaluar G(s)H(s) en La zona 1 es equivalente a calcular la respuesta en frecuencia de la
funcién de lazo abierto, una operacién a la que estamos acostumbrados. Si la configuracién

cero-polar es intrincada, el diagrama de Bode puede ser utilizado para ayudar en el grafico.

m Lazona2esidéntica alazona 1, con la diferencia que o < 0, es decir, hay 180°de fase adi-
cionales. Por tal motivo la trayectoria es siempre la imagen especular de la correspondiente

ala zona 1. Ademas, el sentido de recorrido es siempre el contrario.

= En todos los sistemas propios (mas polos que ceros) la zona 3 se mapea en el origen.

Ejemplo1

Sea el sistema
K
(s+1D)(s+2)(s+3) (7.2)

En la figura [Z.5] podemos ver la configuracién cero-polar del sistema, junto con la trayectoria de

G(s)H(s) =

Nyquist. Analicemos el aporte en médulo y fase de cada uno de los vectores segun se recorre la

Zona 1:
o —0:
G(s)| = &
trayectoria €. LG(s) —0°
W — oo
|G(s)] =0

/G(s) — —270°

Como el sistema solo tiene polos, la fase negativa aumenta monétonamente. La zona 2 es,

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 102



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

Figura 7.6: Diagrama de Nyquist para el Ejemplo 1.

como siempre, la imagen en espejo de la zona 1. En la zona 3 tenemos que s = Re/® y por lo

tanto

Ii - - - =
R (Rei® + 1) (Rei® +2)(Rel® +3)  R3*

(7.3)

Esta expresion indica que, cuando en el plano s se recorren & radianes en el sentido horario,
uniendo el punto correspondiente a +e con —eo, en el plano G(s) se recorren 3x radianes, en
el sentido contrario al de ¢, uniendo los puntos correspondientes. El diagrama resultante puede

verse en la figura[Z.6l

Trazado el diagrama, resta analizar la estabilidad. Debemos computar los giros realizados
respecto al punto —1. Obsérvese que variar el valor de K es equivalente a modificar la escala del
dibujo, sin cambiar su forma. Por esta razén, en lugar de redibujar el diagrama para cada valor
de K a analizar, lo habitual es“mover” la posicion del punto —1 a lo largo del eje real negativo.
Para ganancias bajas, el punto —1 se encuentra “fuera” del diagrama, con lo cual N = 0. Como
el sistema no tiene polos de lazo abierto dentro de la trayectoria de Nyquist, P =0y por lo tanto

Z = 0. El sistema es estable.

Para ganancias “altas” el punto correspondiente a —1 queda “adentro” del diagrama. Esto
puede verificarse trazando un rayo desde el punto —1 y analizando cuantas trayectorias entran y
salen del rayo. En este caso, N =2, ya que se registran 2 giros en el mismo sentido de circulacion
que en la trayectoria de Nyquist. Como P = 0 se concluye que Z = 2, es decir, existen 2 polos
dentro de la trayectoria de Nyquist, es decir, dos polos en el semiplano derecho, y el sistema es

inestable.

Si el punto —1 coincidiera con el punto en el que las trayectorias correspondientes a la zonas 1
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y 2 se intersectan, el sistema se encuentra en el limite de inestabilidad. Obsérvese que ese punto
pertenece a la zona 1, que corresponde al eje jo. Es decir, en ese punto, G(jw)H(jo) = —1, es

decir, el sistema tiene polos de lazo cerrado sobre el eje jo.

Si en lugar de cerrar la trayectoria de Nyquist abarcando el semiplano derecho la misma se
cerrara abarcando el semiplano izquierdo, el andlisis también puede hacerse sin inconvenientes.
En este caso se requiere que todos los polos de lazo se encuentren dentro de la trayectoria
para asegurar estabilidad. Las trayectorias correspondientes a las zonas 1 y 2 son las mismas
que antes. Ahora, para ganancias bajas tenemos N =0, P = 3 (hay 3 polos de lazo abierto en el
interior de la trayectoria de Nyquist) y por lo tanto Z = 3, es decir, existen 3 polos de lazo cerrado
en el interior del semiplano izquierdo, por lo que el sistema es estable. Para ganancias altas,
N = —2, ya que la trayectoria resultante tiene sentido de giro contrario a la trayectoria de Nyquist,
y por lotanto Z=N+P = —-2+3 = 1. Hay un polo estable, por lo que los 2 restantes deben estar
en el semiplano derecho, haciendo al sistema inestable. Las conclusiones sobre estabilidad son,
evidentemente, las mismas, independientemente de qué trayectoria se elija, siempre y cuando
la misma abarque enteramente uno de los dos semiplanos. El resultado es también coincidente
con el andlisis realizado utilizando el Lugar de Raices. La minima ganancia que hace que N = -2

es la que hace que dos ramas de diagrama de lugar de raices crucen el gje jo.

7.2.2. Polos sobre el eje imaginario

Cuando existen polos sobre el eje jo la trayectoria de Nyquist debe ser modificada para
preservar la analiticidad. Para lograr esto, definamos una zona 4, en la cual se rodean los polos
sobre el eje usando una semicircunferencia s = re/? con r — 0. Esto puede apreciarse en la figura

[ZZ llustremos el analisis con el siguiente ejemplo:

Ejemplo2

Sea el sistema

K

COHE) = G326 13)

(7.4)
En la figura [Z.8] podemos ver la configuracion cero-polar del sistema, junto con la trayectoria de

Nyquist. Analicemos el aporte en médulo y fase de cada uno de los vectores segun se recorre la

trayectoria €.
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Figura 7.7: Trayectoria modificada

a?:-‘,—aa

Figura 7.8: Ejemplo 2
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0=0"

Figura 7.9: Diagrama de Nyquist para el Ejemplo 2.

Zona 1:
®—0":
|G(s)[ =0
LG(s) — —90°
® — oo
|G(s)] =0

LG(s) = —270°

Como el sistema so6lo tiene polos, la fase negativa aumenta monétonamente. La zona 2 es,
como siempre, la imagen en espejo de la zona 1. En la zona 3 tenemos que s = Re/® y por lo

tanto
K K .
I A : = e 75
R (Rei®) (Re0 +2)(Re® +3)  R3° (7:5)

Esta expresion indica que, cuando en el plano s se recorren « radianes en el sentido horario,
uniendo el punto correspondiente con +e con —eo, en el plano G(s) se recorren 3x radianes, en

el sentido contrario al de ¥, uniendo los puntos correspondientes.

En la zona 4 tenemos s = re/? y por lo tanto

K K
lim ————— 4 =_—e¢J? 7.
720 Re% (Rei® + 2)(Rei® +3)  6R* (7.6)

El médulo tiende a infinito, y la fase recorre n radianes cuando ¢ rota = radianes, en sentido
contrario al de la trayectoria de Nyquist, uniendo 0~ con 0. El diagrama completo resultante se

aprecia en la figura[Z.9 El andlisis de estabilidad es enteramente similar al del ejemplo 1.
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La trayectoria podria haberse cerrado usando una semicircunferencia que rodeara al polo
con el sentido contrario. El andlisis es similar, con dos consideraciones. El sentido de giro en
la zona 4 es el contrario, y ahora el polo ha quedado dentro de la trayectoria de Nyquist. Te-
niendo en cuenta estas consideraciones, el andlisis de estabilidad permite obtener las mismas

conclusiones.

7.2.3. Margenes de estabilidad relativa

Como explicaramos anteriormente, la condicion |G(jo)H(jo)| =1, /G(jo)H(j®) = © se co-
rresponde con polos de lazo cerrado sobre el eje jw, es decir, un sistema en el borde de la
inestabilidad. Podemos definir entonces como una medida de estabilidad relativa la distancia a
esta condicién. Para hacer una medida estandarizada, fijaremos una de las condiciones y medi-

remos la restante.

El lugar geométrico de |G(jw)H (jw)| =1 es un circulo de radio unitario centrado en el origen.
La trayectoria correspondiente a la zona 1 intersectara a este circulo en un punto A, tal como
puede apreciarse en la figura [Z.10l La fase adicional necesaria en ese punto para cumplir con
la condicion /G(jw)H(jw) = & es el Margen de Fase del sistema. A continuacién damos una

definicibn mas exacta:

El margen de fase es la cantidad de fase en atraso a agregar, cuando |G(jo)H (jo)| =1, para

cumplir con /G(jow)H(jo) = T.

Segun esta definicién, si es necesario agregar fase negativa el margen es positivo. Si existiera
un operador que solamente agregara fase (es decir, que soélo rotara el diagrama), el MF es la
fase que habria que agregar para desestabilizar el sistema. De la misma manera, la condicién
/G(jw)H(jw) = m se corresponde con el semieje negativo. La trayectoria correspondiente a la
zona 1 intersectara este semieje en un punto B. La atenuacién o amplificacién necesaria para

llevar el punto B al punto —1 es el Margen de Ganancia del sistema. Formalmente

El margen de ganancia es la cantidad de ganancia a agregar, cuando /G(jw)H (jo) = para

cumplir con |G(jw)H (jw)| = 1.

Entonces, en escala lineal MG = m Si debe agregarse ganancia, el margen es
positivo. Si es necesario atenuar, el margen es negativo. Los signos se corresponden a los
de la ganancia en decibeles (una atenuacién es una ganancia negativa en escala logaritmica).
Analizando las condiciones de estabilidad, puede llegarse a las conclusiones expresadas en el
cuadro[Z1] En el caso en que los margenes tengan signos diferentes, el criterio no decide y hay
que recurrir a Z = N — P. Un sistema puede tener mas de un margen de ganancia y fase. En

estos casos de estabilidad condicional el analisis debe ser cuidadoso.
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Figura 7.10: Margenes de estabilidad relativa. Sistema estable.

Figura 7.11: Margenes de estabilidad relativa. Sistema inestable
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MG MG

>0 >0 Sistema estable

<0 <0 Sistema inestable
>0 <0 No decide
<0 >0 No decide

Cuadro 7.1: Margenes de estabilidad

w:+00
[7;~\‘\\\
L Jjo
Doy — Ot
L=
= rel?

/ o
i - .
1 @ Re/®
1‘///
) = —o0

Figura 7.12: Ejemplo final. Trayectoria de Nyquist

7.2.4. Un ejemplo final

Sea el sistema
(s+100)?
s2(s+10)

Como el sistema tiene un par de polos en el origen, la trayectoria de Nyquist es la indicada en la

G(s) =K (7.7)

figura[Z12l Analicemos las diferentes zonas de la trayectoria para trazar el diagrama en forma

aproximada.
Zona 1:
o—0
|G(s)| =0
LG(s) — —180°
® — oo
|G(s)] =0
LG(s) — —90°

La fase comienza en —180° debido a los dos polos en el origen. Si recorremos la trayectoria
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W=+

Figura 7.13: Ejemplo final. Diagrama de Nyquist.

en el sentido indicado, lo que primero actia es el polo en @ = 10, por lo que la fase tiende a
ser aun mas negativa, es decir, el diagrama “gira” en el sentido horario. En frecuencias mas
altas comienza el aporte en fase del cero doble, con lo cual aparece una rotacion en el sentido
antihorario que hace que para w — « la fase tienda a —90°. La zona 2, como siempre, es la

imagen en espejo de la zona 1.

La zona 3 se mapea en el origen del plano de coordenadas, al ser el sistema estrictamente

propio. En la zona 4 tenemos

(re/? +10)
== T A s s h 1N 7.
G(s) re29 (res? 4-10) (7.8)
100 _,
i —K—e¢ /%0
}%G(s) KlOre (7.9)

Cuando ¢ recorre 180°uniendo @ =0~ con @ =0T, en el plano G(s) la trayectoria rotara 360° en

el sentido contrario.

Analicemos ahora la estabilidad. Para ganancias bajas, N =2 y como P =0 el sistema es
inestable. Para ganancias altas, N = 0 y el sistema se estabiliza. Esto, obviamente, coincide con

el resultado obtenido con el andlisis del lugar de raices, ilustrado en la figura[Z.14]

7.3. Agregado de polos y ceros en el semiplano izquierdo

Al igual que en el caso del Lugar de Raices, para el diagrama de Nyquist pueden hacerse
consideraciones similares en relacion con el agregado de dindmica en el semiplano izquierdo. En

efecto, el agregado de polos tiene un efecto desestabilizante, al rotar el diagrama en el sentido
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Root Locus

200

150 -

100 -

50

0

Imaginary Axis

50}

—-100

-150

_200 I I I I I i I
-300 -250 —-200 -150 -100 -50 0 50 100

Real Axis

Figura 7.14: Ejemplo final. Lugar de raices

horario, reduciendo el Margen de fase y, eventualmente inestabilizando al sistema al “meter” el
punto —1 en el interior del diagrama. El efecto contrario (esto es, una rotacioén en el sentido
antihorario, y por lo tanto, aumentando el margen de fase) puede lograrse agregando ceros en

el semiplano izquierdo.

Es importante destacar que cuando se hace el trazado en forma manual, el diagrama se
dibuja fuera de escala. Es por esta razon que, si bien las conclusiones sobre el comportamiento
de lazo cerrado del sistema son correctas, en general no es posible hacer medidas directas (por
ejemplo, de los margenes de estabilidad) sobre el diagrama. Esto si podra hacerse sobre el

diagrama de Bode, que se verd en el capitulo siguiente.

7.4. Problemas

1. Analizar la estabilidad por Nyquist de los siguientes sistemas. Determinar el rango de va-

lores de K que aseguran estabilidad.

10

G(s)H(s) = (140,25)(s2+ 85+ 100)
(1—3s)

COHE) = 50 0m)

N 47

WH) = T583)(5+5) (5 166)

G(s)H(s) = o

s(1+0,255)(1+0,5s)
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2. Dada la funcién de transferencia:

1000
(s+1)(s+5)(s+10

G(s)H(s) =K

Trazar el lugar de raices y ubicar los polos de lazo cerrado para :
= K=0,8 (el sistema de lazo cerrado tiene todos sus polos en el semiplano izquierdo).

m K=1,015 (el sistema de lazo cerrado tiene dos polos complejos conjugados con parte

real cero).
= K=2 (el sistema de lazo cerrado presenta polos en el semiplano derecho).

En cada caso, trazar por inspeccién el diagrama de Nyquist.
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CAPITULO 8

Analisis de establidad utilizando
diagramas de Bode

Introduccion

El diagrama de Bode permite trazar la respuesta en frecuencia de un sistema en forma sis-
tematica y relativamente exacta. Al tratarse de un trazado logaritmico, la respuesta total puede
construirse sumando graficamente los aportes individuales de cada elemento de la funcién de
transferencia. El trazado de Bode grafica amplitud en decibeles en funcién de la frecuencia en
escala logaritmica, y la fase en escala lineal en funcién de la frecuencia en escala logaritmica.
El uso de escalas logaritmicas permite hacer un trazado aproximado utilizando Unicamente las
asintotas de baja y alta frecuencia. De esta forma es posible medir numéricamente los margenes
de estabilidad relativa. A continuacién se hara un repaso del trazado de cada elemento, y luego

se analizara su aplicacién al estudio de estabilidad a lazo cerrado.

8.1. Trazado de Diagramas de Bode

El diagrama de Bode consta de dos subgraficos: el de amplitud versus frecuencia, y el de fase
versus frecuencia. Es recomendable escribir la funcién de transferencia en la llamada “Forma de

Bode”, en la cual todas las ganancias se concentran en un solo término:

G(jow)=K
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8.1.1. Ganancias

Una ganancia K tiene modulo constante, y una fase constante que puede ser 0°si la ganancia

es positiva, y 180°0 —180° si la ganancia es negativa.

K|z = 20log(|K]) (8.2)
0 K>0
(K = (8.3)
-t K<O0
8.1.2. Ceros Simples
Analicemos ahora términos de la forma
(1+72) (8.4)
Modulo:
10] 0
’(1+Jw) = 1+(5)2 (8.5)
jo

= om0 (, /1 +(a°;1)2) _ IOlog(l +(a(‘)1)2> (8.6)

Cuando o — 0 tenemos la asintota de baja frecuencia 10log(1) = 0db.
Cuando @ — « tenemos la asintota de alta frecuencia 1010g((m%)2) = 20log( ). Esta expresion
se anula para @ = w,. La asintota de alta frecuencia es una recta que parte de o = @, y crece

con una pendiente de 20 decibeles por década.

Fase:
Z(1+E) :arctan(g) (8.7)

W @

Cuando o = . hay un adelanto de fase de 45°. A frecuencias altas la fase tiende a +90°y
para frecuencias bajas tiende a 0°. La recta que mejor ajusta este comportamiento parte de 0°a

la frecuencia w = w,/10, pasa por 45°a o = o, y termina en +90°a © = 10@,.

Ceros simples en el origen

Un caso particular de andlisis ocurre cuando existen ceros en el origen, de la forma jw. Como
la escala de frecuencia es logaritmica, esta singularidad se ubicaria en w,, = —o en el diagrama.

Por lo tanto

jo| = (8.8)

ljiol;s = 20log(w) (8.9)
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1G($)ap +20db/dec

90°
45°

Wyog

®./10 o, 10w, Wyog

1G5y +20db dec
20db |
i wlog
90° :
-~ i
45° | I
1710 1 10 B0

Figura 8.2: Diagrama de Bode de un cero simple en el origen

que representa (como era de e

sperar ya que es un cero simple) una recta con pendiente de +20

decibeles por década. Para poder trazar la recta, advertimos que la ultima expresion se anula

para o = 1. Por lo tanto los ceros en el origen se grafican en el diagrama de Bode de amplitud

como rectas con pendiente +20dB/dec que cortan el eje horizontal a @ = 1. Con respecto a la

fase, es simple ver que

8.1.3. Polos Simples

/(j®) = +90° (8.10)

En este caso tenemos términos de la forma
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|G(s) s
w,/10 w, 10,
3 | l wlag
—20db| .________ b LN ‘
! : : —20db/dec
LG(s)
3 ° i wlog
—45° D P —45 /fiec
—90° N ‘

Figura 8.3: Diagrama de Bode de un polo simple

Moédulo:
1 1
: - - (8.12)
(1+22) +(2)
1 [0) [0}
. = —20lo 1+(— 2) = —10lo, <1+ — 2> 8.13
|(1+£) . g< (wp) g (wp) (8.13)

Cuando o — 0 tenemos la asintota de baja frecuencia 10log(1) = 0db.
Cuando o — < tenemos la asintota de alta frecuencia —1010g((w%)2) = —2010g(w%). Esta expre-
sion se anula para o = w,. La asintota de alta frecuencia es una recta que parte de ® = w, y

decrece con una pendiente de 20 decibeles por década.

Fase:

1 (0]
(1+jﬁ)):—arctan(w—p) (8.14)

wp

4

Cuando o = w, hay un atraso de fase de 45°. A frecuencias altas la fase tiene a —90°y para
frecuencias bajas tiende a 0°. La recta que mejor ajusta este comportamiento parte de 0°a la

frecuencia o = ), /10, pasa por —45°a o = w, y termina en —90°a w = 10w,.

Polos simples en el origen

Al igual que en el caso de los ceros, lo integradores o polos en el origen,
1

— 8.15
J.w (8.15)
presentan un comportamiento particular. Con respecto al médulo tenemos
1 1
’, ‘ 1 (8.16)
(Jo) ®
1
——| = —20log(w) (8.17)
‘(]a)) db
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1G(5)|ap
~
1/10 1 10
3 Wiog
—20db. _________ LN
—20db/dec
LG(s)
Wyog
—45°
—90°

Figura 8.4: Diagrama de Bode de un polo simple en el origen (integrador)

que es una pendiente de —20dB/dec que corta el eje horizontal del diagrama de amplitud en

o = 1. Con respecto a la fase, el analisis es similar

Z(U%):—Z(jw):—90° (8.18)
que es una fase constante de —90° a todas las frecuencias. El efecto del integrador es desplazar
el diagrama de fase 90° en atraso, en forma paralela a si mismo. En consecuencia, el agregado
de un integrador a un sistema reducira su margen de fase en 90 grados. Vimos en el capitulo de
error de estado estacionario que elevar el tipo de sistema (esto es, el nUmero de polos en el ori-
gen) era beneficioso para la reduccién del error. Sin embargo, su comportamiento en fase puede
perjudicar la estabilidad. Por tal motivo, en general es necesario incorporar, ademas del integra-
dor, algun elemento que aporte fase positiva, y compense a las frecuencias de interés su atraso

de fase. Este efecto se analizara en detalle cuando se disefien estrategias de compensacién

Polos y ceros multiples en el eje real

Conociendo el comportamiento de polos y ceros reales simples, el analisis de términos de la

forma

(1422 (8.19)

en el numerador o numerador es inmediato. Desde el punto de vista del diagrama de amplitud,
las pendientes resultan multiplicadas por el valor n. Por ejemplo, si tengo un polo de multiplicidad
n =3 la pendiente de caida sera n20% = 60%. Lo mismo ocurre con la fase. Si un polo simple
rota —90° en dos décadas, en el mismo ancho de banda el un polo de multiplicidad n = 3 rotara

270°. Los resultados son evidentes del estudio precedente.
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8.1.4. Polos Complejos Conjugados

En primer lugar, escribiremos los polos conjugados en la forma convencional que ya usamos
en el capitulo 2:

o

1
2 +2Ew, s+ @2 = 2
LU0+ O} |, 1-(2)7+j282 (8.20)
Maodulo
1 1
- (8.21)
@rezal o Jo-@rrregy

[-lap

~0tog(y(1- (522 + (25 ) =

- — _ E 2)2 2 8 2
20108(y /(1 - (44825 822
La particularidad de los polos complejos conjugados es que, dependiendo de los valores de &

y w, presentaran picos en la curva de respuesta en frecuencia. Para encontrar estos picos debe
hacerse la derivada del argumento de la raiz cuadrada respecto de %:

(-(3)) () e (@)

n n

(&) -+

(8.24)
con lo que obtenemos

(8.23)

0, = W,/ 1—2&2

(8.25)

Para valores pequefios de & puede aproximarse w, por m,. Reemplazando en la expresion
del médulo, la magnitud del pico es

1
|=— 8.26
=se (6:26)
El sobrepico sera tanto mayor cuanto menor sea el amortiguamiento &. Volviendo a la expre-
sién del médulo, para @ — 0 tenemos una asintota de 0db, mientras que si @ — « tenemos
7) ) [0)
—20lo 1—(—)2)24(E—)2 = —40log(— 8.27
/(1= (PP + ()|~ —doloa() 827)

Esta Ultima expresion se anula para ® = w,. La asintota entonces parte de o = w, y cae con
una pendiente de 40 decibeles por década.

El comportamiento en fase viene dado por la expresién

e

»
/ = arctan( &
@

(8.28)
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La fase es de —90° a la frecuencia m,, de 0° a bajas frecuencias y de —180° en altas fre-
cuencias. Cuanto menos amortiguado es el sistema, mas brusca sera la transicion de fase. Por
ejemplo, si el sistema no tuviera amortiguamiento, es decir, si los polos estuvieran sobre el eje
Jjo, la transicion de 0° a —180° seria instantanea. Si el sistema tuviera amortiguamiento critico,
es decir, dos polos reales coincidentes, tendriamos una asintota de —90° por década pasando

por ® = w,. La asintota de fase es una linea trazada entre las frecuencias w; y w,, donde

1og102(§) (8.29)
2

= 60,172
logyo (g)

W) = Wy,

(8.30)

Phase (deg)

8.1.5. Ceros de no minima fase

Como comentamos en capitulos anteriores, llamamos ceros de no minima fase a aquellos

situados en el semiplano derecho del plano s. Se trata por lo tanto de términos de la forma

jo

(1—6) (8.31)
Su aporte en médulo sera:
_Jo\ _ LAY
’(1 wc) 1+(wc) (8.32)
_Jjo _ RV D\
‘(1 wc)db 2010g< 1+(60c) ) lOlog(l—i—(wc) ) (8.33)
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Figura 8.5: Diagrama de Bode de un cero de no minima fase

El comportamiento en médulo es exactamente igual al de un cero de minima fase. Cuando @ — 0
tenemos la asintota de baja frecuencia 10log(1) = 0db. Cuando ® — « tenemos la asintota de
alta frecuencia 1010g((w%)2) = 20log()- Esta expresion se anula para o = o.. La asintota de
alta frecuencia es una recta que parte de w = ®, y crece con una pendiente de 20 decibeles por

década.

La fase, sin embargo, es diferente:

/(11— Jw—w) = arctan(—wg) = —arctan(wg) (8.34)

El comportamiento en fase es similar al de un polo de minima fase. Cuando @ = @, hay un
atraso de fase de 45°. A frecuencias altas la fase tiende a —90°y para frecuencias bajas tiende
a 0°. La recta que mejor ajusta este comportamiento parte de 0° a la frecuencia @ = ./10, pasa

por —45°a w = w, y termina en —90°a o = 10,

Esta caracteristica de los ceros de no minima fase hace que sean potencialmente nocivos

para la estabilidad del sistema.

8.2. Trazado del diagrama completo

Para el trazado del diagrama completo de una funcién de transferencia, se siguen tres pasos

basicos:

= Escribir la funcién de transferencia en la forma de Bode. De esta forma todos los términos
de ganancia quedan reunidos en un solo término, y la ganancia en baja frecuencia de
ceros y polos es uno. Por lo tanto, variar la ganancia en un sistema es equivalente a subir

o0 bajar el diagrama de médulo en forma paralela a si mismo. El diagrama de fase no se vé
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alterado, salvo que la ganancia fuera negativa.

» Trazar los términos individuales de la funcién de transferencia de acuerdo a lo indicado en

las secciones anteriores.

= Sumar punto a punto los aportes individuales en moédulo y fase.

8.3. Margenes de estabilidad

El trazado de los margenes de ganancia y fase es simple.

= La condicion impuesta para medir el margen de fase es que el médulo sea uno. Esto ocurre
cuando el diagrama de amplitud cruza la linea de 0db. En ese punto, se baja al diagrama de
fase y se mide cuanta fase existe entre el diagrama y la linea de —180°. Ese es el margen

de fase.

» La condicion impuesta para medir el margen de ganancia es que la fase sea —180°. En
el punto en el que el diagrama de fase corta la linea de —180° se sube al diagrama de
amplitud, y se mide qué ganancia hay que agregar para llegar al eje horizontal (linea de
0db). Ese es el margen de ganancia. Si a esa frecuencia el sistema est4 atenuando, el
margen sera positivo. En caso contrario, el margen sera negativo (hay que atenuar para

llegar a la condiciéon de moédulo uno).

Supongamos el sistema

K
O) = 55 10) (s 1 100) (8.35)
El primer paso serd escribir la funcién de transferencia G(jo) en la forma de Bode:
; 1
G(jo) (8.36)

T 10x 100 jo(1+,8)(1+ /%)

El diagrama de Bode para una ganancia genérica se grafica en la figura[8.6l Para ganancias
bajas ((a) en la figura)se verifica que los margenes de estabilidad son ambos positivos (sistema
estable), mientras que para ganancias mayores que K = 40db ((b) en la figura) el sistema tiene

ambos margenes negativos y se inestabiliza.

8.4. Sistemas de Fase Minima. Criterio de Bode

El criterio de Bode es una simplificacién adicional védlida para sistemas de fase minima. Si

ese es el caso, existe una relacion biunivoca entre el diagrama de fase y el de amplitud, es decir,
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Figura 8.6: Margenes de Ganancia y Fase. Ejemplo

es suficiente con conocer uno de ellos para inferir el otro (la fase es la minima). Obsérvese que
esto no es valido en el caso de sistemas de fase no minima, pues una pendiente de —45°/dec
puede corresponderse a un polo de fase minima o a un cero de fase no minima. En el caso
de fase minima, si el diagrama de amplitud esta cortando el eje de 0db con —20db/dec la fase
esté tendiendo a —90°y por lo tanto el margen de fase es positivo y se esta aproximando a 90°
(sistema estable). De la misma manera, si el diagrama de amplitud corta con —60db/dec la fase
tiende a —270° y el sistema es inestable. Si corta con —40db/dec se esta cercano al limite de
estabilidad. Por lo tanto sélo es necesario ver la pendiente del diagrama de amplitud en el corte
con el eje de 0db para inferir la estabilidad del sistema: si se corta con —20db/dec (0 mas positivo)
el sistema es estable, y si corta con —60db/dec (0 mas negativo) el sistema es inestable. Esta es

una simplificacién muy util.
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8.5. Problemas

1. Analizar la estabilidad de los siguientes sistemas. Comparar los resultados con los del

capitulo anterior

G(s)H(s) = (1+o,2s)(s120+ 8s-+100)
G(s)H(s) = (1_|_(i’53)s()10s)

G(s)H(s) = @+wgéi%@+m®
G(s)H(s) = s(1+0,251s())(1+0,5~v)
G(s)H(s) = s(1+o,25s;?1+0,006s)
G(s)H(s) = s(100s+51()1((s)1+1)1()075s+1)
G(s)H(s) = 0,152 +1O,7s+1)
GOHG) = et

2. Estudie la estabilidad por Bode y Lugar de Raices para valores positivos y negativos de k,

para los siguientes sistemas:

B (s—2)
O P
1

Gls) = (s—2)(s+2)

3. Dado el siguiente sistema:

G |—

Figura 8.7: Problema 3

Intercalando puntos de suma, ganancias y realimentando, cumplir las siguientes especifi-

caciones:
» Error de estado estacionario nulo al escalén.
m Polos de lazo cerrado en sy, = —5+j3.

¢ Cuanto vale el error de estado estacionario a la rampa para el sistema disefiado?
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CAPITULO 9
Compensacion en cascada

Introduccion

En este capitulo comenzaremos con el disefio de sistemas de control. Dadas una planta
SISO-LIT y una serie de especificaciones de lazo cerrado, nuestra tarea sera la de elegir una
funciéon H(s) en cascada con la planta tal que el conjunto G(s)H(s) las verifique. El esquema
general es el planteado en la fig. Obviamente, el principal requerimiento es que el sistema
sea estable, pero ademas pueden establecerse otros objetivos de control. Entre ellos podemos

citar:

» Caracteristicas de estado estacionario: error de estado estacionario admisible para una

excitacién estandar, valores de los coeficientes estaticos o generalizados de error, etc.

Rechazo a perturbaciones en el lazo.

Ubicacién de los polos dominantes de lazo cerrado.

Margenes de estabilidad relativos.

Indices de performance.

En general, los problemas de estado estacionario estan relacionados con el comportamiento en
baja frecuencia del sistema, mientras que aquellos referidos a la respuesta dinamica dependen

del comportamiento en alta frecuencia.
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i(S)l
A
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Figura 9.1: Esquema general de compensacion en cascada

9.1.

Limitaciones fundamentales en el control SISO

La estructura de control de la fig. @.1] tiene algunas restricciones que limitan nuestras posi-

bilidades de control. Como veremos, ellas se reflejan en las expresiones de la Sensibilidad y la

Sensibilidad Complementaria, y fundamentalmente se relacionan con los siguientes aspectos:

= Perturbaciones y ruido

= Errores de modelado

m Limitaciones estructurales

El conocimiento de los valores aceptables en el ancho de banda del sistema a partir de estas

limitaciones es esencial antes de encarar el disefio del controlador.

9.1.1.

Rechazo a perturbaciones y funciones de sensibilidad

Una importante fuente de limitaciones de desempefio en un lazo de control son las pertur-

baciones: senales no deseadas, que no pueden manipularse, y que entran al lazo de control en

diferentes puntos. En un sistema lineal las perturbaciones a la entrada (P,(s)) y a la salida (P,(s))

afectan a la salida de la planta segun la expresién

donde
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Si(s) = T+ GH(s) (9.2)
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que en este contexto llamaremos Sensibilidad y Sensibilidad Complementaria, respectivamente.

Una relacién fundamental y muy facil de verificar es

Si(s)+So(s) =1 (9.4)

que evidencia que el aumento de una de ellas resulta en una disminucién de la otra y viceversa.
Ello impone una relacién de compromiso en las prestaciones que pueden obtenerse. Por ejemplo,
si la perturbacién a la salida tiene su mayor energia en una cierta banda de frecuencia, se podria
elegir Sp para que sea pequefia en esa banda. Eso automaticamente aumenta el valor de S,
por lo que pertubaciones a la entrada en esa banda de frecuencias no podran ser rechazadas
en igual medida. Para aumentar el rechazo, puede incrementarse el producto G(s)H(s); esto
significa que el ancho de banda del sistema debe aumentar, ya que el punto de corte de 0dB se
mueve hacia alta frecuencia como hemos visto cuando hablamos de estabilidad. La necesidad
de rechazo a perturbaciones en el lazo de control impondra, en general, un limite inferior en
el ancho de banda del sistema a lazo cerrado. Esto, a su vez puede entrar en conflicto, por
ejemplo, con el ruido en las mediciones. A menudo el rechazo a perturbaciones esta limitado por
el maximo ancho de banda admisible desde el punto de vista del ruido, y la incertidumbre en el

modelo.

9.1.2. Errores de Modelado

Es habitual que la dinamica mejor conocida de un sistema sea la de baja frecuencia (dina-
mica dominante, ver capitulo 2). La incertidumbre suele ser mayor en los polos y ceros de alta
frecuencia, y en general aumenta con j. Para asegurar que la planta nominal y la planta con
incertidumbre sean similares en la banda de trabajo (es decir, que el modelo sea representativo
del sistema real), y también para evitar su efecto en la estabilidad relativa del sistema, esto es,
que el modulo y fase de estos elementos afecte los margenes de estabilidad, es deseable que
la dinamica no modelada se produzca en una banda de frecuencia en la que el sistema nominal
atenue fuertemente (en un sistema propio, en alta frecuencia). Esto introduce un limite superior

en el maximo ancho de banda admisible.

9.1.3. Limitaciones estructurales

Aun en ausencia de incertidumbre, existen limites en las prestaciones que podemos obtener
a partir del modelo nominal de lazo abierto. Entre ellos podemos mencionar los retardos de

transporte, los ceros de no minima fase y los polos inestables.
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|G(jo)H (jo)| Incertidumbre

Sityasy §

Figura 9.2: Limitaciones al control SISO

Retardos de transporte

Los retardos puros ¢*%, poseen una respuesta en frecuencia de la forma

7| = 1 (9.5)

/e = —ot (9.6)

es decir, no aportan al diagrama de Bode de amplitud, pero agregan una fase en atraso lineal
con la frecuencia. Esto implica que un sistema con retardo siempre puede hacerse inestable,
simplemente aumentando la ganancia. El retardo siempre puede cancelar el margen de fase del

sistema. Esto impone un limite al ancho de banda del sistema de lazo abierto.

Ceros de fase no minima

Como vimos en la seccién de respuesta en frecuencia, la presencia de ceros de fase no
minima introduce fase adicional en atraso en la respuesta en frecuencia, que puede ser contra-
producente en términos de estabilidad relativa. Es un problema similar al del retardo puro (pero

menos severo), y de la misma forma limita el ancho de banda admisible del sistema.

Podemos resumir las limitaciones del control SISO con el gréfico de la fig.[@.2l Si analizamos
S;(jo), vemos que si G(jo)H(jw) > 1 entonces S;(jw) — 1. Por otra parte, si G(jo)H(jo) < 1
entonces S;(jo) ~ G(jo)H(jw). Este comportamiento se vé en linea de puntos en la figura. Por
otro lado, si G(jw)H(jw) > 1 tenemos Sp(s) ~ m o equivalentemente —|G(j)H(j®)|4z,
mientras que cuando G(jw)H (jw) < 1 resulta Sp(jw) ~ 1 (linea de trazos en la figura). También
se indica la zona donde existe incertidumbre en el modelo o dinamica no modelada. Puede
apreciarse claramente el efecto de la ganancia (subir o bajar el diagrama de G(jw)H(j®)) con

respecto a las restricciones.
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9.2. Compensacion por atraso de fase

Este tipo de compensador se utiliza en general cuando se desea mejorar el error de estado
estacionario y el rechazo a perturbaciones, sin alterar la forma de la respuesta dinamica, ni
la estabilidad relativa del sistema. Supongamos, por ejemplo, que tenemos un sistema G(s) y

pretendemos mejorar su error de estado estacionario al escalén:

1

© =

Egsepe = I = 7
see = 0T Gls) ~ 1+ 1imy 0 G(s) ®.7)
mediante la adicion de un bloque H(s). El nuevo error de estado estacionario sera:
1 1
Eg,,. = lims s (9.8)

0" 1+ G()H(s)  1+1imy_0G(s)H(s)

Es evidente que para reducir el error de estado estacionario H(s) deberia ser “grande”. Por
ejemplo, H(s) podria ser una ganancia suficientemente alta. Sin embargo, esto modificaria la
respuesta dinamica del sistema, ya que los polos de lazo cerrado se moverian por sobre su lugar
de raices, modificando asimismo lo margenes de estabilidad relativa. Esta solucién arreglaria
el comportamiento de estado estacionario al costo de modificar la respuesta dinamica, que es
justamente lo que no se queria hacer. Sin embargo, puede observarse en la ecuacién[9.8]que, en
realidad, sélo se requiere que H(s) sea grande cuando s — 0. Si lograramos que H(s) introdujera
ganancia en el lazo a bajas frecuencias, pero ganara 1 en alta frecuencia, podria lograrse la
reduccion en el error de estado estacionario, sin modificar la estabilidad relativa del sistema, o lo
que es lo mismo, la ubicacion de los polos dominantes de lazo cerrado. Por lo tanto H(s) es un
filtro que gana en baja frecuencia lo necesario para llevar el error al valor deseado, y gana 1 en
alta frecuencia. La Unica forma de lograr este comportamiento con un filtro lineal es mediante una

transferencia que atrase fase en una banda de frecuencias, de alli el nombre del compensador.

9.2.1. Celda basica del compensador

La transferencia mas simple que presenta las caracteristicas deseadas es:

s+a
H(s) =K (9.9)

En alta frecuencia se requiere que esta transferencia gane 1, por lo tanto

limH(s)=1=K (9.10)

s—>o0

lo que resulta en K = 1. En baja frecuencia se necesita una ganancia mayor que uno, por lo

que a > b, lo que implica que el polo del compensador se ubica en una frecuencia mas baja que
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b a
Wab
O /

Figura 9.3: Diagrama de Bode del Compensador por atraso

el cero. Esto da lugar a un atraso de fase en baja frecuencia, a lo que el compensador debe
su nombre. El objetivo del compensador es agregar ganancia en baja frecuencia, pero esto sélo
puede lograrse mediante un atraso de fase asociado. El criterio general sera que este atraso de
fase se produzca en una banda de frecuencias donde no altere la estabilidad relativa del sistema.

Tenemos entonces

. s+a
T s+b

a>b (9.11)

Respuesta en frecuencia

Para relevar la respuesta en frecuencia del compensador, lo escribimos en la forma de Bode:

(1+)

H(jo)= ﬁ

(9.12)

SR

NEIRE

Vemos que la ganancia en baja frecuencia esta determinada solamente por la separacién
entre el polo y el cero. Esto es asi por el requerimiento de ganancia unitaria en alta frecuencia.
Por lo tanto, la ganancia requerida para reducir el error de estado estacionario impone la relacién
entre el polo y el cero, pero no la ubicacion absoluta de los mismos. El problema tiene, por lo
tanto, infinitas soluciones. Cualquier compensador en el que el cociente § aporte la ganancia
requerida cumple con la especificacion, en la medida que el atraso de fase no comprometa la

estabilidad relativa. El diagrama de bode se aprecia en la figura@.3

Para obtener una expresién de ¢,,,, hacemos el diagrama polar del compensador, que puede
apreciarse en la figura[0.4] La trayectoria es una semicircunferencia, a partir de la cual puede

determinarse el valor del seno de @:
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Figura 9.4: Diagrama Polar del Compensador por atraso

a—>b

PR (9.13)

Sin((l)max) =

Esta es la fase maxima en atraso que introducira el compensador. Es evidente que si este
atraso se produjera a la frecuencia del margen de fase, la estabilidad relativa del sistema se veria

comprometida.

9.2.2. Diseno del compensador
El disefio del compensador es simple, y consta de dos pasos:

= Elegir la relacion entre el polo y el cero de forma tal de obtener el aumento de ganancia

deseado en baja frecuencia

= Ubicar el compensador a la frecuencia mas baja compatible con la tecnologia de fabrica-

cion.

En el lugar de raices, la situacion tipica se ilustra en la figura[@.5l La relacién entre los médulos
de los vectores vy y v, debe ser tal que se logre la ganancia deseada en baja frecuencia, mientras
que a la frecuencia de los polos de lazo cerrado, los vectores vs y v4 deben ser practicamente
iguales, de forma tal que los polos dominantes no varien sensiblemente su posicién. Por otro
lado, analizando el diagrama de Nyquist, figura[@.6, el aumento de ganancia debe desaparecer
antes que el el diagrama corte el circulo de médulo uno, a fin de no modificar el margen de fase

original.
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Polo de lazo cerrado

V3

Vi

V2

Figura 9.5: Lugar de raices. Efecto de la compensacion

Figura 9.6: Diagrama de Nyquist. Sistema compensado por atraso
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9.2.3. Un ejemplo

Dado el sistema
K
G(s) = GIDGI10) (9.14)
Las especificaciones del lazo cerrado son:
» Polos de lazo cerrado en s, = =7+ j7;
= Error de estado estacionario al escalén < 0.1 .

La primera especificacion es facil de cumplir. En efecto, los polos deseados se encuentran sobre

el lugar de raices del sistema, por lo que pueden obtenerse con un simple ajuste de ganancia:
sip=—-T+jVK—9=-T+j7=K=58 (9.15)

Sin embargo, con esta ganancia el error de estado estacionario al escalon es

1 4
Ey,. = 004 (9.16)

y 58
L+1imy0 350710y %%

que no cumple con la especificacién. El sistema compensado deberia tener un error de estado

estacionario 4 veces menor:

1 _ 40
1+ limg_0 H 40+ H(0)58

—0.1=H(0)=7 (9.17)

SSesc

58
() i1

con lo cual queda determinada la relacion entre el cero y el polo (7). Para simplificar los calculos,

tomemos 7 = 10.

En la figura puede apreciarse la respuesta al escalon y la repuesta en frecuencia del
sistema sin compensar. Considerando que el polo de menor frecuencia de la planta estden s =4
elegimos a = 0.1 lo que resulta en b = 0.01. El compensador sera entonces

(s+0.1)

)= 000 (9.18)

La respuesta temporal y en frecuencia del sistema compensado puede verse en la figura[@.8. Se
aprecia que la respuesta temporal, y los margenes de estabilidad son practicamente iguales a

los del sistema sin compensar, pero el error de estado estacionario es ahora mucho menor.

Si en lugar de reducir el error de estado estacionario al escalén quisiéramos anularlo, la tUnica
salida es elevar el tipo de sistema, esto es, fijar la posicién del polo del compensador en el origen.

En ese caso el compensador queda en la forma

H(s):K(Hs_ia):K—i—% (9.19)
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Figura 9.7: Ejemplo1. Sistema sin compensar
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Figura 9.8: Ejemplo1. Sistema compensado
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donde apreciamos que la accion de control tiene dos componentes: una proporcional al error

y otra proporcional a la integral del error

u(t) = Ke(t) + Ka /0 e(t)dr (9.20)

Esta variante del compensador por atraso se llama compensador Proporcional-Integrador, o
simplemente PI. Produce un atraso de fase de 90 grados en baja frecuencia, que es cancelado

por el cero en s = —a.

9.3. Compensacion por adelanto

El compensador por adelanto de fase esta indicado en el problema dual al del caso anterior,
esto es, un sistema con adecuado comportamiento de estado estacionario, pero deficiente com-
portamiento dinamico. Esto puede manifestarse en una respuesta temporal inadecuada, o en la
necesidad de aumentar los margenes de estabilidad relativa. El compensador agrega fase posi-
tiva en una banda de frecuencias. En el lugar de raices, esto se traduce en una desviacién de las
trayectorias hacia el interior del semiplano izquierdo. En la respuesta en frecuencia, el adelanto
de fase del compensador puede utilizarse para aumentar el margen de fase del sistema, y por
lo tanto, mejorar la estabilidad relativa. En efecto, supongamos la situacién ilustrada en la figura
[9.9(a). Si se pretende aumentar el margen de fase, una solucion podria ser reducir la ganancia
del sistema (figura [0.9(b)). Sin embargo, esta reducciéon produciria también un aumento en el
error de estado estacionario. Para evitar eso, podria utilizarse una red en adelanto, que agregue
fase positiva a la frecuencia del margen de fase, pero deje inalterado el comportamiento en baja
frecuencia (figura[@.9(c)). A diferencia del caso anterior, el compensador tiene el cero a una fre-
cuencia inferior a la del polo, y se ubica a frecuencias altas (cerca de la frecuencia de corte del

sistema a controlar). La forma genérica del compensador es la misma:

_ (s+a)
H(s)= K(s+b) (9.21)

i i - i _b
Ahora se requiere que en baja frecuencia la ganancia valga 1, por lo que K = 2.

9.3.1. Respuesta en frecuencia y fase maxima

Reescribiendo el compensador en la forma de Bode tenemos
j
(1+%7)

H(J'(D)Z@

(9.22)

La curva de respuesta en frecuencia puede verse en la figura[9.10]
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Figura 9.9: Diagrama polar del compensador en adelanto.

logh

Figura 9.10: Respuesta en frecuencia del compensador en adelanto.
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Figura 9.11: Diagrama polar del compensador en adelanto.

El aumento de ganancia en alta frecuencia aumentara el ancho de banda del sistema com-
pensado, con lo cual es mismo sera mas rapido, pero al mismo tiempo mas ruidoso. La fase
maxima, al igual que en el compensador de atraso, se obtiene del diagrama polar del sistema,

figura[@.111 y resulta ser, nuevamente, sin ¢uqx = 272

El disefio del compensador por adelanto de fase es sensiblemente mas complejo que el de
atraso. En este capitulo propondremos distintos métodos, dependiendo de las especificaciones

del problema a resolver.

9.3.2. Disefo en el lugar de raices

En este caso la especificacidén esta asociada a la posicion deseada de los polos dominantes
de lazo cerrado. En esa ubicacion se calcula la fase ¢, que la planta esta aportando, y la dife-
rencia con (r+ 1)z (condicién de fase del lugar de raices), digamos ¢., debe ser aportada por el
compensador. Cualquier compensador que aporte esa fase resolvera el problema. La solucién
mas simple es fijar con algun criterio la ubicacion de una de las singularidades de H(s) y calcu-
lar la restante. Por ejemplo, podria fijarse el cero del compensador exactamente debajo de los
polos deseados, tal que la fase aportada por el mismo sea +90°. Luego la fase del polo sera

o, = ¢. —90°, y esto determina su ubicacion. En la figura[@.72] se aprecia esta solucion.

De todos los compensadores posibles, la técnica de la bisectriz permite obtener el que aporta
la fase minima, esto es, el que posee el cero y el polo mas cercanos entre si. Una vez obtenida
¢., se traza un segmento desde el origen del plano del coordenadas y el polo deseado, y una
paralela al eje real pasando por el mismo. Luego se toma la linea bisectriz al &ngulo 6 obte-
nido, tomando % a ambos lados de la bisectriz. Los cortes de estas dos lineas con el gje real

determinan la ubicacién del polo y el cero del compensador.
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Polos deseados

Figura 9.12: Cero a 90° del polo deseado

Figura 9.13: Método de la Bisectriz.
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9.3.3. Un ejemplo

Supongamos el siguiente sistema:

1

6 =K 6710

(9.23)

Se desea que los polos de lazo cerrado se encuentren en s; , = —15 £ j15. Calculando el aporte

de las singularidades de la planta tenemos

o = tan% =—133° (9.24)
¢ = tang =—-108° (9.25)
Op =01+ ¢ =—-241° (9.26)

con lo cual la fase a aportar por el compensador sera

Oc = 9o+ 9p =061° (9.27)

Si elegimos ¢, = 90° resulta a = —15, ¢, = —29°y por lo tanto, b = —42. El compensador

resultante es

H(s) =2 8(s+15)

ey (9.28)

Para el método de la bisectriz resulta 6 = 135°, % =30.5°y por lo tanto a = 12.89 y b = 34.9.

El compensador resulta
(s+12.89)

H(9) =277

(9.29)

Tal vez la solucién mas simple consista en cancelar el polo de la planta en s = —15 con el cero
del compensador, y elegir el polo del mismo de forma tal que el lugar de raices del nuevo sistema
(que ahora so6lo tendra dos polos) pase por el lugar deseado. En ese caso, a = —15,b=—-29 y el

compensador es
(s+10)
(s+29)

H(s) =29 (9.30)

9.3.4. Diseno en frecuencia

Cuando las especificaciones estan en términos del Margen de Fase, es necesario realizar el

disefio sobre el diagrama de Bode de la planta. Analicemos por ejemplo el siguiente sistema:

G(s) = 1000 (9.31)

1
(s+1)(s+10)
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Figura 9.14: Respuesta en frecuencia del sistema sin compensar

con el requerimiento de un margen de fase mayor a 60°. Si hacemos el diagrama de Bode del

sistema (figura[8.14), vemos que el margen de fase del sistema sin compensar es de, aproxima-

damente, 20°a o = 30.64r/s. Para cumplir con la especificacion el compensador deberd aportar

la diferencia de fase correspondiente, unos 45°. Disefiaremos un compensador para aportar 45°

a w = 30.54r/s. Esto es relativamente sencillo. De la expresion de ¢, tenemos que

sin ( ¢max )

30.64

=a

El compensador resulta

1 _b—a
\/(2)_b+a
L GV2H e,
V2—1
= Vab=Va25.83 =2.4142a
= 127
= 74
(s+12.7)
H(s)=5.83——"/
() =383 78

(9.32)

(9.33)

(9.34)
(9.35)
(9.36)

(9.37)

y su respuesta en frecuencia puede verse en la figura[@.15] El sistema compensado G(s)H (s)

tiene el diagrama de Bode ilustrado en la figura[@.16l Ahora el margen de fase es (nuevamente)

de 50°, lo que no cumple con las especificaciones. Qué ocurri6?

El problema aparece debido a que, por la caracteristica de amplitud del compensador, el

punto de corte de 0dB del sistema compensado se corre hacia alta frecuencia (en este ejemplo

o = 62r/s). Esto tiene dos efectos:

= ala nueva frecuencia de corte, la planta esta aportando mas fase negativa

= ala nueva frecuencia de corte, el compensador ya no esta aportando su fase maxima

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP

140



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

16 360
14 o -1l
124 - 270
10 4 o226 o
g 3
@ =)
= - 180 B
= 5 bias &
4 Fan
2 S P I 45
— T
=T -
D?""‘?d—i 4 5 6 7 8 ;1 2z 2 4 g g6 7 8 T2 2 3‘--\4_75_677'_8 SD
10 10 10 10
Freq (tadisecy
Figura 9.15: Respuesta en frecuencia del primer compensador.
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Figura 9.16: Primer intento.
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Figura 9.17: Compensador redisefiado para aportar 50°

Dentro del conjunto de lineas de accion posibles para solucionar el problema podemos citar

las siguientes:

= Aumentar la distancia entre el polo y el cero del compensador (es decir, ¢,,..), €n el conoci-
miento que en la nueva frecuencia de corte de 0dB el compensador no estara aportando su
fase maxima. Normalmente se comienza con una fase en exceso de 5°, pero esto depende

del comportamiento de la planta en esa banda de frecuencias.

= Modificar la ubicacion del compensador, desplazandolo hacia alta frecuencia, de modo tal
que a la nueva frecuencia de corte el compensador esté aportando aproximadamente su

fase maxima.

En nuestro ejemplo, redisefiemos el compensador para aportar 50°, conservando la frecuen-

cia de corte original. Esto resulta en

s+11.17

H(s)=753" 111
(s) s+ 84.022

(9.38)

El diagrama resultante se aprecia en la figura[@.177l El margen de fase resultante es de 50°,
que sigue sin verificar las especificaciones. Si ahora desplazamos el compensador una octava

hacia alta frecuencia tenemos

(s422.34)
(s+168)

resulta un margen de fase de 62.2° a w = 47.14r/s, 1o cual excede las especificaciones (figura

H(s) =752 (9.39)

[9.18). El proceso de ajuste normalmente converge rapidamente.

En la figura[@.79] puede apreciarse la respuesta al escalén de lazo cerrado del sistema com-

pensado. El sistema compensado es mas rapido que el original (producto del aumento en el
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Figura 9.19: Respuesta temporal a lazo cerrado.

ancho de banda) y a su vez es mucho menos oscilatorio, debido a la mejora en la estabilidad

relativa.

En la figura [9.20] puede verse el diagrama de lugar de raices del sistema compensado. El
compensador ha llevado las ramas del diagrama hacia el interior del semiplano izquierdo, lo cual

ha aumentado su estabilidad relativa.

Solucion por atraso de fase

El problema podria haberse resuelto de otra forma, utilizando un compensador por atraso de
fase. En efecto, podria haberse disminuido la ganancia de modo tal de obtener el margen de
fase deseado, y agregado luego un compensador por atraso de fase para recuperar la ganancia
de baja frecuencia original. En nuestro ejemplo el calculo es simple. Sobre el diagrama de fase
hallamos la frecuencia a la que la fase de la planta es —120°, en este caso o = 7.3r/s. La ate-

nuacién necesaria es aquella que hace que a esa frecuencia se produzca el corte de 0dB. En
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Figura 9.21: Problema resuelto con un compensador por atraso

nuestro ejemplo K = 0.1. Ahora disefiamos un compensador en atraso que gane exactamente el

valor de K en baja frecuencia. Por ejemplo:

(s+.1)

(s+.01) (9-40)

H(s) =

El compensador final es la combinacién de la atenuacién requerida para lograr el margen de

fase, y el compensador por atraso para recuperar el comportamiento en baja frecuencia:

(s+.1)
H(s)=01—= 9.41
() (s+.01) ( )
La respuesta resultante se aprecia en la figura[0.271
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Figura 9.22: Compensador en adelanto.

Controlador PD

Podemos simplificar en cierto modo el compensador por adelanto eliminando un grado de
libertad, al llevar el polo de alta frecuencia a infinito. EIl compensador resultante, H(s) = K; + K»s

posee una accion de control que es proporcional a la sefal error y a su derivada:

del(t)

ult) = Kre(t) + K25,

(9.42)

y se lo denomina controlador proporcional derivativo, o simplemente PD. Agrega 90° de fase
desde una década después de la frecuencia del cero, con lo cual su efecto estabilizador es

importante.

9.3.5. Una técnica alternativa de diseno de compensadores por adelanto

Si la cantidad de fase a agregar es menor a 45°, podemos plantear una técnica de compensa-
cion simplificada, que conserva (aproximadamente) la frecuencia del margen de fase del sistema
sin compensar. En efecto, si analizamos la respuesta en frecuencia del compensador, que se re-
pite por simplicidad en la figura [9.22] vemos que desde una década antes de la frecuencia del
cero la pendiente es nula y la fase varia entre 0% 45°. Por lo tanto, si el compensador se elije
de forma tal que la frecuencia de su cero se ubique hasta una década por encima del punto de
corte de 0db de la planta (al que llamaremos wyr), podremos agregar fase positiva sin alterar

significativamente la frecuencia a la que se mide el margen de fase.

Supongamos que, para cumplir con las especificaciones, el compensador debe agregar una

fase ¢, a la frecuencia wyr. La fase ¢(w) del compensador por adelanto sera
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0(@) = 0.(0) = 9(0) = tan” (2) —tan () (9.43)

donde ¢, son las fases aportadas por el cero y el polo del compensador, ubicadas en w = a
Y Op
y ® = b, respectivamente. Si elegimos un valor de a > wyr y queremos aportar ¢, a la frecuencia

wyr, €l valor de b queda determinado como

O(our) =9 = tan*‘(%)—tan”(%) (9.44)
, 1, @
% = tan (tan 1(%)—(}%) (9.45)
(9.46)
con lo que obtenemos
h— Guar (9.47)

~ tan (tan~ ! (L) — ¢,)

Esta expresion puede simplificarse ain mas si elegimos a = oy r. En ese caso resulta

(9.48)

a
tan (5 9.)
En este caso habria que elegir una fase ¢. un poco mayor que la estrictamente necesaria, ya

que el cero agregara 3db a la frecuencia wyr. El procedimiento de disefio es el siguiente:
1. Trazar el diagrama de Bode del sistema sin compensar, determinando MF y wyr.

2. Determinar ¢. = MFye50000 — MF mas un margen de seguridad, tipicamente 5°. Debe verifi-

carse que ¢. < m/4.

3. Ubicar el cero del compensador a = wyr, €l polo en b = m y la ganancia como b/a.
379

Un ejemplo

Supongamos que la planta tiene la funcién de transferencia

10

G(s) = o1 D) (9.49)

Puede apreciarse de la respuesta en frecuencia, fig que wyr = 3r/sy el MF es de unos
18°. Supongamos que deseamos compensar para lograr MFy.seqq, = 50°. Tomamos ¢. = 50°—
18°45°=37¢°, resultando el compensador

(s+3)

H(s)=5.671—2"2)
(s) (s+17.01)

(9.50)
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Bode Diagram
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Figura 9.23: Planta sin compensar

La respuesta en frecuencia puede apreciarse en la figura[9.24l El nuevo margen de fase es
de 54° a 0 = 4r/s.

9.4. Controladores combinados Atraso-Adelanto

A menudo las especificaciones combinan condiciones de estado estacionario y estabilidad
relativa. Es habitual que pueda resolverse alguno de los problemas con un ajuste de ganancia, de
forma tal que solo es necesario agregar un compensador. Sin embargo, puede darse el caso en
el que sea necesario agregar celdas de compensacion por atraso y por adelanto. Un caso tipico
aparece cuando, aparte de las condiciones de precisién de estado estacionario y estabilidad
relativa se requiere asegurar, por ejemplo, una cierta ganancia a frecuencias medias. Si las
celdas de compensacién estan suficientemente distanciadas entre si, pueden sintetizarse las
etapas de adelanto y atraso en forma independiente, como dos problemas de compensacién
aislados. Cuando eso no es posible, debe realizarse en primer lugar una de las compensaciones
(por ejemplo, la de atraso) y luego tomar la planta con el primer compensador como la nueva

planta para la segunda etapa de compensacion (la de adelanto).
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Bode Diagram
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Figura 9.24: Planta compensada

9.5. Problemas

1. Una planta a controlar tiene la siguiente funcion de transferencia:

8

G() = S0m 7 1)

Disefar un compensador de adelanto de fase para alcanzar las especificaciones siguien-
tes, utilizando el trazado asintético de Bode:

s MF >50°

= MG > 10dB

2. Sea la funcién de transferencia de lazo abierto de un sistema sin compensar:

2
~ 5(0.255+1)(0.1s+ 1)

G(s)

Determinar si se puede disefiar un compensador de adelanto de fase para un MG > 40°.

En caso contrario indicar algunas de las soluciones posibles.

3. Sea el sistema del problema 1, se desea mantener el coeficiente de amortiguamiento
igual a 0.5 y ademas conseguir que la frecuencia natural sin amortiguaciéon del par de
polos complejos conjugados dominantes del sistema compensado adecuadamente sea

w, = 4 rad/seg. Sintetizar un compensador para que la ganancia sea la menor posible.
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4. Sea un sistema realimentado unitariamente cuya transferencia de lazo abierto es:

1

G = I 63610

Se desea que la relacién de amortiguacién de los polos dominantes sea £ = 0.5y ®, =

5 rad/seg. Disefar el compensador para estas condiciones.

5. En un sistema de control con realimentacion unitaria la funcién de transferencia de lazo

abierto es:
2

O = {02551 1)(0.06255 1)

Proyectar un compensador para disminuir 10 veces el error de estado estacionario a la

rampa sin modificar el comportamiento transitorio.

6. Dado el sistema
4

Gls) = s(s+0.5)
Se desea que £ = 0.5 y ademdas que ®, = 5 rad/seg, cumpliendo también con K, = 80.

Disefar el compensador adecuado para cumplir con las especificaciones dadas.

7. Dado el sistema
1

(2-1)

disefiar un compensador, con el minimo numero de singularidades, para que el error de

G(s) =

estado estacionario al escalon unitario sea nulo. Obtener explicitamente la ubicacion de

las singularidades y el valor de ganancia del compensador.

8. Dado el sistema
G(s) = 1/s*

compensar para que el error de estado estacionario a la pardbola sea nulo. Trazar el dia-
grama de Bode del sistema compensado.

9. Dado el sistema

(s —50)

s(s+10)

compensar para que el error de estado estacionario a la rampa del sistema compensado

G(s)=—

sea 10 veces menor que el error de estado estacionario del sistema sin compensar y los

polos de lazo cerrado presenten un & =0.5.

10. Dado el sistema
G(s) = I
5= S

compensar, empleando el minimo nimero de singularidades, de manera tal que el error de

estado estacionario a la rampa unitaria sea nulo.
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CAPITULO 10

Controladores PID

Introduccion

En este capitulo se analizaran los controladores PID, un tipo de compensador de atraso-
adelanto que es ampliamente utilizado en ambientes industriales. La razén de su popularidad es
la existencia de métodos de ajuste semi-empirico de sus parametros iniciales que no requieren el
conocimiento exacto del modelo matematico de la planta, y se basan en ensayos experimentales,
a menudo de facil implementacion. Ese ajuste inicial es habitualmente seguido por un proceso
de sintonia fina. En las secciones que siguen se analizara la estructura del controlador, algunos
métodos de ajuste empirico y un método de sintonia que permite imponer no sélo el margen de
fase deseado, sino también a qué frecuencia se produce. Se estudiara el fendmeno de reset win-
dup, producido por la presencia de no linealidades en el lazo, y se detallaran algunas estrategias

para reducir su efecto. Finalmente se discutiran algunas cuestiones de implementacion practica.

10.1. Acciones de Control

En un controlador PID se combinan tres acciones de control:
= Una accidn proporcional al error, esto es u; (t) = Kje(t),
= Una accion proporcional a la integral del error, ux(t) = K» [§ e(t)dt,

= Una accion proporcional a la derivada del error, u3(¢) = K3 dfi(t’).

La accién de control completa sera

de(r) de(t)

u(t):Kle(f)"er/O[e(t)dl‘—FIQT =K, (e(t)+711/0t€(t)dt—|—Tddt) o)
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donde K, se denomina constante proporcional, T; es el tiempo integral y T; es el tiempo de-
rivativo. Observar que, efectivamente, 7; y T, tienen unidades de tiempo, mientras que K, es

adimensional.

10.2. Singularidades del controlador

Aplicando la transformada de Laplace a esta ultima ecuacién, y considerando condiciones

iniciales nulas podemos escribir

1E
Uis) = K, (E(s) + ?@ + TdsE(s)> (10.2)
_ 1 T+ Tis+1

Lo primero que podemos apreciar en esta Ultima ecuacién es que la transferencia es impropia,
es decir, el numero de ceros es superior al nimero de polos. Esto hace que sea no realizable.
En realidad, existiran polos en alta frecuencia que se omiten por estar habitualmente mas alla de
la banda pasante de la planta. Podemos ver al compensador PID como una compensador por
atraso-adelanto como los analizados en el capitulo anterior, donde se han eliminado dos grados

de libertad, al fijar el polo de baja frecuencia en o =0y el de alta frecuencia en ® = .

Calculando la ubicacién de los ceros, esto es las raices del numerador, vemos que

1 1
,=——t T2 —ATT, 10.4
S1-2 T ZTde\/ Y. (10.4)

Pueden diferenciarse 3 casos:

» Cuando T; > 4T, los ceros son reales y distintos. En este caso se vé claramente la pre-
sencia de un compensador por atraso de fase en baja frecuencia y un compensador por
adelanto en alta frecuencia. Ademas, si T; es muy grande, resulta que el cero de baja fre-
cuencia depende fundamentalmente de 7; y el de alta frecuencia lo hace de T;. Tenemos
entonces un ajuste mas o menos independiente de las secciones de atraso y adelanto del

compensador, que pasa a comportarse como un par atraso-adelanto convencional.

» Cuando T; = 4T, los ceros son coincidentes. Esta es la configuracién usada por la mayoria

de los ajustes empiricos.

m Cuando T; > 4T, los ceros son complejos conjugados. Esta configuracion no se utiliza en la

practica.
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T T T
i 05 1 156 2
Time

Figura 10.1: Respuesta de quarter decay

10.3. Ajuste empirico del controlador PID. Métodos de Ziegler

y Nichols

Los métodos de Ziegler y Nichols fueron desarrollados para realizar la “primera sintonia” o
“ajuste inicial” del controlador PID. El objetivo de estos ajustes es el rechazo a perturbaciones
en escalon a la salida del lazo con una dinamica de “quarter decay’, esto es, una respuesta
oscilatoria amortiguada en la que el primer pico es cuatro veces mas grande que el segundo. Un
ejemplo puede apreciarse en la figura [[0.91 Este objetivo de control es llamativo, porque para
tener esta relacién en la respuesta al escaldn el sobrepico debe ser muy importante (por ejemplo,
si se tratara de un sistema lineal de segundo orden, el sobrepico es del 80%). Sin embargo, es
importante notar que en un sistema industrial rara vez se tendra un escaldn en la referencia en
el instante inicial. Normalmente el sistema es llevado a su punto de funcionamiento lentamente,
y una vez alli se pretende rechazar perturbaciones con la dinamica "quarter decay", que es
considerada una buena relacién de compromiso entre velocidad y precision. Indudablemente,

este tipo de respuesta no seria adecuada, por ejemplo, en un servomecanismo de posicién.

10.3.1. Método 1: Plantas con respuesta sigmoidea

En este método se supone que la planta tiene una respuesta a un escaldn de lazo abierto en
forma de S (respuesta sigmoidea). En ese caso se traza una tangente a la curva de respuesta
en el punto de inflexién, lo que determina un angulo « y un retardo equivalente L. Si llamamos

R =1g(a) los parametros del controlador surgen de las siguientes expresiones:
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Figura 10.2: Respuesta sigmoidea a lazo abierto

1.2
K = = (10.5)
. = 2L (10.6)
T, = 05L (10.7)

Obsérvese que T; = 4T, es decir, los ceros del controlador son coincidentes.

Ejemplo:

Supongamos la planta
10

G6) = (1o (10.8)

La respuesta al escalén puede verse en la figura[0.2] De esta figura se obtiene L = 0.08 y

tana = 39 = 0.026. Los parametros del controlador resultan:

K, = 570 (10.9)
T, = 0.16 (10.10)
T, = 0.04 (10.11)

y la respuesta de lazo cerrado se aprecia en la figura[0.3] que cumple muy aproximadamente

con la respuesta deseada.

10.3.2. Método 2: Oscilacion a lazo cerrado

En este método la planta es llevada a oscilacion automantenida a lazo cerrado utilizando un

controlador proporcional puro (obviamente, la planta debe poder ser llevada a oscilacion de esta
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T T T
i 0,5 1 15 2
Time

Figura 10.3: Respuesta de lazo cerrado

forma, y la misma debe ser segura, es decir, no comprometer su integridad). En esas condiciones
se mide la ganancia K, que produce la oscilacién, y el periodo T, de la misma. El nuevo juego de

valores sera

K, = O0.6K, (10.12)
T, = 05T, (10.13)
T, = 0.125T; (10.14)

Nuevamente resulta T; = 4Ty, lo que indica que los ceros del controlador son coincidentes.

Ejemplo:

Si utilizamos la misma planta que en el ejemplo anterior, los valores de K. y T, pueden obte-
nerse en forma gréfica (figura[10.4) o bien del arreglo de Routh, dado que el sistema es lineal.

Los valores resultantes son K. =800 y 7. = 0.3627. Los parametros del controlador son

K, = 480 (10.15)
T, = 0.181 (10.16)
T, = 0.045 (10.17)

y la respuesta temporal a lazo cerrado puede verse en la figura[10.5l Como era de esperarse,

las respuestas segun los dos métodos son practicamente iguales.
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N
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Figura 10.4: Oscilacion de lazo cerrado obtenida con un control proporcional

Time

Figura 10.5: Respuesta de lazo cerrado
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10.4. Plantas lineales conocidas

Si la planta tiene una funcién de transferencia conocida, el compensador PID puede imponer
un cierto Margen de Fase a una frecuencia especificada w;. Para probar esto, comencemos

evaluando PID(s) en s = jo:

PID(jo) =K, <1+ +ja)Td> —K, (1+j<wTd—w1T>> (10.18)

de forma tal que la fase ¢ y el médulo del compensador |PID(j®)| son

joT;

1
oT;

2
IPID(jo)| = K,,\/lJr(a)waln) = Kp\/1+1g(0)2 = cols(&b) (10.20)

Supongamos que hemos cumplido con la especificacion, es decir, a la frecuencia o; tenemos

tg(9) = oT;— (10.19)

MF,. Si esto es asi, tenemos que

[PID(j®,)G(jo,) = LPID(joy)+ LG(jo) = —180 + MF, (10.21)

Por hipotesis la planta G(s) es conocida, por lo que podemos despejar el médulo y la fase del

controlador

1

PID(jo ——— 10.22
[PID(jo,) = —180+MF, —/G(jo,)= ¢ (10.23)
Por lo tanto
cos(1)
K,=— "+ (10.24)
"G (jan))
Para calcular los dos parametros restantes solo tengo una ecuacion:
=Ty — 10.2
18(¢1) = o Ty o (10.25)

Esto indica que hay infinitas soluciones posibles. Puede imponerse un valor de T; y calcularse T,
0 viceversa, 0 bien puede imponerse una relacién entre T; y T,;. Por ejemplo, si quisiera hacerse

un controlador en el estilo de Ziegler y Nichols, podria imponerse T; = 4T,.

Ejemplo:

Supongamos
100

(s+1)(s+100) (10.26)

G(s) =
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Figura 10.6: Sistema sin compensar
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Figura 10.7: Sistema compensado

y deseamos un MF = 60° a o = 20r/s. El diagrama de Bode se grafica en la figura A

o = 20r/s el médulo de la planta es 0.2287 y su fase, aproximadamente —150°. Por lo tanto

tenemos
¢ = —180°+150°+60°=30° (10.27)
K, = (2'2826867=3.78 (10.28)
0.577 = 20150 (10.29)

Si imponemos T; = 4T, tenemos T; = 0.173 y T; = 0.043.

La respuesta resultante se aprecia en la figura[10.7, donde se verifica que las especificacio-

nes se han cumplido satisfactoriamente.

10.5. Reset Windup

Este fendmeno aparece como una alteracién en la respuesta temporal de un lazo controlado

con un PID debida a la presencia de una nolinealidad, por ejemplo, una saturacion del tipo
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Xy u(t) >Uy
x(t)=19 u(t) Un<u(t)<Uy (10.30)
Xn  u(t) <Uy

El efecto puede manifestarse como un sobrepico en la respuesta temporal, o también como
un aumento en el tiempo de establecimiento. Para analizarlo, supongamos tener una saturacion
en el actuador y, por simplicidad, un controlador Pl (sin accion derivativa). El esquema se ilustra
en la figura[10.8] Supongamos ademas que las condiciones iniciales son nulas, esto es, tanto el
integrador como la planta estan descargados y tienen salida nula enr = 0. Si en esas condiciones
aparece un escaldn en la entrada, como la salida es nula el escalén pasa directamente a la sefall
error. Por lo tanto aparece en la salida de la accién proporcional (escalado por K,,) y comienza a
ser integrado por el integrador, de forma tal que su salida resulta una rampa. Supongamos que
la combinacion del escalén y la rampa alcanzan para saturar al actuador. La consecuencia es
que la planta sera excitada con un escalén cuyo valor sera el valor de saturacion del actuador. La
salida de la planta comenzara a aumentar como respuesta a este escaldn. Esta salida se restara
al escalén de la entrada, con lo cual el error disminuira. Esto hace que la sefial en la salida de
la accién proporcional disminuya, pero no sera asi en la salida del integrador, que solo cambiara
su tasa de crecimiento, pero seguird creciendo en la medida que su entrada mantenga el signo.
Nuevamente, si la combinaciéon de ambas acciones de control alcanza para saturar al actuador,
la planta seguira viendo un escaldn en su entrada, como si no existiera realimentacion, pudiendo
resultar en un sobrepico. Si la salida del integrador alcanza para entrar en saturacion, la planta
continuara respondiendo como si estuviera excitada por un escaldén a lazo abierto ya que, de
hecho, la realimentaciéon no esta funcionando. La salida del integrador sélo disminuird cuando
el signo de la sefial a su entrada cambie, y aun en ese caso, habra que esperar a que la sefal
a la entrada del actuador disminuya por debajo del valor de saturacién. La respuesta alterada

aparece por la accién combinada del integrador del Pl y la presencia de la nolinealidad.

Para minimizar este efecto, lo correcto seria desconectar la accién integral cuando se detecta
que la salida del controlador saturara al actuador. De esta forma, apenas la sefal error cambia
de signo, el actuador sale de saturacion, sin tener que esperar que el integrador se descargue. A
este mecanismo se lo denomina “anti Reset-Windup” y es una opcién configurable en la mayoria

de los controladores PID industriales. Veamos algunas alternativas.

10.5.1. Estrategias anti reset-windup

A continuacién se discutiran algunas alternativas para minimizar el reset-windup en contro-

ladores PID. La primera técnica, denominada Integracion Condicional o "clamping™, es simple-
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Figura 10.8: Sistema con saturacion en el actuador y compensacion Pl

mente la desconexién de la accion integral cuando la salida del controlador excede los limites de

funcionamiento lineal. La segunda, llamada "tracking anti-windup™ o "‘back-calculation™, reduce

en forma progresiva la entrada al integrador cuando actla la saturacién.

Integracion condicional

Como se indicaba en la seccién anterior, la estrategia mas simple es desconectar la accién
integral cuando se detecta que la salida del controlador saturara al actuador. El esquema puede
apreciarse en la figura[10.9] Mientras e,, sea cero (no hay saturacién) la llave esta cerrada. Una
sefial ¢,, distinta de cero abre la llave, desconectando la accién integral. En rigor, se trata de un
control de ™estructura variable™, ya que la accion integral se activa (0 no) dependiendo de la
region de funcionamiento actual. Esta estructura asegura que mientras la salida del controlador
esta experimentando saturaciéon no hay un incremento adicional en la salida del integrador. Si el
error disminuye por debajo del nivel que produce la saturacién en la salida del controlador, el in-
tegrador comienza a actuar nuevamente. A veces resulta interesante la adicion de una histéresis

"

chattering

"

para evitar el efecto de en los bordes de la nolinealidad.

Back calculation

La figura[10.10| muestra otra alternativa para controlar el reset-windup. Las salidas del con-
trolador y la saturacién se comparan, y la diferencia ¢, se realimenta a través de una ganancia,

"

a fin de reducir la sefal de entrada al integrador. En cierta forma, es una versién "continua™ de
la estrategia del punto anterior. La velocidad de la correccién puede ajustarse con la ganancia
Ti Cuanto mayor sea este término, mas violenta sera la accién correctiva. En la zona lineal

de la saturacion, la correccién es nula. El lazo de anti-windup tratara de llevar e, a cero, lo que
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Figura 10.9: Anti reset-windupo por Integracion Condicional

Planta

Figura 10.10: Anti reset-windup por “Back Calculation™

mantendrd la salida del controlador en el borde de la zona de saturacién. Esto permite que el
sistema salga de la zona de saturacion rapidamente cuando el error cambia de signo. Una regla
empirica para el ajuste inicial de la ganancia es T,, = +/T;.T;, lo que habitualmente resulta en un

valor bastante elevado.

10.5.2. Un ejemplo

Supongamos una planta lineal de la forma:

10
5343052 +300s + 1000

G(s) (10.31)

con un controlador PID con parametros K, = 480, 7; = 0.18 y T; = 0.04. La respuesta del sistema
lineal (sin saturacién) puede verse en la figura[0.77] que representa un ajuste tipico de Ziegler
& Nichols.
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Figura 10.11: Sistema compensado sin saturacién. Ajuste por Z & N.

Consideremos ahora una saturacién en la salida del controlador, con valores Xy, = 120y X,, =
—120. Si incluimos la nolinealidad con el controlador disefiado, la respuesta puede apreciarse en
la figura[{0.12] Puede verse que en el inicio de la respuesta el sistema esta respondiendo (a lazo
abierto) a un escalén de magnitud 120, que es precisamente el limite superior de la saturacién.

Obsérvese ademas que el tiempo de establecimiento se ha prolongado notablemente.

En la figura [[0.173] puede apreciarse la respuesta con la técnica de Integracién condicional.
Es evidente que el tiempo de establecimiento se ha reducido notablemente, a valores similares a
los del sistema sin saturacion. Esto es debido a que el integrador del PID se desconecta apenas
se detecta que se ha saturado al actuador. Evidentemente la forma de la respuesta temporal

también se ha visto afectada.

"e "

Por dltimo, en la figura [T0.14] puede apreciarse la estrategia de "back calculation™, con una
ganancia de 1/T,, = 11.78. La respuesta es similar a la del caso anterior, pero con un comporta-

miento algo mas suave.
10.6. Bumpless

Un problema diferente aparece con la accion derivativa cuando el sistema es llevado a su

punto de funcionamiento a lazo abierto. En efecto, en muchos casos el sistema se coloca en su
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1.4

Figura 10.12: Sistema compensado con saturacion en el actuador.
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Figura 10.13: Sistema compensado con Integracién Condicional
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1.4

1.2F b

Figura 10.14: Sistema compensado con "back calculation™.

punto de operacién mediante un cuidadoso proceso a lazo abierto, y recién entonces se cierra
el lazo, en general para mejorar el rechazo a perturbaciones. Si las condiciones iniciales del
derivador no han sido ajustadas adecuadamente, en el instante en el que se cierra el lazo la
situacién es equivalente a excitar al derivador con un escalon. Esto produce un impulso a la
salida del mismo, que puede ser altamente pernicioso ya que en general satura a los actuadores
y saca a la planta de su zona de funcionamiento lineal. El mecanismo “bumpless”, habitualmente
incluido en los controladores comerciales, permite ajustar las condiciones iniciales del derivador

para minimizar este problema.

10.7. Problemas

1. Trazar el lugar de las singularidades de un controlador PID si T; = cte y 0 < T; < oo.

2. Dada la planta:

5

)= 36+

Compensar el sistema empleando un controlador Pl para que los polos de lazo cerrado
tengan un @, = 1 rad/seg. ;Cudl es el error de estado estacionario al escalén unitario

antes y después de compensar?
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3. Dada la planta:
e—O.ls

(s+1)(s+10)
Disefar un compensador PID para que el margen de fase del sistema compensado sea de

G(s) =

30°a w; =2 rad/seg.

4. Dada la planta:

5
Gls) = s(s+3)

Disefiar un compensador PID para que la respuesta al escalén unitario presente un sobre-

pico del 7% y un tiempo de establecimiento al 2% de 2 seg.

5. Al aplicar el método de Ziegler y Nichols un proceso comienza a oscilar con un valor de
banda proporcional de 30% y un periodo de 11.5 minutos. Hallar el valor de los parametros

del controlador PID.
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CAPITULO 11
Sistemas de control muestreados

Introduccion

En este capitulo comenzaremos con el tratamiento de sistemas de control en los que el com-
pensador esta implementado mediante un filtro digital. En este tipo de sistemas estan presentes

dos clases diferentes de senales:

n Sefiales Continuas, que tienen un valor definido para todo instante de tiempo, y pueden

tomar infinitos valores diferentes dentro de sus limites.

= Serales Discretas, que solo tienen un valor definido en ciertos instantes de tiempo, y pue-
den tomar valores entre un nimero finito de posibilidades, dependiendo de la representa-

cién numérica utilizada.

La aparicién de senales discretas en el lazo agrega grados de libertad al sistema, y tiene efec-
to sobre su estabilidad y comportamiento dindmico. Un ejemplo tipico puede verse en la figura
{11l La senal error (sefial continua) es convertida a una secuencia numérica (sefal discreta)
mediante un conversor analégico-digital. Las muestras actuales y pasadas del error y la accion
de control son combinadas en un filtro digital (lineal en nuestro caso) para generar una nueva ac-
ciéon de control, que es a su vez una secuencia numérica. La misma es convertida en una sefal
continua mediante un conversor digital-analégico, para finalmente actuar sobre la planta. Eviden-
temente, la operacién de muestreo involucra una pérdida de informacién, ya que entre instantes
de muestreo se desconoce el valor de la sefial continua asociada. Debe asegurarse una correcta
eleccién del periodo de muestreo a fin de evitar comprometer la estabilidad y prestaciones del

lazo.
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. A/D | _| FDigital| _| D/A u(t)

Planta

Figura 11.1: Un lazo tipico de control muestreado

11.1. Muestreo impulsivo

En lo que sigue supondremos que el muestreo es impulsivo, es decir, el valor de la sefal
continua es capturado en forma instantanea. En la practica, lo que se pretende es que el tiempo
de adquisicion sea despreciable frente a la dinamica de la planta. Asimismo, si existen varios
muestreadores en el lazo, se considerara que la frecuencia de muestreo es Unica y los mues-
treadores son sincrénicos entre si, es decir, todas las muestras se adquieren exactamente en el

mismo instante de tiempo.

11.1.1. Modelo matematico del proceso del muestreo

La operacion del muestreador ideal puede asimilarse a una multiplicacion entre la senal con-

tinua u(¢) y un tren de impulsos de la forma

oo

Sr()= Y 8(t—kT) (11.1)
k=0

donde 6(r —kT') es un impulso desplazado kT unidades de tiempo y T es el periodo de muestreo.
Una representacién grafica del proceso se aprecia en la figura [1.2l En la sefial resultante,
u*(t), la sefal continua modula el tren de impulsos. A continuacion desarrollaremos diferentes
expresiones para U*(s), la transformada de Laplace de la sefal muestreada. En primer lugar

escribamos la expresion de u*(r):

o o

W () = u(t)8r(t) = u(t) ¥ 8t —kT) = ¥ u(kT)8(t — kT) (11.2)

k=0 k=0

El valor de U*(s) se obtiene aplicando la definicién de transformada de Laplace:
U*(s) = / T Wt (e i = / Y ukT)S(t — kT)edt = Y u(kT) / TS —kT)e tdi (11.3)
0 0 =0 k=0 0

Haciendo el cambio de variables p =r — kT resulta que

t = p+kT (11.4)

dt = dp (11.5)

y por lo tanto
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BN

u(f) u* (1)
u(f) v u(t)

or (1)

Figura 11.2: Muestreo impulsivo como modulacion

Ut(s) = ¥ u(kT)e / " S(p)ePdp (11.6)
k=0 0

y como la transformada de Laplace de un impulso vale 1 se obtiene la siguiente expresién

=

U*(s)= Y u(kT)e " (11.7)

k=0
Recordando que el término e~**” representa un retardo puro de k periodos de muestreo,
esta expresion es facil de comprender: la muestra k-ésima es retardada kT unidades de tiempo.
Debe observarse que, si bien la expresion es simple, la variable s aparece en un exponente, y
por tanto no tiene la forma polinomial a la que estamos acostumbrados en sistemas continuos.
Para recuperar una expresion polinomial, podemos hacer el cambio de variables z = ¢*7 con lo

que obtenemos la expresion de la transformada Z de la sefial:

=

U(z) = U*(s)|,_pr = Y u(kT)z™* (11.8)
k=0

Esta primera expresion relaciona el espectro de la sefal muestreada con las muestras de la

sefal continua. Veamos un ejemplo que nos seré de utilidad mas adelante. Supongamos la sefal
u(t)=e“ (11.9)

cuya transformada de Laplace es U(s) = v Al muestrear esta sefal tenemos

1
s+a

ukT) = e (11.10)
U* (9) _ Z efakTefskT _ Z ef(s+a)kT (1 11 1)
k=0 k=0

Para obtener una expresion mas compacta podemos buscar la convergencia de la serie:
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U*(S) _ 1+e—(s+a)T +e—(5+a)2T +e—(s+a)3T +... (1 1 12)

U* (S)ef(s+a)T = o HaT _|_€7(s+a)2T + e~ (s+a)3T _|_€7(s+a)4T +... (11.13)

U1 e Ty = (11.14)
N 1

que podemos escribir en funcién del variabe z como

1— Z—le—aT z7— e—aT

U(z) (11.16)

Obsérvese que el polo de esta expresién depende del polo a de la sefal original, pero también
del periodo de muestreo T. Una vez elegido el periodo de muestreo el término ¢’ es una
constante. Tenemos entonces el siguiente par transformado:

1 Z
= T
s+a z—e 4

(11.17)

11.1.2. Espectro periédico

Considerando que la senal dr(¢) es periddica de periodo T podemos plantear una expresion

alternativa a la ecuacién[{1.71 En efecto, podemos desarrollar ér(z) en serie de Fourier:

Joo )
5r(1)="Y, Cue/™™ (11.18)

n——oo
donde los coeficientes C, = 1/T en el caso de muestreo impulsivo y @, =2x/T es la pulsacion

de muestreo. La expresion de U*(s) resulta

U*(s) = /Owu(t) ( f Cnej"wf’> e dt (11.19)

n=—oo

o0 -
- Yo / u(t)e~ =m0t gy (11.20)
0

n=-—oo
Puede apreciarse que la integral en esta ultima expresién es una transformada de Laplace con-
vencional, donde en lugar de la variable independiente s se ha utilizado la variable s — jnw,. Por
lo tanto podemaos escribir

U(s) = f C,U(s — jnay) (11.21)

n=—oo

Esta es una expresion alternativa a la[{1.7] y relaciona el espectro de la sefial muestreada
con el de la sefal continua original. Especificamente, el espectro de la sefal muestreada consta

de infinitas copias del espectro original (ponderados por los C,) desplazadas un numero entero
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Espectro original

s

Figura 11.3: Espectro periédico

de pulsaciones de muestreo (figura [11.3). Esta expresion es muy interesante. En efecto, si el
espectro de la sefial original esta limitado a un ancho de banda Bw, es evidente que ®, debe
ser mayor a dos veces el valor de Bw para que las copias contiguas de los espectros no se
superpongan, efecto conocido como Aliasing (Shannon). Si el espectro original no es de banda
limitada, es habitual forzar esta situaciéon incluyendo un filiro anti-aliasing que atenua fuerte-
mente las componentes de sefial por encima de un dado ancho de banda. Para evitar que el
disefo del filtro anti-aliasing sea muy critico (si se desea que la caida en frecuencia del filtro
sea muy abrupta, su rotacion de fase serd importante, lo que puede afectar a la estabilidad del
sistema), puede sobremuestrearse, es decir, muestrear a una frecuencia muy por encima de
lo estrictamente necesario. Esto aumenta la separacion entre copias del espectro, con lo que
los requerimientos del filtro anti-aliasing pueden relajarse. Luego puede hacerse un proceso de

decimado sobre las muestras resultantes, a fin de recuperar una tasa de muestreo razonable.

11.1.3. Una expresion alternativa

La expresion[11.17 nos permite plantear una expresién adicional para U(z) util para transfor-
mar funciones de transferencia desde el plano s al plano z. En efecto, si U(s) es una expresion

racional en s podemos escribir

Uls) = Hm Z S_p (11.22)
j=0 J

U(z) = ;R,% (11.23)

11.2. Reconstruccion

Revisemos la funcion del conversor digital analdgico de la figura[1.1l Idealmente, este dis-

positivo deberia recuperar el espectro de banda base a partir del espectro periddico de la sefal
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Figura 11.4: Respuesta impulsiva del ZOH

muestreada. Un filtro tipo “cajon” de esas caracteristicas no es fisicamente sintetizable. En efec-
to, para tener un flanco vertical tal filiro deberia ser no causal. En realidad, la operacion del
conversor D/A es mas apropiadamente descripta como un “reconstructor” de sefial, es decir, un
dispositivo que “rellena” de alguna forma el espacio entre muestras. En el caso mas tipico (de
hecho, el Unico que se utiliza en la practica) se utiliza un reconstructor de orden cero (ZOH)
que mantiene el valor de la muestra entre instantes de muestreo. Un reconstructor de orden uno
uniria las muestras con rectas, uno de orden dos lo haria con parabolas, etc. El reconstructor de
orden cero es, efectivamente, un filtro pasabajos. Para demostrarlo calcularemos su funcién de
transferencia, y luego trazaremos su respuesta en frecuencia. Para calcular ZOH (s) recordare-
mos que la funcién de transferencia es la transformada de Laplace de la respuesta al impulso. Si
excitamos al ZOH con un impulso de area uno, su salida mantendra el valor 1 durante un periodo
de muestreo, y luego se anulara (figura[1.4). Podemos escribir esto como un escaldn en tiempo
0, al que le restaremos un escal6n retardado un periodo de muestreo. Entonces
1 T (1-eT)

ZOH(s) =~ = —— =~ (11.24)

Para verificar que el ZOH se comporta como un filtro pasabajos evaluemos esta expresion en

jo:
) | —eJoT _joT T e T
20H(jo) = = o o )2 (11.25)
2
o oT
[0) A N0 T
= eI e Y sine( ) (11.26)

donde sinc(or) = sin(a)/a. EI médulo y la fase del reconstructor seran entonces
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Figura 11.5: Respuesta en frecuencia del ZOH

ZOH(jo)| — Tsinc(sz)‘ (11.27)
/Z0H(jo) = _“’TT (11.28)

(11.29)

El grafico de la respuesta en frecuencia se aprecia en la figura Obsérvese que los
saltos abruptos que muestra la fase son debidos al cambio de signo que experimenta la sefal
sinc cuando se calcula su valor absoluto. El reconstructor es, efectivamente, un filtro pasabajos
y como tal, atrasa fase. La frecuencia de corte se produce para “’TT = m es decir, o = 27” y a
esa frecuencia la fase es —x. Por lo tanto, al aumentar la frecuencia de muestreo también se
aumenta la frecuencia de corte del filtro. Esto tiene un efecto inmediato sobre la cantidad de fase
en atraso que introduce el reconstructor dentro de la banda pasante de la planta: cuanto mas
rapido se muestree, menos fase en atraso introducira el reconstructor. Por lo tanto, un sistema
estable puede ser inestabilizado por una incorrecta eleccion de T. En efecto, si la fase introducida

por el reconstructor anula el margen de fase de la planta, el sistema se inestabilizara.

11.3. Problemas

1. Considere el sistema
10

(s+1)

Elija una frecuencia de muestreo tal que la respuesta en frecuencia de la primera copia

G(s) =

del espectro periédico atenue 40dB a la frecuencia del corte de 0dB del espectro de banda

base. ¢ Es ésta una frecuencia de muestreo adecuada? Justifique su respuesta

2. Para el mismo sistema del problema anterior, supongamos ahora que el espectro de banda

base se recupera con un reconstructor de orden cero.
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= Calcular el margen de fase de G(s) (realimentacién unitaria) y la frecuencia a la cual

se produce.

= Elegir la frecuencia de muestreo de forma tal que el reconstructor sélo sume 1°de fase
en atraso a la frecuencia del margen de fase. Compare esa frecuencia de muestreo

con la calculada en el punto anterior y elabore conclusiones.

3. Para el sistema del primer problema, elija una frecuencia de muestreo tal que el sistema
de lazo cerrado se inestabilice. Para ello, debe asegurarse de anular el margen de fase de
la planta continua con el atraso de fase del reconstructor. Analice qué esta pasando desde

el punto de vista temporal en el lazo, suponiendo un impulso en la entrada.
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CAPITULO 12
Propiedades de la transformada Z

Introduccion

En este capitulo se discutiran (en forma bastante informal) algunas propiedades de la trans-
formada Z, necesarias para continuar con nuestro estudio de la respuesta, estabilidad y com-
pensacion de sistemas muestreados. En primer lugar se analizara el mapeo entre el plano Sy el
Z, detallando cémo la transformada Z permite resolver en forma elegante y eficiente el problema
del espectro periodico resultante del muestreo impulsivo. Las propiedades de la transformada
se analizardn en forma sumaria, y sélo se analizaran aquellas propiedades estrictamente nece-
sarias para el tratamiento de sistemas de lazo cerrado. Se detallaran diversos métodos para el

célculo de la transformada Z inversa, y se definira el concepto de Funcion de Transferencia en Z.

12.1. MapeoentreSyZ

Recordando la definicién de la variable Z
Z=eT =0Tl (12.1)

podemos resaltar el mapeo de algunos lugares geométricos particulares.
m El origen del plano de coordenadas s = 0 se corresponde con el punto z = 1 + 0.

= El eje imaginario (c =0, —e < jw < ) se corresponde con el circulo unitario en z. El punto
jo = % se mapea en z = —1, al igual que el punto jo = —*. Las sucesivas bandas del
espectro periddico (de ancho 27”) se superponen sobre el mismo lugar geométrico en z.

De hecho, relevar la respuesta en frecuencia de un sistema muestreado (que posee un
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Figura 12.1: Grafico Normalizado del Circulo Unitario. Azul: curvas de ¢ constante. Verde:

curvas de o constante. Rojo: curvas de £ constante. Magenta: curvas de w, constante.

espectro formado por infinitas copias del espectro de banda base desplazadas un nimero

entero de pulsaciones de muestreo) implica recorrer infinitas veces el circulo unitario.

= Rectas de ¢ = cte se mapean en circulos concéntricos, que estaran en el interior del circulo

unitario si ¢ < 0y fuera del mismo si ¢ > 0.
» Rectas de jo = cte se mapean en rayos que pasan por el origen del plano z.

= Rectas de & = cre (Que pasan por el origen del plano s) se mapean en trocoides en el plano

Z.

Un diagrama normalizado donde aparecen tabulados curvas de & = cte y @ = cre se ilustra en la
figura[I2.9]La intuicién parece indicar que, de acuerdo con este mapeo, un sistema muestreado
estable deberia tener sus polo de lazo cerrado en el interior del circulo unitario. Esa presuncion
es correcta, y sera demostrada mas adelante. En las subsecciones que siguen a menudo se

utilizara la notacion mas compacta

fkT) = fy (12.2)

12.2. Propiedades Basicas
La mayoria de las propiedades surgen de la aplicacion de la definiciéon de transformada z.
F(z)=Y fic™* (12.3)
k=0

Por conveniencia, algunas de las propiedades se enunciaran sin demostracién formal.
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12.2.1. Linealidad

La transformada z es un operador lineal. Por lo tanto, debe verificarse que

Z{afi(kT)+ B f2(kT)} = aFi(z) + BF2(z)

Para demostrarlo, aplicamos la definicion de transformada z:

F{afikT)+BAHET)) = Y (fi(kT)+BA(KT))
k=0

— aY AU B Y AT
k=0 k=0

= aFi(z)+BF(z)

(12.4)

(12.5)

(12.6)

(12.7)

Esta propiedad permite aplicar el principio de superposicién al resolver un lazo muestreado, es

decir, calcular la respuesta total del sistema como la suma de las respuestas parciales a las

diferentes excitaciones.

12.2.2. Convolucion de Secuencias Temporales

Esta propiedad es enteramente similar a la transformada de la integral de convolucion en

sistemas continuos. En efecto, lo que queremos probar es que
Z{Y cjhj} =C(x)H(z)
j=0

Aplicando la definicion de Transformada z tenemos

o oo

k=0 j=0

= o

LY cil—iy = Y Y ezt
=0

= Cj Z hk_jZ_k

j=0 k=0

Haciendo el cambio de variables p = k — j tenemos

ff{z thkfj} = Z CjZij Z hpzf”
j=0 j=0 p=0

= C(z)H(2)

(12.8)

(12.9)

(12.10)

(12.11)

(12.12)

(12.13)

El producto de transformadas se corresponde a la convolucion discreta de las correspondientes

secuencias. Esta propiedad es la que permite resolver diagramas de flujo y plantear funciones

de transferencia entre secuencias discretas.
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12.2.3. Corrimiento temporal (“time shift”)

L{fisn} =F ()" (12.14)

Aplicando la transformada z tenemos y haciendo el cambio de variables p =k+n
P{fein} =Y, fenz F=2" Y frz P =F() (12.15)
k=0 k=0

La ecuacion es valida tanto para valores positivos de n (adelantos) como para valores negati-
vos (atrasos). Esta propiedad permite hallar la ecuacién de diferencias correspondiente a una
dada funcion de transferencia en z. Esto se tratara en detalle cuando se defina la funcion de

transferencia discreta.

12.2.4. Escaleo (“Scaling”)

2 Ry =F(rz) (12.16)
La demostracién es simple:
Z{r i = i r it = i filr2) ™ =F(rz) (12.17)
k=0 k=0

12.2.5. Teorema del valor final

lim f; = lim(z—1)F(2) (12.18)
k z—1

—yo0

Esta propiedad es la que permite el calculo del error de estado estacionario.

12.2.6. Teorema del valor inicial

lim = lim F(z) (12.19)

k—0 g0

La demostracion es trivial. En efecto, si se desarrolla la serie

h L B [
F(Z):f°+?l+z%+z%+?j+“' (12.20)

es evidente que todos los términos se anulan cuando z — o, salvo el primero, que es justamente

el valor inicial.
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12.3. Transformada z inversa

Formalmente, la expresion de la transformada inversa es
1 dz
= — P F(x)d= 12.21
fi= 5 § P2 (12221)
Sin embargo, esta expresion rara vez se utiliza en la practica. A continuacién se describiran dos
métodos de aplicacion cuando la funcién a antitransformar es un cociente de polinomios en z,

una situacién habitual en sistemas de control.

12.3.1. Método de la division larga

Este método se basa en la observacion que, segun la definicién de transformada z

o s fa
F(z)szkzk:fo+L+%+f—3+f—4+... (12.22)

=0 z = Tz
los coeficientes de las potencias negativas de z en el desarrollo de la serie son directamente
los valores temporales de la secuencia discreta. Por lo tanto, en el caso de una funcién racional
puede hacerse la division entre los polinomios numerador y denominador. Este método no brinda

una expresion cerrada de la respuesta temporal, pero es Util para antitransformar en tiempo real.
Ejemplo

Z
F(z) = =05 (12.23)

Si hacemos la division entre el numerador y el denominador tenemos

z z—0.5

z  —05 140.5z7 1402572 40.12573 ...
+0.5
+0.5 —0.2577!

+0.25z7"  +0.125772

Puede apreciarse entonces que las muestras de la sefial son 1 —0.5—-0.25—... y por lo tanto

fi=27% (12.24)
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12.3.2. Inversion por Residuos

Este método de inversion surge de analizar la transformada z de una secuencia f; = r*. En

este caso tenemos

F(z) = kf%)rkzk =14+ 0r2) "4 (r0) 2 +... (12.25)

F(z)(rz)”" = (;z)*‘ +(r2) 2+ (r) 3 (12.26)

F(x)(1—(rz)7") =1 (12.27)

F(z) = 1_(1rz),l - Z_Z% (12.28)

Por lo tanto, para antitransformar F(z) aplicamos el teorema de residuos a @), Luego pasamos

Zz
el denominador z al lado derecho, de forma de lograr una expansion de la forma

Z
F(z) = i:ZéRiZ_pi (12.29)

y antitransformamos término a término usando el par R= & Rp~~.

Ejemplo

U(z) = g(z—O.S)(z—l) (12.30)
@ B Z(Z—E)Z.;r)(lz)—l)z—R(l).5+zlizl (12.31)
o T
R, = mg(izfog)zzr (12.33)
UQx) = —%TZ_ZO.S—MTZ_% (12.34)
Sy = —%TZ’k—i—ZT (12.35)

k>0

12.4. Funciones de transferencia en el dominio z

De forma totalmente andloga con su correspondiente continuo, definiremos la funcién de
transferencia de un sistema discreto como el cociente entre las transformadas z de la salida y
la entrada del mismo, considerando condiciones iniciales nulas. Refiriéndonos a la figura [12.2]
tenemos que

G(z) === (12.36)
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X(2) Y(z)
- G(2) -
X Yk

Figura 12.2: Funciones de Transferencia en Z

En un sistema continuo, si la ecuacion diferencial que describe el comportamiento del sistema
es lineal, la funcién de transferencia es un cociente de polinomios en la variable s. De la misma
forma, un sistema muestreado es descripto por una ecuacion de diferencias lineal, es decir, una
combinacion lineal de muestras actuales y pasadas de entradas y salidas. En ese caso la funcién

de transferencia en z también serd un cociente de polinomios.

Es importante destacar que s6lo puede hablarse de transformada F(z) cuando tenemos una
secuencia discreta f;. No tiene sentido hablar de la transformada z de una sefal continua. La
funcion de transferencia en el dominio z relaciona secuencias entre si, y s6lo puede plantearse
entre dos secuencias. Esto significa que en un lazo de control donde coexisten sefiales continuas
y discretas no va a ser posible plantear funciones de transferencia entre dos puntos cualquiera
del lazo, sino solamente entre puntos donde se encuentren disponibles las correspondientes

secuencias.

Utilizando algunas de las propiedades analizadas en esta clase podemos obtener, a partir
de una funcion de transferencia discreta, la combinacién de muestras (esto es, la ecuacién de
diferencias) que permite implementarla. Analicemos el siguiente ejemplo:

+3722 4573
G(z)z%
1+4z4 572243z

El primer paso para obtener la ecuacion de diferencias es dividir numerador y denominador por

(12.37)

la potencia mas alta de z, en este caso z*. Esto debe hacerse para que los polinomios numerador
y denominador queden expresados en potencias negativas de z. De esta forma la ecuacién de
diferencias quedara en forma causal, es decir, no dependera de muestras futuras de las sefales.

Por lo tanto tenemos
2243745 Y(2)
7344724527143 X(2)

G(z) (12.38)
El paso siguiente es despejar y;. Para ello escribimos

X(2)z 2 +3X(2)z ' +5X(2) Y(2)z 2 +4Y(2)z 2 +5Y () +3Y(2)

Y(z) = 5 (X(2)z224+3X(z)z ' +5X(z) —Y(2)z > —4Y ()2 2 =5Y ()2 ')

—_ | =

Sy = = 2+30 1 +5% — Y3 — 42— 51) (12.39)

(O8]
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E(s) E*(s) U(s)
G(s) -
e(r) ek u(r)

Figura 12.3: Sistema continuo excitado por una secuencia

La salida en el instante actual es una suma de productos (un filtro digital lineal) que combina
muestras actuales y pasadas de la entrada y muestras pasadas de la salida. En este caso, se
necesitaran cinco posiciones de memoria (0 registros, si estan disponibles) para recordar las
sefiales pasadas. En cada instante de muestreo debe actualizarse el valor de estas variables a

la espera de la siguiente muestra de la entrada.

12.5. Analisis de diagramas en bloques

Como mencionamos anteriormente, sélo es posible definir funciones de transferencia entre
secuencias de entrada y salida de un (sub)sistema. Esto es particularmente importante en sis-
temas de lazo cerrado donde conviven sefiales continuas y discretas. Comencemos nuestro

andlisis con el sistema ilustrado en la figura[f2.3l En este caso tenemos

U(s)=G(s)E*(s) (12.40)

La sefal U(s) es continua, ya que es el resultado de aplicar un filtro continuo (anal6gico) a
una sefal de espectro periédico (E*(s)). Es diferente el caso de la figura (2.4l Aqui tenemos
dos sistemas continuos que tienen un muestreador intercalado entre ellos. Como ya dijimos,
suponemos que todos los muestreadores son sincronicos (es decir, tienen igual frecuencia de

muestreo y ademas se cierran (abren) simultdneamente). Entonces

~
P
©
N
|

E*(5)Gi(s) (12.41)

[E*(S)GI(S)]*: i CnE*(S_jnws)Gl(s_jnws) (12.42)

n=—oo

S
*
—
©
N

Es facil ver que E*(s) = E* (s — jnw,). En efecto, al ser E*(s) una sefial de espectro periodico,
un desplazamiento de un nimero entero de frecuencias de muestreo deja al espectro inalterado.
Una forma alternativa de ver este efecto es considerar que la situaciéon es analoga a poner dos

muestreadores sincronicos en serie. Teniendo esto en cuenta tenemos
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E*(s U(s) U (s) Y(s)
B — Gi(s) Gols) |-\ YO
e(t) e u(r) Uk y(#) vk
T Gi(2) T T G2(2)

Figura 12.4: Conexion en serie con muestreo intermedio

U(s) = Y GE*(s—jnw)Gi(s— jnay) =E*(s) Y, C.Gi(s— jnay) (12.43)
= E*(s)Gi(s) (12.44)

Podemos escribir esto como una regla general:
[U*(s)G(s)]" =U*(s)G*(s) (12.45)

Esta expresion nos permitira resolver diagramas de flujo con facilidad. En efecto, retomando

la figura[{2.4] ahora tenemos

Y(s) = U"(s)Ga(s) = E*(s)G](5)Ga(s) (12.46)
Yi(s) = [U"(5)Ga(s)] = E*(5)G}(5)G3(s) (12.47)
y la funcion de transferencia sera
Zg — Gi(s)G5(s) (12.48)
2&3 = G1(2)Ga(2) (12.49)

Aunque a primera vista resulten parecidos, la situacién es diferente en el esquema de la

figura[f2.5 En efecto, al no existir un muestreador entre el bloque G, (s) y G»(s) las funciones de

transferencia no pueden separarse:
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E*(s U(s) Y(s)
E(S)%\% Gl (S) Gz(s) 9\% Y* (S)
e(t) e u(r) ¥(1) e

Figura 12.5: Conexion en serie sin muestreo intermedio

U(s) = E*(5)Gi(s) (12.50)
Y(s) = U)Grs) = E'(5)Gi(5)Gals) (12.5%)
Y = [EOGEGE]) =EWGGE) £EGGEGE  (1252)
HD = 2660) (12.53)

12.5.1. Un ejemplo tipico

La figura[f2.6lilustra un tipico sistema de control muestreado de lazo cerrado. La sefial error
e(t) es muestreada y la secuencia resultante ¢; es utilizada por un compensador discreto de
funcién de transferencia H(z). Este operador discreto genera en su salida una secuencia uy
gue es convertida en una sefal continua mediante un reconstructor de orden cero ZOH(s). Su
salida es la entrada de la planta continua G(s). Obsérvese que, en realidad, no puede definirse
la funcién de transferencia de lazo cerrado, ya que no disponemos de secuencias de entrada
y salida. Esto se soluciona facilmente insertando dos muestreadores ficticios que producen las
secuencias de entrada y salida de la planta. Como estos muestreadores no se encuentran dentro

del lazo no afectan ni la forma de la respuesta ni la estabilidad.

La clave para resolver el lazo esta en recordar que el numerador del reconstructor, (1—e=7) =
(1—z"') es una funcion de espectro periddico, mientras que el denominador s no lo es. En con-
secuencia, durante el andlisis el numerador del reconstructor se agrupara con la parte discreta

del lazo, y su denominador se agrupara con la parte continua, esto es, la planta G(s). Tenemos
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\_)X(Z) Y(Z()_/
E(z)
Q»\% R A = O G(s) T
X(s)| E(s)
Figura 12.6: Lazo tipico de control muestreado
entonces

E(s) = X(s)—Y(s) (12.54)
E(z) = X(z)-Y(2) (12.55)
U(z) = E(2)H(z) (12.56)
v = vEE-H4 (12.57)
o = z{veu-:H%} (12.58)

-
Y(z) = U(Z)(l—zl)ff{G(S)}:(X(z)—Y(z))H(z)(l—z1)52”{G(S)} (12.59)

N N

con lo que la funcidn de transferencia de lazo cerrado queda

v HEO-Hz {9

TO=x5~ 1+HE( -z 2 {9

(12.60)

N

Este es un resultado interesante, ya que guarda similitud con la funcién de transferencia de
lazo cerrado de un sistema continuo. En efecto, la transferencia es el cociente entre la trans-
ferencia directa entre entrada salida, y uno mas la transferencia de lazo abierto. En este caso
todo ocurre igual que en los sistemas continuos, y T(z) es un cociente entre dos polinomios. Sin
embargo, no siempre ocurre asi. Por ejemplo, en el sistema ilustrado en la figura[I2.7] existe una
funcion de transferencia continua que actiia sobre el error antes del muestreo. Por ejemplo, este

bloque podria corresponderse con un filtro antialiasing. Obsérvese que en ese caso

U(s) = (X(s)—Y(5)Gi(s) =X(s)G1(s) =Y (5)G1(s) (12.61)
U'(s) = XSG =¥ ()Gi(s)] (12.62)

y no sera posible separar las sefales de los sistemas, por lo que no podremos arribar a una

expresién para T (z). El problema no es tan serio como parece, pues siempre serd posible calcular
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Figura 12.7: Lazo con filtro analdgico previo al muestreo

la funcién de transferencia de lazo abierto. La forma mas sencilla es obtener la transferencia entre

bornes del muestreador, en este caso G (s)G»(s) y por lo tanto

G(z) = Z{Gi(5)Ga(s)} (12.63)

Como muchos de los métodos de analisis de estabilidad se basan en consideraciones sobre
la funcién de transferencia de lazo abierto, siempre sera posible estudiar la estabilidad de lazo

cerrado, aun cuando no se disponga de 7'(z).

12.6. Problemas

1. Calcular los valores de m(k) para un escalon en e(k:

m(k) = 2e(k) — 1.9796e(k — 1) +0.99m(k — 1)

2. Dada la funcién de transferencia

Z

D(z)=1.2+0.1(z_1)

Encontrar la respuesta al escalon del filtro.; Cudl es su ganancia en continua?. ;Cuanto

vale en infinito?

3. Encontrar la antitransformada Z de:

(z—0.8)

F& = t=009):-03)

4. Encontrar la transformada Z de las siguientes funciones. Compare la localizacién polo-cero

de E(z) en el plano z con aquellas de E(s) y E*(s) en el plano s. Sea T = 0.1s. Calcule las
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ganancias cuando s =0y s — oo,y cuando z =1y z — oo.

s(s+1)?
R G
Es) = s((ss:12))

5. Considerando un periodo de muestreo T = 1s, encontrar la respuesta en los instantes de

muestreo ante una entrada E(s) = 1 para los siguientes sistemas:

E(s) M(s) C(s)
— e )
E(s) . A M(s) s C(s)
(s+1) S (s+1)(s+3)

Figura 12.8: Problema 4
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CAPITULO 13

Estabilidad de sistemas
muestreados

Introduccion

En este capitulo se analizaran las condiciones que debe cumplir un sistema lineal muestrea-
do para ser estable. Muchos de los conceptos y métodos que se desarrollaran aqui tienen un
correlato directo con las técnicas oportunamente analizadas para sistemas continuos. En primer
lugar, se dara una definicién de estabilidad BIBO (entrada acotada-salida acotada), y para el ca-
so de sistemas muestreados lineales se relacionara esta definicion con la ubicacion de los polos
de lazo cerrado en el plano Z. Luego se discutirdn diversos métodos para inferir la estabilidad
del lazo. Los mismos pueden ser clasificados en tres categorias: métodos propios del dominio Z,
métodos que se transladan sin modificacion del dominio s al dominio z, y métodos desarrollados
en el dominio s que pueden utilizarse mediante la aplicaciéon de una transformacién adicional

(transformada W).

13.1. Sistemas muestreados y estabilidad BIBO

La definicidn de estabilidad que utilizaremos es la misma propuesta para sistemas continuos:
Un sistema muestreado sera estable si, cuando se lo excita con una secuencia acotada en
amplitud, su secuencia de salida también estara acotada en amplitud. La situacion se ilustra en
la figura T3l Entonces, si cuando |x;| < M < o resulta que [yi| < N < o, Vk, el sistema sera

estable.

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 188



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

X Yk

Figura 13.1: Estabilidad BIBO

Si particularizamos para sistemas lineales, la secuencia y, estd dada por la sumatoria de

convolucion entre la entrada x; y la respuesta impulsiva del sistema g;:

Yoo = Y 8% (13.1)
j=0

el = | X g < X Jgif sl <MY sl (13.2)
=0 j=0 j=0

y si imponemos la condicién de estabilidad resulta

Mm|gj’ < N<eo (13.3)
j=0

> N

j;)|gj] < Q=qi<e (13.4)

Es decir, la suma del valor absoluto de todas las muestras de la respuesta impulsiva del

sistema debe ser finita. Como teniamos que

M) &
G =K "o(z—pj) ,;)R’(z—pj) (139

donde los R;, como ya vimos,son los residuos de G(z)/z, y los términos de la forma (Zj—pj) se
corresponden con secuencias (pj)k, resulta que para que estas secuencias sean decrecientes
con k es necesario que se verifiqgue que ]p,-\ < 1. Es decir, los polos del sistema muestreado
deben estar en el interior del circulo unitario en el plano z. Este resultado concuerda con lo
discutido en la clase anterior, donde se verificd el mapeo entre el semiplano izquierdo del plano

s y el interior del circulo unitario en z.

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 189



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

13.2. Meétodos de analisis de estabilidad

13.2.1. Estabilidad absoluta. Test de Jury

El Test de Jury es un método tabular que permite establecer si un sistema tiene sus polos
en el interior del circulo unitario, sin calcular efectivamente su posicién. En ese sentido, tiene
la misma funcionalidad del método de Routh, aunque el andlisis es un tanto mas complejo. El

procedimiento parte de la ecuacién caracteristica del sistema:

F(z) =ap"+ai?" '+ @ 2 +.. .+ ap_1z2+a, =0 (13.6)

con ag > 0. A continuacién se construye un arreglo bidimensional de la siguiente forma:

2 z! 2 2 U AL
an dp—-1 dp—2 Aap-3 e aj ap
ap aj [75) as cen ap 1 ay
by bu2 by3 byy by

bo by by b3 cee by

Ch—2 Cp—3 . Cl (&)

(&) Cl PN Cp—3 Cp—2

q2 q1 q0

En la primera fila figuran los coeficientes de la ecuacion caracteristica, ordenados segun po-
tencias crecientes de z. En la segunda fila estan los mismos coeficientes, pero en orden inverso.
Las filas b; tienen un elemento menos, esto es, el arreglo es triangular superior. Para calcular
los coeficientes b se construye un determinante que contiene, como primera columna, las dos
primeras columnas de las filas de coeficientes ¢;. Como segunda columna se toman los dos
elementos de la columna n — k, es decir, contando k elementos desde el final de la fila a. Es decir

ap  Ap—1—k

b, = (13.7)
ao Aj+1

El proceso se repite para las filas restantes, hasta llegar a una fila con sélo 3 elementos, ¢,
q1 Y ¢2. Las condiciones para que el sistema sea estable son:

" |a,| <ao

= P(2)

7=
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>0 si n par
= P()| = o
<0 si n impar

" [by1| > |bo|

|en—2] > [col
q2] > |qol

Ejemplo

Sea la siguiente ecuacién caracteristica

P(z) =z*—1.22> +0.07z* + 0.3z —0.08 = 0 (13.8)
El arreglo de Jury es
2 Z! Z F z
—-0.08 03 007 -12 1
1 —-1.2 0.07 03 —0.08

b 3 b2 b 1 b()
by by by b3

q2 q1 q0
donde
—0.08 1
bz = = —0.9936 (13.9)
1 —0.08
—0.08 —-1.2
by = =1.176 (13.10)
1 0.3
—-0.08 0.07
by = = —0.0756 (13.11)
1 0.07
—-0.08 0.3
by = = —0.204 (13.12)
1 —1.2

~0.9936  —0.204
g = =0.9456 (13.13)
—0.204  —0.9936
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~0.9936  —0.0756

= =2.140 (13.14)
—0.204  1.176
—0.9936  1.176

g = =0.315 (13.15)
—0.204  —0.0756

Para el andlisis de estabilidad debe verificarse

0.08<«1

= P(1)=0.09

P(—1)=1.39

0.9936 > 0.204
0.9456 > 0.315

= Sistema estable.

13.2.2. Lugar de raices

Como la ecuacién caracteristica es un polinomio en z, siempre es posible escribirlo en la forma
1+k%, por lo que el método del lugar de raices puede ser aplicado sin ninguna modificacién
en el plano z. Todas las reglas son validas, salvo que el lugar geométrico que define el limite de
estabilidad es ahora el circulo unitario en lugar del eje jw. Los puntos de interseccidén deberan
obtenerse, por ejemplo, calculando la ganancia critica con el test de Jury, remplazando este
valor en la ecuacién caracteristica, y calculando sus raices. Esta situacidon hace que el calculo
de compensadores en el lugar de raices en z, por ejemplo, se lleve a cabo exactamente en la
misma forma que en sistemas continuos. En efecto, determinada la ubicacién deseada de los
polos de lazo cerrado, se calcula la fase que aportan las singularidades de la planta en ese
punto, y la fase adicional necesaria para cumplir con la condicidn de fase debe ser aportada por

las singularidades del compensador.

13.2.3. Métodos frecuenciales y la transformada w

A diferencia del método del lugar de raices, los métodos basados en la respuesta en frecuen-
cia no son directamente transportables al dominio z. Por una parte, las sefiales muestreadas son
de espectro periddico, con lo cual los graficos frecuenciales se tornan excesivamente complejos.
Por otra parte, como para relevar la respuesta en frecuencia en z debe recorrerse infinitas veces

el circulo unitario, analizando en cada punto el aporte en fase y médulo de las singularidades del
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sistema, desaparece la posibilidad de hacer un trazado asintético. La transformada W soluciona
este problema, al mapear el circulo unitario entre @ = —x/T y @ = +x/T en un plano auxiliar,
donde las propiedades geométricas coinciden con las del plano s para sistemas continuos. En
efecto, el interior del circulo unitario se corresponde con el semiplano izquierdo del plano W, con
lo cual el limite de estabilidad es el eje imaginario jim(W). En el plano auxiliar pueden aplicarse
los métodos de Routh, Nyquist, Bode en forma totalmente anédloga al plano s. En realidad, la
transformada W no es estrictamente una transformada, sino un cambio de variables:

2z—-1
W= (13.16)
Puede apreciarse que el punto z =1 se mapea en w =0y el punto z = —1 se corresponde
con w = oo, Los puntos donde |z] < 1 se mapean en el interior del semiplano izquierdo en w
(parte real negativa), y aquellos con |z| > 1 con el semiplano derecho. Tenemos entonces un
lugar geométrico que guarda gran similitud con el plano s para sistemas continuos. La idea es

convertir G(z) en una G(w) mediante la transformacion

1+ L
i= 2" (13.17)
1— jw
y luego aplicar los métodos desarrollados para sistemas continuos a G(w).
Ejemplo
Analizar la estabilidad del sistema
Gls) = — (13.18)
7= s(s+10) '
Cuando es muestreado con T = 0.01seg.
La funcion de transferencia del sistema muestreado sin compensar es
_ G(s) _ 1
11—z — I =(1-zHZ{ 13.1
-2 {8 — - { g | (13.19)

donde el término (1 —z~') corresponde al numerador de la funcién de transferencia del recons-
tructor y su denominador divide a G(s). Aplicando residuos tenemos

1 —1 1
l —

— 10 , 100 100
s2(s+1) 2 + s © (s+10) (13.20)

Entonces resulta

_ 1 _ 1 100 100
G(z) = ff{ﬂ(w 10)} = D + (2 o107 (13.21)
con lo que la expresion de G(z) resulta
-1 F % % s (2+0.9672)
=4.837x10 13.22
PR ey ey R R T )= 0.9049) (13.22)
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Figura 13.2: Diagrama de Bode en el plano w

Ahora pasamos al plano w. Aplicando la transformacion

resulta
G(w) =

4163 x 1077

2004w
= 300 —w (13.23)
+04y L
(w+ 1,2 x 107 (w —200) (13.24)

w(w+9,992)

En este punto pueden hacerse algunas verificaciones sencillas para asegurar que no se han

cometido errores. Si el sistema esta adecuadamente muestreado, es decir, la frecuencia de

muestreo es suficientemente alta en relacion con el polo de frecuencia mas alta de la planta

analégica, deben verificarse las siguientes condiciones:

= Los polos de la planta se mapean practicamente en el mismo lugar en w. En este caso, el

polo en el origen se conserva y el polo en s = 10 se mapea en w = 9.992.

= La ganancia de Bode en continua es también muy similar (1 en el sistema continuo y
(—4.163 x 1077)(1,2 x 10704)(—200) = 0.9991200 en el sistema muestreado).

= Aparece un cero de no minima fase a la frecuencia 2/T (—200 en este caso) con una

multiplicidad igual al grado relativo de la transferencia en z, en este caso, 1.

= Aparecen ceros en alta frecuencia, en general muy por encima del polo mas alto de la

planta continua (12000 frente a 10 en este ejemplo).

= El comportamiento en baja frecuencia de G(s) y G(w) es muy similar, tanto mas cuanto mas

elevada sea la frecuencia de muestreo.

Sobre este sistema hacemos el diagrama de Bode en forma convencional, tal como se ilustra

en la figura [13.2] El sistema es estable con un margen de fase de 90 grados. Algunas observa-

ciones son de interés. Aunque el sistema continuo es incondicionalmente estable para cualquier

valor de ganancia positiva, el sistema muestreado puede inestabilizarse para un valor de ganan-

cia suficientemente alto ya que, por efecto del cero de no minima fase (que siempre aparecera
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si G(s) es estrictamente propia) existe una fase adicional en atraso, que en este caso hace que
la fase total del sistema supere los 180 grados. Este cero esta siempre a una frecuencia % por
lo tanto su efecto se producira a frecuencias cada vez mas altas conforme se reduzca el periodo
de muestreo. Esto es una regla general: cuanto mas rapido se muestree, mas similares seran
los comportamientos de G(s) y G(w). Podemos ver esto analizando la relacién entre s y w sobre

el eje jo:

21—z1 21—¢J0T

YT T14z 1 Titedol (13.25)
JjoT/2 _ ,—joT/2 ~ :
_ 24 eI m2) (13.26)
T eij/Q +€7ij/2 2]
= j%tan(a)T/Z) (13.27)
Si T es muy chico podemos aproximar la tangente por el angulo y resultaria
2 2 T .

Es decir, si el muestreo es suficientemente rapido o y w coinciden. Esto es equivalente a decir
que las bandas del espectro periédico son tan anchas que podemos despreciar el efecto de las
copias de alta frecuencia. Esta situacién es muy interesante, ya que en este caso los margenes
de estabilidad relativa son practicamente iguales, y podemos incluso llevar las especificaciones
del sistema continuo al plano w sin ninguna modificacion. En ese caso, podemos compensar
en el plano w y luego, con la transformacién inversa, obtener la funcién de transferencia del

compensador H(z).

13.3. Problemas

1. Considere el siguiente sistema, con K > 0. Determine los valores de K para los cuales el

sistema de lazo cerrado es estable.

u e Y
kN % G(2) k

Figura 13.3: Problema 1
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2. Determine la curva de Nyquist para el sistema:

1
(z—0.5)

G(z) =

3. Determine la estabilidad y el valor de estado estacionario de la salida del sistema descrito

en la figura con :
1

G(z) = —
@) z2(z—0.5)
cuando Uc es una funcién escalon y
Hr(z) = K
Z
H/(z) = K

con k> 0.

4. Para el sistema muestreado de lazo abierto

(z+0.9)
(z—01)(z—0.9)

G(z) =K
Determine el rango de valores de k que aseguran estabilidad a lazo cerrado.
m Encontrando las raices de la ecuacion caracteristica

= Empleando el criterio de Routh-Hurwitz

= Empleando el test de estabilidad de Jury

Referencias
[1] K. Ogata, “Modern Control Engineering”, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, USA, 3rd edi-
tion, 1997.

[2] B. C. Kuo, “Automatic Control Systems”, Prentice-Hall International, London, England, 9th
edition, 1962.

[3] J. Dorsey, “Continuous and Discrete Control Systems: Modeling, Identification, Design, and
Implementation”. McGraw-Hill Series in Electrical and Computer Engineering. Prentice-Hall,
New York, NY, 2002.

[4] C. L. Phillips and H. T. Nagle, “Digital Control System Analysis and Design”. Prentice-Hall,
Upper Saddle River, NJ, third edition, 1998. International Edition.

[5] J.R. Ragazzini, G.F Franklin, “Sampled-Data Control Systems”. McGraw-Hill, 1958

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 196



CAPITULO 14

Compensacion de sistemas
muestreados

Introduccion

En este capitulo se analizaran diferentes técnicas para la compensacion de sistemas mues-
treados de lazo cerrado. En primer lugar, se propondra un método aproximado, en el cual se
discretizara un controlador analégico, utilizando diferentes aproximaciones. En segundo lugar,
se analizara el disefio en el plano z, utilizando el lugar de raices. Finalmente, se estudiara el
disefo en el plano w, de utilidad cuando las especificaciones sean expresadas en términos fre-

cuenciales.

14.1. Diseno por equivalente discreto

Esta es una técnica aproximada que consiste en discretizar un compensador que ha sido
disefiado suponiendo que el lazo es continuo. El método es aproximado ya que, por una parte,
se utiliza una aproximacién al operador derivada o integral (segln el caso), y por otra parte,
porque se desprecia el atraso de fase introducido por el reconstructor de orden cero. Como
hemos visto en clases anteriores, para poder hacer esto Ultimo se requiere que la frecuencia
de muestreo se elevada en relacién con el ancho de banda del sistema continuo. Los errores

cometidos tienden a cero en la medida que la frecuencia de muestreo tienda a infinito.

La idea del método es simple. En primer lugar se disefia un compensador continuo que cum-

pla con las especificaciones del problema. Ese compensador sera luego aproximado por un
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Figura 14.1: Disefo por equivalente discreto

muestreador, un compensador discreto y un reconstructor de orden cero, como se aprecia en la

figura[I4.3l Veremos a continuacion las técnicas de aproximacion mas comunes.

14.1.1. Diferencias hacia atras (“Backwards difference”)

Esta técnica surge de usar la aproximacion de Euler para la derivada:

df ()  SKT) = f((k=1)T)

t=kT T

(14.1)

La derivada exacta se calcularia haciendo el limite para T — 0. Aplicando la transformada z

tenemos

=F(2) T (14.2)

o {FKT) — f((k=1)T) -z

T
Para hallar la expresion aproximada del compensador analégico H(s), simplemente remplaza-
z—1
mos s — <7
s’y zno es el previsto por z = ¢'7. De hecho, si calculamos el mapeo inverso tenemos

. Todas las aproximaciones introducen distorsion, ya que el mapeo entre los planos

Ts = z—1 (14.3)

Z(sT—1) = ~1 (14.4)
1

: = — (14.5)

que puede apreciarse en la zona sombreada de la figura[14.2l Si la frecuencia de muestreo es
elevada, los polos tienden a ubicarse mas y mas cercanos a z = 1, que es justamente donde
la distorsion es menor. Obsérvese que el mapeo aproximado, si bien introduce distorsion, es

estable.
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Figura 14.2: Mapeo de la aproximacion por diferencias hacia atras

14.1.2. Diferencias hacia adelante (“Forward Difference”)

Una aproximacién similar puede proponerse utilizando la muestra siguiente en lugar de la

anterior. En ese caso tenemos

df(t) - f((k+1)T) — f(KT) (14.6)
ar |, _ir r .
Qp{f((k—s—l)?)—f(kT)} _ F(Z)% (14.7)

Obviamente, para implementar esta expresion en tiempo real hay que considerar un retardo

de un periodo de muestreo. En este caso se remplazaria s — % El mapeo inverso resulta

Ts = z-1 (14.8)

z Ts+1 (14.9)

Mentras las dos aproximaciones dan resultados equivalentes si el periodo de muestreo es
elevado, la técnica de diferencias hacia adelante es desaconsejable ya que, como se aprecia en
la dGltima expresion y en la figura [[4.3] puede dar lugar a mapeos inestables (fuera del circulo

unitario).

14.1.3. Regla trapezoidal

Esta técnica surge de aproximar la integral de una funcién mediante la regla del trapecio.
Supongamos que i(kT) es una aproximacion a la integral (area bajo la curva) de una funcién f(z)
a partir de sus muestras en ¢t = kT, como se aprecia en la figura[I4.4l La ecuacion de diferencias

seria
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_

Figura 14.3: Mapeo de la aproximacion por diferencias hacia adelante

Figura 14.4: Célculo de la integral por regla trapezoidal
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Figura 14.5: Mapeo de la aproximacion por regla trapezoidal

(f(KT) = f((k=1)T))T

iKT) = i((k—1)+ f((k—)T)T + . (14.10)
(KT) = (k= D)+ (FRT) + F((k~ 1)T) 5 (14.11)
I(z) = I(z)z_lJrF(z)W (14.12)
Q-2 = FRU+)g (14.19)
;((ZZ)) - gg_ﬁ (14.14)

Esta es una apoximacion a la funcién de transferencia del integrador. La técnica consiste, enton-

ces en remplazar s por = Z;{ . No6tese que ésta es la misma expresion que define a la transformada

w. Sin embargo, el contexto es diferente. En el caso de la transformada w no se esté haciendo
ninguna aproximacién: sélo se hace un cambio de variables para aprovechar la propiedades del
lugar geométrico resultante. Por el contrario, cuando se utiliza la expresion para aproximar el
integrador, la misma introduce distorsion. El mapeo resultante se aprecia en la figura[I4.5 Si
bien los lugares geométricos tienen los mismos limites, debe recordarse que en la aproximacién
todo el plano s se corresponde a un Unico giro al circulo unitario (el mapeo correcto serian los

infinitos giros resultantes del espectro periodico).

14.1.4. Ejemplo

Veamos un ejemplo simple, aplicando las diferentes apoximaciones. Sea el sistema

G(s) = (14.15)

FACULTAD DE INGENIERIA | UNLP 201



CONTROL DE SISTEMAS SISO-LIT — MIGUEL ANGEL MAYOSKY

Figura 14.6: Célculo del aporte de fase del compensador

Figura 14.7: Lugar de raices del sistema compensado

y se requiere que los polos de lazo cerrado se ubiquen en s; , = —2 + j2. De la figura[I4.6lvemos

que la fase aportada por la planta en los polos deseados de lazo cerrado es
¢1 = —135°% = —117°Ppiana = —135°— 117°= —252° (14.16)

El compensador debe agregar la fase positiva necesaria para que este en ese punto la fase total
sea —180°, es decir ¢comp = —180°+252°= +72°. Si ubicamos el cero del compensador en s = —2
tal que su aporte de fase resulte ¢; = +90° resulta que el polo del compensador debe aportar
¢4 =72°-90°= 18°y por lo tanto debera ubicarse en —2 —2/rg(18) = —8.15. El compensador

continuo resulta

(s+2)
(s+8.15)

Ellugar de raices del sistema continuo puede verse en la figura[f4.7. Supongamos que el periodo

H(s) =20 (14.17)

de muestreo es T = 0.1s. De esta forma, o, = 27” = 63r/s, lo que permite hacer la aproximacién
sin problemas. Analicemos el resultado para cada una de las aproximaciones. Con la frecuencia

de muestreo elegida los resultados deberian ser muy similares.
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Time

Time

Time

Time

Figura 14.8: Respuesta temporal. De arriba hacia abajo: controlador continuo, diferencias hacia

atras, hacia adelante y trapezoidal.

diferencias hacia atras

Con el periodo de muestreo elegido tenemos s — 10@. El compensador resulta

1061 40 ~0,83
2) = E ~ 13203 320.83) (14.18)
10821 18,15 (z—0.55)
diferencias hacia adelante
En este caso hacemos s — 10(z— 1). El compensador queda
10(z—1)+2 (z—0,8)
H(z) =20 =20 14.19
@) =205 175815~ 2 =0.185) (14.19)
regla trapezoidal
Finalmente, aqui remplazamos s — 20;—}. El compensador discreto es
201 +2 (z—0.818)
H(z)=20—=<1 —— —1563°——~ 14.20
=201 515 (z-042) (14.20)

z+1

En la figura pueden apreciarse las respuestas al escalén del controlador continuo y
las tres aproximaciones discretas. Las respuestas son muy similares, y se verifica que la mejor

aproximacion es, como se esperaba, la de la regla trapezoidal.
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14.2. Diseno en el plano z

Como las reglas para la construccion del diagrama de Lugar de Raices no cambian al trabajar
con sistemas muestreados, el disefio en el plano z es enteramente similar al desarrollado para
el plano s. Elegidos los polos deseados de lazo cerrado, se calcula la fase que debe aportar el
compensador y luego se sintetiza una red polo-cero que la verifique. Resumiremos el calculo a

través de un ejemplo numérico.

14.2.1. Ejemplo

Dado el sistema

2500
G(s) = 5125 (14.21)

se pretende compensar para lograr polos de lazo cerrado en z;» = 0,5+ j0,4.

El sistema continuo sin compensar presenta la respuesta a un escalén de lazo cerrado ilus-
trada en la figura en trazo continuo. Vemos que para la actual ganancia, la respuesta es

subamortiguada, con un sobrepico cercano al 50 %.

El primer paso del analisis consistira en elegir adecuadamente el periodo de muestreo. Para
ello analicemos la respuesta del sistema muestreado sin compensar para diferentes periodos de

muestreo. La funcién de transferencia del sistema muestreado sin compensar seré

_ - G(s)| _(z—1) 2500

o = -z {EP =l {2 (1422
_ (Z - ] ) ]OOZT —4Z 4Z
B z { (z—1)2 * (z—1) + (Z_EZST)} (14.23)
_ 4(z(25T +e BT — 1)+ (1 —e T (1+25T))) (14.24)

G- D(—e>7)

donde la ganancia, la ubicacion de un cero y un polo dependen del periodo de muestreo. En
la figura [14.9] vemos, superpuesta con la respuesta del sistema continuo, la respuesta al es-
calén a lazo cerrado para T = 0,02s,T = 0,01s,7 = 0,005s y T = 0,001s. Puede apreciarse que
la respuesta para T = 0.001s practicamente coincide con la del sistema continuo, mientras que
en los restantes casos el sistema muestreado se torna cada vez mas oscilatorio a medida que
se reduce la frecuencia de muestreo. Esta diferencia se debe al atraso de fase introducido por
el reconstructor de orden cero. Al disminuir la frecuencia de muestreo, el reconstructor agrega
mas fase negativa en la banda pasante de la planta, lo que afecta negativamente a la estabi-
lidad relativa del sistema. En particular, para T = 0.02 el sistema presenta una oscilacién muy
poco amortiguada, lo que indica que practicamente todo el margen de fase de la planta ha sido

anulado por el reconstructor.
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Figura 14.9: Respuesta al escalén. Trazo continuo: sistema analégico. T=0.001(.), T=0,005(x),
T=0,01(0) y T=0.02(*)

Elegiremos en este caso un periodo de muestreo T =0.01s. Entonces @, =2n/T = 628r/s, que
es 25 veces mas rapido que el polo mas rapido de la planta. Esto es habitualmente considerado
una adecuada frecuencia de muestreo, a pesar que, como puede verse en la figura [14.9, la
respuesta es bastante mas oscilatoria que la del sistema continuo. El Unico inconveniente seré

que el compensador discreto tendra que compensar un sistema mas oscilatorio.

Con la frecuencia de muestreo elegida, la funcién de transferencia de lazo abierto resulta

(z+0,9201)
(z—1)(z—0,7788)

G(z) =0,1152 (14.25)
El diagrama de lugar de raices del sistema muestreado sin compensar puede apreciarse en
la figura Para la ganancia actual, los polos de lazo cerrado estan muy cerca del circulo

unitario, lo que explica el comportamiento fuertemente subamortiguado del sistema.

El compensador debe desviar las ramas del diagrama hacia el interior del circulo unitario.

Como primer paso, calculamos la fase de la planta en los polos deseados. Refiriéndonos a la

figura[{4.17] tenemos que

¢ = 15,73° (14.26)
¢ = —141,34° (14.27)
¢35 = —124,87° (14.28)
¢ = —250.48° (14.29)
= Oeomp = 0.— ¢, =—180°4250.48°=70.48° (14.30)

Para disefiar el compensador, cancelaremos el polo de la planta en z = 0,7788 y calculamos

la posicion del polo, que resulta en z = 0.214. Haciendo el célculo de ganancia para ubicar los
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Imaginary
o
U]
+

Figura 14.10: Lugar de raices del sistema muestreado sin compensar (T=0,01)

‘Pp ¢3

Figura 14.11: Calculo del compensador
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Figura 14.12: Lugar de raices del sistema compensado

polos de lazo cerrado en el lugar especificado llegamos al siguiente compensador:

(z—0,7788)

H(z)= 1.87m

(14.31)

El lugar de raices del sistema compensado puede verse en la figura[{4.12

Para la implementacion en tiempo real del compensador, dividimos numerador y denominador

por z y antitransformamos

1,87 —1,456356z""  U(z)

HE) = 1-0214z 1 E(z) (14.32)
U(z) —0214z7'U(z) = 1.87E(z) —1.4563567 'E(z) (14.33)
wp = 0,214u_1 4 1.87¢; —1,456356¢;_, (14.34)

La dltima expresién es la ecuacion de recurrencias (o de diferencias) del compensador. En
este caso requiere la entrada actual, la entrada en el instante de muestreo anterior, y la salida cal-
culada en el instante de muestreo anterior. La respuesta temporal se grafica en la figura[14.13]
donde se compara con la respuesta del sistema no compensado. Evidentemente, la compen-
sacion por adelanto ha aumentado la estabilidad relativa del sistema, reduciendo el sobrepico.
Asimismo, se aprecia que el sistema compensado es un poco mas rapido que el sistema original,

debido al aumento del ancho de banda.
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05

Time

Figura 14.13: Respuesta al escalon del sistema compensado

14.3. Diseno en el plano w

Cuando las especificaciones del problema de control estan relacionadas con parametros de
la respuesta en frecuencia, es necesario trabajar en el plano w. Si la frecuencia de muestreo
es adecuada, vimos que las especificaciones pueden transladarse directamente como especifi-
caciones en el diagrama de Bode en w. El compensador resultante es luego convertido en una
expresion en z utilizando la transformacion correspondiente. Veamos el procedimiento con un

ejemplo numérico.

Considérese la misma funcién de transferencia del caso anterior:

2500
GO)= S i2s) (14.35)

Supongamos que el problema requiere que el margen de fase del sistema compensado sea
de 45°, sin alterar el comportamiento de baja frecuencia. El diagrama de Bode del sistema con-
tinuo puede verse en la figura[4.74] donde se aprecia que el margen de fase es de aproxima-
damente 28° a la w = 48r/s. Considerando el mismo periodo de muestreo del ejemplo anterior

(T =0.01s) tenemos

(z+0,9201)

G(z) =0,1152 (0778

(14.36)

de forma tal que, utilizando la transformacion z = Eiggf‘fvi resulta
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Figura 14.14: Diagrama de Bode del sistema continuo sin compensar.
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Figura 14.15: Diagrama de Bode del sistema muestreado (plano w) sin compensar

G(w)

(w +4805) (w — 200)

= 0,002
0,002588 w(w+24,87)

(14.37)

El diagrama de Bode del sistema en el plano w se aprecia en la figura Vemos que

ahora el margen de fase se ha reducido a aproximadamente 15°. Esto es debido a la fase ne-

gativa introducida por el reconstructor de orden cero. En efecto, considerando que la fase del

reconstructor es ¢ = —wT /2 vemos que a la frecuencia del margen de fase tenemos

¢

_ 48r/s x0.01s x 360
o 2X2XT

=13.75°

(14.38)

que es exactamente la diferencia entre los dos valores del margen de fase. Como la frecuen-

cia de muestreo es adecuada, pueden trasladarse las especificaciones del plano s al plano w.

Por lo tanto se disefiara un compensador que lleve el margen de fase de los actuales 15°a 45°,

es decir, que agregue unos 30° de fase. Ahora el disefio es enteramente similar al detallado en
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Figura 14.16: Diagrama de Bode del sistema muestreado compensado (primer intento)

el capitulo 9. Comencemos disefiando un compensador que agregue 45°a w = 48r/s:

H(w) = 10212 (14.39)
w+wp
48 = \/w, x 10w, = w,V10 ~ 3w, (14.40)
wzz43—8:16 (14.41)
Nuestro primer intento de compensador sera entonces

(w+16)
H(w)=10—2ZL 14.42
() =100 60) (14.42)

La figura[I4.76lilustra el diagrama de bode del sistema compensado. Vemos que las especifi-
caciones no se cumplen, ya que el nuevo margen de fase es solamente de 19°. El punto de corte
de 0dB se ha corrido hacia alta frecuencia, donde el compensador ya no aporta su fase maxima
y la planta aporta mas fase negativa. Este es el problema clasico del disefio de compensadores
por adelanto de fase en el dominio de la frecuencia. Intentaremos solucionarlo desplazando el
compensador hacia alta frecuencia, sin alterar la relacion entre el polo y el cero. Por ejemplo, el

compensador
(w+30)
(w+300)

logra que el margen de fase sea de 48° (figura [4.17] excediendo los requisitos especificados.

H(w) =10 (14.43)

Para la implementacion fisica, aplicamos la transformacion inversa w = 200;:—} para obtener
z—0.6522
H(z) =4.6———— 14.44
®) 2402 (14.44)

14.3.1. Compensacion en atraso en el plano w

Como hemos dicho, el procedimiento de compensacién en el plano w es enteramente similar

al caso continuo. Sin embargo, a la hora de retornar al plano z para la implementacion fisica
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Figura 14.17: Diagrama de Bode del sistema muestreado compensado. Resultado final

del controlador pueden aparecer algunos problemas. Como éstos son mas evidentes en el caso
de la compensacion por atraso, analizaremos un ejemplo simple, utilizando la misma planta y la

misma frecuencia de muestreo del caso anterior.

Supongamos que la especificacion fuera reducir 10 veces el error de estado estacionario a
la rampa, sin alterar el margen de fase del sistema original. Esto puede hacerse facilmente con
un compensador por atraso de fase que gane 10 veces en baja frecuencia. En el plano w, un

posible compensador seria el siguiente:

H(w)=(w+0.1)/(w+0.01) (14.45)

Al hacer la transformacion correspondiente, z = 200:} tenemos

_ 200;—} +0.1  200,1 z—0,999000499

20051 4+0.01 200,01 z—0.999900005

T (14.46)
z+1

H(z)

Si bien el resultado es correcto, puede apreciarse que la posicién del cero y del polo del
compensador son practicamente coincidentes. Considerando que la ganancia es practicamente

unitaria, la ecuacién de diferencias quedaria
Uy = €y — 0, 99906/(,1 + 0.99991,{/(,1 (1 4.47)

Si el sistema de representacion adoptado no permite discriminar entre 0.9990 y 0,9999, el polo
y el cero del compensador se cancelaran y el compensador simplemente copiara la entrada en
la salida. Por ejemplo, si trabajara en punto fijo, y ocho bits de precision, la diferencia minima
entre dos nimeros es 278 = 0,00390625, con lo cual los dos coeficientes quedaran iguales. Estas
son fallas dificiles de detectar, ya que tanto el compensador como el algoritmo pueden ser co-
rrectos, y la compensacién no funciona simplemente porque el polo y el cero estan “demasiado”
cercanos. Las soluciones dependen del contexto tecnoldgico. Si no se puede cambiar la preci-

sibn numérica, debe recalcularse el compensador teniendo en cuenta la diferencia minima que
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puede existir entre dos nimeros. En caso contrario, debe evaluarse la posibilidad de expresar
los nimeros con mayor cantidad de bits (ya sea cambiando de procesador o escribiendo rutinas

de libreria en doble precisiéon) o migrar a un sistema de representacion en punto flotante.

14.4. Problemas

1. Para el sistema de la figura,con T = 1s :

X(s T s Y(s
LQ_/ — D) l—¢=s i (s)

[

@

Figura 14.18: Problema 1

El margen de fase del sistema sin compensar es aproximadamente 30°. Disefiar un com-

pensador para llevarlo a aproximadamente 50°.

2. Para el sistema sin compensar del problema anterior con T = 0,1 seg. el margen de fase
es aproximadamente 50° Se desea que el error de estado estacionario sea constante
para una entrada rampa unitaria con K, = 4, siendo por tanto el error de 0.25. En estas

condiciones:

= Incremente la ganancia de la planta tal que se obtenga K, = 4. Luego encuentre el

nuevo margen de fase.
= Disefie un compensador tal que el sistema tenga un margen de fase de 50°con K, = 4.

3. Considere el sistema del ejercicio 1. Disefie un controlador PID para lograr un margen de
fase de 60°.

4. La siguiente red de adelanto:
(s+1)
s+2

H(s)=4
provee alrededor de 20° de avance de fase a w. = 1.6 rad/seg. Aproxime la red para T =
0.25s usando:

= Diferencias hacia atras.
= Diferencias hacia adelante.
= Aproximacion trapezoidal.

Repita los puntos anteriores duplicando T, y saque conclusiones.
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5. Un controlador Pl continuo esta dado por la funcion de transferencia:

1
Hp=K|14+—
PI <+sT1>

Utilice la aproximacién bilineal para encontrar un controlador de tiempo discreto.

6. Obtenga la ecuacion recursiva de un PID, usando las diferentes aproximaciones discutidas
en el capitulo.
7. Dada la funcion de transferencia:

Gls) = 4x107*
Y T 21 0.03265+2.54x 102

Considere las siguientes especificaciones para el sistema a lazo cerrado:
= Error de estado estacionario a un escalén en la referencia.
» La frecuencia de cruce de 0dB (w,) del sistema compensado debe ser 0.025r/s.
= El margen de fase debe ser, aproximadamente, 50°.

Disefe un controlador PI tal que la totalidad de las especificaciones sean satisfechas. De-
termine los polos y ceros del sistema en lazo cerrado. Elija una adecuada frecuencia de
muestreo y aproxime el controlador de tiempo continuo empleando la aproximacion trape-

zoidal. Justifique la eleccién del periodo de muestreo realizada.
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CAPITULO 15

Realizacion de compensadores
discretos

Introduccion

En este capitulo se analizaran diferentes estrategias para la implementacién de compensado-
res digitales. Veremos que para una misma funcion de transferencia en el dominio Z es posible
plantear distintas alternativas de realizacion, que presentan propiedades diferentes en el uso
de memoria, numero de operaciones aritméticas y sensibilidad en la ubicacién de singularida-
des. Ademas, se estudiaran los efectos debidos al redondeo (o alternativamente, el truncado) de
coeficientes, sefales y operaciones matematicas. Veremos que este fendmeno puede ser asimi-
lado a la aparicion de un ruido de cuantizacion, que se propaga en el calculo del compensador y

debe ser tenido en cuenta, sobre todo cuando se trabaja con pocos bits de precision numérica.

15.1. Tipos de realizaciones

Una misma funcién de transferencia H(z) puede ser implementada mediante diferentes es-
trategias. Hasta ahora hemos visto realizaciones directas, esto es, aquellas en las que los co-
eficientes de los polinomios numerador y denominador de la funcidn de transferencia aparecen
explicitamente en la ecuacién recursiva. En lo que sigue, y por razones que seran evidentes
mas adelante, analizaremos la implementacion de una seccién de segundo orden, es decir una

funcién de la forma
Cataiz ' twmz? Y(z

H(Z)_ 1+b1271+b2Z72 :X(Z) (151)

~—
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Figura 15.1: Realizacion directa

15.1.1. Realizaciones directas

En las realizaciones directas los términos a; y b; aparecen como multiplicadores:

aoX(2) + a1z 'X(2)+ a2 2X(z) = Y(2)+biz 'Y (2) + bz 2Y(2) (15.2)

=y = aoXp+aixi—1+axxg_ —b1yi—1 —bayr— (15.3)

El resultado puede interpretarse graficamente en la figura[I5.9l La operacion del filtro requiere,
para esta seccién de segundo orden, de cuatro posiciones de memoria, cinco multiplicaciones
y cuatro sumas. En la figura, los bloques identificados como z~! corresponden a retardos de un
periodo de muestreo, o equivalentemente, a una posicion de memoria para almacenar valores

pasados de las sefales x e y.

15.1.2. Realizaciones canonicas

Una forma alternativa de implementar la secciéon de segundo orden puede obtenerse defi-

niendo una senal intermedia m;.. En efecto, si proponemos

o ao—i-alz_l +612Z_2 . Y(Z) M(Z)

H(z) = = 15.4
@) 1+biz7 ' +bz72  M(z) X(2) (15.4)
y en forma mas o menos arbitraria definimos
Y(z) -1 )
— 15.5
M) aytaiz  +axz ( )
M(z) 1
- 15.6
X(2) 1+bi1z7 4+ bz 2 (15.6)
obtenemos
Yk = aomy-+aimg_i+axmg_o (15.7)
my = Xx—bymg_1 —bymy_o (15.8)
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Xk s Vi
Q “+aop +

—b; +a

— —by +a

Figura 15.2: Realizacion canénica 1

y la realizacion puede apreciarse en la figura[f5.21 Obsérvese que, comparado con la realizacion
directa, esta estrategia reduce la cantidad de memoria necesaria a la mitad. Esto ocurre porque
lo que se almacena es my;_; (una combinacion de x e y), en lugar de las sefales de entrada y
salida. A las realizaciones que minimizan alguno de los parametros del filtro (posiciones de me-
moria, numero de multiplicaciones, numero de sumas) se las denomina realizaciones candnicas.

Otra forma canonica puede obtenerse agrupando los términos con igual potencia de z:

aoX(2) +a1z ' X(2)+az ?X(z) = Y(2)+biz 'Y (2)+ bz Y (2) (15.9)
Y(z) = aoX(2)+(@X(z)—b1Y(2)z '+ (aX(z) — brY ()2 >
Y(z) = aoX(2)+((@X(z) —b1Y(2)+ (a2X(2) —boY (2))z )z

(15.10)

gue se aprecia en la figura[15.3] Puede observarse que es la version transpuesta del filtro ante-
rior, donde se invierte el flujo de la sefal, los puntos de distribuciéon se convierten en puntos de

suma y viceversa. Este filtro también optimiza el nUmero de posiciones de memoria.

Si bien el resultado de todas estas estrategias es el mismo, debe advertirse que la utilizacion
de un numero menor de posiciones de memoria puede ser importante. Por una parte, si el filtro
va a ser implementado en un dispositivo de légica programable (FPGA), puede ser importante
reducir al minimo la utilizacion de registros (flip-flops). Por otra parte, si el filtro va a ser imple-
mentado mediante un programa, reducir la cantidad de posiciones de memoria puede resultar en
que el compensador pueda ser calculado utilizando sélo los registros del procesador, sin acce-
der a posiciones de RAM para guardar los resultados intermedios. Esto puede traducirse en una
reduccién importante en el tiempo de cémputo, ya que los registros del procesador constituyen

la memoria mas rapida de la computadora.
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Xk Yk
+ag
+ai —b; —
+ay —by —

Figura 15.3: Realizacion canonica 2

15.2. Problemas asociado a la longitud de palabra finita

Hasta ahora hemos considerado que las sefales discretas y los coeficientes de los com-
pensadores digitales estaban expresadas con infinita precision. Sin embargo, en una realizacién
practica tanto los dispositivos de conversion analdgica/digital y digital/analégica, asi como los
dispositivos de memoria y las operaciones matematicas se realizan con longitud de palabra fini-
ta. El efecto puede ser asociado a la inyeccidén de un ruido de cuantizacion, cuyas caracteristicas
dependeran del tipo de operacion de cuantizacion elegido. Por otra parte, los efectos de palabra
finita en la implementacion de los compensadores digitales pueden alterar la ubicacién efectiva
de las singularidades del compensador, de forma tal que el filtro que finalmente se calcule en
tiempo real difiera del célculo tedrico. En esta seccidn se analizaran criterios para minimizar tal

diferencia.

15.2.1. Truncado y redondeo

Podemos ver un numero real como un namero binario de infinitos bits de precision. Cuan-
do este numero es expresado en un numero = (finito) de bits, necesariamente debe tomarse la
decision de qué hacer con los bits que se descartan. Claramente (al igual que en los nimeros
decimales) las posibles elecciones son dos: o se desprecian los bits menos significativos (trun-
cado), o se redondea el resultado al entero de n bits mas cercano. En lo que sigue supondremos
que trabajamos con nimeros menores a uno en complemento a dos, tal como se indica en la

figura [15.41 Este formato se adopta para evitar la aparicion de "overflow", esto es, desborde

sobre el bit de signo. El "overflow” debe ser evitado a toda costa en un compensador digital,
porgue su aparicion supone una rotacién de 180°, que puede tener severas consecuencias en lo

referente a la estabilidad de lazo cerrado.
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Figura 15.4: Interpretacion de una palabra de 8 bits como un nimero en punto fijo menor a uno.

Seal Cuantizada. Truncado
4 T T T

X/ Xt

‘/”’l

| i
Y I

I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800

x
Senal Cuantizada. Ruido de redondeo

1 T

0 100 200 300 400 500 600 700 800
x

Figura 15.5: Truncado. Arriba: Sefal continua y sefal truncada. Abajo: Ruido de truncado

15.2.2. Truncado

En el caso del truncado, cuando el nimero se lleva a n bits simplemente se desprecian los
bits menos significativos. Si el bit menos significativo es de magnitud ¢, la situacién es como
se ilustra en la figura 5.5 El nimero truncado es siempre menor que el nimero real, y sélo
coinciden en el caso en que éste pueda ser expresado en n bits. En la figura puede verse la
diferencia entre la senal real y la truncada, y puede advertirse que es un diente de sierra de

magnitud ¢g. Asi que podriamos modelar el proceso de truncado como la adicién, a la sefal

original, de un "‘ruido de truncado™. Si hacemos la simplificacién de que todos los valores de
este ruido son equiprobables, podemos inferir la funcién de probabilidades del ruido de truncado
como se aprecia en la figura[15.6l La probabilidad esta uniformemente distribuida entre 0y ¢, y

por lo tanto debe tener un valor de é para que el area valga uno. La media y la varianza seran

entonces:

a 1 POl U L

m = Xg—dxXg= ———| =5 —-=2 15.11
/0 g1 2.qlp 2q 2 ( )

q

q 1 % 1 }’31 2 2

> q\2 _/ 2 _ _q

o° = — ) —dx, = rr-dr=—-| =->— 15.12
/o (g =3 -% q 3 fI"i 12 (15.12)

15.2.3. Redondeo

El redondeo en numeros binarios es exactamente igual a cuando se redondean decimales.
En el caso binario, si el bit mas significativo de la porcion que quiere redondearse es 1 (indicando

que lo que se quiere despreciar es superior a la mitad del bit menos significativo que pretende
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p(x)
1/q

Figura 15.6: Truncado. Funcién de distribucion de probabilidades.

Sefial cuantizada. Redondeo
5 T T T T

—
e

| | | | | | |
-5
0 100 200 300 400 500 600 700 800

y/yq

A AT A
VA VA VA v VA e v

100 700 800

Figura 15.7: Truncado. Arriba: Sefial continua y sefial redondeada. Abajo: Ruido de redondeo

conservarse, entonces ese bit se incrementa en uno. Por el contrario, si el bit mas significativo
de la porcién que quiere despreciarse es 0, significa que lo que se quiere despreciar es inferior a
la mitad del bit menos significativo, y por lo tanto no se altera. La decisiéon se toma, por lo tanto,
en la mitad del bit menos significativo, y por lo tanto el valor medio del ruido de redondeo es nulo.
En la figura [15.7] puede apreciarse este hecho. El ruido es de igual magnitud absoluta que en el
caso de redondeo, pero con media cero. Nuevamente, considerando el ruido equiprobable, esto

es, con distribucion plana entre —5 y é el valor medio y la varianza resultan (figura[15.8):

1
o 1 X2 1|4
m = /_lxqquq— 761 ,1:0 (15.13)
g q
1 3 2 2
1 X, 1
2 q _Xq _q
o = /;(xq) R (15.14)
p(x)
1/q
X
—-q/2 q/2

Figura 15.8: Redondeo. Funcién de distribucion de probabilidades.
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15.3. Puntos de suma de error de cuantizacion

Los errores de cuantizacion pueden aparecer en diversos lugares del lazo:

= Al muestrear el error, aparece un ruido de cuantizacion, generalmente de truncado, de-
bido a la operacion del Conversor Analogo-digital. Obsérvese que en este caso el ruido
de cuantizacién ingresa en el mismo punto que el error, de forma tal que es imposible

rechazarlo.

» En cada una de las operaciones de multiplicacion. Al multiplicar dos nimeros de n bits, el
resultado quedara en doble precisién (2 bits). Por lo tanto, debe truncarse o redondearse
el resultado luego de cada multiplicacion. En muchas arquitecturas el acumulador de salida
de la Unidad Aritmético Légica (ALU) es de multiple precision, de forma tal de reducir la
necesidad de cuantizar en cada multiplicacién. Aln asi (tarde o temprano), la operacion de

truncado o redondeo es inevitable.

= Al almacenar los coeficientes del compensador, los mismos deben ser cuantizados, por lo
que seran diferentes de los valores calculados. Por lo tanto, los polos y ceros del compen-

sador diferirdn de los calculados teéricamente.

= Al realizar la conversién digital-analdgica, si el conversor no es de igual precision que el
resultado final del programa de control. Este ruido aparece a la salida del conversor, por lo

que es posible rechazarlo en alguna medida.

15.4. Sensibilidad frente a la cuantizacion de coeficientes

Al cuantizar los coeficientes del compensador en los polinomios numerador y denominador,
la ubicacién de las correspondientes raices diferira de los calculados en el disefio. Es interesante
hacer un estudio de sensibilidad en la ubicacién de estas raices (polos y ceros) a fin de inferir

estrategias de implementacion. Supongamos que tenemos un polinomio de la forma

fl2)= anakzk (15.15)
k=0

Factorizando este polinomio a partir de sus raices A; se obtiene

fz) :KH(z—k,-) (15.16)
donde se evidencia que f(A;) =0parai=1,2,...,n.

Cuando se aplica una perturbacion Aqg; al coeficiente ay, la ecuacion[I5.15]se transforma en
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f(2) = f(z) + Aqi2* (15.17)

Todas las raices de este polinomio diferiran de las de En particular, la raiz A; pasara a

ser A; +AA;, donde el término AA; puede ser real o complejo. La nueva expresion resulta

fA(ﬂ.,'-i-A)ui) :f(li+Ali)+Aak(li+Ali)k =0 (15.18)

Podemos simplificar un poco esta Ultima ecuacion desarrollando el término f(A; +AA;) alrede-
dor de f(4;), despreciando los términos de orden superior, lo que puede hacerse si suponemos

que Aqy y AA; son suficientemente pequenos. En ese caso tenemos

fAi+AX) = f(A)—

@ axitos (15.19)
8z Z:li

donde f(A;) =0 ya que A; es una raiz del polinomio no perturbado. De la ecuacién

puede apreciarse que al hacer la derivada por la regla de la cadena y evaluarla en A;, todos los

términos se anulan excepto aquel correspondiente al término (z — A;), resultando

ACI . (VR (15.20)
dz =A  itj

con lo que la ecuacion resulta

—TT(% = 2)A% + AaqeAf =0 (15.21)
i#]
0 equivalentemente
[T = 2)A% = AaqAf (15.22)
i#]

A fin de obtener una expresion normalizada de la sensibilidad, dividiremos a ambos lados de

la igualdad por el término A;a;. De esta forma resulta:

Alj )y-k_lclk Aak
o i )= 15.283
A (H?;ej(/li—lj)) a (15:29)

Por lo tanto, la expresién de la sensibilidad resulta
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k—1 _k
hi — Al a
ay n

I, G (15.24)

Esta expresion permite dar algunas reglas generales de implementacién. Supongamos que
f(z) es el polinomio denominador de la funcién de transferencia. Sus raices son, por lo tanto,
los polos del sistema. Si esta transferencia es estable dichos polos estaran en el interior del
circulo unitario. Entonces, la diferencia 4; — A; puede ser, a lo sumo, igual a dos. Pero si los polos
tienen igual signo, su diferencia sera siempre inferior a uno. En el caso mas desfavorable, si
existen muchos polos (n grande) de igual signo, el denominador puede hacerse muy chico (es el
producto de muchos niUmeros menores a uno), y la sensibilidad sera entonces muy grande. Para
que la sensibilidad sea lo mas pequefa posible, entonces, pueden seguirse las siguientes dos

recomendaciones:

= Implementar las funciones de transferencia de orden elevado como estructuras en serie o
paralelo de secciones de primer orden (polos simples) o de segundo orden (polos comple-

jos conjugados). Esto es, reducir el valor de n en la expresion de la sensibilidad.

= En cada seccién, agrupar las singularidades de forma que se encuentren lo mas separadas

que sea posible entre si, es decir, hacer que la diferencia A; — A; sea lo mas grande posible.
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CAPITULO 16
Identificacion de sistemas lineales

Introduccion

En este capitulo se expondran nociones generales sobre la Identificacion de Sistemas Linea-
les. En primer lugar, se repasaran algunos conceptos importantes y se definira la nomenclatura
a utilizar, que sera algo diferente a la empleada en el resto del libro. Seguidamente, se abor-
daran técnicas de identificacion no parameétrica, en las que el objetivo es recuperar, a partir de
un ensayo de la planta desconocida, la respuesta impulsiva del sistema, o su correspondiente
transformada de Fourier. Luego se analizaran técnicas de identificacion paramétrica, en los que
se supondra una forma especifica de modelo tanto para la sefial como para el ruido, y se ajus-
taran sus parametros para minimizar una figura de mérito. Finalmente, se discutira el disefio de
la excitacion y las caracteristicas del ensayo, a fin de relevar la mayor informacién posible del
sistema en la forma mas conveniente. El enfoque de la clase es eminentemente practico, y esta

orientado a la utilizacion del toolbox de identificacion de Matlab.

16.1. Conceptos preliminares

16.1.1. Convolucion

Hemos visto en capitulos anteriores que la respuesta de un sistema causal SISO-LIT puede

obtenerse a partir de la integral de convolucién:

W) = /0 " e(0)x(t — 1)dT (16.1)
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donde x(¢) e y(z) son las senales de entrada y salida del sistema, respectivamente, y g(7)
es su respuesta impulsiva, que describe completamente sus propiedades. En el contexto de la
identificacion de sistemas trabajaremos a partir de un ensayo experimental, con muestras de
las sefales de entrada y salida. Al trabajar con muestras, en lugar de la integral de convolucion

utilizaremos su equivalente discreto, esto es, la convolucion discreta:

=

y(kT) =Y g(jT)x((k— j)T) (16.2)
Jj=0
g(t) y g(jT) son, en general, diferentes. A modo de ejemplo, supongamos tener el siguiente
sistema continuo:
1

G(s) =100~ (16.3)

Esta expresién se corresponde con la siguiente ecuacién diferencial:

Y- 0.1y (16.4)

Supongamos que queremos hallar una aproximacién discreta de esta expresion a partir de
las muestras de x e y. Para ello, remplacemos la derivada continua por su aproximacioén discreta
utilizando la regla de Euler, y ~ *~*, donde T denota el periodo de muestreo y el subindice k

identifica la muestra en el instante k7. De esta forma tenemos

e~ xk_o.1(y’"$) (16.5)
0.1 0.1
w(l4+—) =~ xk—|—7yk71 (16.6)
T 0.1
~ = byy_ 16.7
Yk T+0_1xk+T+0_1yk 1 = axg +byx—1 (16.7)

A esta Ultima expresién se la denomina ecuacién recursiva, y expresa la salida actual en
funcion de las muestras actuales y pasadas de entradas y salidas. Como regla general, si en
la ecuacion diferencial esta presente la derivada n-ésima, en la ecuacioén recursiva aparecerd la
muestra correspondiente n periodos de muestreo en el pasado. Los coeficientes de la ecuacion
recursiva dependen de la ecuacion diferencial que le dio origen, pero también del periodo de

muestreo 7. Si ahora remplazamos y,_; por su correspondiente ecuacion recursiva,

Yk—1 = =axp_1+Dbyi» (16.8)

la reemplazamos en la ec[16.7]y asi sucesivamente, llegamos a la expresién[16.7]de la convolu-

cion discreta.
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Aunque en general el nimero de términos de la respuesta impulsiva es infinito, si el sistema es
estable la misma se atenta en el tiempo, de modo tal que luego de un nimero finito de muestras,
sus valores son despreciables. En términos practicos, por lo tanto, los limites de la sumatoria son
finitos. Supongamos que la respuesta se extingue luego de los primeros M términos. Tenemos

entonces

M
Y s(GT)x((k—/)T) (16.9)

(Dx((k—1)T) +...+g(N)x((k— N)T) (16.10)

y(kT)

I
=~
~

Il
oq
(=}
Nt
=
b
=
+
oQ

Definamos el operador retardo ¢~ de la siguiente forma

f((k=N)T) =g N f(kT) (16.11)

esto es, ¢~! “retrasa” la sefial un periodo de muestreo. Si bien hemos definido este operador
como z en capitulos anteriores, mantendremos la notacién ¢ para utilizar la misma convencion
que en los libros clasicos de identificacion. Si aplicamos este operador en la ecuacién [16.10

podemos escribir

y(kT') g(0)x(kT) 4+ g(1)g "x(kT) + g(2)g *x(kKT) + ...+ " g Vx(kT) (16.12)

G(q)x(kT) (16.13)

yaG(q) =g0)+g(1)g ' +g(2)g2+...+g(N)g~V se lo denomina funcion de transferencia
del sistema. A fin de ser consistentes con la literatura disponible (a riesgo de ser algo confusos
con la notacion habitualmente utilizada en control) definamos el tiempo discreto + = kT, con lo

que esta ultima ecuacion resulta y(r) = g(g)x(z).

La ecuacién [16.2] induce a pensar que, conociendo x(z) e y(¢) es posible despejar el valor
de g(r) en forma mas o menos directa. Sin embargo, la presencia de ruido en las mediciones
hace que, en general, estos métodos directos de identificacion no sean aplicables en la practica.
Si consideramos que el ruido es de naturaleza aleatoria y no puede ser medido directamente,
serd necesario utilizar otras herramientas a fin de desafectar su influencia en el proceso de

identificacion. Para ello, debemos repasar algunos conceptos importantes.

16.1.2. Correlacion o Autocorrelacion

Recordemos que la funcioén de correlacion r,,(t,t) de una sefal u(r) se define como
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Fuu(T,1) = E [u(t)u(t + 7)] (16.14)
donde 7t es el retardo. El operador E[.] es la esperanza, o en otras palabras, el valor medio:

1 7

Fuu(T) = Tlfloﬁ 7Tu(t)u(t+7:)dt (16.15)

Obsérvese que ésta es una funcion de 7 y no de ¢, lo que le otorga a la correlacion la propie-
dad de invariancia en el tiempo o estacionalidad. La correlacion estd midiendo la similitud entre
una sefal y una version desplazada de la misma, y sera maxima cuando 7 = 0, en cuyo caso
coincidird con el valor cuadrético medio. La integral est4 aplicada entre los limites [T, T] con
T — o, lo que implica que los transitorios temporales son excluidos. La contraparte discreta de
esta expresion sera

1 N

Fu(l) = 1\1]1_12o NT1 i;Nu(t)u(l—i-l) (16.16)

Notese que para una secuencia finita u(¢) con N elementos, la autocorrelacion puede calcularse

como

ru(l) = E [u(u(i+1)"] (16.17)

donde u(i) es la subsecuencia desde —N hasta N —1, y u(i+1) es la subsecuencia entre —N +1

y N. La correlacién es una funcién par (ru, (1) = ru.(=1)).

16.1.3. Secuencia de ruido blanco

Es importante analizar en este momento las denominadas secuencias de ruido blanco. Lla-
maremos asi a una secuencia con media nula, varianza finita y términos serialmente no co-
rrelacionados. En términos formales entonces una secuencia de ruido blanco w(t) posee las

siguientes propiedades:

Ew()] = 0 (16.18)

E[witw' (t+1)] = (16.19)
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16.1.4. Correlacion cruzada

La correlacion puede definirse asimismo entre dos sefales diferentes. En este caso tenemos

ruy(tT,t) = Elu ()y(t+f)} (16.20)

r(e) = Jim o / (e + T)ds (16.21)
N

ro(l) = N—>002N+1 Z y(i+1) (16.22)

Es importante destacar aqui la similitud entre correlacién y convolucién. Efectivamente, es
facil ver que las operaciones involucradas son, esencialmente, las mismas. La similitud sera

explotada en la ecuacion de Wiener-Hopf, que resulta clave en identificacién no paramétrica.

16.2. La ecuaciéon de Wiener-Hopf

Por la definicién de convolucién discreta (ecuacion[6.2) tenemos que

W)=Y gkyut—k) (16.23)
k=0
Es evidente que
y(i+1)= ig(k)u(iﬂ—k) (16.24)
=0

Utilizando esta ultima expresion, la correlacién cruzada entre las secuencias u e y sera

N )
Fuy(1) Nﬁw 2N+1 X;’Vu k;]g u(i+1—k) (16.25)
(=<} N
= 1—k 16.26
k;)g NaszHZI’v” (it (16.26)
= Y g(lk)ru(l—k) (16.27)
k=0

A esta ultima expresion se la llama ecuacion de Wiener-Hopf. Nétese la similitud con la ecua-
cion [[6.2] donde r,, ) remplaza a y(r) y r..(.) remplaza a u(.). La ecuacién de Wiener-Hopf
puede utilizarse para la reconstruccién de g(z) a partir de los pares entrada-salida observados
experimentalmente. En efecto, si el sistema es estable tenemos que

s

ruy(l) = Y g(k)ruu (1 — k) (16.28)

k=0
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Supongamos que realizamos un ensayo tomando N pares entrada salida. Luego de remover el

transitorio (digamos M muestras) tenemos las siguientes secuencias

w(M),u(M +1),...,u(N) (16.29)

y(M),y(M+1),...,y(N) (16.30)

Las funciones de correlacién pueden calcularse, aproximadamente, como

=

1
N-M+1-1,;

i
1 _
N-M+1-1.

Fuu (1) u(Hu(i+1) (16.31)

I
~ X

Tuy(1) u(i)y(i+1) (16.32)

=

Substituyendo estos valores en la ecuacion de Wiener-Hopf llegamos a las siguientes s+ 1

ecuaciones (I =0,1,...,s)

ruy(()) = g(O)ruLt(0)+g(1)ruu(_1)+g(2)ruu(_2)+"'+g(s)ruu(_5)
ruy(l) = g(o)ruu<1)+g(])rLtu(0)+g<2)ruu(_1)+'"+g(s)ruu(1 _S)
Vuy(z) = g(0)ruu(2) +8(1)ruu(1) +8(2) 7 (0) + -+ 8(s)ruu(2 —s)
ruy(s) = g(o)ruu<s)+g<1)ruu(s_1)+g(2)rztu(s_2)+"'+g(s)ruu(0)
(16.33)
que puede re-escribirse en forma matricial como
[ Vuy(o) ] [ ruu(o) ruu(_l) ruu(_z) ruu(s) 11 g(O) ]
ruy(l) ruu(l) ruu(o) ruu(_l) ruu(l_s> g(l)
ruy(z) = | ru(2) Fuu(1) 7uu(0) s Tu(2—5) g(2) (16.34)
i Fuy($) | i Fue(s)  ruu(s—1) ru(s=2) ... ruu(0) 11 g(s) |

Por lo tanto, la respuesta impulsiva puede obtenerse mediante la inversion de una matriz, recor-

dando que r,,(—1) = r,(1) vy, por lo tanto, la matriz de autocorrelacion es simétrica.

g=Ry 1wy (16.35)

En particular, si u(¢) es un impulso r,,(0) =1y r,(k) = OVk # 0, y la matriz resulta diagonal,
con lo que el calculo se simplifica notablemente. Otra sefial que posee la misma cualidad es

una secuencia de ruido blanco. Utilizar ruido blanco como entrada, sin embargo, tiene algunos
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inconvenientes. Por ejemplo, pueden aparecer senales de amplitud muy grande, lo que resul-
ta impractico desde muchos puntos de vista. Ademas, un sefial verdaderamente aleatoria es
imposible de generar en la practica. Una alternativa practica es una secuencia binaria suficien-
temente larga como para exhibir las adecuadas caracteristicas en su correlacién. Por ejemplo,

pueden utilzarse secuencias del tipo

u(t) =u(t — 1) xsign(w(t) — po) (16.36)

donde w(r) es ruido blanco, y 0 < pg <1 es la probabilidad de conmutacién. Veremos esto en

detalle mas adelante.

En este punto surge naturalmente una pregunta: ;Cual es la ventaja de utilizar la ecuacion
de Wiener-Hopf en lugar de la expresion original de convolucion discreta? La respuesta esta en
su comportamiento frente al ruido. En efecto, si la medida de |a salida es ruidosa, las muestras

observadas pueden escribirse como los valores reales mas un término de ruido

() =5@) +v(t) (16.37)

Al calcular la correlacion cruzada tenemos

N—I
ro(l) = = M+1—ll:ZM F(i+1) +v(1)] (16.38)

= rg(l)+rw(l) (16.39)

de forma tal que, en la medida en que v esté no correlacionado con u y tenga media nula, el

segundo término tiende a anularse, y el efecto del ruido es filtrado.

16.3. Analisis espectral

Utilizando la transformada discreta de Fourier, definiremos ahora el espectro y el espectro
cruzado de potencia como

q)uu(w) = i ruu(l)eijwl (1640)

JE—

D, (0) = iruy(l)e_jwl (16.41)

[=—o0

Ya que, como vimos, la funcion de autocorrelacién es siempre una funciéon par, su transformada

de Fourier sélo contiene los términos coseno, con lo que &, () es siempre real. Por el contrario,
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®,,(w) es, en general, una funcién compleja de w, con parte real e imaginaria o, lo que es lo

mismo, médulo y fase.

Por ejemplo, si tenemos ruido blanco sabemos que

rw(0) = E[w(t)w(r)] = oy,
Fow(l—k) = 0 I +k
= d,,(0) = o

(16.42)
(16.43)
(16.44)

lo que equivale a un espectro plano en frecuencia. Esto no es sintetizable en la practica.

Encontremos ahora la relacion entre @,,(®) y ®,,(w). Partiremos de la expresion de @, (o):

Puy(@)

A partir de esta ultima expresion, podemos estimar G(e/®) simplemente haciendo:

ol
L e

o =

Y Y sk)ruli—kje
[=—00 k=0
i i ruu _k)eijw(lik)

JA—
k)e IOk Z ruu(l—k)efjm([*k)
fR—

l)e_jwl

Y s

=0

i g(k)e ok i r
k=0 A=—c0

G(e/®) Dy, ()

q)uy(w)

G(ejw) = (I)uu(w)

El andlisis debe repetirse para cada frecuencia de interés.

16.4.

Identificacion paramétrica

(16.45)

(16.46)

(16.47)

(16.48)

(16.49)

(16.50)

(16.51)

Las técnicas analizadas en las secciones anteriores permiten obtener las muestras de la

respuesta impulsiva, o el médulo y fase de la funcién de transferencia estimada del sistema.

No proveen, sin embargo, una expresion racional de la funcién de transferencia, es decir, los

valores de los coeficientes del modelo que genera la respuesta impulsiva. En esta seccién, por el

contrario, supondremos que existe un modelo matematico del sistema, y propondremos métodos

para estimar sus parametros.
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16.4.1. Regresion Lineal y cuadrados minimos

Los modelos utilizados en identificacién paramétrica o identificacion basada en modelos re-
lacionan una variable observada y(¢) con p variables explicativas, también denominadas regre-
sores, ¢1(t),$(1),...,,(t). La variable t puede ser interpretada como el tiempo, pero en realidad
simplemente es un indice. Ademas, se supone que existe s6lo un parametro desconocido ¥; por

regresor. Cualquier relacion lineal puede entonces ser modelada como
YE)=01(t) +...+0,(1)0, +e() (16.52)
donde e(¢) es un error no observable.

Supongamos que tenemos N medidas de entradas y salidas (t = 1,...,N) y definamos

y = 1),y2),...,yN)]" (16.53)
e = le(1),e(2),...,e(N)]" (16.54)
9 = [th,...,0)" (16.55)

los cuales son vectores columna de las dimensiones apropiadas. Sea ® una matriz de dimen-
si6n N x p con elementos ®; ; = ¢;(r), j=1,...,p. Por lo tanto el modelo puede ser escrito en

notacién matricial como
y=®%+e (16.56)

Una forma razonable de estimar las incégnitas a partir de los datos medidos es proponer que
el error de prediccion o residuo
e(r) =y(t)— PV (16.57)

sea lo menor posible. Esto implica elegir el vector ¥ de forma tal de minimizar el funcional

J(®) = f“ e2(t) = i(y(t) —®v)? (16.58)
t=1 t=1
0, en forma matricial
J)=ele= (" —Td")(y—d0) (16.59)

Al igual que en caso escalar, J sera minimo si y sélo si el gradiente de J respecto de ¥ es nulo y

la segunda derivada es positiva. Recordando las siguientes relaciones generales

SaT ¥
T
5’;1;“9 = A+A") (16.61)
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podemos escribir

I®) = Yy—y'ev-v'o'y+ "o o0 (16.62)
= yy-28"dy+ "o o8 (16.63)
con lo cual tenemos
1)
72(;9) = 20"y +20" P (16.64)

El gradiente de j sera nulo si

o'oY =Ty (16.65)

a las que se denomina ecuaciones normales. El vector de parametros estimado por cuadrados

minimos sera entonces

3= (7o) '@y (16.66)

suponiendo que la matriz de dimensiones p x p, (®” ®) sea invertible. A menudo ocurre que los
errores de prediccion no son igualmente confiables. Por ejemplo, podria ocurrir que los datos
recientes sean mas confiables que los anteriores o viceversa. Podriamos incluir una matriz W
que “pesara” en forma individual cada error de prediccién. En ese caso el vector de parametros

se obtendria mediante la expresion
By = (@TWo) o wy (16.67)

con W positiva definida.

16.4.2. Identificacion de sistemas dinamicos. Clases de modelos

Todos los modelos que se plantearan a continuacién son casos especiales de la siguiente

expresion general:

g "B(q)
F(q)

donde ¢ " es un retardo puro y e(¢) es ruido blanco. En aplicaciones précticas, sin embargo,

Aq)y(t) = u(t)+ @e(t) (16.68)

y para evitar sobreparametrizaciones, cuando A(g) # 1 invariablemente F(q) = 1 y viceversa.

Analizaremos ahora algunos casos particulares frecuentes en la literatura.

Estructura ARX

En este caso F(q), C(q) y D(q) valen 1. Entonces
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* e(t)

o]

B(g)

— Alg

f

1
Alq)
l y(t)

Figura 16.1: Estructura ARX

A(q)y(t) = B(qu(t)+e(t) (16.69)
W) = igg;u(t)—i-A(lq)e(t) (16.70)

(16.71)

donde A(g) representa la parte autorregresiva (AR), es decir, una combinacion lineal de las
salidas actuales y pasadas, y B(q) representa la parte exdgena (X) (una combinacion lineal de
las entradas externas). EI modelo de la planta es por lo tanto, un filtro IR (respuesta al impulso
infinita). En general, entonces, definiremos este modelo como ARX (n,, ny,ni) donde n; especifica
el nimero de muestras de tiempo muerto o retardo. Un caso particular ocurre cuando n, =0, en

cuyo caso el modelo de la planta es un filtro FIR (respuesta al impulso finita):
y(t) = B(q)u(t) +e(t) (16.72)

Estructura ARMAX

Puede extenderse el resultado anterior incluyendo un término autorregresivo con respecto al

error:

A(q)y(t) = B(q)u(t) +C(q)e(t) (16.73)
) = f;gq;u(tﬂjgf];e(t) (16.74)

Este modelo incluye un término que es un promedio mévil del ruido blanco. Obsérvese que
los modelos ARX y ARMAX tienen el denominador comun A(g), tanto para las entradas medidas

como para el ruido, es decir que el ruido esta afectado por el sistema.
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C(q)
u(t) l y(@)
— B(q) >© - ﬁ —

Figura 16.2: Estructura ARMAX

e(t)

=}
=
=
=

y(t)
—»Q—»

Figura 16.3: Modelo de error de salida

~
S

Estructura OE

Si eliminamos esa caracteristica y consideramos que el ruido es basicamente ruido blanco

en la medicion, tenemos el modelo de error de salida (Output Error):

y(t) = (Z) u(t) +e(r) (16.75)

Estructura Box-Jenkins

Esta estructura es una extension natural del modelo OE, en el que se incluye una version
filtrada (ARMA) del ruido blanco:

y(t) = —=u(t)+ —=e(r) (16.76)

Debe recordarse que en la practica los datos de entrada y salida son pre-filtrados a fin de
eliminar offsets (restando el valor medio) y tendencias de baja frecuencia (mediante un filtro pasa

altos), ya que los modelos que hemos presentado no tienen en cuenta efectos no-estacionarios.
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Figura 16.4: Estructura Box-Jenkins

16.5. Minimizacidén del error de prediccion

Dada una estructura para la funciéon de transferencia del sistema y el efecto del ruido de
medicion, la estrategia de identificacién es relativamente simple: para ciertos valores iniciales de
los parametros, se calcula la salida del modelo, y su diferencia con las salidas medidas. Luego
se realiza un proceso de optimizacion por cuadrados minimos de los parametros libres para
reducir este error. Para ello, se calcula el error cuadratico y se lo deriva respecto del vector de

parametros. Se iguala la derivada a cero y se despejan los valores de los parametros.

16.5.1. ARX
La salida de un modelo ARX puede ser reescrita como una regresion lineal

y(1, ) = o) (16.77)

donde

o(r)" [—y(t — 1), —y(t —=2),...,=y(t —ng),u(t —1),u(t—2),...,.u(t—np)]  (16.78)

v = [al,az,...,ana,bl,bg,...7bnb] (16.79)

Supongamos tener los registros u(0),...,u(N), y(0),...,y(N) con N >> (n,,np). En el caso en

que n, > np la matriz de regresores quedaria

—y(na—1) ... —y(0) ulng—1) ... ulng—np)
—y(ng,) —y(1) u(ng) coo u(ng—np+1)
D= —y(n,+1) (16.80)
| —y(N—1) ... —y(N—-ng) u(N—1) ... u(N —np)
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En este caso, entonces, el vector de parametros éptimo puede obtenerse aplicando directa-

mente cuadrados minimos.

16.5.2. ARMAX

Este caso es sensiblemente mas complejo, porque por la estructura del modelo se requie-
ren los valores de e(t — 1),e(t —2),...,e(t —n.), que no estan disponibles (por defincion, no existe
una medicion directa del ruido). En este caso es habitual utilizar en su lugar el error de prediccion,
e(t—1,0),e(t—2,9),...,&(t—n., ) donde e(t, ) = y(t) —y(t,0) Y O =[a1,...,dn, b1, -, buyrC1y - n )T
Sin embargo, los valores de € dependen de ¥, con lo cual la regresién ya no es lineal. En efecto,

si definimos

CI)(tﬂﬁ)T = [2(t—=1),—y(t=2),....,—y(t —na),
u(t—1),u(t—=2),...,u(t —np),

e(t—1,9),e(t—2,9),...,€(t —ne, )]

podemos escribir

y(1,9) = ®(1,9)" (16.81)

que a menudo es denominada regresion pseudo-lineal, ya que la relacién con el vector de pa-
rametros es no lineal. Claramente, no existen métodos directos y hay que recaer en métodos
iterativos. Usualmente, la primera iteracion se realiza como en el caso ARX, y luego se itera
hasta que el procedimiento converge o se cumple el nimero maximo de iteraciones. Un proce-

dimiento similar debe hacerse para resolver modelos OE y Box-Jenkins.

16.6. Diseno de la excitacion

Un aspecto clave para garantizar el éxito del procedimiento de identificacion es el correcto
disefo de la sefnal de excitacién. La secuencia binaria pseudo aleatoria (PRBS) debe cumplir
ciertas caracteristicas para asegurar que todos los modos de oscilacién del sistema sean excita-
dos. La amplitud, duracién y probabilidad de cambio de la PRBS deben definirse en funcién de
la dinamica del sistema a identificar. Esto puede resultar paradéjico: ¢ para identificar el modelo
debo conocer el sistema?. En efecto, debe tenerse una idea aproximada de las constantes de
tiempo mas lentas y mas rapidas del sistema a fin de asegurarse que la PRBS sera efectiva. Esto
a menudo proviene de conocimiento previo del sistema, aunque puede requerir adicionalmente

de un ensayo preliminar.

Los parametros a definir en el disefio de la secuencia pseudo aleatoria son:
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= Ancho del pulso mas corto (T;). Este parametro esta directamente relacionado con la cons-
tante de tiempo mas rapida que se pretende identificar. La PRBS debe ser disefiada para
que posea una densidad espectral de potencia con suficiente energia en alta frecuencia
(modos no dominantes). Si la constante de tiempo mas rapida del sistema es t,,, un valor

posible podria ser, por ejemplo, 7. = %. T. es el reloj de la secuencia.

m Duracién del ensayo (T;). Este esta determinado por ty, la constante de tiempo mas lenta
que se pretende identificar, y a su vez determina el nimero total de eventos de la secuencia
ng, de forma tal que T; = n;T,. Un criterio valido podria ser T; ~ 31y,. El valor de 1), puede

ser establecido, por ejemplo, a partir de la respuesta al escalén del sistema.

= Probabilidad de cambio (p). Si p tiende a uno, la secuencia conmutara cada 7T, unidades de
tiempo, lo cual concentrara su densidad de potencia en las frecuencias altas. Del mismo
modo, si p tiende a cero, los cambios seran poco frecuentes, con lo cual tendremos una
sefal de baja frecuencia que excitara s6lo a los polos dominantes. Una probabilidad p = 0.5

establece un equilibrio en el espectro de la excitacion.

= Amplitud del pulso (AP). Esto esta determinado por la zona de trabajo que se pretende
identificar. Debe tenerse en cuenta que el comportamiento del sistema debe ser aproxima-

damente lineal, con lo cual la amplitud no puede ser arbitrariamente grande.

16.7. Pasos del proceso de identificacion

» Disenar el experimento y colectar datos de entrada y salida del proceso a identificar

= Examinar los datos. Eliminar "offsets™ (valores de continua), “trends” (derivas de baja fre-
cuencia) y “outliers” (valores impulsivos que resulten evidentemente erréneos); seleccionar
porciones Utiles de los datos y eventualmente aplicar filtros para resaltar los rangos de

frecuencia importantes.
m Seleccionar una estructura del modelo, a partir del conocimiento del tipo de ruido presente.

= Calcular el mejor modelo para la estructura seleccionada de acuerdo a los datos y al criterio

de optimizacion

= Examinar las propiedades del modelo obtenido. Si la aproximacion no es buena intentar

otras estructuras o diferentes métodos de estimacién.

En general, el conocimiento "a priori™ del sistema nunca es nulo, y a menudo guia el proceso
de identificacién. Esta informacion previa es a menudo Util a la hora de estimar el 6rden del

modelo. En efecto, un modelo de orden demasiado bajo sera incapaz de reflejar la dinamica
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del sistema adecuadamente. Pero un modelo de orden excesivamente alto puede dar lugar a
cancelaciones (o cuasi cancelaciones) entre polos y ceros, o resultar en un modelo que intenta
identificar la dinamica del ruido, fenémeno conocido como "‘sobreparametrizacion”™. Muchos de
estos problemas pueden solucionarse simplemente observando la respuesta al escalén de la
planta a identificar y estimando la dinamica dominante. Como consecuencia, el modelo final de
un sistema fisico suele ser una combinacién de modelado e identificacion. La dinamica de baja
frecuencia es a menudo reconocible facilmente, mientras que la de alta frecuencia recae en

procedimientos iterativos. La experiencia es invaluable.
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