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MEDIDA DE SEGMENTOS, ÁNGULOS Y AECOS* ' 7

CAPITULO I

1. Un segmento de recta AB, puede considerarse como engendrado 
por el movimiento de un punto que recorre la recta sostén del seg
mento, partiendo del extremo A liasta llegar al otro extremo B o tam
bién como generado por un móvil que partiendo del punto B y reco
rriendo la recta a la que pertenece el segmento, llega al punto A. Si 
consideramos que en el primer caso el móvil genera un segmento 
positivo, en el segundo el segmento debe considerarse como negativo.

2. Un ángulo puede considerarse engendrado por la rotación de 
una semi-recta alrededor de uno de sus extremos, que partiendo de la 
posición del primer lado, llega al segundo girando en un cierto senti
do, o también girando en sentido contrario y partiendo de la posición 
del segundo lado del ángulo llega al primero.

3. Un arco de círculo puede también suponerse generado por el 
movimiento de un móvil sobre la circunferencia a la que pertenece el 
arco, moviéndose^en dos sentidos, de un extremo al otro o de éste al 
primero.

Es evidente que los segmentos de recta, los ángulos y los arcos pueden 
considerarse como magnitudes de dos sentidos, que si consideramos 
a un sentido como positivo, el sentido contrario debe ser considerado 
como negativo y que por lo tanto deben ser medidos por números de 
sentido contrario. Desde luego que la adopción del sentido positivo 
es arbitraria, pero adoptada ésta, debe considerarse el dé sentido con
trario como negativo.

Las consideraciones sobre medidas de segmentos de recta, ángulos 
y arcos corresponden a la Geometría.

Asimismo recordaremos aquí algunas cosas fundamentales.
•1 í·.·

4. Se llama longitud de un segmento de recta, el número aritmético 
que expresa la relación de ese* segmento, al segmento tomado por uní-
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dad. Así en la figura 1, si u representa la unidad, el metro por ejemplo 
y el segmento u cabe cinco veces en el segmento AB, diremos que AB

tiene 5 metros. f
Y debemos tener en cuenta, que si fijamos 

como sentido positivo, el sentido A hacia B, 
o si el sentido en que el móvil que engen
dra el segmento AB lo consideramos como 
positivo cuando el móvil se mueve de izquier

da a derecha, el sentido contrario será negativo, es decir, cuando el 
móvil se mueve de derecha a izquierda. El punto desde el cual con
tamos el segmento, o el punto de donde arranca el móvil que lo en
gendra se llama el origen del segmento.

Figura 1

5. La medida de un ángulo, podemos considerarla como la relación 
de ese ángulo a otro tomado como unidad, que por ejemplo puede ser 
el ángulo recto.

a) Es sabido x>or la geometría elemental que en la práctica se divide 
el ángulo recto en 90 partes iguales y cada una de ellas se llama uu 
grado sexagesimal. Que cada grado se divide a su vez en 60 partes 
iguales y a cada parte se le llama un minuto sexagesimal. Que cada 
minuto se divide en 60 partes y cada parte es un segundo sexagesimal 
y que cada segundo se divide siguiendo la división decimal. Así ex
presamos un ángulo por ejemplo:

a =  36°27'43"84.

Cuando se expresa así un ángulo, por un número considerado com
plejo aritmético, se dice que se sigue la división sexagesimal.

b) Se puede también seguir la división centesimal dividiendo el cua
drante en cien grados, cada división es un grado centesimal; luego se 
divide cada grado centesimal en cien partes y cada parte es un mi
nuto centesimal, luego cada parte en cien partes iguales y cada una es 
un segundo centesimal y de ahí en adelante se sigue la división decimal 
para las fracciones de segundo. Un ángulo se expresaría a s í:

o también:
a =  85°47'39"52 

a =  85°47 39 52.

Conociendo el ángulo expresado en una cualquiera de estas dos 
unidades, es fácil obtener la expresión en la otra unidad, ya que se 
trata de un simple problema de proporciones de la aritmética.
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Por otra parte, no usaremos la división centesimal en el presente 
libro. >

Con respecto al signo, en general consideramos como sentido positi
vo cuando la rotación de la semi-recta se efectúa en el sentido contra
rio al movimiento de las agujas de un reloj y negativo el sentido del 
movimiento de esas agujas del reloj.

6. Medir un arco de círculo es compararlo con otro arco del mismo 
círculo que se toma como unidad. El número que mide un arco de
pende, pues, de la unidad de arco elegida.

7. Sistema. Se emplean en trigonometría tres unidades de arco di
ferentes, lo que da lugai*a tres sistemas de medidas.

I. Sistema sexagesimal. — En primer lugar, se toma como unidad el 
grado sexagesimal, es decir, que se toma la circunferencia a la que 
pertenece el arco y se divide en 360 partes iguales. Cada partees un 
grado. Y en la misma forma que se hace para los ángulos, cada grado 
se divide en 60 minutos y cada minuto en 60 segundos, continuándose 
luego en fracciones decimales de segundo. Se puede expresar así un 
arco:

a =  36°27'43"84.

Es el método de medida que más emplearemos en este texto.

ΙΓ. Sistema centesimal. — Se puede también usar la división cente
simal, para lo cual dividimos la circunferencia en 400 partes iguales 
y cada parte es un grado centesimal, cada grado se divide en cien 
partes y se tiene un minuto centesimal, y cada minuto se divide en 
cien partes y cada parte es un segundo centesimal, continuándose 
luego en fracciones decimales de segundo, como se hizo con los ángu
los. Un arco expresado en grados centesimales sería:

a =  85°47 39 52.

Este método, que es empleado muchas veces, será muy poco usado 
en este volumen,

III. — En el tercer sistema, la unidad adoptada es el radián, sien
do un radián el arco cuya longitud es igual al radio del círculo.

Se usa también esta unidad para medir ángulos, llamándose radián 
el ángulo que en una circunferencia de radio cualquiera, cuyo centro
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está en el vértice del ángulo, abarca entre sus Jados un arco de un 
radián o un arco de longitud igual al radio de la circunferencia.

; i
Correspondencia entre Iqs diferentes sistemas.. — Se nos presenta 

entonces el siguiente problema; conociendo la medida de un arco de
círculo en un sistema de medidas, calcular su medida en otro sistema.' <

Consideremos un arco, cuya medida en grados sexagesimales lla
maremos a, su medida en grados centesimales y su medida en 
radianes a2.

Tengamos en cuenta, también, que la circunferencia entera tiene 
360 grados sexagesimales y 2tz radianes (π =  3.14159...).

Podemós escribir :

360 400 2iz K }

Esta importante igualdad resuelve el problema planteado y así se 
tiene:

a = 0 ,9 a 1? a = 1 8 0 - ?
TZ

(2)

*i =
1 0  a 

9 ’
«1 =  2 0 0  ^

7Z
(3)

a2 ==■
ΊΖΖ

1 8 0  ’ “  2 0 0 (4)

Aun a riesgo de ser cansador con estas cosas elementales y cono
cidas por quienes se inician en el estudio de Trigonometría, no está 
demás insistir un poco sobre ellas.

Las fórmulas que anteceden suponen que a está medido en grados 
sexagesimales y fracciones decimales de grado. Cuando se ba calcu
lado a, por la fórmula (1), se ha obtenido su valoren fracciones deci
males de grado sexagesimal y para tener a a expresado en grados, 
minutos y segundos, hay que multiplicar las fracciones decimales de 
grado por 60 y se obtienen minutos y fracciones decimales de minuto, 
luego las fracciones decimales de minuto por 60 y se obtienen segun
dos y fracciones decimales de segundos sexagesimales.

Cuando se quiere calcular a2 por la fórmula (4), el arco a debe estar 
expresado en grados sexagesimales y fracciones de grado sexagesi
mal. Si el arco a está expresado en grados, minutos y segundos sexa
gesimales y sea

D°M'S"
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siendo D el número de grados sexagesimales, M el número de minutos 
y  S el número de segundos, se tiene evidentemente a expresado en 
grados y fracciones decimales de grado sexagesimal por la fórmula:

M S
OL —— T) «4- ---  -f- ------- ·60 3600

Y en ese caso de fórmulas (4) nos d a :

M S ID H------- |---------60 3600

Para la aplicación de las fórmulas 2, 3 y 4 es necesario conocer los 

valores de tu y -> que son :
7Z

tu =  3.14159265358979

i  =  0.31830988618379.
tu

Que en los cálculos prácticos basta con tomar cuatro decimales:

3.1416 

-  =  0.3183.

TU
Oto = 180

Observación. — Todo esto que liemos expresado para los arcos se 
aplica también para los ángulos.

Hay que observar que tanto los arcos como los ángulos pueden ad
quirir valores mayores que una circunferencia o que cuatro rectos, es 
decir, que el número que mide un ángulo o un arco puede variar de 
— oo a +

8. Círculo orientado. Arcos dirigidos. — Se dice que un círculo es 
orientado, cuando se ha determinado sobre él, el sentido positivo 
para medir los arcos. Tomaremos en general como sentido positivo 
el sentido contrario al movimiento de las agujas de un reloj. Se toma 
sobre él un punto a partir del cual se miden los arcos; es el origen 
de los arcos.

9. Círculo trigonométrico o goniométrico es un círculo orientado de 
radio igual a 1.
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10. Dos arcos o dos ángulos se llaman suplementarios cuando su 
suma algebraica vale 180° o π; y complementarios cuando su suma

vale 90° o

11. Se dice que un arco o un ángulo pertenecen al primer, según 
do, tercer o cuarto cuadrante cuando su valor algebraico está com-

7Uprendido entre 0o y 90° entre 90° y 180° fa) entre 180° (π) 

y 270° í^-j? entre 270° í ^ j  y 360° \2tz) respectivamente.



CAPITULO II

DEFINICIÓN DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS

12. Supongamos un círculo orientado de radio p (fig. 2) y sea OA 
el origen de los ángulos, y consideremos un ángulo MOA. La distan
cia p de M al vértice O del ángulo la lla
maremos radio vector del punto M ; orde
nada MP del punto M, la distancia del 
punto M al otro lado O A del ángulo ; y 
abscisa OP del punto M a la distancia cen
tro del círculo al pie P de la ordenada MP.
Supongamos siempre el radio vector p, me
dido por un número positivo. La ordenada 
MP la consideramos positiva si ¿el pun
to M está arriba del diámetro que pasa 
por A y negativa en caso contrario, La abscisa OP la consideramos 
positiva si el pie P de la ordenada cae a la derecha del centro O, 
negativa si cae a la izquierda.

Figura 3

Llamaremos p al radio vector, x a la~abscisa e y a la ordenada.
De acuerdo a la convención, si el ángulo es menor que un recto

90° ó la abscisa a? y la ordenada y son positivas (fig. 3-1). Si el

ángulo pertenece al segundo cuadrante (comprendido entre 90 y 180°) 
la abscisa x es negativa y la ordenada y positiva (fig. 3-II). Si el 
ángulo pertenece al tercer cuadrante (comprendido entre 180 y 270°) 
tanto la abscisa x como la ordenada y son negativas (fig. 3-III) y si
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el ángulo pertenece al cuarto cuadrante (comprendido entre 270° y 
360°) la abscisa x es positiva y la ordenada y negativa (tig. 3-1V).

El caso en que el ángulo valga 90° es un caso particular y la abs
cisa vale cero y la ordenada vale p. Si el ángulo vale 270°, la abscisa 
vale cero y la ordenada — p.

Resulta así que el eje de las abscisas es la recta que contiene al 
diámetro que pasa por el origen de los ángulos y de los arcos y eje 
de las ordenadas, la recta que contiene al diámetro perpendicular al 
eje de las abscisas.

13. T e o r e m a  : La relación de los tres segmentoradio vector, abs
cisa y ordenada, tomados dos ce dos y correspondientes a un ángulo ol,

que suponemos variable, es una función 
de a. — En primer lugar es evidente que 
si el ángulo es constante, esas relaciones 
también son constantes y de un valor de
terminado e independiente del radio vec
tor p. En efecto, para a constante y dos 
valores de p y p' se tienen dos puntos M y 
M' de abscisas x y x'\y ordenadas y e y' 
(fig. 4). Y es evidente, por la semejan
za dé los triángulos MOP y M'OP' que

esas relaciones son constantes.
Supongamos (fig. 5) dos ángulos desigua

les a y a '  dados por AOB y AOB'. Tome
mos dos radios vectores OM y OM' y tra
cemos sus abscisas x y x' y sus respectivas 
ordenadas y e y'.

Los triángulos MOP y MOP' no son se
mejantes y por lo tanto sus lados no son 
proporcionales y entonces las relaciones 
entre p, x e y no han permanecido constantes, 
variado, como se quería demostrar.

Figura 5

antes al contrario lian

14. Si consideramos un ángulo variable a (fig. 6), medido por el 
ángulo MOA o por el arco AM y sea. p el radio vector de M, x su 
abscisa e y su ordenada, las ^elaciones:

yI o ordenada y al radio vector p. . ¿
P

Λ
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χ
2o abscisa x al radio vector p. .

■ r P f
y3o ordenada y a la abscisa a?„. . . . -9 x
x

4° abscisa x a la ordenada y ..
y
o

5o radio vector x a la abscisa o.r x

6o radio vector p a la ordenada y .
•

son las seis funciones trigonométricas o las 
seis funciones goniométricas del ángulo a y 
se llaman respectivamente seno, coseno, tan
gente, cotangente, secante y cosecante, que se 
indican en forma abreviada, sen, eos, tg, 
ctg, sec y cosec.

Tenemos así

<j/ /j» X O o
sen % =  -> eos a =  - tg a =  - ? ctg a =  - ? sec a =  -  ? cosec a =  - · 

p p x ' y x y

Hemos dado así una definición de las funciones trigonométricas. 
Se acostumbra a llamar al

P
y

Figura 6

y al
sen, tg y sec. las líneas

eos, ctg y cosec . las colíneas.

Nosotros llamaremos a todas las líneas trigonométricas.

15. Es claro que pueden darse otras definiciones de estas mismas 
funciones.

Daremos otra, solamente a los efectos de aclarar conceptos.
Tomemos el círculo orientado de centro O y radio p =  1, es decir 

el círculo trigonométrico de centro O y sea A el origen de los arcos. 
Sea M el móvil que origina los arcos que suponemos se mueve en el 
sentido positivo (fig. 7). El arco AM mide el ángulo a, puesto que

arco =  radio X ángulo y p =  1,
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resulta que el arco es igual al ángulo medido en radianes. Diremos 
indistintamente el arco AM o el ángulo AM o el ángulo a.

Sea x'x la recta que pasa por el origen 
de los arcos.

Suponemos que los segmentos medidos 
sobre la. semi-recta ox sean positivos. Los 
medidos sobre la semi-recta ox' serán ne
gativos. Las ordenadas de los puntos arri
ba del eje xx' las consideramos positivas, 
las medidas debajo del mismo eje las con
sideramos negativas. Tracemos la tangen
te  geométrica zz' en el origen de los arcos al 
círculo trigonométrico. Las magnitudes 

medidas sobre la semi-recta As las consideramos positivas y las medi
das sobre la semi-recta Az' como negativas.

Consideremos ahora el arco AB igual a ^ y en el punto B tracemos
Δ

la tangente u'u al círculo trigonométrico. Las magnitudes medidas 
sobre la semi-recta Bti las consideramos positivas, las medidas sobre 
la semi-recta Bu' como negativas. Trazando la normal yy' al eje x'x 
que pasa por B, las magnitudes medidas sobre la semi-recta O y son 
positivas y las medidas sobre O y' negativas.

Tracemos la tangente al círculo en el punto M que corta a xx' en S 
y a yy' en H.

Llevemos el radio OM y prolonguemos. Corta en T a z'z y en K a 
u'u y bajemos de M la normal MP al eje x'x.

Definimos ahora las líneas diciendo que en el círculo trigonomé
trico (9)

sen a =  MP, eos a — OP, tg a =  AT, 

ctg a =  BK, sec a =  OS, cosec a =  OH

-es decir que:

Seno de un arco es la perpendicular bajada desde el extremo 
libre del arco al radio que pasa por el origen de los arcos en el 
círculo trigonométrico. Es positivo en el I o y 2o cuadrante. Ne
gativo en el 3 o y 4o.

Coseno de un arco es la distancia desde el centro del círculo 
trigonométrico al pie de la perpendicular bajada desde el extre
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mo libre del arco al radio que pasa por el origen. Es positivo en 
el I o y 4o cuadrante y negativo en el 2o y 3o.

Tangente de un arco es la parte de tangente geométrica en el 
origen de los arcos, comprendida entre ese origen y la intersec
ción con la prolongación del radio que pasa por el extremo libre 
del arco. Positiva en el 1er y 3er cuadrante, negativa en el 2o y 4o.

Cotangente de un arco es la parte de tangente geométrica en 
el punto a un cuadrante del origen comprendida entré este punto 
y la prolongación del radio que pasa por el extremo libre del 
arco. Es positiva en el 1er y 3er cuadrante y negativa en el 2o y 4o.

aSecante de un arco es el segmento de la recta que une el cen
tro del círculo trigonométrico con el origen de los arcos, com
prendido entre el centro del círculo y la intersección con la tan
gente al círculo en el extremo libre del arco. Es positiva en el 
I o y 4o cuadrante, negativa en el 2o y 3o.

Cosecante de un arco es la parte de la recta que une el centro 
del círculo trigonométrico con el punto situado a un cuadrante 
del origen, comprendida entre el centro del círculo y su inter
sección con la tangente geométrica en el extremo libre del arco.

Es fácil ver que esta definición, está en correspondencia con la 
anterior. En efecto, según la definición anterior, teniendo en cuenta 
que el radio vector del punto M vale 1 (fig. 7), se tiene:

MPsen a =  —— =  MP,1

ctg a

OP _  eos a =  —- =  OP. 1
MP AT

° P  BK __
M P OB ’ SeC<X

OM OHcosec a =  —— =MP OM

^ α =  ™  =  7ΓΓ =  ΑΤ> 

OM
OP
OS

O P

OH.

OM

OA

OS,

Todas estas relaciones se obtienen fácilmente comparando los tri
ángulos semejantes OMP, OTA, OSM, OKB y OHM.



VARIACIÓN DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS

CAPITULO  III

16. V a r ia c ió n  d e l  s e n o  a.— Veremos en qué forma varían las fun
ciones trigonométricas de un ángulo a, con el variar del argumento a.

s Para ello daremos valores a la variable a
y veremos los que toma sen a, calculando 
sen a para algunos valores particulares 
de a.

Sea (fig. 8) un círculo trigonométrico, 
vale decir orientado y de radio uno. Sea A 
el origen de los arcos.

Un ángulo cualquiera a está medido por el 
arco AM. Cuando el arco vale cero, la orde
nada y del punto M también vale cero. Lue

go el seno de 0o vale cero. Cuando el punto M recorre el arco AB en el
primer cuadrante, el arco crece desde 0o a 90° ó -  y el seno también
crece. Podemos calcular algunos valores de sen a. Por ejemplo, si el 
ángulo vale 30°, el seno vale MP. Prolongando MP basta M' el triángu
lo OMM' es un triángulo equilátero, cada uno de cuyos lados vale 1.

Figura 8

Figura 9

Luego MP vale ^ y el seno de 30° jó vale *

π 1sen 30° =  sen -  =  -  =  0,500. o 2

Para calcular el seno de 45° tenemos

la figura 9. Si el ángulo MOP vale 45°, sien
do el ángulo OPM de 90°, para que la suma
de los ángulos interiores del triángulo MOP valga 180°, es necesario 
que también el ángulo OMP valga 45°. Resulta así que el triángulo 
OPM es isósceles y OP =  MP.
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Aplicando ahora a ese triángulo rectángulo el teorema de Pitágo- 
ras, se tiene:

OP2 +  MP2 =  ÓM2.

Pero OM vale 1 y OP =  MP, luego

2 MP2 =  1.
De donde resulta

sen 45° =  sen -  =  MP 4
1
o

i |/2— =0,707. 2 ’

Podemos también calcular el seno de 60°

para lo cual tenemos la figura 10.

Uniendo M con A el triángulo MOA es 
por lo menos isósceles, pues tiene el lado OM 
igual a OA como radios de un mismo círculo. 
El ángulo OMA es igual a OAM y tenemos

2 OAM +  60° =  180°. Figura 10

Luego los ángulos OAM y OMA valen también 60° y el triángulo 
OAM es un triángulo equilátero. La perpendicular MP divide al lado 
O A en dos partes iguales, es decir, que tenemos

OP =  PA =
2

Y aplicando ahora al triángulo rectángulo OPM el teorema de Pitá- 
goras, tenemos

OM2 =  MP2 +  ÓP2.
Pero

OM =  1 y OP =  -  
J 2

luego

.. .MP2 =  1 -  -  =
4 4

t: 1/3sen 60° =  sen ^ =  MP =  — =  0,860. 
\  ό  2

Y obtenemos
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Cuando el ángulo vale 90° la perpendicular MP se confunde

Figura 11

con el radio BO y vale 1.
Se ve que si el ángulo crece en el primer 

cuadrante desde 0 a 90°, el seno crece desde 
0 a -f- 3.

Si seguimos incrementando el ángulo a 
en el segundo cuadrante (fig. 11) con el cre
cer del ángulo en el segundo cuadrante, el 
valor del señó decrece. Es fácil ver por la 
figura 11, que se puede obtener cómodamente 
algunos valores del seno para valores par

ticulares del ángulo a. Por ejemplo para a = 120° el valor del

seno es M1P1 (figs. 10 y 11) y es igual que para 60°, luego

2 π V3sen 120° =  sen — =  — =  0,866.ó ¿
, 3^Igualmente es cómodo comprobar que el seno de 135° |ó — j vale 

igual que el seno de 45°, luego tenemos

3z 1Í2sen 135° =  sen — =  — =  0,707.4 2
Si queremos el seno de 150°, se ve por la 

figura 12, trazando por Mx la paralela MXM

y llevando MP, que el seno de 150° ó̂

vale lo mismo que el seno de 30°, luego

fc  t i  > ° - s msen 150° =  — =  |

Y si el ángulo vale 180° (ó π) el punto M se confunde con A', su 
ordenada vale cero,

sen 180° =  sen?: =  0.000.

Se observa que si el ángulo crece en el segundo cuadrante, desde 
90 a 180°, el seno decrece desde +1  hasta cero.

Incrementemos el ángulo de modo de tomar todos los valores del 
tercer cuadrante. A medida que el ángulo crece, el punto M se mueve

Figura 12
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desde A' hasta B', la ordenada MP crece en valor absoluto, pero 
como es negativa, por estar debajo del eje ¿Va?, el seno decrece. Y es 
cómodo, por simples consideraciones geométricas, análogas a lasque 
hemos hecho para el primer cuadrante y que no vale la pena repetir, 
obtener los siguientes resultados:

7 t: 1 -  0,500sen 210° =  sen —— =6 2 “

sen 225° =  sen —  = (/2 = -  0,707
4 2

sen 240° =  sen —  = f3 = -  0,866
3

3 t:sen 270° =  sen —  — 1 = -  1.000.

Mientras el ángulo crece en el tercer cuadrante desde 180° hasta 
270°, el valor del seno decrece desde 0 hasta — 1.

Dando ahora al argumento todos los valores del cuarto cuadrante

desde 270° hasta 360° (ó 2π), el seno, como puede verse en la

figura 12, varía desde —1 hasta 0 y también se puede obtener fácil
mente

ΟΛΛΛ 10- 1/4>í «.) Λ Oí* á?sen 300a =  sen ——— _J__ =  U.OUD
6 Omi

sen 315° =  sen —
lU>

=  -  ^  =  -  0,7074 a ’
1sen 330° =  sen =  -  -  — -  0,5006 2 ’

sen 360° =  sen 2r =  ... =  0,000.

Si seguimos aumentando el ángulo, de modo de tomar valores ma
yores que 360° ó 2π, los valores de seno repiten. Así, por ejemplo, 
si tomamos el ángulo de 390°, tenemos

sen 390° =  sen (360 + 30°) =  sen309

y así sucesivamente. La función seno resulta, así, una función perió
dica de período igual a 360° ó 2r.

Hemos obtenido en resumen :
2
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ci sen a y. seu a

0 o 0,000 crece decrece
crece crece 1

co o o Í6 í) \  =  0,500
Δ

O0r—\
(ó - i )

-  -  =  - 0,500

\ ^
/ τΛ |/2'-= 0 ,7 0 7

Δ

225° (ó 5π \
-  V =  -  0,707Jj45° I O- \ 4 /

l v \

oOCO (<,--)
β— =  0,866 240° (ó í )

|/3-  ^  -  0,8 66
\ y 2 ’ \ d / Δ

/ π\ 3tu\90° 1.000 270°
(ó 2 ] -  1.0 0 0

crece decrece 1 0 π\ 1/3

1 2 0 ° ( 4 )
1/3
4  =  0,866
Δ

300°
(ó ~*r] -  — =  -  0 ,8 6 6  

2 ’

/ 3-\ (2-  =  0,707
315° (ó τ ΐ

12-  — =  -  0,707 
2 ’135° (ó — ) \ 4 /

\ 4 / 2 ’
1 1tt\ 1

150° ( 4 1
-  =  0,500 2 ’

330°
(* - 0 )

— t) =  — 0,500

180° (ó -) 0,000 300° (ó 2~) 0,000

Representación gráfica. — Con estos valores construimos la curva 
que representa gráficamente a la función sen a. Llevamos sobre la& 
abscisas o eje de la variable independiente, los valores de a y sobre

las ordenadas los valores de sen a y obtenemos la curva de la figura Id.
Podemos obtener gráficamente la curva que representa al seno a en 

función de a. Para ello(fig. 14) tomamos un círculo trigonométrico que 
dividimos en un numero cualquiera departes iguales, por ejemplo 1 (b 
que designaremos de 1 a 10.
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Prolonguemos él diámetro A'A que pasa por el origen de los arcos· 
y sobre esa prolongación Ax  tomemos un origen Ov Medimos sobre 
el eje O# los ángulos y sobre el normal los valores del seno. ' 

Tomamos en una escala los valores 1, 2,3... sobre Οχχ. Para encon- 
trar el punto de la curva que corresponde al ángulo 2, por ejemplo,, 
dado en la figura 14 por MP, proyectamos paralelamente a Oxx el punto- 
M hasta encontrar en M2 a la ordenada llevada por el punto 2. El 
punto M2 representa a la curva.

Procediendo en la misma forma con respecto a los demás puntos se 
obtiene la curva de la figura 14.

Se ve que la curva hace ver que la función es periódica. La curva 
que la representa se llama sinusoide.,

Se ve que el valor máximo del seno es +  1 y el valor mínimo — 1, 
es decir, que siempre se verifica para cualquier valor de a que

— 1 <  sen a <; +  1

y no se concibe un valor del sen a mayor que +  1 o menor que — 1. 
Se ve también que el seno se anula para todo valor de a que sea múl
tiplo de tí.

Además hemos visto que la función seno es una función periódica 
de período igual a vale decir, que aumentando el arco en un número 
cualquiera de circunferencias, o disminuyéndolo, el valor del sen a 
queda el mismo, lo que se puede expresar en la siguiente forma

sen (27c- +  a) =  sen a'

donde 1c designa un número entero cualquiera positivo o negativo; (T
3 ti

17. y  a r ia c ió n  d e l  c o s e n o . — Veamos ahora en qué forma varía 
eos a con el variar de a. Consideremos un círculo trigonométrico y 
un ángulo a. Por definición eos a =  OP. Cuando el ángulo vale 0o,
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el punto M coincide con A y el pie P déla perpendicular bajada des
de M también coincide con A. El eos 0 o es igual a O A =  1.

Cuando el ángulo crece en el primer cuadrante, o cuando el punto 
M se mueve desde A hasta B, el punto P se mueve desde A hasta O, 
el coseno decrece entonces desde +1 hasta 0. Por consideracionesI
elementales de geometría se podríap. encontrar algunos Calores para 
el eos Así, por ejemplo, se encontraría fácilmente:

Figura 15

_ l/
eos[30o =  eos ~ == =  0,866

i I 0 2

π |;2eos 45° =  eos -  =  — =  0,707 4 -2

eos 60° =  eos ~ = i  =  0,500o Δ

eos 90° =  eos~ — ... =  0,000.

Si el ángulo crece en el segundo cuadrante, aumentando de 90°

hasta 180° o desde ^ a π, el punto M se mueve desde B hasta A' y

el pie de la perpendicular se mueve desde O hasta A', el coseno de
crece entonces de 0 a — 1, ya que en el segundo cuadrante es nega
tivo, por caer el punto P a la izquierda de O. Se obtendría también, 
con consideraciones elementales, que :

2τζ 1eos 120° =  eos — =  — -  =  — 0,500o 2

3t:eos 135° — eos — =  — — =  — 0,7074 2

eos 150° =  eos ~  =  — — =  — 0,8666 2
eos 180° =  eos tz =  ... =  _  1,000.

Mientras el ángulo crece en el tercer cuadrante desde 180° hasta 
270°, el coseno crece desde -  1 a 0 y se podría tener fácilmente:

eos 210° == eos ~  ~  =  — 0,866
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Y cuando el ángulo crece en el cuarto cuadrante desde 270° a 360°, 
el coseno crece desde cero basta +  1. Y podría obtenerse:

eos 300° =  eos =  -f i  — +  0,500o 2
Λ ,

eos 315° 5= eos ^  == + =  -f- 0,7074 2

eos 330° =  eos ^  ^  =  +  0,866
6 2

eos 360° =  eos 2- =  +  . . .=  +  1.000.

Si se sigue aumentando el valor del ángulo, el coseno vuelve a reto
mar los mismos valores que al empezar. Resulta así el coseno una 
función periódica de período 360° ó 2π y podemos escribir

eos (2/ct5 +  a) =  eos a,

donde k es un número entero cualquiera, positivo o negativo.
Podemos resumir los resultados que liemos obtenido en el cuadro 

siguiente:
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«Μ,

Representación gráfica,. — Y con ^estos valores, representamos 
ahora la curva que representa la función eos a» Tomamos sobre el eje 
de las abscisas, en una escala arbitraria, los valores de a y en el eje 
de las ordenadas, también en una escala arbitraria, los valores del 
coseno.

Tendremos así la figura 16.

En forma análoga a la que aplicamos para el seno, podemos obte
ner gráficamente la representación de eos a en función de a.

« !í eos y. cc »> 
f

eos a

0 o ' 1.000 180° (6 -1.000
crece decrece crece crece

8o°H ) · 0,866 , 2 ΐ« · ( 6, ί )  ■ — 0,8GG

0,707
• i μ:··'· . . 22s” {♦ t ) -0,707

0,500 240· (ó f ) " ' -0 ,500
\ /

0,000 0,000

crece decrece crece crece

120 - ( » | ) - 0 ,5 0 0 ; 300· (o H i) + 0,500

+ 4 -0,707 3150 (ó t ) + 0,707

150° ( 4 ) -0 ,866 3 3 0 - 0  - ) +  0,866

180° ó i) -1 .000 360° (ó 2-) +  1.000
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Para ello, dividimos la circunferencia, en un número cualquiera de 
partes, que es más cómodo sean iguales, por ejemplo 16, como se in
dica en la figura 17, que llamamos 1, 2, 3, L· ' ,sln:iq

Sobre el diámetro A'A prolongado tomamos un eje donde represen
tamos los ángulos 1, 2, 3; ... en una escala cualquiera y luego por cada 
extremo del arco, por ejemplo 2, bajamos la normal MP sobre el diá
metro A'A. El éos 2 es OP, valor que llevamos a nuestro sistema sobre 
la normal 2 al eje (^a?, obteniendo así un punto de la curva-. Repitiendo\ ' Í > ' \ i I

Figura 17
• ·; í >.·'■'

lo mismo para los demás ángulos 1, 3, 4, ..., étd., se obtiene la curva 
de la figura..! 7. La curva muestra también que la función es periódica 
y de período igual a una circunferencia.

Se ve que el valor máximo del coseno es -f- 1 y el valor mínimo — 1, 
es decir, que podemos poner para cualquier valor del ángulo

— 1 < eos a ^  —- 1,

y no tiene sentido dar al coseno un valor mayor que + 1  ni menor 
que —1.

Es de notar también que el coseno se anula para valores del arco
TUque sean un múltiplo impar positivo o negativo de -·

' .y

18. Y a b ia g ió n  d e  l a  TANGENTE. — Tracemos el círculo trigo
nométrico y sea A el origen de los arcos. Hemos definido como

tg α =  AT.

Estudiáremos cómo varía AT con el variar de a. Cuando a vale 
cero, el punto T coincide con A y la tangente de Cá vale cero. Cuam 
do a crece en el primer cuadrante, la tangente AT crece y es positiva. 

Podemos calcular algunos valores de la tangente para algunos va-
ϊ



lores de a. Por ejemplo, si a vale 30° ^o-j> tendremos (fig. 18) que
tomando el punto T' simétrico de T con respecto a OA, el trianguló 
TOT' resulta equilátero. Es entonces OT =  2 AT y el triángulo rec

tángulo OAT nos d a : ¡

OT2 =  ÜA2 +  AT2

o bien, puesto que OT =  2 AT y O A 
tenemos: ,

=  1

4 Α Ϊ2 -  Α ϊ2 =  1
de donde

Figura 18 tg 30 0 =  * e l  =  | / | - f  =  «,5 7 7 .

la figura 19, que si tomamos el simé
trico O' de O con respecto a AT, el triángulo OTO' resulta equilá
tero y el lado

OT =  ÓO' =  20A  =  2, 

el triángulo rectángulo OTA nos da

OT2 =  OA2 +  AT2

y reemplazando OT =  2 y O A =  1 , se tiene :

4  =  1 +  AT2
de donde sacamos

— 24 —

Si suponemos a igual a 45° el

triángulo OAT es isósceles y :

AT =  OA =  1,

y se obtiene

tg 45° =  t g j  =  1-

Haciendo a =  60° I ó^b se tiene en
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Si seguimos incrementando el ángulo, siempre en el primer cua
drante, cuanto más se acerque el punto M al punto B, tanto más se 
alejará hacia arriba el punto T.

Consideremos el ángulo (90° — ε) ó £ — e > cuanto más pequeño11

sea ε (e positivo), tanto mayor será la tangente AT y podemos poner

tg (90° — e) -> 4t oo.
ε —► 0

La tangente crece en el primer cuadrante con el crecer de z. 
Tomando ahora el ángulo 90* +  ε, la tangente es negativa. El 

punto T está debajo del eje x'x y cuanto más pequeño sea ε (ε posi
tivo) tanto más lejos estará el punto T y siempre hacia abajo. 

Podemos poner :
tg (90a + 6) ^ 7 !»,

£ —► 0

Y en el límite, cuando ε vale cero, tendremos

t g  90° =  tg £  =  ±  p o .

En el punto en que a vale 90°, la tangente es una función discon
tinua y aunque nuestra variable z varíe en forma continua, la tan
gente salta bruscamente de más infinito a menos infinito.

Si se hace crecer el ángulo en el segundo cuadrante, cuando el 
punto M se mueve desde B hasta A', la tangente disminuye en el 
valor absoluto, pero, como es négativa, la tangente crece.

Se podría obtener, por simples consideraciones geométricas análo
gas a las que hicimos para el primer cuadrante, algunos valores de 
la tangente, por ejemplo :

tg 120° =  -  =  -T 1.732
tg 135° =  =  -  1.0 0 0

^3tg 150° =  -  r— =  -  0,577Ó »
tg 180° =  =  0 ,000.

Si se incrementa el ángulo en el tercer y cuarto cuadrante, es fácil 
notar que se reproducen los valores del primer y segundo cuadrante 
respectivamente. La tg es una función periódica de período igual a 
180° o a π.
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Y, en efecto, si calculásemos por elementales consideraciones geo
métricas, tendríamos:

tg 210° =  tg ' =  tg 30° =  =  0,577

tg 225° — tg * — tg 45° =  =  1.0004:
4t:tg 240° =  tg =  tg 00° =  | 3 = 1.732ó
St:tg 270° — tg f  =  tg 00° — 4- co (discontinua)

tg 300° =  tg 4 -  =■ tg 120° ■= -  |/3 =  -  1.732 o
I 7:tg 315° — tg =  tg 135° =  — — 1.0004

tg 330° =  tg —  =  tg 150° =  -  ^  =  -  0,577 
0 3

tg 300° =  tg 2r =  tg 0o =  =  0,000.

Representación gráfica. — Con estos valores representamos gráfica
mente a la función tangente. Sobre el eje de las abscisas llevamos

Figura- 20

en una escala cualquiera los valores de a y sobre las ordenadas los 
valores de tg a.

Obtenemos la curva que muestra la figura 20.



27 —

La tangente es entonces una función periódica de período igual ju  
y podemos escribir:

tg (k-τ: + a) =  tg a.

donde 1c es un número entero, positivo, negativo o nulo.

Es una función continua, excepto para los valores de y =  ÍK)° ó -  

y todos los valores

le- +  -- (le - número entero). 
2

La curva toca a las rectas llevadas normalmente a eje de las a, por
los puntos a =  90°, 270, , etc., en el infinito. Estas rectas son asimj)-

Fi gura 21

totas de la curva y ésta se llama asimptótica. Por representar a la tan
gente se la suele llamar tangentoule.0

Se puede también obtener la curva que representa gráficamente 
a la tg y en función de y en la forma siguiente: Se toma el circulo 
trigonométrico de centro O y se divide en un número cualquiera de 
partes que conviene sean iguales, por ejemplo 16, que numeramos de
1 a 16 (fig. 21) y se traza la tangente geométrica zz' en el origen A 
de los arcos.

Sobre el eje x'x se toma un origen θ 1? y sobre él se lleva la normal 
que será el eje donde tomaremos los valores de la función.

Sobre Ĉ a? representamos los valores de y en una escala cualquiera. 
Si se quiere obtener la representación de un punto cualquiera, por 
ejemplo para el ángulo 2, uniendo en el círculo O con el punto 2 y 
prolongando hasta T, se tiene por definición que AT es la tg. Luego
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en el punto 2 de que representa el ángulo 2, se traza la normal a 
Oí# y por el punto T la paralela al eje O e l  punto dé encuentro 
nos da el punto buscado. Procediendo en la misma forma para los de
más puntos, se obtiene la curva que muestra la figura 21.

19. V a r ia c ió n  d e  l a  c o t a n g e n t e , tt Consideremos el círculo 
trigonométrico (fig. 22). Hemos definido como cotangente el valor

BK (15).
Cuando a vale cero, el punto M coinci

de con A, el punto K se lia alejado hasta 
el infinito y podemos decir que ctg 0o va
le i  oo.

Cuando el ángulo crece en el primer cua
drante, el punto M se mueve desde A basta 
B y el punto K se acerca desde el infinito 
hacia él punto B, es decir, que la ctg de

crece. Cuando el ángulo vale 90°

punto K coincide con B y la magnitud BK vale cero, es decir, ctg 90° 
vale 0. Si el ángulo crece en el segundo cuadrante, con el moverse 
del punto M desde B hacia A', el punto K se aleja hacia la izquierda 
y cuanto más se aproxima el punto M hacia A' tanto más se aleja el 
punto K hacia la izquierda. La ctg decrece y tiende a valer — ex?.

Cuando el ángulo vale 180°, la ctg es discontinua en ese punto, sal
tando bruscamente de — oo a H- oo. Cuando el ángulo crece en el tercer 
cuadrante, los valores que adquiero la ctg son los mismos que en el 
primer cuadrante, es decir, la ctg decrece y cuando el ángulo vale 
270°, la ctg vale 0.

Si el ángulo crece en el cuarto cuadrante, la ctg adquiere los mis
mos valores que en el segundo cuadrante, es decir, la ctg decrece y 
cuanto más se aproxima el ángulo a valer 360°, tanto más se aproxi
ma la ctg a valer — oo. En el punto 360°, lo mismo que en el punto 0o, 
la ctg es discontinua y pasa bruscamente de — oc a +  oo.

Podemos resumir estos resultados en la forma que sigue:
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1 .
ctg st « ,ctg «

0 ' +  co crece decrece
crece decrece 270° 0,000

o o o 0,000 crece decrece
crece
180°

decrece
+  DO

360° +  oo

Se podrían fácilmente calcular algunos valores, en la misma forma 
que se hizo para la tg.

Representando luego gráficamente a la función, para lo que toma

mos sobre el eje de las abscisas los valores de a y sobre las ordena
das los valores de ctg, se obtiene una curva como la de la figura 23.

La ctg es una función periódica de período igual a 180° (ó a π). 
Luego se puede escribir

ctg +  a) =  ctg a

donde k es un número entero, positivo, negativo o nulo.
Se puede observar también que la ctg y la tg tienen siempre el 

mismo signo.
Que la cotangente es discontinua en los puntos O, τ, 2^, etc., es 

decir, en todos los puntos dados por

a =  kiz (kj entero, positivo, negativo o nulo).
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20. V a r ia c io n e s  d e  l a  s e c a n t e . — Consideremos el círculo tri
gonométrico (tig. 24) y un ángulo a dado por el arco ΑΜ. Por defini
ción sec a es OS. Cuando a vale cero, el punto M se confunde con A 
y lo mismo le ocurre al punto S. Luego la sec de cero, vale 1.

Con el crecer del ángulo a en el primer cuadrante, es decir, a me-

n'
Finura 21

dida que el punto M se mueve desde Á bacía B, el punto S se aleja 
hacia la derecha, la secánte crece y cuanto más se.acerque el punto 
M a B tanto más grande se hace la sécante.

y
Podemos poner, siendo ε un ángulo positivo

Cuando el punto M pasa del otro lado del punto B, el punto S está 
a la izquierda de A', la secante es negativa y si ε es un ángulo posi
tivo, podemos poner

Es decir, que cuando el ángulo pasa por el valor ^  la secante es 
discontinua y pasa bruscamente de +oc a —

A medida que el ángulo crece en el segundo cuadrante, es decir, a 
medida que el punto M recorre el arco BA', el punto S se acerca de 
izquierda a derecha hacia el punto A'. La secante disminuye en valor- 
absoluto, pero como es negativa, en realidad crece y cuando el ángulo 
vale -ir, el punto M se confunde con A' y la secante vale — 1.
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Si hacemos crecer ahora al ángulo en el tercer cuadrante, vale de
cir, si el punto M recorre el arco A'B'el punto S vuelve a alejarse del 
punto A' hacia la izquierda, vale decir, que la secante decrece, por 
ser sus valores negativos y tanto más se acerque el punto M a B' 
tanto más lejos estará de A' hacia la izquierda del punto S.

Si ε es positivo podemos poner:

Y también

3 -
En el punto la secante es discontinua y su valor pasa de un

salto desde — oo a +  oo, con el crecer en forma continua del arco o 
del ángulo.

Si el punto M se mueve en el cuarto cuadrante recorriendo el arco 
B'A, el punto S se acerca desde +  oo hacia A. La secante decrece y 
llega a tener el valor + 1  cuando el arco o el ángulo vale 2-.

Si se sigue incrementando el ángulo o el arco, los valores de la 
secante se vuelven a reproducir y resulta que la secante es una fun
ción periódica de período 2-, es decir, que podemos escribir:

sec (27c- +  ol) = sec a

donde 7c es un número entero, positivo o negativo.
También vemos que la secante es discontinua para los puntos 

B y B', es decir, para los arcos dados por :

^ +  Ict. (7c, entero). %

Besumiendo los resultados anteriores, se tiene :

a seo a y. sec a

0° 1.000 crece decrece
crece crece *>

4- -oo
+  oo !>> crece decrece

crece crece 
-1.000

2- + 1.000
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Pueden calcularse valores numéricos de la secante para algunos 
ángulos en particular. Sería muy; fácil obtener, por ejemplo:

Y construir así la curva que representa gráficamente a la función 
sec a con el variar de a. Se obtiene una curva de la forma de la 
figura 25.

Es claro que también podría hacerse con procedimientos gráficos, 
como muestra la figura 26.

Se procede en forma análoga que para sen, eos, etc., y se llevan 
como ordenadas las magnitudes tales como OS. Pero, prolongando OM
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hasta el punto T es fácil ver, comparando los triángulos OMS y O A T. 
que OS es igual a O T ; luego es más cómodo tomar como ordenadas 
los respectivos valores de OT. Una simple observación de la figura 
hace ver cómo se procede, por lo que omitimos más explicaciones.

Se puede ver que la secante conserva los mismos signos que el 
coseno. Veremos más adelante que la secante es la inversa del coseno.

21. V a r ia c io n e s  d e  l a  c o s e c a n t e . — Un razonamiento aná
logo, nos llevaría a obtener para la función cosecante que

« COS&C & « < cosec «

oO +  oo crece crece
crece

7C
decrece 

+  1.000

3::
~2 -1 .000

2 crece decrece
crece

7w
crece
+  oo

2 π +  oo

F isura  27

Es una función periódica de período 2t:, es decir, que se pu¿de 
poner:

cosec (2k- +  a) =  cosec a,

Je entero positivo o negativo.
3
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La cosecante es discontinua para los puntos A y A', es decir, para 
los ángulos dados por fou, donde fe es un número entero.

Los signos de la cosecante son los mismos que los del seno, y luego 
mostraremos que la cosecante es la inversa del seno.

La curva que representa a la función cosecante tiene la forma de 
la figura 27.

22. Cu a d r o  d e  l o s  sig n o s  d e  l a s  l ín e a s  t r ig o n o m é t r ic a s . 
— Hemos podido ver que* todas y cada una de las líneas toman en 
cada cuadrante todos los valores absolutos que pueden tomar. Es ne
cesario tener muy presente el signo del valor que adquiere cada línear 
cuando el argumento toma valores en los distintos cuadrantes. Para 
ello podemos resumir los resultados que hemos obtenido en el cuadro 
siguiente:

Cuadrante sen eos tg ct g sec cosec

Prim er. . . . + + + + + +
S e g u n d o .. . + — — — — +
Tercer — — + + — —
C u a rto . — +  , — — + —

Se ve que las funciones seno y cosecante, coseno y secante, tan
gente y cotangente, toman los mismos signos. Veremos más adelante 
que son funciones inversas entre sí.



RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS DE ANGULOS 
IGUALE Sé PERO DE SIGNO CONTRARIO, QUE DIFIEREN 180°, SU
PLEMENTARIOS, COMPLEMENTARIOS, ETC.

CAPITULO IV

23. T e o r e m a  Las funciones trigonométricas homónimas de dos 
arcos iguales y de signo contrario son iguales en valor absoluto, teniendo 
el mismo signo el coseno y la secante y signo 
contrario las restantes. — En efecto (lig. 28), 
dos arcos iguales y ele signo contrario 
+ a y — a, tienen el mismo origen A, pero 
sus extremos M y M1? son simétricos con 
respecto al eje x'x, están a igual distancia 
en valor y signo del eje yy'.

La abscisa x de los dos puntos M y 
tienen el mismo valor y signo, mientras Figura 28

que la ordenada — y del punto es igual
y de signo contrario a la ordenada y del punto M. Se tiene por defini
ción (fig. 28)

V x  ± V j. x  p Psen a =  -? eos a =  -? tg a =  —? ctg a =  —? sec a =  —> cosec a =  r-
P o x y X y

y también
— y % — vsen ( - a )  = ----> co s(-a ) =  - , tg( — a) =  —
P P x

X
ctg( — a) = ---- j see( — a) == — > cosec ( — a)

—  y  X  — y

Luego:
sen (— a) =  — sen a ctg (— a) =  — ctg a
eos ( — &) é= + eos a sec (— a) =  sec a
tg (— *) =  tg a cosec (— a) — — cosec a.

P_
y

Con lo que se demuestra el teorema.
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24. T eo r em a . : Dos arcos suplementarios tienen el mismo seno y cose
cante. Las líneas trigonométricas restantes son iguales en valor absoluto 
pero de signo contrario. — Si llamamos a a uno de los arcos o ángulos,

el suplementario vale π — a (10). Si consi
deramos el círculo de la figura 29, tomando 
A como origen de los arcos, si

AM =  a AMj_ =  π — a,

Λ
los puntos M y están sobre una paralela 
MaM al eje x'x. Los dos puntos M y ML tie- 

Fígura 29 nen la misma ordenada y =  OL.
En cambio, comparando los triángulos 

rectángulos OMP y OM1P1 se ve que las abscisas de los puntos M 
y son iguales y de signo contrario.

Si es p el radio del círculo, considerado siempre como positivo, 
tenemos por definición (14):

V a? , y A x g gsen a =  -> eos a =  -> tg a — -> ctg a =  -> sec a =  -> eosec a =  -ig g x y x y

y también
/W nQ y

sen (π — a) = -?  eos (π —a) = ----? tg (- — a) = -----»
g g ^  ~ x

— x g gctg (π — a) = ---- ? sec (- — a) =  —1— > cosec (- — a) =  L·
y - x  y

Luego:

sen (π — τ) =  sen a ctg (- — a) =  — ctg a
eos (- — a) =  — eos a sec (π—a) =  — sec a
tg (π — a) =  — tg a cosec (τ: — a) =  cosec 3.

Con lo que queda demostrado el teorema.

25. Dos arcos cuya diferencia es π (ó 180°) tienen la misma tangente 
y cotangente. Las líneas restantes son iguales y de signo contrario. — 
En efecto, considerando (fig. 30) un círculo de radio p y A como ori
gen de los arcos. El arco a tendrá por extremo libre el punto M y el 
arco π -f a, tendrá como extremo libre el punto M1? simétrico de M con
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respecto al punto O. Bajando del punto M y del punto Mx las nor
males al eje x'x, es fácil ver que si x e y son la abscisa y la ordenada 
del punto M, ( — x) y ( — y) son las del punto 
Mx y con sólo aplicar la definición de las 
líneas del n° 14, tendremos en seguida 
que :

sen (π +  a) =  — sen a, ctg (z +  a) =  ctg a 

eos (z + a) =  — eos a, sec(z +a) =  — seca 

tg (z +  a) =  tg a, cosec (tu + a) =  — cosec a.

También podríamos haber escrito, combinando sucesivamente los 
teoremas nos 23 y 24 :

sen (tu + a) =  sen [z — ( — a)] =  — sen (— a) =  — sen a
eos (z -f a) =  eos [tu — ( — a)] =  — eos ( — a) = «  eos a
tg ( z + a )  =  tg [τυ-(-α)] =-\- tg (— a) — tg a

ctg (z +  a) =  etg [z- > ( - * ) ] =  +  c t g ( - a ) =  c tga

sec (z + a) — sec [z — (— a)] =  sec (— a) =  — seo a 
cosec (z + a) =  cosec [z — (- - a)J — cosec (— a) =  — cosec a.

26. T e o r e m a  : Cuando dos arcos son complementarios, el sen, eos, 
tg, ctg, sec y cosec de uno son respectivamente iguales al coseno, seno, 
cotangente, tg, cosec, sec del otro. — Sabemos que dos arcos o dos ángu-

zlos son complementarios cuando su suma algebraica vale 90° o -  (n° 10).
2

Luego si a y β son dos ángulos complementarios, deberá tenerse

α +  β =  90° o bien a +  g =  £·

Vale decir que se tiene:

a =  90° -  β, o a =  £ — β,

β =  90° — a, o β =  -  — a.
Δ

Es decir, que si β es el complemento de a, a su vez % es el comple
mento de β, y para obtener el complemento de un ángulo en la unidad
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sexagesimal por ejemplo, basta restarlo de 90°. Así, por ejemplo, el 
complemento de α =  37°20'15",12 se obtiene:

β =  52°39'44"88

Y el complemento de un ángulo α =  154°32'43"27 será:

90° =  90o00'00"00
α =  154°32'43"27

β = —64°32'43"27.

Consideremos abora un circuló orientado de radio igual a la uni-

90° =  89°59'G0"00 
a = 3 7 °2 0 /15"l2

dad (fig. 31), y un arco o un ángulo 
α =  AM, tomado en el sentido positivo 
dado por la flecha/. Sea B la extremidad

TZ
del arco AB =  -f -> medido en el sentido

Δ

do/. Consideremos sobre el mismo círcu
lo un nuevo origen B para medir ángu
los o arcos en sentido de la flecha / ' ,  con
siderado como positivo.

Se tiene por definición de arcos com
plementarios :

(medidos en el sentido /) .

De donde

Pero MB medido en el sentido de /  es igual a BM medido en el 
sentido de / ' ,  luego

(medido en sentido / '  como positivo),

o también

Figura 31



— 39 —

β es el arco complementario de a medido a partir de B y en el sentido 
contrario al que se mide a. Por ello al punto B se le llama también 
el origen de los arcos complementarios de los arcos de origen A.

Hechas estas consideraciones, consideremos un arco positivo a, 
por definición se tiene:

Y tomando como origen el punto B, y como positivo el sentido de 
la flecha / ' ,  se tiene :

Y comparando los triángulos OMP y MOL que son iguales, se tiene 

LO — MP y LM =  OP.

En forma análoga, se tiene :

tg£  =  BK, ^ β  =  ΑΤ; tg a  =  AT, ctg α =  BK (/, sentido positivo).

sen a =  MP y eos a =  OP.

sen β == ML, eos β == OL.

Luego
sen β =  eos a, 
eos β =  sen a,

o bien

Luego:
tg a =  ctg β y tg β =  ctg a

vale decir

Y procediendo en la misma forma, obtendríamos

con lo que queda demostrado el teorema.
Es claro que el teorema vale para cualquier valor de a.
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27. T e o r e m a  : Si dos arcos o dos ángulos difieren de un cuadrante, 
el sen, el eos, la tg, la ctg¿ la sec y la cosec de uno son iguales en valor 
absoluto respectivamente al co¿, .sen, ctg, tg, cosec y sec del otro, y son 
de signo contrario, excepción hecha del seno y cosecante. — En efecto,

dos arcos o dos ángulos, cuya diferencia es ^  serán:Λ

Cualquiera sea el valor de a. Ahora podemos escribir combinando 
los teoremas nos 26 y 23 :

Con lo que queda demostrado el teorema.

28. R e d u c ir  u n  á n g u l o  o u n  a r c o  a l  p r im e r  c u a d r a n t e . —  
Las tablas de las líneas trigonométricas, ya sea que den el logaritmo 
de los valores de las líneas o los valores mismos, nos dan los valores 
de las líneas de arcos comprendidos en el primer cuadrante; es decir,

%dan esos valores para ángulos de 0 a 90° o de 0 a y cuando se busca

el valor de una línea cuyo argumento no esté entre 0 y 90°, ya sea 
mayor o menor, es necesario hallar el ángulo o arco del primer cua
drante que nos dé el valor absoluto de la línea que se busca, valor 
que por otra parte es siempre posible encontrar y se comprende que 
así sea, porque en el primer cuadrante, las líneas trigonométricas
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reciben todos los valores absolutos que pueden tener (22). Esto es lo 
que se entiende por reducir un ángulo al primer cuadrante, vale decir, 
establecido previamente el signo de la linca que se busca, lo que es 
fácil según el cuadrante en que caiga el argumento, buscar un argu
mento en el primer cuadrante en que tenga la línea que se busca el mis
mo valor absoluto. Reducir un arco al primer cuadrante es buscar otro

πarco positivo y menor que -? que admita, sin tener en cuenta el signo, las

mismas líneas trigonométricas.
Si a es un arco, medido en radianes, por ejemplo, se puede en pri

mer lugar, restarle cuantas circunferencias se puede al arco a y ello 
no altera ni en valor ni signo el valor de las líneas. £Tos quedará des
pués de restarle todas las circunferencias posibles, el arco a, menor 
que una circunferencia, cuyas líneas son iguales a las del arco a.

Ahora :

1° Si a es menor que el problema está resuelto.
Δ

2o Si a está comprendido entre ¿ y tu, es decir, si a está en el se-
Δ

gundo cuadrante, el arco suplementario tu —a, estará comprendido

entre 0 y '-j y teniendo en cuenta las fórmulas del n° 24 se tiene re- 
Δ

suelto el problema.
3t“ ΊΖ3o Si a está comprendido entre tu y —p  el arco α — tu es menor que ^2 Δ

y por lo tanto, teniendo en cuenta las fórmulas del n° 25, se tiene
resuelto el problema.

3π4o Si a está comprendido entre —̂ y 2-, el arco 2τυ — a, es menor
Zi

TUque -  y teniendo en cuenta que las funciones del arco 2π — a, son 
Δ J

iguales en valor y signo a las de — a y recordando las fórmulas del 
n° 23, se tiene resuelto el problema.

13tuEjemplo 1. — Hallar las líneas del arco — 

Se tiene en primer lugar:

13íu 3tu—  =  2 . + T5
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13*γ ,ι 3'·*'
Las líneas de -jr- son igual en valor y signo qne las del arco ~^·

El arco ^  está comprendido éntre^ y π; luego calcularemos en pri-O 2

mer lugar π — ^  == que es menor que ^ y tenemos, según las fór- o o ¿¿
muías del n° 24:

Ejemplo I I .  — Hallar las líneas del ángulo 919°26,15"2.
Tenemos en primer término :

919°26Ί5"2 =  2 χ  360° +  199°26Ί5,,2.

Luego nuestro problema se reduce a buscar las líneas del ángulo 
de 199°26'15"2 que son las mismas que las del ángulo de 919°26'15"2 
por diferir éstos en un nújnero entero de circunferencias.

El ángulo 199°26'15"2 está comprendido entre 180 y 270°.
Podemos poner

199°26'15 "2 =  180° +  19°26'15',2 

y según las fórmulas del n° 25, se tiene-

sen 199°26'15"2 =  sen (180° + 19°26'15"2) =  -  sen 19°26'15"2
eos 199°26'15"2 =  eos (180° + 19°26'15"2) =  -  eos 19°26'15"2 
tg 199°26'15"2= tg (180° + 19°26'15"2) =  + tg 19°26'15"2, etc.



CAPITULO Y

INVERSIÓN DE LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS

29. Si se conoce el valor de una línea trigonométrica y se quiere 
encontrar el arco o los arcos cuya línea trigonométrica tiene un valor 
conocido, se tiene planteado el problema que se llama inversión de la 
línea trigonométrica„ En resumen : dado el valor del sen a =  m7 se dice 
seno inverso de m, es el valor de a que satisface la relación anterior.

En realidad liay varios valores de a que satisfacen esa relación, 
como veremos en seguida. El problema puede dividirse en dos partes:

I a Encontrar un valor de a.
2a Hallado un valor de a, buscar todos los demás valores que sa

tisfacen esa relación.

30. Inversión del seno. — Consideremos un círculo trigonométrico. 
Sea A el origen de los arcos. Supongamos 
un valor m del sen a dado en la figura 32 
por OL

sen a =  m = OL.

Por el punto L llevamos una paralela 
del eje xx', ésta corta en general al círculo 
trigonométrico en dos puntos M y Mj y es 
fácil ver en la figura que todos los arcos 
cuyo origen sea el punto A y su extremo 
libre el punto M, tienen el mismo seno MP 
igual a OL =  m.

Llamando a al arco Ai\I, todos estos arcos están comprendidos en 
la fórmula:

2 Ictz ~h oc (1)

donde le es un número entero, xiositivo, negativo o nulo.
Pero, la xiaralela llevada χκ>Γ L al eje x'x corta también el círculo 

en el punto Mx y todos los arcos que tienen por origen el punto A y 
por extremo libre a Mx tienen el mismo seno MjPj :
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Y se ve por la figura, siendo siempre el arco α =  AM, que estos 
arcos están dados por la fórmula

27v'TT -f- 7* — ce (2)

dohde k es un número entero, positivo, negativo o nulo;'
Podemos encerrar las fórmulas (1) y (2) en una sola

k~ ~j“ (— l ) ka.

Y es fácil ver que para valores pares de /c, se obtienen todos los 
valores dados por (1) y para valores impares los dados por la (2).

Es cómodo mostrar que la fórmula vale también para valores ne
gativos de a.

Luego, dado el valor del sen a == m, se encuentran infinitos valores 
del arco que tienen a m como valor del seno.

Se ve por la construcción que hemos hecho en la figura 32, que si 
m es mayor que +1, la paralela uu' no corta el círculo trigonométrico 
ya que es exterior al círculo, y lo mismo ocurre si el valor de m es 
menor que 1, porque entonces tomaría la posición de la recta vv', 
por ejemplo, y no cortaría al círculo. El valor del seno, entonces, para 
que se pueda encontrar valores para el arco debe ser mayor o igual 
que — 1 y menor o igual que + 1 ; es decir, que siempre debe ser

■0T·'
— 1 < sen a \<  -h 1.

En los casos límites en que sen a es igual a +1  ó a —1, las parale
las, tales como uuf ó vv' paralelas al eje x'x son tangentes al círculo 
y los puntos M y se confunden respectivamente con B ó B'.

Se ve que siempre que el valor absoluto del seno sea menor que 1, 
la recta corta al círculo en dos puntos, luego dado el valor del seno 
comprendido entre + 1  y - 1 ,  hay dos arcos menores que una circun
ferencia que tienen por seno el valor dado.

Representación gráfica. — Podemos ahora representar gráficamente 
a la función

a ?= are. sen (m)

que es una forma abreviada de escribir:

a es el arco cuyo seno es m.
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1 y + 1 , para que el arcoLos valores de m pueden variar entre 
exista.

Tomamos sobre el eje de las abscisas 
los valores de m y como ordenadas los de 
la función

are. sen . m

y tenemos una curva como la que mues
tra lar figura 33.

Hemos encontrado, y el gráfico lo ra
tifica, que dado el valor de sen a =  m, 
se encuentran dos series de valores de 
progresión aritmética igual a 2z, que 
son:

oc, 2z -{- &, 4z -j- oc,
y

z — α, 3z — a, 5z — a,

Para el valor de m = OL, los valores 
de a de la primera serie están marcados 
con O y los valores de a para la segun
da serie con □.

Se desprende, de todo lo antedicho, que la condición necesaria y 
suficiente para que dos arcos tengan el mismo seno es que su diferen
cia sea un múltiplo par de π o que su suma sea un múltiplo impar de z.

31. I n v e r s ió n  d e l  c o s e n o . — Consideremos el círculo trigono
métrico (fig. 34) y supongamos un valor 
de eos a igual a m.

Llevemos, a partir de O, sobre el eje xxf 
el valor de m positivo a la derecha de O y 
negativo a la izquierda.

Sea
OP =  m.

F igura  34
Por el punto P llevemos la paralela uu' al 
eje ι/y', la que corta en general al círculo en 
dos puntos Mx y M2.

Todos los arcos que tengan por origen el punto A y por extremo 
libre el punto M1? tienen por coseno el valor OP, es decir m. Ahora



— 46 —

bien, todos esos arcos, llamando a al arco AM1} están dados por las 
series

 ̂ oc, 2ir -f- os, 4π -f- oc, 6tv d- oc,
|  — 2π +  α, — 4π +  a, — βπ +  a,

las que puedo encerrar todas en la expresión:

2 k- +  a (1)

donde es un número entero, positivo, negativo o nulo,
Pero también, todos los arcos que tienen por origen A y por extre

mo libre el punto M2, tienen por coseno a OP, es decir a m. Y todos 
estos arcos están dados por las series

 ̂ 2tu — a, 4- — a, Gt: — a,
( — a, — 2τ: — a, — 4π — a,

las que puedo encerrar en la expresión

2 le- — a. (2)

Y ahora se pueden juntar las fórmulas (1) y (2) en una sola expre
sión general

2ki: +■ a

donde hay que dar a k cualquier valor entero, positivo, negativo o 
nulo.

Se ve por la figura 34 que para la paralela uu' llevada por P al eje 
de las y corte al círculo trigonométrico, es necesario que el punto P 
esté comprendido entre los puntos Α Ά , es decir que debe tenerse 
para que exista el valor de a que

— 1 <£ eos a < +1.

En los casos límites en que eos a sea igual a + 1  ó — 1 la paralela 
uu' es tangente al círculo en los puntos A y A' respectivamente.

Si se tiene
— 1 <_ eos a +  1

entonces la paralela corta siempre el círculo en dos puntos ; quiere 
decir, que siempre hay dos valores del arco, menores que una circun
ferencia que tiene por coseno el valor dado.
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Representación gráfica. — Si representamos gráficamente a la función

a =  are. eos (m)

tomando sobre el eje de las abscisas los 
valores de tales que

— 1 <_ m < +  1

y llevando como ordenadas los valores de a, 
se tiene una curva como la que muestra la 
figura 35.

Se ve por la figura, que se obtienen para 
cada valor de m dos series de valores para a, 
la primera dada

a, 2 π +  a, 4π +  a,

dado por los puntos Q y  la otra

— a, 2t — a, 4:: — a, 6- — a Figura 35

dado por los puntos □.
Y se desprende también que la condición necesaria y suficiente 

para que dos arcos tengan el mismo coseno es que su suma o su dife
rencia sea un múltiplo de 2a.

32. I n v e r s ió n  d e  l a  t a n g e n t e . — Tomemos el círculo trigono
métrico y en el origen A de los arcos llevemos la tangente z'z al

círculo (fig. 36).
Supongamos un valor cualquiera de 

tg a  =  w. ̂ Llevemos el valor de m =  AT 
sobre z'z a partir de A. Sobre la semi- 
recta Az si m es positivo y sobre la semi- 
recta Az' si m es negativo.

Unamos el punto T con el centro del 
círculo O y prolonguemos.

La recta OT corta el círculo, siempre en 
dos puntos M y MA y tendremos que todos 
los arcos de origen A y extremo libre en 

M, tienen por tg el valor AT. Aliora bien, todos estos arcos, llaman
do a al arco AM, están dados por las series :
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χ, 2π +  χ, 4:7 4- α, 6- -f 
— 277 -j- (X, — 4 77 X, ~τ 6τΓ “1“ Λ,

valores que podemos encerrar en la fórmula

27ct7 Η- x (1)

donde le es un número entero, positivo, negativo o nulo.
Pero también los arcos con origen en el punto A y extremo libre 

en Mlr tienen por tg a AT. Todos estos arcos están dados por las 
series:

 ̂ .π +  x, 3tt 4- x, 5π +  a,

( — 77 -f x, 3π +  a-, — 5π +  x,

valores dados que podemos expresar con la fórmula:

(2 le + 1)* + a (2)

donde 1c es un número entero, positivo, negativo o nulo.
Podemos todavía dar una expresión general que contenga las fór

mulas (1) y (2) y es :
leí: +  ol·.

Deducimos que la condición necesaria y suficiente para que dos 
arcos tengan la misma tangente es que su diferencia sea un múltiplo 
de 77.

33. I n v e r s ió n  d e  l a  c o t a n g e n t e . — Tomemos el círculo trigo
nométrico y sea A el origen de los arcos (fig. 37). En el punto B tra

cemos la tangente geométrica u'n. Con
sideremos ahora un cierto valor de la 
ctg x = m.

Queremos ver cuáles valores de a tie
nen por cotangente el valor m. Tome
mos sobre im', a partir de B un valor 
BK =  m, sobre la semi-recta Bw, si 
m es positivo y sobre la semi-recta B«' 
si m es negativo. Uniendo K con el cen
tro O y prolongando, la recta KO corta 
al círculo siempre en dos puntos M y 

y todos los arcos que tengan origen en el punto A y su extremo 
libre en M y en M1? tienen la misma ctg. Un razonamiento análogo
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al que liemos hecho para la tangente, nos daría que todos esos arcos 
pueden darse por la fórmula general

Icz +  2.

Y sacamos que la condición necesaria y suficiente para que dos 
arcos tengan la misma cotangente es que su diferencia sea un múl
tiplo de π.

34. I n v e r s ió n  d e  l a  s e c a n t e . — Tomemos el círculo trigono
métrico y supongamos un valor de*la sec α =  m. Tomemos sobre la 
Tecta x'x los valores de la sec a—m (fig. 38), 
a partir del punto O, hacia la derecha si m 
es positivo y hacia la izquierda si m es ne
gativo.

Tendremos así, por ejemplo :

OS =  m.

Desde el punto S, tracemos las tangen
tes SMj y SM2 al círculo, siendo Μλ y M2 
los puntos de tangencia. Todos los arcos con origen en el punto A y 
extremo libre en M1? tienen por sec el valor m ; y llamando a al arco 
AMX, ellos están dados por las series:

( a, 2π +  a, 4 -  - f  a, 6 -  +  a,
(1 )

t 2“  2, 4 77 ■— (><w -f- a,

Figura 38

Y todos los arcos con origen en el punto A y extremo libre en M2 
tienen por sec el valor m y puesto que el arco AM2 es igual y de sig
no contrario al arco AM^ como es muy fácil ver, estarán dados por 
las series

2 π 4“  —  α, 6~ —  α,

“ —  2 -  —  α, —  477 —  2
( 2 )

Las series (1) y (2) por un razonamiento igual al que hicimos para el 
eoseno, pueden encerrarse en la fórmula general

2/vt7 +  a.

Se ve que para que se puedan trazar las tangentes desde el punto 
S, éste debe estar afuera del círculo y como caso límite sobre él. El

4
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valor de m debe ser entonces mayor o igual que -f 1 y menor o igual 
que —1. Todo valor x dado por

— 1 < aj< -f 1

no puede ser tomado como valor de la secante^

35. I n v e r s ió n  d e  l a  c o s e c a n t e . — Sea A el origen de los arcos
en el círculo trigonométrico del centro O (tig. 39) y tómenos sobre el

eje yy', a partir de O, el valor OH =  m de 
la cosecante de un cierto ángulo a.

Si m es positivo lo tomamos sobre la se- 
mi recta O y, si es negativo sobre O y'.

Desde el punto H tracemos las tangen
tes al círculo y sean M y Mx los puntos de 
tangencia. Todos los arcos de origen A y 
extremo libre en M, como así, también, to
dos los arcos de origen A y extremo libre 
en Mx tienen la misma cosecante m.

Con un razonamiento análogo al que hici
mos para el seno, encontraríamos que todos esos arcos están dados- 
por

Iciz +  (— l ) /ca.

Se ve por la figura que el punto H debe estar fuera del circule 
y como un caso límite sobre el círculo mismo. Para que exista el 
ángulo a, es necesario que el valor de m sea mayor o igual que +1 y  
menor o igual que —1.

36. Resumen. — Todos estos resultados los podemos resumir en el 
cuadro siguiente:

Ictz +  (— 1) * a 
leí: +  a 
2fou +  a

seno y cosecante. 
tangente y cotangente . %. 
coseno y secante.



CAPITULO VI

RELACIONES ALGEBRAICAS ENTRE LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 
DE UN MISMO ARCO (FÓRMULAS FUNDAMENTALES)

37. T e o r e m a  : La suma de los cuadrados del seno y coseno de un 
mismo arco, es igual a la unidad. — Consi
deremos un círculo trigonométrico y sea A 
el origen de los arcos (tig. 40). Tomemos 
un arco AM =  a. Bajemos desde M la per
pendicular MP sobre el eje x'x.

Por definición, tenemos

MP =  sen a 

OP =  eos a.

( 1 )

(2)

El triángulo OPM, por ser rectángulo en P nos da

MP8 +  OP2 =  OM2.

Pero OM = 1 , por ser el círculo de radio 1 y teniendo en cuenta 
las igualdades (1) y (2) sacamos la fórmula fundamental

sen a2 +  eos2 a =  1 (a)

que demuestra el teorema.

38. T e o r e m a : La tangente de un arco es igual al cociente del seno 
dividido por el coseno del mismo arco. — En la figura 40 tracemos la 
tangente geométrica zzf y prolonguemos OM hasta encontrarla en T, 
por definición, se tiene

tg α =  AT.
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Comparando ahora los triángulos semejantes OTA y OMP, se tiene

AT MP 
ÓA ~  OP*

Pero O A =  1 y según (1) y (2) MP =  sen α, OP =  eos a; luego se tiene

tgoc = sen a 
eos a ( b )

lo que demuestra el teorema y vale, desde luego, para cualquier valor 
de a.

39- T e o r e m a  : La cotangente de un arco es igual al cociente del co
seno dividido por el seno del mismo arco. — Tracemos en la figura 40 
la tangente geométrica u’u al círculo en el punto B.y prolonguemos 
OM hasta encontrarlo en K.

Por definición, tenemos
cotg α =  BK,

Comparando ahora los 
OMP, tenemos

y observando que OB =

que era lo que deseábamos mostrar.

40. T e o r e m a  : La secante de un arco es igual a la unidad dividida 
por el coseno del mismo arco. — Trazando en el punto'M la tangente 
geométrica al círculo (fig. 40), se tiene por definición que

sec a =  OS.

triángulos rectángulos semejantes KOB y

BK OP
OB MP

1, OP =  eos a y MP =  sen a, se tiene

cotg a = eos a 
sen a

Y comparando ahora los triángulos rectángulos semejantes OSM 
y OMP, se tiene

OS OM
OM O P*
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De donde, puesto que OM =: 1 y OP == eos a

seo a =  ——  · Id)eos a

4 1 .  T e o r e m a  : La cosecante de un arco es igual a la unidad dividi
da por el seno del mismo arco. — En efecto, en la figura 40, se tienen 
por definición

OH =  cosec a.

Y comparando los triángulos rectángulos semejantes OHM y MOP
se tien e :

OH __ OM 
OM “  O P

y teniendo en cuenta los valores de OM y MP se tiene:

1cosec a — ----- ·sen a w

42. Los cinco últimos teoremas que liemos dado, nos dan cinco 
relaciones fundamentales entre las líneas de un mismo arco y son las 
siguientes:

sen2 a -f eos2 a =  1 («)
sen atg a = ------eos a Φ)

eos actg a = ------sen a ■(c)

1sec a =  -----eos a (d)

1cosec a = ------·sen a (e)

Estas cinco relaciones fundamentales son independientes entre 
ellas, ya que en cada una aparece una línea que no figura en las otras 
y esas son todas las relaciones independientes que pueden encon
trarse o, en otros términos, cualquier otra relación que se encuentre 
será una consecuencia de ese grupo. En efecto, supongamos que existe 
otra relación independiente de las cinco anteriores. Llegaríamos a

✓
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obtener un sistema de seis ecuaciones con seis incógnitas y se con
cluirá que todas las líneas tienen valores fijos, justamente las solucio
nes de un sistema de ecuaciones, lo que es imposible. Hemos visto 
que las líneas son funciones del arco.

Se puede afirmar que cualquier otra relación que se encuentre es 
una consecuencia de las anteriores.
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43. Otras relaciones. — De la relación (b) sacamos, por ejemplo :

sen2 a eos2 a -f- sen2 aI o 1 -f tg2 a =  1 -f cos2 a eos2 a

y teniendo en cuenta la (a) resulta

1 +  tg2 a =■ ■—ί — · — o(eos a

2o Multiplicando la (b) en la (c) se tiene

tg a . cotg. a =  1.

3o Teniendo en cuéntala (c) y la (a) se tiene

eos2 a sen2 a +  eos2 a 1 ^1 + ctg2 a =  1 + sen2 a sen" a sen" a

44. E x p r e s ió n  d e  t o d a s  l a s  l ín e a s  t r ig o n o m é t r ic a s  e n  f u n 
c ió n  d e l  s e n o . — Suponemos conocido el valor del seno, que ya he
mos visto (n° 16), que debe ser tal que

— 1 sen a <£ + 1. (1)

Para expresar el eos a en función del sen a, tenemos (a)

sen2 a -f eos2 a =  1

eos a =  +  ^1 — sen2 a.
de donde

(2 )

Para que pueda calcular el radical, es necesario que la cantidad 
sub-radical sea

1 — sen2 a > 0

lo que equivale a decir lo mismo que la (1).



Se ve que para cada valor del sen a, se tienen dos valores iguales y 
de signo contrario para el eos a.

Es fácil ver, en la figura 41, que toman
do una longitud OL igual al valor del 
sen a, y trazando por L la paralela al eje 
#'a?, la que corta el círculo en M y ; los 
arcos con origen en A y extremo libre en 
M o Mx tienen el mismo seno, pero los co
senos OP y OP1 son iguales en valor abso
luto, por serlo los triángulos OLM y OLM^ 
pero son de signo contrario. Se explica así 
el porqué del doble signo de la fórmula (2).

Para calcular el valor de la tg a en función de sen a tenemos," se
gún la (b)

sen atg a — ------ ·eos a

Y reemplazando el valor del eos a dado por la (2), se tiene

sen atg a =  +  ·— ■ — .
yl — sen2 a

Se ve que se tienen dos valores iguales y de signo contrario para la 
tg a. Y en efecto, observando la figura 41 se tiene que la tangente 
del arco AM es AT, mientras que la tangente del arco AMĵ  es ATj. 
Es fácil ver que AT y A l\  son iguales en valor absoluto y de signo 
contrario.

Para calcular el valor de la ctg en función de sen a, tenemos 
según la (c)

eos actg a =  ----- ·sen a

Y poniendo el valor del eos dado por (2), tenemos

|/l — sen2 actg % =  ±  '------------- ·sen a

Para cada valor del sen a se tienen dos valores iguales y de signo 
contrario para la ctg a que corresponden, en la figura 41, a los valo
res BK y BKX.

— 55 —
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Para expresar la secante de a en función de sen a, tenemos, com
binando la (d) con la (2)

Los dos valores iguales y de signo contrario, corresponden en la 
figura 41 a las magnitudes OS y OS^

Finalmente, el valor de la cosec a en función de sen a es dado 
directamente por la relación fundamental (e)

Y se tiene un solo valor para la cosec a. En efecto, puede verse en 
la figura 41 que las tangentes geométricas en los puntos M y Mt en
cuentran al eje yy' en el mismo punto H, es decir que los arcos AM 
y AMt tienen la misma cosecante OH.

45. E x p r e s ió n  d e  t o d a s  l a s  l ín e a s  t r ig o n o m é t r ic a s  e n  f u n 
c ió n  d e l  c o se n o . — También sabemos (n° 17) que el valor de eos a  
esta comprendido entre —1 y +1, es decir que debe tenerse

— 1 < eos a < +  1. ( 1 )

Para expresar el sen a en función de eos a, sacamos de la expre
sión (a)

sen & = ± ) /l  — eos2 a. (2)

Para cada valor de eos a se tienen dos valores iguales y de signo 
contrario para el sen a. Y en efecto (fig. 42), llevemos OP igual a 
eos a y por el punto P tracemos la paralela al eje yy' que corta en gene
ral al círculo en dos puntos, M y Mr  Todos los arcos que tengan por 
origen el punto A y por extremo libre al punto M o a  M1? tienen el 
mismo eos a =  OP. Pero los arcos con extremo libre en M, tienen por 
seno el valor MP, mientras que los arcos de extremo libre en Mt tie
nen por seno el valor MXP. Y es fácil ver que MtP y MP son iguales 
y de signo contrario.

Para expresar la tg a en función de eos a, se tiene combinando la 
(b) con la (2)
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Se ve en la figura 42 que los (los valores iguales y de signo con
trario corresponden a las magnitudes AT y ATj. *

Igualmente combinando la (c) con la (2), se tiene

Y los dos valores iguales y de signo 
contrario corresponden en la figura a las 
magnitudes BK y BKA.

En cuanto al valor de la secante a en 
función del eos a, es dado directamente 
por la relación fundamental (d). Se tiene 
un solo valor para la sec a. Y, en efecto, 
las tangentes al círculo en los puntos M y 
Ma cortan al eje x'x en el mismo punto S, 
y la secante de todos los arcos con origen 
en A y extremo libre en M o en Mt es 
OS.

Para expresar la cosec a en función de eos a, combinamos las rela
ciones (é) con (2) y tenemos

Figura 42

Los dos valores iguales y de signo contrario están dados en la figu
ra 42 por las magnitudes OH y OHA.

46. E x p r e s ió n  d e  t o d a s  l a s  l ín e a s  t r ig o n o m é t r ic a s  e n  f u n 
c ió n  d e  l a  t a n g e n t e  a. — Para expresar el sen a en función de 
tg a, podemos escribir, teniendo en cuenta la relación (a)

„ sen2 asen2 a = ----¿-----------«-·sen2 a +  eos2 a

O bien, dividiendo numerador y denominador del 2o miembro por 
eos2 a
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Y teniendo en cuenta la (b), se obtiene:

(1)

Lo que nos dice que dado el valor de tga , se encuentran dos valo
res iguales y de signo contrario para el sen a.

En efecto, consideremos (fig. 43) un círculo trigonométrico, donde
A es el origen de los arcos. Tomemos sobre 
la tangente £2' el valor AT igual al valor de 
tg a. Uniendo T con O y prolongando, tene
mos que todos los arcos que tienen por ori
gen el punto A y por extremo libre el pun
to M o el punto M1 tienen la misma tg AT, 
pero los arcos con extremo libre en M tie
nen por seno la longitud MP, mientras que 
los arcos con extremo libre én Mi tienen por 
seno la longitud M ^ .  Es fácil ver que MxPi 
y MP son iguales y de signo contrario.

. Para expresar el eos a en función de tg a escribimos teniendo en 
cuenta la relación (a) y dividiendo numerador y denominador por

Figura 43

eos4 a

de donde

(2)

Se ve que se tienen dos valores iguales y de signo contrario 
para eos a que corresponden (en la fig. 43) a las magnitudes OP y 
OP^

La expresión ctg en función de tg la obtenemos multiplicando las 
relaciones fundamentales (b) y (c) lo que nos da

de donde

(3 )
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Para cada valor de la tg se obtiene un solo valor para ctg y en 
efecto, en la figura 43 los arcos con extremo libre en M o en tie
nen la misma ctg que es BK.

Para expresar la sec a en función de la tg combinamos la relación 
fundamental (d) con la relación (2) y obtenemos

sec a =  +  ^1 +  tg2a. (4)

Es decir, que para cada valor de la tg obtenemos dos valores iguales 
y de signo contrario para la Sec que corresponden (en la fig. 43) a las 
magnitudes OS y OSj.

La expresión de cosec a en función de la tg a se obtiene combi
nando la expresión fundamental (e) con la relación (1) y obtenemos

y los dos valores corresponden (en la fig. 43) a las magnitudes OH
y  O H j.

4 7 . Con razonamientos en un todo análogos a los anteriores, se 
obtendría la expresión de las líneas trigonométricas en función de 
ctg a o sec a o de cosec a y se tendría así en resumen el siguiente 
cuadro :
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Ejercicio 1: Hemos encontrado (n° 16) sen 30° =  -· Calcular el

valor de las demás líneas. 
Se tiene

1/2Ejercicio I I : Hemos hallado eos 45° =  —*:2
Se tiene



cosec 45° =

' βEjercicio I V )  Sabiendo que la ctg 120° == — —· Hallar las demásO
líneas.

Se tiene

—  6 2  —

Ejercicio 111: Habíamos encontrado tg 60° =  ]fi$·
Se tiene



CAPÍTULO VII

CÁLCULO DE LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS DE ARCOS
prt

EXPRESADOS POR LA FORMA —
n

48. Es claro que, de acuerdo a las relaciones del cuadro del
ρτζn° 47, si calculamos una línea del arco —> se pueden calcular las
n

demás líneas.
Vamos a ver ahora que si conocemos el valor del lado del polígo-

ρτζno regular de n lados, podemos calcular las líneas de los arcos —>n
siendo p  un número entero cualquiera. Para ello demostraremos el 
siguiente:

49. Teorema : E l  sen o  de  un a rc o  p o s i t iv o  

te , es ig u a l a la  m i ta d  de  la  c u e rd a  que s u b 

tie n d e  el a rc o  d o b le , t r a z a d a  en e l c ír c u lo  
tr ig o n o m é tr ic o .

Consideremos (fig. 44) un arco positivo 
AM, menor que un cuadrante. El punto M 
caerá entre A y B. Bajemos la perpendi
cular MP sobre el eje x 'x . Por definición 
se tiene

,  m en o r  que u n  c u a d ra n -

senAM =  MP. Figura 44

Prolonguemos ahora MP hasta M'. Es evidente que AM es igual a la  
mitad de MM' y que el arco MAM' es doble del arco AM.

7ΓY de aquí se deduce que el seno del a rco -es  igual a la mitad deln
lado del polígono regular convexo de n  lados inscripto en el círculo

τζ 2πtrigonométrico, pues el doble del arco -  es — j que es el arco que sub-n n
tiende un polígono regular de n lados.

Haciendo n =  3, tenemos el triángulo equilátero, cuyo lado vale 
y se tiene :

sen ^ — sen 60° == —·3 2
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Y luego de aquí se pueden deducir las demás líneas.
Si se hace n =  4 se tiene el cuadrado, cuyo lado vale f̂ 2 y tendría

mos
πsen -  =  sen 4 45° Í2 

--- ·
2

Haciendo n — 5 se tiene el pentágono regular, cuyo lado vale

- j / io  -  2^5

π l/ 1 0 - 2 J /5sen -  sen 36° ==------ -—:—5 4

Para n =  6 se tiene el exágono regular, 
cuyo lado vale 1 y se obtiene

π 1sen -  =  sen 30° =  -· () 2

Haciendo n == 10 se tiene el decágono

regular, cuyo lado vale —-
2

y se tiene

I. Problaría.. — Construir en un círculo
trigonométrico un arco inferior a un cuadrante> tal que la relación de 
la tg a la ctg sea igual a 9.

Tenemos
tg a
ctg a

Por otra parte, se tiene

9 , tgactg a — — — 
* 9

tg a . ctg a =  1 

tg a —luego tg a  . =  1 .·. tg a  =^9 =  3. Basta entonces tomar sobre la

tangente geométrica ZZ' una longitud AT igual a tres \reces el radio 
y unir T con O. Si M es el punto en que OT corta al círculo, se tiene 
que el arco buscado es AM (fig. 45).
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II. Problema. — Construir un arco menor que un cuadrante, en una 
circunferencia de radio Habiendo que la cuerda que subtiende es igual 
a su coseno.

Supongamos (fig. 46) el problema resuel
to. Sea AM el arco, tal que la cuerda AM
sea igual al eos AM =  OP. Llamemos x  a 
la cuerda AM, tenemos

AM =  OP =  a?.

Uniendo M con A' el triángulo rectán
gulo A'MA, puesto que MP es la perpendicular de M sobre la 
hipotenusa A A', siendo A A' =  2 y O A =  I, nos da:

<le donde

Y considerando el valor

a» =  -  1 +  ^3

tenemos la solución. Basta tomar el lado del triángulo equilátero
inscripto en el círculo, que vale (3 y restarle el radio 1 del círculo. 
Encontrado x es fácil obtener el arco AM, q.ue subtiende la cuerda 
igual a x.

La otra solución hay que desecharla por ser a? mayor en valor ab
soluto que el diámetro del círculo.

5



CAPÍTULO V III

ADICIÓN Y SUBSTRACCIÓN DE ARCOS

Proyecciones

50. Definiciones. — Se da el nombre de recta dirigida a la recta 
indefinida donde se ha fijado el sentido positivo ; y segmento de recta 
a la porción de recta que se supone que recorre un móvil en un sen
tido determinado. El punto de partida del móvil es el origen del 
segmento y el punto de llegada la extremidad del mismo.

Si AB es un segmento positivo, es evidente que el segmento BA 
será negativo.

Una serie de segmentos tales que el origen de uno sea el extrema 
libre del anterior, se llaman segmentos consecutivos.

Se llama suma de una serie de segmentos consecutivos

AB, BO, CD, JK, KL

a un segmento cuyo origen es el origen del primer segmento y cuyo- 
extremo es el extremo del último.

Figura 47

51. Teorema de charles : La medida de la suma de varios seg
mentos consecutivos es la suma de las medi
das de los segmentos.

Consideremos primero dos segmentos AB 
y BC, en donde suponemos que AB sea po
sitivo (fig. 47). El punto C puede ocupar 
tres posiciones :

a) a la derecha del punto B ;
b) entre A y B ;
c) a la izquierda del punto A.

En el primer caso, es claro que se tiene :

AC =  AB + BC.
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En el 2o caso, se tiene:

AB =  AG +  GB,
y puesto que

GB =  -  BG,
resu lta:

AG =  ÁB +  BG. 

Y en el tercer caso se tiene:

GB =  GA +  AB
y puesto que

GB =  — BGy GA =  -  AG,
se tiene:

AG — AB +  BG,

con lo que queda demostrado el teorema para los tres casos.
Si AB fuese negativo, se presentan tres casos análogos que se 

reducen al caso anterior cambiando los signos o cambiando el senti
do positivo de la recta dirigida, sostén de los segmentos.

Supongamos ahora el caso general de n segmentos consecutivos

AB, BG, GD, JK, KL

que están sobre la misma recta dirigida.
Vamos a demostrar que se tiene

AL == AB +  BG + GD -f . +  JK + KL.

En efecto, entre los puntos A, B y O se puede escribir, según hemos 
visto

AB + BG =  AG,

y haciendo lo mismo con los puntos A, O, D ; A, D, E ; ... etc. se tiene 
también

AC + GD =  A ü,

AD + DE =  AB,

AJ +  JK  =  AK, 

AK + KL =  AL.
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Sumando y simplificando los términos iguales se obtiene

AB +  BC +  OI) +  +  JK  +  KL =  AL,

que demuestra el teorema.

52. Se llama 'proyección de un punto A sobre una recta x'x, el 
pie de la perpendicular bajada desde el punto a la recta.

53. Se llama proyección de un segmento AB sobre una recta dirigi
da x'x, el segmento A1B1 que une la proyección A^ de A con la

proyección de B (fig. 48).
Si el segmento AB está en el mismo plano 

de la recta x'x, llamada eje de proyección, 
los puntos Ax y BA son los pies de las rec
tas perpendiculares trazadas a x'x desde 
los puntos A y B respectivamente.

Si el segmento AB no está en el mismo 
plano que x'x, se trazan por A y B los 
planos perpendiculares a la recta x'x y los 

puntos A t y Bx son la intersección de esos planos con el eje x'x.

54. Contorno poligonal es una serie de segmentos consecutivos que 
están o no sobre una misma recta o en un plano. El origen del primer 
segmento se llama el origen de la poligonal y el extremo libre del 
último se llama también el extremo de 
la poligonal.

El segmento que tiene por origen 
el origen de la poligonal y por extre
mo el extremo de ésta, se llama la 
resultante de la poligonal.

55. Teorema : La medida de la pro
yección de un contorno poligonal es 
igual a la suma algebraica de las pro
yecciones de los segmentos que forman
ki poligonal, que son sus lados. — Vamos a demostrar que:

pr. AB + pr. BO + pr. CD + . 4- pr. KL =  pr. AL.
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En efecto, se tiene (fig. 49)

pr. AB =  
pr. Bü =  B A , 
pr. OI) =  C A ,

pr. KL =  K1L1, 
pr. AL =  A1L1.

Pero se sabe según el teorema de Charles (51) que:

ΑιΒχ =  AjBj +  B iOí +  4- KiLla
é

luego:

pr. AL =  pr. AB -f pr. BC +  pr. CD ■+ +  pr. KL.

Es decir, que la proyección de la resultante es igual a la suma de las 
proyecciones de los lados de la poligonal.

56. Teorema : La medida de la proyección de un segmento Á B  sobre 
un eje x'x es igual al producto de la longitud del segmento, por el cose
no del ángulo que forma la dirección posi
tiva del segmento con el eje de proyección.

Sea (fig. 50) un segmento AB que forma 
con la dirección positiva del eje x'x un 
ángulo a. Sea A 1BÍ el segmento proyección 
de AB sobre x'x. Queremos demostrar que :

pr. (AB) =  A 1B1 = AB eos a.
Figura 50

Tracemos por A la paralela Ax" al eje x'x 
y con centro en A tracemos un círculo trigonométrico que corta 
a AB en M. Desde M tracemos la normal MP a Ax".

Tenemos en la figura 50 :

A A  =  AB2 =  pr. (AB), y eos α =  AP.

Y comparando los triángulos semejantes MAP y BAB2, se tiene

AB2 _  AP 
AB “  AM
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o bien: 

Luego
AB2 =  AB eos a. 

pr. (AB) =  AB eos a.

Y ahora deducimos un teorema fundamental, que aplicaremos varias 
veces.

57. Teorem a: La proyección de la resultante de un contorno poligo
nal es igual a la suma de las proyec
ciones de los lados de la poligonal, o 
sea que la resultante de la poligonal 
por el coseno del ángulo que forma 
con la dirección positiva del eje de 
proyección es igual a la suma de las 
longitudes délos lados déla  poligo
nal por los cosenos de ángulos que 
forma cada lado con la dirección po
sitiva del eje de proyección.

Figura 51

En efecto, sea una poligonal (fig. 51)

ABCD HJKL.

Sabemos que

pr. (AL) =  pr. (AB) -f pr. (BG) -f . +  pr. (KL),

pero por el teorema anterior

pr. (AL) '= AL eos φ
pr. (AB) =  AB eos a ,
pr. (BO) := BC eos 0 
pr. (CD) =  OD eos γ

pr. (KL) =  KL eos fe.

Y reemplazando se tiene: ^

AL eos φ =  AB eos a -f BC eos β + CD eos γ + . . +  KL eos fe.

Hay que tener cuidado al medir los ángulos de proyección, que 
son siempre los ángulos que forma la dirección positiva del eje de 
proyección con la dirección positiva del segmento.
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Corolario. — Se deduce fácilmente que la suma algebraica de las 
proyecciones de los lados de una poligonal cerrada, sobre cualquier 
eje de proyección, es nula.

Adición y substracción de arcos

^  58. Determinaremos las líneas trigonométricas de la suma o dife
rencia de dos o más arcos en función de las líneas trigonométricas 
de los arcos mismos, y mostraremos en primer término que se veri
fica :

sen (α +  β) =  sen a eos β -f sen β eos a.
sen (a — β) =  sen a eos β — sen β eos a. 
eos (a +  β) =  eos a eos β — sen a sen β. 
eos (a -- β) =  eos a eos β -f sen a sen β.

Tomemos el círculo trigonométrico de centro O (fig. 52) y a partir 
del origen A de los arcos llevemos en el 
sentido positivo el arco AM igual a a, a 
continuación llevemos el arco MN igual 
a β. El arco AN representa la suma (α +  β) 
y por definición de las líneas tenemos, ba
jando de N la normal NL sobre OM, que :

sen β =  ΚΝΓ, 

eos β =  OL.

Aplicando aliora el teorema de las proyecciones a la poligonal 
OLN, cuya resultante es ON se tiene:

pr. (ON) =  pr. (OL) +  pr. (LN).

Y proyectando sobre el eje Oa>, tenemos:

(1)
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eos (α +  β) =  eos a eos β -- sen a seh β; (2)

y reemplazando en la (1) se  t ie n e : r

Si proyectamos ahora la misma poligonal sobre el eje O y tenemos

pr. (LN) =  Líí eos a =  sen β eos a, 

y remplazando en (1) se tiene:

sen (α +  β) == sen a eos β +  sen β eos a. (3)

Si en esta relación cambiamos β por (— β) tenemos:

sen [ a + (— β)] =  sen a eos (— β) + sen (— β) eos a.

Pero sen ( — β) =  ^  sen β y eos ( — β) =  eos β, luego se tiene:

sen (a — β) =  sen a eos β sen β eos a (4)

y haciendo lo mismo en la relación (2) tenemos:

eos [a -f (— β)] =  eos a eos (— β) — sen a sen (— β) 

de donde:
eos (a — β) =  eos a eos β +  sen a sen β. - (5)

59. Cá l c u l o  d e  tg (a + β). — Podemos escribir:

y expresando ahora el seno y coseno de la suma de arcos en función 
del seno y coseno de los arcos mismos tenemos:
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dividiendo numerador y denominador por eos a eos β y recordando 
que

se tiene:

( 6 )

fórmula que nos da la tangente de la suma de dos arcos en función 
de las tangentes de los arcos mismos.

Si en la relación (6) cambiamos el signo de β tenemos

y recordando que 

tenemos:

Las relaciones (5) y (6) las podemos reunir en la siguiente

/

(7)

En forma análoga se procede para hallar la cotangente de la suma o 
diferencia de dos arcos.

60. C o t a n g e n t e  d e  (α ±  β). — Podemos escribir:

 ̂ / , ox C0S (a ±  β)
ctg(g — fl) =  sen (a +  β)

y desarrollando sen (α ±  β) y eos (a ±  β) tenemos:

eos a eos β +  sen a sen βctg(a ±  β) = sen a eos β ±  sen β eos a

dividiendo numerador y denominador por sen α sen β y recordando 
que ·

I »

se tiene:
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61. O t r a  d e m o s t r a c ió n  d e l  t e o r e m a . —  Sean dos arcos a y β 
y el círculo trigonométrico de centro O (fig. 53). Supongamos que el 
arco AM sea igual a a, a continuación y en el sentido positivo lleve

mos MN — β, tomando como origen al pun
to M, y llevemos en el sentido negativo 
el arco MNj =  — β.

El diámetro que pasa por el punto M 
es normal en el punto medio P a la cuer
da NÑj, Se tiene

eos β =  OP.

Tracemos desde N, IST1 y P las normales 
NH, y PPi sobre el eje x'x y resulta, teniendo en cuenta los 
signos:

eos (α +  β) =  OH, 

eos (a — β) =  OHj.
Y también

Y siendo OPx la proyección de OP sobre x'x, resulta

OPt = OP eos a =  eos a eos β.

Luego obtenemos

(1)

Esta fórmula vale para cualquier valor de a y de β. Hagamos abora 

otro valor de a que sea ^  — aj, y otro valor de β que sea ^  — βj y 

tenemos

o bien, puesto que eos (β — a) =  eos (a — β), tenemos:

(2 )
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eos (α — β) =  eos a eos β + sen a sen β. 
eos (a +  β) =  eos a eos β — sen a sen β.

Y sumando y restando la (1) con la (2) ten em o s:

62. O t r a  d e m o s t r a c ió n . — Consideremos el círculo trigonomé
trico y sea AM el arco a y AN el arco β.
Unimos M con N y trazamos las normales 
MP y NQ al eje x'x, llevemos también NK 
paralela a x'x.

Se tiene en la figura 54 :

MP =  sen α, OP =  eos a,
NQ =  sen β, OQ =  cos β.

Figura 54

Y el triángulo rectángulo MKN nos d a :

MN =  KN +  M K. ( 1)
Pero se tiene

es decir
KN =  OQ --O P , y MK =  MP -  NQ,

KN =  eos β —eos a y MK =  sen a — sen β

luego la (1) nos d a :

MN2 =  (eos β — eos a)2 +  (sen a — sen β)*Λ

Y desarrollando los cuadrados se tiene:

MN2 =  2 — 2 eos a eos β — 2 sen a sen β. (2)

Si prolongamos NO hasta Nj y unimos N\ con M, el triángulo 
NjMN-es rectángulo en M y bajando la normal MH sobre ON? se di
vide a la hipotenusa NXN en dos segmentos NH y NXH. Se sabe que:

'MÑ2 - ΝχίΓ.ΗΝ.

Pero NXN =  2, OH =  eos (a —4 β), es decir que HN =  1 — eos (a — β). 
Luego

MN2 — 2 [1 — eos (a — β)] =  2 —2 eos (a — β)
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2 — 2 (eos α — β) == 2 -r 2 eos a eos β — 2 sen a sen β.

De donde
eos (a — β) =. eos a eos β 4  sen a sen£.

Cambiando el signo de β, se tiene

eos (α 4  β) =  eos a eos β — sen a sén β.

Cambiando en esta última β por ^  4  β̂  se tiene, simplificado:

sen (a 4  β) =  sen a eos β 4  sen β eos a.

Y cambiando ahora β por — β, se tiene:

sen (α — β) =  sen a eos β — sen β eos a.

63. Supongamos que tanto α como β sean menores que un cuadran
te, se tendrá p 4  β <  180°.

Consideremos el círculo trigonométrico de centro O (fig. 55) y sea 
A el origen de los arcos. Tomemos AM =  ay acontinuación MN =  β,

se tendrá AN =  α +  β.
Bajemos las perpendiculares AB, NC y 

NE y por definición tenemos :

Igualando con la (2) se t ie n e :

sen α =  AB, sen β =  NC,
eos α =  OB, eos β =  OC

sen (α 4  β) =  NE.

Uniendo A con C y con N y llamando 
D a la intersección de AN con OM, puesto 

que el triángulo NCA tiene la misma superficie que NCB ya que 
los dos tienen la misma base NC y la misma altura que es la distan
cia entre las paralelas NC y AB, se tiene :

Sup. OAÜ  =  Sup. O AC -f Sup. OCN 4  Sup. ACN,
o bien

Sup. OAN =  Sup. OAC 4  Sup. OCN f  Sup. CNB,
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o también

Pero

Sup. OAN =  Sup. OAC +  Sup. OBN.

a r» a xr O A  X  N E  sen (a +  β)Sup. OAN -  ----- -—— = ----—— —i
Δ Δ

a „ . „ 1 „ „ . ,, sen a eos βSup. OAC .= -  OC X AB = ----- ------ -■>
Δ Δ

a 1 ™  sen β eos aSup. OBIs =  Γ ΟΒ x  NC = -----1--------
2 2

(1)

Y reemplazando en (1) se tiene:

sen (α +  β) =  sen a eos β +  sen β eos a.

Consideremos ahora el caso en que β sea 
negativo, siempre podemos suponer que β 
es menor que λ en valor absoluto, porque 
si no lo fuese, calculamos el sen (β — a) y Figura se
luego cambiamos los signos de a y β.

Tendremos en ese caso (fig. 56) y siguiendo un camino análogo.

sen a =  AB, sen β =  NO,

eos a =  OB, eos β =  OC,

sen (a — β) =  NE.

Y de los triángulos sacamos:

Sup. OAN =  Sup. OANB — Sup. OBN,

o b ien :

Sup. OAN =  Sup. OAB + Sup. ABN — Sup. OBN 

y también, puesto que

Sup. ABN =  Sup. ABC,
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por tener la misma base AB y la misma altura, que es la distancia 
entre las paralelas AB y ON.

Sup. O AN =  Sup. OAB +  Sup. ABO — Sup. OBN.
Luego

Pero es

Es decir que se tiene :

sen (α — β) =  sen a eos β — sen β eos a. (2)

Hemos encontrado las fórmulas que dan sen (α + β) y sen (a — β) 
en el supuesto caso que α y β sean menores que un cuadrante.

Es fácil ver que bajo las mismas condiciones para α y β se tiene :

eos (α +  β) =  eos a eos β — sen a sen β. 
eos (a — β) =  eos a eos β -f sensa sen β.~

En efecto, en la fórmula (2) pongamos en lugar de α el valor 
90° — a y  tendremos:

sen [(90° — a) — β] =  sen (90° — a) eos β — sen β eos (90° — a)

o bien

Pero

luego

eos (— a — β) =  eos a eos β — sen a sen β. 

eos ( — a — β) =  eos (a +. β), 

eos (a + β) =  eos a eos β — sen a sen β. (3 )

Y cambiando aquí β por — β, se tiene

eos (α — β) =  eos a eos β +  sen a sen β. (4 )
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Siempre, basta abora, con la condición de ser x y β menores que 
un cuadrante.

64. Otra demostración de las fórmulas:

sen (a -f- β) =  sen a eos β +  sen β eos a. 
eos (a +  β) =  eos a eos β — sen a sen β.

Supongamos dos arcos positivos a y β y

jcuya suma sea inferior a £· Siendo A el

origen de los arcos, tomemos AM =  a y a continuación Míí =  β, se 
tiene (fig. 57):

AN =  cc -j- β.

F igura^57

Tracemos MP y NQ perpendiculares a O A y NR perpendicular a 
OM, RS perpendicular a O A y RH perpendicular a KQ, se tiene:

sen a =  MP, eos a =  OP,
sen β =  NR, eos β =  OR,

sen (a -f- β) =  NQ =  RS +N H , eos (a +  β) =  OQ =  OS — RH.

Por otra parte, siendo semejantes los triángulos MOP y ROS, se
saca:

RS OS _  OR 
MP “  OP “  OM

de donde:

y también:

Y comparando los triángulos semejantes MOP y RNH se tiene:

NH __ RH _  NR 
OP “  MP ~  OM
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NH = NR X OP 
OM =  sen β eos a

RH = MP X NR 
OM =  sen a sen β.

Luego se tiene:

sen (a -f β) =  RS NH sen a eos β +  sen β eos a. (1)
m

eos (a +  β) =  OS — RH =  eos a cos^ — sen a sen β. (2)

71Hemos obtenido estas fórmulas en el supuesto de ser α +  β < Γ·

Mostraremos ahora que lás*fórmulas (1) y (2), subsisten para cual-
π *quier valor de a o de β comprendido entre 0 y -? es decir, cuando la
Δ v

suma α +  β <  π.
7cEn efecto, si a +  β está comprendido entre -  y π, siendo a' y β'
Δ

los complementos de a y β respectivamente, se tiene:

Y podemos escribir, de acuerdo con las fórmulas (1) y (2)

sen (a' β') =  sen a' eos β' +  sen β' cos a',

cos (a' +  β') =  cos a' cos β' — sen a' sen β'.

Y puesto que es :

resulta:

Luego, reemplazando valores, se tiene: 

sen (a' -f β') =  sen [π — (a + β)] =  sen (a + β) =  sen a cos β +  sen β cos a

y
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<50s (a' +  P')==C0S [π —(α +  β)] — — οο8(α +  β) — sen a sen β —eos a eos β, 

o bien:
eos (α -f β) =í eos a eos β — sen a sen β.

Es decir, que las fórmulas (1) y (2) valen también cuando a y β están

cada uno comprendidos entre 0 y ^·
2

65. Mostraremos ahora que las fórmulas (1) y (2) subsisten cuando

se agrega ^ a uno de los arcos α o β.

Supongamos que las fórmulas (1) y (2) *alen para dos ángulos a y β
πy  consideremos ahora un ángulo a' =  a -f -·
Δ

Despejando el valor de a se tiene

* a =  a ' -----
2

Y aplicando este valor de a, en las fórmulas (1) y (2) se tiene:

y recordando que:

se tiene:

y

y

y

y
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es decir, que las fórmulas subsisten cuando incrementamos uno de 

los ángulos én >

66. Mostramos ahora que las fórmulas subsisten para todo valor
i

positivo de a y β.
7CSupongamos que el ángulo a tenga un número w de veces - y el
Δ

ángulo β un número n de veces, podemos poner .-

πa =  m -  -f a'
Δ

β =  » |  +  β'·

Donde a’ y β’ son menores qué un cuadrante; podremos poner

sen (α' +  β') =  sen a' eos β' +  sen β' eos a' 
eos (a' +  β') =  eos a' eos β' — sen a' sen β'.

Y si ahora agregamos al ángulo a', sucesivamente m veces -  y lucga
Δ

TCal ángulo β', sucesivamente n veces el ángulo -> la fórmula siempre
Δ

sigue valiendo y vale entonces para los ángulos a y β.

67. Las fórmulas (1) y (2) valen para cualquier valor de a y β. — 
Hemos mostrado que las fórmulas (1) y (2) valen para cualquier va
lor positivo de a y β ; mostraremos que valen para cualquier valor de 
a y β, positivo o negativo.

Supongamos que uno de ellos a o los dos sean negativos. Siempre 
se les podrá agregar un número entero de circunferencias, hasta ob
tener valores positivos, es decir que podemos hacer (36):

a' =  2 Jen +  a 
β/ =  2Actc -{- β.

Y podemos poner:

sen (a' +  β') =  sen a' eos β' + sen β' eos a' 
eos (a' ■■+· β') =  eos á' cos1̂ ' — sen a' 8βϋ’β'.
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Y reemplazando los valores de a' y ¡3' y recordando que

sen (2 kiz +  x) =  sen x 
eos (2kiz -f x) — eos x.

Se encuentran las fórmulas (1) y (2).
Por otro lado, si en las fórmulas que dan

sen (α +  β) y eos (a +  β),

reemplazamos β por — β se obtiene otra vez como hemos visto ya

sen (α — β) =  sen a eos β — sen β eos a 
eos (a — β) eos a eos β -f sen a sen β.

Suma de varios arcos

68. Observación. — De las fórmulas que nos dan la suma de dos ar
cos, es fácil obtener las que nos dan la suma de tres o más arcos, en 
función de las líneas de los arcos mismos.

Supongamos por ejemplo, que deseamos el seno, coseno y la tan
gente de la suma de tres arcos α, β y γ.

Podemos considerar a la suma de tres arcos α -f β +  γ, como la 
suma de (a +  β) y de γ y aplicar las fórmulas que hemos obtenido, 
como si se tratase de la suma de dos arcos y tendríamos :

Y si ahora se desarrolla sen (α +  β), eos (a -f β) y tg (a -f β), de 
acuerdo a las fórmulas (2), (3) del n° 58 y (6) del n° 59 y tenemos

sen (a + β +  γ) =  (sen a eos β +  sen β eos a) eos γ +
sen γ (eos a eos β — sen a sen β),

eos (a + β +  γ) =  (eos a eos β — sen a sen β) eos γ —
— (sen a eos β +  sen β eos a) sen γ,
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Y simplificando y ordenando se obtiene:

Es claro que sería cómodo obtener ctg, sec, cosec de la suma de 
tres arcos, procediendo en la misma forma. ^

Si se quisiera obtener el seno, coseno y tangente de la suma de cua
tro arcos α + β +  γ -l· δ, procedemos en forma análoga. Consideramos 
a la suma de los cuatro arcos como la suma de dos (a -f β -f γ) y δ y ob
tenemos expresadas las líneas de la suma de los cuatro arcos en fun
ción de las líneas de la suma de los tres arcos (a -f β -f γ) y del arco 
δ. Reemplazando luego las líneas de la suma de tres arcos por los va
lores encontrados en función de los arcos mismos, se tiene resuelto 
el problema.

Y naturalmente se puede seguir el mismo camino para obtener las 
líneas de la suma de un número cualquiera de arcos.



MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN DE ARCOS

C A PITU LO  IX

Se trata de resolver el siguiente problema: Conocidos los valores 
de las líneas trigonométricas de un arco, calcular los valores de las 
líneas del arco doble, trip le,..., n<x. del arco a, donde n es un número en-

a a atero o también las líneas trigonométricas del arco - >-?···>-■ Al pri

mer problema se le llama impropiamente de multiplicación de arcos 
y al segundo de división de arcos.

Es claro que el primer problema se resuelve fácilmente conside
rando las líneas de 2, 3, 4, ..., n arcos diferentes y calculando la línea 
de la suma, de acuerdo con las fórmulas dadas en el n° 68 y siguien
tes y luego igualando los arcos entre sí. Es en el fondo como vamos 
a proceder.

69. M u l t ip l ic a c ió n . — Si en las fórmulas que nos dan sen, eos, 
y tg de (α +  β) en función de las líneas mismas (nos 58 y 59) hacemos 
α =β, tenemos :

Y recordando que

( 1 )

( 2 )

( 3 )

las dos primeras nos d a n :

sen 2a -- +  2 sen a |/l — sen2 a =  +  2 eos a |/l — eos2 a, 

eos 2a =  2 eos2 a — 1 =  1 — 2 sen2 a.

Si en las fórmulas (1) del n° 68 que nos dan las líneas de la suma
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de tres arcos α, β y γ en función de las líneas de los arcos mismos 
hacemos α =  β =  γ, tenemos:

sen 3a =  

eos 3a =

tg 3a =

3 sen a eos2 a — sen3 a,

eos3 a — 3 eos a sen2 a,

3 tg a — tg3 a 
1 —3 tg2 a (4)

Y teniendo en cuenta nuevamente la relación del n°37 (a) se tiene 
también:

sen 3a =  3 sen a — 4 sen3a (5)
eos 3a — 4 eos3 a — 3 eos a, (6)

y así sucesivamente. Podríamos obtener fácilmente, prosiguiendo en 
la misma forma:

sen 4a =  4 sen a eos a (1 — 2 sen2 a) 
eos 4a =  8 eos4 a — 8 eos2 a +  1

4 tg a — 4 tg3 a 
8 l - 6 t g 2a +  tg4a

sen 5a =  δ sen a — 20 sen3 a +  16 sen5 a
eos 5a =  10 eos5a — 20 eos3a +  5 cosa.

Y en general, si en las fórmulas que dan las líneas de a 4- β hace
mos β =  (η — 1) a, se tiene:

sen na =  sen (η — 1) a eos a +  eos (η — 1) a sen a
=  2 sen (η —1) a eos a — [sen (η — 1) a cosa — eos (η — 1) a sen a],

" 4 '■ ̂  ~~  ̂ \

sen na =  2 sen (η — 1) a eos a — sen (n — 2) a.

Y también:

eos na =  eos (η —1) a eos a — sen (η — 1) a sen a
=  2 eos (η — 1) a eos a — [eos (η — 1) a eos a 4- sen (η — 1) a sen a]

o bien:
eos na =  2 eos (η — 1) a eos a — eos (n — 2) a.
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Y para la tg tendríamos igualmente

tg a  +  tg (η — 1) atg na =  -  ̂  ̂ ..1 — t g a t g  (ti ^  1) a

70. G e o m é t r ic a m e n t e . -— Mostrar que se tiene:

sen 2a =  2 sen a eos a, 
eos 2a =  eos2 a — sen2 a.

Tomemos un círculo trigonométrico de centro O y sea A el origen 
de los arcos. Tomemos un arco AM igual a 2a y desde M bajemos la 
perpendicular MP sobre el diámetro AA'. Uniendo M con A, A' y O 
se tiene, i>or definición:

sen 2a =  MP, 
eos 2a =  OP.

El ángulo MA'A vale a. Y se tiene en la
figura 58:

Figura 58

El ángulo A'MA es recto y el área del ¿riángulo A'MA vale :

de donde

o bien
sen 2a =  2 sen a eos a. 

Para expresar el eos 2a, podemos escribir:

pues, en todo triángulo, la diferencia de los cuadrados de dos lados es 
igual al doble producto del tercero por la proyección sobre este lado de 
la mediana que le corresponde.
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71. División de arcos. —  El problema d é la  división de arcos 
consiste en lo siguiente: Conociendo las líneas del arco a, calcular

las líneas del arco -> donde n toma los valores enteros 2, 3, 4,...n
El problema es simple para n igual a una potencia entera de 2 ; 

pero, para otros valores de n, conduce en general a ecuaciones del 
grado superior al 2o.

Resolveremos en primer lugar los casos más simples.
Io Conociendo el valor de sen a, calcular el valor de

a a asen-, eos- y tg - ·

Tenemos, de acuerdo con la fórmula 1 (n° 69)

sen 2x = 2 sen x eos x.

(XY haciendo 2x = a, se tiene x = γ y resulta2

Y también se tiene :

(1)

(2)

Tenemos así con(l) y (2) un sistema de dos ecuaciones con dos in 
cógnitas, las que por suma y resta nos dan :

o lo que es lo mismo :



— 89 —

de donde:

Y samando y restando se tiene :

(3 )

W

aSe obtienen así cuatro valores para sen - y cuatro valores paraJj
OL

eos -·

Es fácil encontrar en el círculo trigonométrico, la explicación de
a a

estos cuatro valores para sen -  y eos -· En efecto, supongamos (fig.
Δ Δ

59) que OL represente el valor sen a. Los arcos cuyo seno es OL, 
están dados por las series :

A<xj 2π +  α, 4π +  a?
M 'π — a, 3π — a, 3π — a,

Y los arcos mitad correspondientes son : 
μ, Ab

I a) a
2?

aπ H— ? 
δ

a2π +

2a) π tí% Q a 3π a  ̂ 5π a
2 ~~ 2’ ~2 9* 9 "2*

La primera serie corresponde a los arcos con origen en el punto A 
y extremo libre en los puntos y la segunda corresponde
a los arcos cuyo origen es el punto A y su extremo libre en M2 o en

aM4. Se ve que se tienen cuatro valores distintos para el sen -  y que
son dos a dos iguales pero de signo contrario. Así en la figura se 
tiene:

M i P i  =  JVI3P3.

M2P2 =  -  m 4p 4.
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Se ve también que se obtienen cuatro valores distintos para eos -
z

y que son dos a dos iguales pero de signo contrario.

OP1 =  -  OP3 
OP2 =  -  OP4

Observando la figura o por las fórmulas, se ve que los cuatro valo-
α

res que se tiene para el sen - son iguales a los cuatro valores queZ
a

se obtienen para el eos - aunque no se corresponden entre sí. Si tie-
z

ne asi:
M1P 1 =  OP2
M2P2 =  OP4 
M3P3 =  OP4 
M4P4 =  OP3

lo que por otra parte también indican las fórmulas (3) y (4).
aPara calcular tg -> tenemos':

¿ a
Gomo hemos obtenido cuatro valores para el sen - y cuatro valo- 

κ . 2
Λ ' * .^oc

res correspondientes para eos -? parecería que obtenemos también
■' z

β . acuatro valores distintos para tg -·
z

Sin embargo, y observando la figura se ve que se tienen sólo dos
avalores diferentes para tg -  ; en efecto, la tg de los arcos con extre-
2 V

mo libre en y en Ms es igual, y lo mismo ocurre con los arcos con 
extremo, libre en M2 y M4V

x aPor otra parte, se deduce lo mismo de las series de ángulos r > que2
hemos dado: 1
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Todos los de la primera serie tienen la misma tg., y todos los de la 
2a también otra misma tg.

Y finalmente, eso puede obtenerse ’de las fórmalas que dan

En efecto, tomemos nuevamente :

a ±  |/l -f sen a +  [/l — sen a
& 2 ±  ^1 +  sen a .if j/l -- sen a

que debemos desdoblar en la siguiente forma:
i _ _ _ _ _  ________

a 1̂ +  sen a +  l/l — sen a
-  tg =  ~r·-··---· ·· ·— .----- J = =
2 |/l +  sen a — ('1 — sen a

a |/l +  sen a — ^1 — sen atoe — =  --- ------ - ■
& 2 |/1 +  sen a +  |/l — sen a

a — |/l +  sen a +  11 — sen a
2 — \! L -f sen a —  ̂1 — sen a

a — |/l 4- sen a — |/l — sen atg — =  ----  '  ----;—-----  -
2 — [/i +  sen a -Η [/1 — sen a

Multiplicando numerador y denominador de la última por — 1, obte
nemos la I a y multiplicando numerador y denominador de la 3a por 
— 1 obtenemos la 2a.

Cuando se da. solamente el valor del sen a, se encuentran las solu
ciones que anteceden. Es claro que si se da el arco, la solución es
única.

í_
]/ 2Ejemplo I. — Supongamos sen a =  — .

2
a a aCalcular sen -> eos - y tg -·/
Δ Δ Δ
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Tendremos:

α αY tenemos cuatro valores para sen cuatro para eos - y dos para2¡ 2
α

* 2
Pero si ponemos en cambio:

y queremos

π j  2sen - ~  — 4 2

π ft πsen -, eo s- y ,vtg

¿s claro que encontramos un solo valor para cada uno, que son preci
samente :
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α72. Calcular las líneas trigonométricas del arco — conociendo eos a .— 

Tenemos según la relación:

y también sabemos

Y se obtiene:

De donde:

(1 )

y dividiendo entre s í :

(2)

(3)

α α aY es claro que ahora sería fácil obtener cosec -> sec -  y ctg -  que sonJj áa

Λ . -, Ί Ί -, α α αrespectivamente las inversas de los valores de sen eo s-y  tg -·
Δ Δ Jj

Se ve por las fórmulas (1), (2) y (3) que dado el valor de eos a, se
a aobtienen dos valores iguales y de signo contrario para sen eos -
Jj Δ

α
y  tZr,·

Es cómodo ver en el círculo trigonométrico, cómo aparecen esos 
valores.

Dado el valor de eos α =  OP (fig. 60), existen dos series de arcos 
que tienen por eos el valor OP, aquellos que tienen origen en A y 
extremo libre en M, dados por la serie

α, 2π +  a, 4π -f a, 6π + a , ...
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Y aquellos con el mismo origen A y extremo libre en M' dados por

2π — α, 4π — a, 6π — a, 8π — a,..;

Y los arcos mitad correspondientes son 
respectivamente

La primera corresponde a los arcos con extremo libre en y en M3,
y la segunda a arcos con extremo libre M2 y M4.

Pero es fácil ver que los arcos :✓
a a a a# -> π ----> 2π 4- — y 3π 1---- > ···>
2 2 2 2

tienen el mismo seno y también

a a , a aπ 4— i 2 π ---- > 3π Η— ? 4 τζ —·> ···?1 9 9

tienen el mismo seno y que los arcos

a —?
2

a a2π — -? 2π H— > 4π — *> *>
a
‘Τ’

tienen el mismo cosepo y también

a a a aπ ---- ί π -I— i 3π — — > 3π + —>
2 2 2 2

tienen el mismo coseno, y finalmente que los arcos, que tienen extre
mo libre en Mí y M3 dados por

a — 1 
2

a a a
π +  -? ι-π +  -> 3π 4- ^> ···>

<2 ,  ̂ λ

tienen la misma tg lo mismo que los arcos con extremo en Ma y JVI4 
que son dados por :

tienen la misma tangente.
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* tu 1'Ejercicio. — Conociendo el eos -  =o 2
Tenemos:

calcular sen, eos y tg de

73. D ivisión de la tg. — Conociendo el valor de tg a, calcular el 
ade tg -·° 2

La relación (3) (n° 69) nos da :

Y ochaciendo 2 x = a .·. x = se obtiene:

aecuación de 2o grado en tg que nos d a :

De donde se obtiene :

Ci
\ a
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Es decir, que para cada valor de tg a, se obtienen dos valores dis- 
αtintos para tg Es fácil explicar la existencia de estos dos valores. Δ

Si consideramos el círculo trigonométrico y sobre la tangente geo
métrica zzf tomamos el valor de tg a, igual a AT, por ejemplo. Todos

los ángulos pon origen en X y extremo libre 
en M o en M' tienen por tg el valor AT 
(fig. 61). Y todos estos arcos están dados 
por c \

I Jen 4-

Y la mitad de estos arcos por la expresión

Figura 61

Siendo Je un valor par, tenemos la serie:

Y todos estos arcos tienen por extremo libre los puntos o M3?, es 
decir, todos tienen la misma tg A l\.

Si en cambio, Je es un número impar, obtenemos la serie:

y todos estos arcos tienen por extremo libre los puntos M2 o M4, y 
tienen la misma tg que es AT2.

Se puede observar que siendo*# un número par, podemos poner 
Je =  2#' y tenemos:

Y siendo Je impar, podemos poner Je = 2#' 4- 1, y tenemos:

Es decir, que los dos valores que se obtienen para la tangente son
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recíprocos y de signo contrario, lo que pudimos prever fijándonos 
en la ecuación de 2 ° grado, donde el producto de las raíces debe ser 
igual a — 1 .

Ejercicio. —
_

Calcular tg - ,  conociendo tg -  =  ['3 . 
6 3

Tenemos:

Y es claro que ahora tomamos solamente el signo + para el radical,
7Zporque la tg -e s tá  en el primer cuadrante y debe ser positiva, υ

aSi nuestro problema fuese: Conociendo tg a =  \ 3, calcular tg -, 
tendríamos las dos soluciones :

Y el producto de las dos vale — 1 .

a a74. Expresar sen 7 y eos -  en función de tg a.Δ Δ

Tenemos :

Luego

y
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Y dividiendo una por la otra, obtenemos nuevamente

a — 1 ±  +  tg,?a
^  2 tg a

a aY es fácil explicar los cuatro valores para s e n -y  eos-que se
2 2

obtienen.

75. Teorema : L a s  lín ea s  tr ig o n o m é tr ic a s  de  u n  a rc o  p u e d e n  e x p re 

sa r se  ra c io n a lm e n te  en fu n c ió n  de  la  tg d e l a rc o  m i ta d . — Este teore
ma es de importancia y lo utilizaremos muchas veces, especi al mente 
en la resolución de ecuaciones trigonométricas.

Para el sen a podemos escribir sucesivamente:

Y para obtener el eos a, podemos también poner:

(1>

(2>

a aDonde liemos reemplazado la unidad por sen2 -  +  eos2- y  luego divi-2 2
adido numerador y denominador por eos2 -·

aEs claro que la expresión de tg a en función de tg -, es dada por2
una expresión racional, directamente por la fórmula que hemos en
contrado (n° 73)

(3)

Las fórmulas (1), (2) y (3) dan la expresión sena, cosa, tg a  en fun- 
ación de tg —en forma racional.
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Como la ctg a, sec a y cosec a son respectivamente las inversas de 
tg a , cosa y sen a, tendremos que también ellas quedan expresadas
en forma racional en función de la tg -·

Δ

76. D ivisiones por 4, 8, 16, 32, ... — Hemos visto que cono
ciendo el valor de la línea de un arco a, se puede encontrar la del 

aarco -  y es claro que esto nos da la pauta para calcular la línea del Δ
a aarco -  y luego la del -  y así sucesivamente ..., se puede llegar al arco 4 o

a
0~n

donde n es un numero entero.
Tomando nuevamente las expresiones :

aSi queremos las líneas del arco tendríamos :4

Y así sucesivamente para*» ···> etc.6 16



1 0 0  —

ócHemos obtenido cuatro valores diferentes para sen — y se puede

dar una explicación del porqué de la existencia de ellos. ,
En efecto, nos hemos dado el valor del eos α y sabemos que los 

valores de α que tienen ese coseno, están dados por las series:ί

α, 2π 4- α, 4π -f α, 6π + α, 8π +  α, ΙΟπ +  α,
y

2π — α, 4π — α, 6π — α, 8π — α, ΙΟπ — α, 12π — α,

αy los valores de - serán respectivamente:

, α π α  a  π α Λ α π α
I a 7> 7 +  7 ’ π +  7 ’ π +  7 +  7 ’ 2π  +  7 ’ 2π +  7 +  7 ’4 2 4  4 2 4  4 2 4

π α  α ·π α α π α  α2 a) ------- ; π ---- ’ π +  ------- » 2 π -----? 2π + ---- 3 π ----------- ? ···' 2 4  4 2 4  4 2 4  4

La primera serie corresponde en la figura 62 a los arcos con extre
mos libres en M1? M3, M5, M7 y la segunda a los arcos con extremos

libres en M2, M4, M6, 1V18.
Es fácil ver que los arcos con extre

mos libres en M± y M4, M2 y M3, M5 y M8, 
M6 y M7 tienen respectivamente el mis
mo seno en valor y signo. Es decir, que

tenemos cuatro valores para sen como
i , 2
dan las fórmulas.

También los arcos con extremos en 
risura 62 Mx y M8, M2 y M7, M3 y Me, M4 y M5, tie

nen dos a dos el mismo coseno en valor y 
signo; es decir, que hay cuatro valores para el coseno.

Y finalmente, los arcos con extremos libres en M4 y M5, M2 y M6, 
M3 y M7, M4 y M8 tienen respectivamente la misma tangente.

α
I. Problema: eos -  en función de eos a. — Hemos encontrado laO

fórmula ^6) (n° 69)

eos 3a =  4 eos3 a  — 3 eos a, (1)
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y haciendo

3α =  a, se tiene aa =  -

y la ecuación (1) nos da :

es decir que se tiene:

Que es una ecuación de tercer grado y cuya solución nos da las tres 
raíces de la ecuación. 1

Se puede mostrar que tiene tres raíces reales siempre que eos a <  1. 
En efecto, si conocemos el valor de eos a, los valores de a están 
dados por

Y los valores de la tercera parte de estos arcos están dados por

donde hay que dar a k todos los valores enteros, positivos, negativos 
y aun el valor 0.

Podemos escribir

siendo m el mayor número de veces que está el número 3 en fc, y λ 
un número que puede tomar los valores 0, 1, 2.

Se tiene entonces:

Y ahora, dando a λ todos los valores posibles 0 ,1 ,2 , se tienen seis 
arcos:

2kiz 4- a.

k =  3 m +  λ
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Pero los tres arcos:
α 4π a 2π a

~  3 ’ ΊΓ ~ 3 y T  _ 3

tienen los mismos cosenos respectivamente que

α 2π ά 4π a 
3’ T  +  3 y T + 3

aluego se tienen para eos -  solamente los tres valores diferentes

α /2π α\ /4π α\cos_. eos +  - j  y eos +  -J.
)

Y si M1? M2 y M3 representan los extremos libres de esos arcos en el 
círculo trigonométrico, ellos forman los vértices de un triángulo 
equilátero.

αII. Problema : Dado sen ol, calcular sen -· — Si en la fórmula (δ)ó
(n° 69)

sen 3a — 3 sen a — 4 sen3 α, (1)

αlineemos 3a =  α se tiene a == —>O
y la ecuación (I) nos da :

o α αsen α — 3 sen -  -  4 sená -7ó ó
es decir, que se tiene:

„ α 3 α 1sen"5 -  — -  sen -7 H—  sen α =  0 3 4 3 4
i

que es una ecuación de tercer grado. Se puede mostrar que tiene tres 
raíces para valores compatibles de sen a. En efecto, si se conoce el 
valor de sen a, y si a es uno de los arcos que tiene por seno a sen a, 
los valores de α están dados por

2kn -f α y (2k +  1 ) π — α,

αy los diferentes valores de sen - :ó
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Y si m es el mayor numero de veces que cabe el número 3 en λ*, 
podemos poner:

k == 3 m + λ

donde λ puede tomar los valores 0,1 y 2 y entonces :

α / 2λπ a\ /2λπ a\sen -  =  sen (2,,ίπ +  —  +  - j  =  sen 4-

y
a / 2/. +  1 a\ /2λ +  1 a\sen -  =  sen 2»ι π H----- -—  π — -  =  sen — -—  π — - 1.b \ 3 o J \ 3 3/

y dando a λ los valores 07 1, 2 obtenemos los seis arcos

α 2π a 4π a— ?   -f- —? --- -f~ —J3 3 3 3 3
π a a 5π a-------> π -----, --------- -
3 3 3 3 3

Pero los arcos
α π α 5π α
3 3 3 3 3

tienen respectivamente los mismos senos que los arcos

α 2π α 4π π
—  7 - - - - - - -  - ( -  — 7 - - - - - - -  - J -  —

3 3 3 3 3
αluego los únicos valores distintos para sen ^>on

α /2π α'\ /4π α\8eu_, s e n ^ -  + 5j y sen + -)·

α111. Problema : Conociendo tg a7 calcular tg — Si en la fórmu-
ó

la (4) (n° 09)
3 tg a — tg3 a , x

1 - 3  1 ^ . ’ <l)
αhacemos 3a =  a, resulta -  =  u y reemplazando en (1) se tiene:
ó

α o OL

tg α =  --------;-------- ·15 α1 _  3 tg2-  
* 3
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lo que nos da

tg3 % -  3 tg a tg2 * - 3 tg % +  tg a =  0. o o o

La solución del problema depende de una ecuación de tercer grado. 
Podemos ver lo que significan sus tres raíces. Si se conoce tg a? el 
valor de a estará dado por:

y entonces
a =  kn + a

a íkn tgTi = tg(Y  + -

Hagamos nuevamente )c =  3m +  λ, donde λ puede tomar los va
lores 0, 1 y 2, y se tiene:

a / atc a\ /λπ  a\
tgs = t g ^  + -  + - j  = tg^T  + -j

y dando a λ los valores 0, 1 y 2 se tienen los tres valores délas raíces

α ίπ a\ /2π
tg 3 + 3 y tg Γ 3 + 3 ,



CAPITULO X

EXPRESIONES LOGARÍTMICAS

77. Una expresión se dice logarítmica, cuando se puede calcular 
directamente en forma que su logaritmo puede obtenerse como la 
suma algebraica de otros logaritmos de números conocidos, multipli
cados o divididos en ciertos casos por números enteros simples que 
son los exponentes o los índices de las raíces.

Así, por ejemplo, la expresión :

2ab |le tg a
* =  —«7=-------- ’3 \d sen β

es logarítmica, porque se tiene:

mientras que la expresión :

y =  |¡a¿ + b¿ — 2ab eos c, 

no es una expresión logarítmica.
Vamos a ver algunas expresiones que permiten transformar sumas 

en productos, o expresiones binomias o polinomias en expresiones 
monomias.

Veremos al mismo tiempo algunas transformaciones titiles en la 
resolución de muchos problemas, por ejemplo, transformar una suma 
o diferencia en un producto.
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78. Transformación de un producto de senos o cosenos en una suma 
o diferencia. — Partiendo de las expresiones:

sen (α +  β) =  sen a eos β +  sen β eos a,
sen (a — β) =  sen a eos β — sen β eos a,
eos (a + β) =  eos a eos β — sen a sen β,
eos (a — β) =  eos a eos β. +  sen a sen β.

Sumando y restando las dos primeras, se obtiene:

sen (α +  β) -f (sen a — β) =  2 sen a eos β, (1)
sen (a +  β) — (sen a — β) =  2 sen β eos a. (2)

Y sumando y restando la 3a y 4a se obtiene

eos (a -f β) +  eos (a — β) =  2 eos a eos β, (3)
eos (a — β) — eos (a -f β) =  2 sen a sen β. (4)

De donde sacamos cuatro fórmulas que nos serán útiles :

79. Transformación de una suma o diferencia de senos o cosenos en 
producto. — Las fórmulas (1), (2), (3) y (4) del número anterior, resuel
ven ya el problema. Ellas transforman en producto la suma o diferen
cia de dos cosenos. Para hacerlas más cómodas, hagamos :

de donde se saca :
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Y llevando estos valores en las igualdades (1), (2), (3) y (4) se tiene:

( r>)

(d)

(7)

( 8 )

Estas cuatro fórmulas fundamentales son de gran importancia y 
tendremos oportunidad de utilizarlas muchas veces.

Ellas dicen que: (5) la suma de los senos de dos arcos es igual al 
doble producto del seno de la semi-suma por el coseno de la semi-di- 
ferencia de esos arcos.

(0) La diferencia de los senos de dos arcos es igual al doble producto 
del seno de la semi-diferencia de esos arcos por el coseno de la semi
suma de los mismos.

(7) La suma de los cosenos de dos arcos es igual al doble producto 
del coseno de la semi-suma por el coseno de la semi-diferencia de esos 
arcos.

(8) La diferencia de los cosenos de dos arcos es igual a menos el 
doble producto del seno de la semi-suma de los arcos por el seno de la 
semi-diferencia de los mismos, o también igual al doble producto del 
seno de la semi suma por el seno de la semi-diferencia entre el arco 
del sustraendo y el arco del minuendo.

Observación. — Guando se quiere transformaren producto la suma 
o la diferencia entre un seno y un coseno, se lleva el problema a los 
casos precedentes recordando que el coseno de un arco es el seno del 
complemento. Luego:
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80. Las fórmulas fundamentales de (5) a (8), pueden obtenerse toda 
vía en otra forma por un procedimiento geométrico.

Sea (fig. 63)
AOx = p  y BO# =  q

y tomemos OA =  OB. Uniendo A con B tracemos la perpendicular
OP a AB. Resulta P el punto medio de 
AB. Se tiene:

1PO* ·-·= -  (p + q),

]

Tenemos que:

POA =  POB =  -  (p -  q)<

pr. (OA) -f pr. (AP) =  pr. OP 
pr. (OB) + pr. (BP) =  pr.OP.

Y siendo AP y BP dos segmentos iguales y de sentido contrario, 
tenemos, sumando :

pr. (OA) + pr. (OB) — 2 pr. (OP),

o bien, proyectando sobre O x :

OA eosp + OB eos q =  2 . OP . eos ^  ^

Pero

OP =  O A eos AOP =  OA eos ̂ ---- - ·‘>
Luego

Λ p + q p — q eosp +  eos q =  2 eos —-—- eos —-— ·
2 2

Si proyectamos sobre O y, tenemos :



— 109 —

Y reemplazando en (I) y suprimiendo el factor común OA =  OB, 
se tiene:

p +  q p — qsen j) +  sen q =  2 sen —¡—- eos —-—-·
2 2

Tomando ahora la poligonal OBA, se tiene

pr. (OA) =  pr (OB) +  pr (BA) (l)

y reemplazando valores, se tiene, proyectando sobre el eje O y :

pr. (OA) =  O A senp,
pr. (OB) =  OB sen q =  OA sen g,

pr. (BA) =  BA c o s ^ - ^  =  2AP cos1̂ - ^  -
2 2

=  20A san— —- cos^ -~̂ - -9
Y reemplazando en (1) se tiene :.

Λ  V —  q p +  qsen p — sen q +  2 sen------ - eos -----r  * 1 2 2
-o bien

0  P ~ q p +  qsen p  — sen q =  2 sen ----- - eos ----- - ·
r  *  2 2

Y proyectando la (1) sobre el eje Oa?, se tiene:

pr. (OA) =  OAcosp, 
pr. (OB) =  OB eos q,

pr. (BA) =  — BA sen^
y como

BA =  2AP =  20 A s e n ^ - ^ ,
2

tenemos:

O A eos p =  OB eos q — 2 AB sen ? ^ sen -----
2 2

o bien, puesto que OA — OB;

o p  +  q p — qeosp — eos q =  - 2 sen —-—- sen —-—-·
2 2

Hemos obtenido las fórmulas (5), (G), (7) y (8) del n° 79.
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81. Esas mismas fórmulas nos permiten deducir otras que serán 
útiles en las aplicaciones. Y así obtenemos, por ejemplo :

82. Fórmulas análogas obtendremos para transformaren producto 
la suma o la diferencia de dos tangentes o de dos cotangentes.

Para ello tenemos:
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Y de éstas, podemos deducir fácilmente las siguientes:

tg p  4- tg q __ sen (p +  q) ctgp  4- ctg q sen (p + q)
tg p  — tgq  sen (p — q) ^  utgp — ctgg sen (p — q)

83. Como una aplicación, transformaremos dos expresiones que nos 
serán muy útiles más adelante.

I o Transformar en monomio la expresión :

1 +  fcg a.
Recordando que

tg ^ =  tg 45° =  1

se tiene:
„ π1 +  tg a =  tg -  ±  tg a =  tg 45° ±  tg a.4

Luego tenemos :

sen ( 7  4- o\ ¡2 sen (7  4- r
1  +  tg « =  \4 ~  / =  \4 ~  /  =  U  «en (45° +  a)

π eos a eos aeos -  eos a 4

2o Transformar en monomio la expresión :

1 —■ tg a ■ ■ ·
1 +  tg a
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Tendremos análogamente :

π /π \* , tg τ  ττ tg α ,, sen -  — α1 -  tg α _  * 4 : * ^  \4 )
1 + tg α π /π ’ Λtg -  +  tg α sen f-  +f α 1

Η ι ί

Y siendo los ángulos — aj y ^  -f aj?,complementarios :

v s sen -f -vj  — eos ^  — aj?

y por lo tan to :

l - t g «  8βη( ϊ - α) /π \ /π \
i  +  tg a ' π  \  °  U  ' \*eos (- — al 1 x 1

o bien:

----- =  tg (45° — a) — ctg (45° +  a).1 +  tg a * v 7 * v 7

FÓRMULAS QUE VINCULAN LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS DE TRES 
ÁNGULOS a, β Y v CUYA SUMA ES IGUAL A 180° (CASO DE LOS 
TRES ÁNGULOS DE UN TRIÁNGULO PLANO).

84. Mostraremos que siendo α + β Η- γ =  180°, se tiene:
m

. . α β γsen α -h sen β -f sen γ =  4 eos -  eos ~ eos -· 
r  * 2 2 2

i  ^En efecto, es ¿ >
AVa

γ =  180° — (α + β ) sen γ =  sen (α + β). 'ί
\ _ λ'α U

Luego: .4^  ****«? v - ’ ' '
ο ι  o α +  β α — β \  Λ +  β α +  βsen α + sen β + sen γ =  2 sen ——  eos —-— + 2 sen —-— eos —

2 2 2 2

o bien
Λ α -f- β / α +  β ,  α — β\sen α + sen β +  sen γ =  2 sen —-— eos —------h eos —·—-)2 \  2  2 J
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8

y transformando en producto la suma de cosenos y teniendo en cuenta 
q u e :

α +  3 y a -f 3 y^ ^ 90ο - ϊ  sen — = c o s | ,
I

se obtiene
. a 3 γsen a +  sen β +  sen γ =  4 eos -  eos -  eos -· (1)

Δ Δ Δ

85. Mostraremos que siendo α +  β +  γ =  180°,

a β γsen a +  sen β — sen γ =  4 sen -  sen -  coS γ·
Δ Δ Δ

Siguiendo el mismo camino, se tiene:

sen α +  sen β — sen v =  sen a +  sen β — sen (a +  β) =

a +  3 a — β 0 α +  β α + β·= 2 sen ——:- eos —-------2 sen —-— eos —-—
Δ Δ Δ Δ

o bien
a +  β Γ a — β α +  β"sen a +  sen ¿ sen γ =  2 sen —-— eos —-------eos —-—

mÁ éJ

y tam bién:
α β . .sen a +  sen β — sen γ =  4 sen -  sen -  eos (2)
Δ Δ Δ

86. Siendo a +  β +  γ =  180°, se tiene:

. a β yeos a +  eos β +  eos y =  1 +  4 sen - sen -  sen £·
Δ Δ Δ

En efecto
,. Λ α + β a — β eos a +  eos β =  2 eos —-— eos ——

Δ 2

, , a\ 2 « + β „ « +  β’eos γ =  — eos (a +  β) =  — cos¿ — ------senJ —-—
Δ Δ

2 «  +  β 1 i 2 * + β  1 o 2 *  +  β=  — cosJ —-— -T 1 +  cosJ ------- =  1 - 2  eo s-------- ·2 2 2
Y sumando:

- r α +  β /  α — β α +  β\eos α + eos β +  eos y =  1 + 2 eos —-— eos —-------eos —-—
Δ \  Δ Δ I
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y transformando en producto de diferencia de cosenos:

eos α -f eos β +  eos γ == 1 + 4 sen ^ sen |  sen j-· (3)
2 2 2

87. Siendo a +  β +  γ =  180°, se tiene:

a β veos a +  eos β — eos γ =  4 eos -  eos -  sen ^ — 1.2 2 2

En efecto:
^  η a +  β a — βeos a -f eos β =  2 eos —-— eos —-—

2 2

O  2 Λ  β -I— eos γ =  2 COSJ — p - 5 1 ·

Sumando:
- α +  β / α — β a — β\eos a +  eos β — eos v =  2 eos —-— eos------L +  eos — -— — Ir

‘ 2 \  2 2 /

o bien
a - β veos a +  eos β — eos γ =  4 eos -  eos f  sen 2- — 1. (4)
2 2 2

88. Se obtiene así, siguiendo caminos análogos, y siempre que 
α +  β +  γ =  180*.

sen 2a -f- sen 2β -f sen 2γ 4 sen a sen β sen γ (5)

sen 2a +  sen 2β — sen 2γ =  4 eos a eos β sen γ (6)

eos 2a +  eos 2β +  eos 2γ =  — 1 — 4 eos a eos β eos γ (7)

eos 2a -f eos 2β — eos 2γ =  1 — 4 eos a eos β eos γ (8)

sen a +  sen 3 — sen v a 3
sen a +  sen β + sen γ & 2 2 v r

89. Siendo a +  β + v — 180°, se tiene:

En efecto:

tg a +  tg β +  tg γ =  tg a tg β tg

tg (a +  β) =  tg (180° -  γ) =  -  tg γ .
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Pero es

luego
tg a + tg β +  tg γ =  tg a tg β tg γ. (10)

Y obtenemos tam bién:

ctg |  + ctg |  +  ctg |  =  ctg |  ctg |  ctg | ·  (11>

tg ¿ tg |  +  tg |  tg i  +  tg |  tg |  =  1. (12)

Hacer una fórmula calculable por logaritmos

90. Transformación de una suma. — Sean A y B dos expresiones 
monomias, cuyos logaritmos se pueden obtener ; se trata de calcular 
el log (A +  B) sin calcular A ni B.

Podemos escribir:

S ·= A +  B =  A í l  +

e introduciendo un ángulo auxiliar φ tal que

se puede calcular φ, puesto que :

y conocido φ se tiene:

y entonces:
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91. Transformar A — B. — Si A y B son dos monomios en las mis
mas condiciones del caso anterior y si suponemos A >  B se tiene

A -  B =  A 1̂ -  - j ,

y poniendo ahora con un ángulo auxiliar φ tal que :

2 B  senJ φ =  —,A
resulta

A — B =  A (1 — sen2 φ) =  A eos2 φ.

Para calcular el ángulo auxiliar φ se tiene :

y luego
log sen φ log B — log A

--------------------- 1— )Q
i

log (A — B) =  log A + 2 log eos φ.

Y siendo A >  B, como hemos supuesto, la relación — es menor que 1.A
y siempre se puede hacer igual a un seno.

Para el caso en que B >  A, pondríamos

A -  B =  -  (B -  A),

y estamos en el caso anterior.
Se puede tener un método de transformación que sirve para cual

quier valor de A y B y permite calcular

A + B o A -  B. 

En efecto, pongamos

A ±  B =  A Í1 ±  í  V

Introduciendo ahora un ángulo auxiliar de cálculo φ dado por

tg φ B
A

se puede calcular φ, pues se tiene:

log tg φ =  log B -  log A,
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y entonces se tiene

o bien

92. Transformar la suma S =  A +  B +  C +  ··· donde se conocen 
los logaritmos de A, de B, deC, ...

Para ello se procede por partes. Primero se transforma A +  B 
introduciendo un ángulo auxiliar φ y calculamos como hemos visto el 
log (A +  B).

Luego calculamos

Introduciendo un ángulo auxiliar de cálculo φ1? y así sucesivamente.

93. Expresiones racionales. — Sea por ejemplo, transformar en una 
expresión calculable por logaritmos, la expresión :

En este caso se transforma separadamente el numerador M como 
liemos visto en el caso anterior y luego el denominador N en la mis
ma forma. El logaritmo buscado es :

(A ±  B) ±  O.

M A ±  B ±  C ±  D ±  ...
!N" A1 +  Bjl +  4“ Di 4-

log M — log N.

Sea por ejemplo, calcular
a — b
a 4“ b

conociendo log a y log b. 
Podemos poner:
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y poniendo
btg φ =  -,ct

se calcula φ por:
log tg φ =  log b — log

y se obtiene:
a — b sen (45° — φ) 
a + b sen (45° + φ)’

y observando que

sen (45° -f φ) =  eos (45° — φ)
resulta:

a — b 
a +  b-= tg (45° <P)·

Este último valor lo podíamos haber obtenido directamente escri
biendo :

y poniendo

se tiene

94. Transformar +  B, donde se conoce log A y log B. 
puede poner:

— Se

y haciendo

,se tiene
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95. Transformar — B. — Si B es mayor que A, el sub-radical 
es negativo y la cantidad es imaginaria. Luego suponemos A >  B y 
en tal caso, podemos poner:

e introduciendo un ángulo auxiliar φ dado por

2 B  cosJ φ =  — 7A
se tiene.:

^A — B =  |/A sen φ.

El ángulo auxiliar de cálculo φ se obtiene po r:

96. Transformar en calculable por logaritmos la expresión

Podemos poner:

Introduciendo ahora un ángulo auxiliar de cálculo φ dado por

siempre existirá el valor φ y se calcula por

y se tiene:
log tg φ =  log B — log A,

A sen (α ±  φ)y =  A (sen a ±  tg φ eos a) = eos φ

97. Transformar la expresión

y = ]¡b2 +  c2 — 2be eos A*
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Veremos más adelante que y viene a ser el lado de un triángulo 
cuyo ángulo opuesto es A siendo b y c, los otros dos lados de) 
triángulo.

Podemos poner:

y también

resulta entonces:

y simplificando se obtiene :

o bién

Introduciendo un ángulo auxiliar φ, dado por

Resulta:

y resulta

Es claro que esto supone conocer los valores mismos de b y c. Si en
b — ccambio se conocen sus logaritmos, se puede transformar ------ > comob + c

hemos visto en el n° 86, introduciendo antes un otro ángulo auxiliar 
de cálculo φ0 dado por:
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y por lo tanto 1
- A

tg<p =  tg (45° — <p0)c tg ->

y en tal caso
AV2b sen (45° +  φ0) sen —

y = ]/b2 -f c2 — 2be eos A = ------------------------------- -cps φ0 eos φ
m

Muchas veces para transformar una expresión en otra calculable 
por logaritmos, se puede hacer un artificio que sólo enseña la práctica 
y la sagacidad del calculista.

98. Consideremos una serie n de arcos en progresión aritmética
i

a, a + r, a +  2r, a +  (n — 1) r.

Queremos calcular la suma de sus senos y la suma de sus cosenos. 
Tengamos en primer término :

8 =  eos a +  eos (a +  r) +  eos (a + 2r) + ... -f- eos [a +  (η — 1) r].

rMultiplicando cada término por 2 sen -> podemos escribir
SJ

Sumando miembro a miembro todas estas igualdades, en los su
mandos de los primeros miembros podemos sacar factor común a 

r2 sen -  que queda multiplicando a la suma de los cosenos de los arcos 

en progresión aritmética que hemos llamado S. En la suma de los
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segundos miembros, se ve que se anillan todos los términos excepto 
el segundo término del segundo miembro de la primera igualdad y el 
primer término del segundo miembro de la última; es decir, que nos 
queda:

Y transformando en producto la diferencia de senos del segundo 
miembro, obtenemos :

(1)

99. Para calcular la suma de senos de n arcos en progresión arit
mética, pongamos:

Si =  sen ·α -f sen (a +  r) + sen (a -f 2r) +  ... H- sen [a -1- (n — 1) r].

Se puede proceder en una forma análoga que para la suma de cose
nos, pero resulta ahora más simple en la fórmula (1) reemplazar a por

( | +  aj ... Es claro entonces, que cada sumando de S, digamos un tér

mino cualquiera que era eos se, se transforma en eos ^  +  ¡cj =  — sen x.

Luego al reemplazar a por ^  -f xj hemos cambiado de signo a to

dos los sumandos y al mismo tiempo se ha cambiado de línea, luego 
podemos poner:

pero

luego
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Podíamos haber procedido también en lá siguiente forma ϊ 

Sj =  sen a -f sen (a -f r) +  sen (a +  2r) + +  se n  [a +  (η — 1 )r].

Se tiene

Pero es

Sumando y simplificando

de donde

100. Problema. — Hacer calculable por logaritmos las raíces de 
una ecuación de segundo grado :

ax2 +  bx +  c-= 0.
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Se sabe que las raíces están expresadas por

Suponiendo a positivo, distinguiremos dos casos

Primer caso : -  <  0, vale decir, c negativo. Puede escribirse a

Y podemos poner:

donde φ es un ángulo auxiliar de cálculo y se tiene:

+  tfb2 — 4ac =  +  δ |/l + tg2y =  +  —-— — J eos φ

Luego

Y separando las raíces :

cSegundo caso: - >  0, vale decir, c positivo. 

Cuando b2 4ac >  0, se tiene:
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y se puede poner:

y entonces

Y las raíces resultan



VALORES DE LAS LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS DE ALGUNOS ÁNGULOS

CAPÍTULO  X I

Veremos más adelante que se construyen tablas que dan los valo
res de los logaritmos de las funciones trigonométricas y también 
tablas de valores naturales de las líneas. Son valores que se dan para 
el primer cuadrante y determinados a intervalos que dependen del 
numero de cifras decimales, y tales que entre uno y otro pueda con
siderarse, en general, una interpolación lineal.

Ahora veremos cómo es posible calcular, con operaciones de núme
ros racionales y sólo la extracción de la raíz cuadrada, los senos y 
cosenos de cierta categoría de ángulos, cuyos argumentos varían en 
progresión geométrica. Para lo cual veremos algunos problemas.

101. Problema : Calcular los senos y cosenos de los arcos de la f  or
le x  180°ma

2n
siendo le y n números enteros y positivos. — Hagamos

primero 1c =-- 1 y n = 2. Se tiene, según hemos visto (1G y 17):

Y puesto que (72)

se tienen sucesivamente:
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Es fácil ver la ley de formación de los segundos miembros, y se 
pueden obtener cómodamente las fórmulas sucesivas para obtener

seno y coseno de Con las fórmulas de multiplicación, se puede

ahora obtener el seno y coseno de los arcos dados por —
Es claro que se obtendrían fácilmente los dados por los arcos, cuya

nrw, fc·180 expresión sea 9 0 ° ------.

102. Problema: Calcular los senos y cosenos de los arcos de la for 
1c 180°

ma 3 * 2n
Para k =  1 y n =  0, se tiene, según liemos visto en :

Recordando ahora (72) que

se tiene :
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Y resulta fácil ver la ley de formación de los términos sucesivos y 
también cuando se dan valores sucesivos a k.

103. Problema : Calcular los senos y cosenos de los arcos dados por 
_ k .180°la forma general ■ ^ . — Para a =  1 y n =  1, se tiene:
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Ύ obtenido el valor del coseno se puede aplicar la fórmula de divi
sión. En general, si hacemos eos a =  x, se tiene:

Con lo que es fácil obtener

Y ahora es fácil obtener las expresiones dando sucesivos valo
res a le.

104. Problema : Determinar los senos y cosenos de arcos de la forma 
1c. 180° , 7 7--------------, donde le y n son números enteros u positivos.

3  X 5 X 2 n *  J r

Haciendo le =  1 y n =  0, se tiene el ángulo de 12° y podemos
poner

18°° _  _  180° 180°

3 X 5 "   ̂ tí ΠΓ*
Y según el teorema de la substracción de ángulos

o
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Pero según nos (16) y (17)

Y según ii° (49)

resulta

Luego

Y es claro que ahora se puede calcular



CAPITULO X II
TABLAS TRIGONOMÉTRICAS

105. Teo rem a: ¡Siendo x  la  m e d id a  d e  u n  a rc o  p o s i t iv o ,  m e n o r  

qu e  u n  c u a d r a n te  y  m e d id o  to m a n d o  e l r a d io  com o u n id a d ,  se  v e r if ic a  la  

d o b le  d e s ig u a ld a d :
sen x  <  x  <  tg x .

Consideremos un círculo trigonométrico (fig. 64) y un arco AM =  a?,

positivo y menor que Se tendrá que
t i

los valores de sen » y tg a?, que son positi
vos, están dados por

sen a? =  MP, tg x  =  AT.

Donde MP y AT están medidos tomando 
el radio como unidad de medida o donde 
suponemos el radio =  1. Uniendo M con A, 
podemos comparar las superficies de los
triángulos OAM, OAT y la del sector circular OAM y tenemos:

Area triang. OAM <  área sector OAM <  área triang. OAT.

Y expresando ahora el área de los triángulos OAM y OAT en fun
ción de la base O A y sus respectivas alturas, y el área del sector 
circular en función del radio y del ángulo, se tiene :

\  O A . MP <  i  OA . are. AM <  i  O A . AT.
Δ Δ ti

o bien, suprimiendo el factor común ^OA y teniendo en cuenta que
éiüJ

el arco AM es a?, se tiene
sen x  <  x  <  tg x  (1)

que es la doble desigualdad que queríamos demostrar y que como 
veremos es de gran importancia.
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106. Teorema : L a  re la c ió n  de u n  a rc o , m e d id o  en r a d ia n e s ,  a  su  

se n o , t ie n d e  h a c ia  la  u n id a d , cu a n d o  el a rc o  tie n d e  a  cero . — El arco 
puede tender a cero siendo positivo o negativo. Consideremos prime
ro el arco positivo. Desde que vamos a hacerlo tender a cero, es decir 
a que adquiera valores tan pequeños como se quiera, podemos de

hecho suponer que ese arco x  sea menor que ^ y por lo tanto pode-

mos establecer la doble desigualdad del teorema anterior, donde
''' ' ‘ ' sen x r ^

reemplazamos el valor de tg x  por su igual------ y tendremos ;eos x

sen xsen x  <  x  < ------·eos x

Y siendo x  positivo, también lo es sen x. Luego podemos dividir la 
doble desigualdad por sen a?, sin que el sentido de la desigualdad 
cambie, y tendremos

x  11 < ---- - < ------sen x  eos x

Hemos visto al estudiar las variaciones del eos x , que cuando el

arco x  tiende hacia cero, el eos x  tiende hacia 1. La relación —— >sen x
estará así comprendida entre 1 y una cantidad 1 -f ε que tiende 
hacia 1 con el tender de o? a cero. Luego podemos poner:

Jim \  =  1.*-*> \sen x j

Supongamos ahora que el valor de x  tienda hacia cero siendo negati
vo. Supongamos

x  =  — x'

donde x' es positivo. Podremos poner:

x  __ — x' — x' , X*

sen x  sen ( — x') — sen x f sen x'

Cuando x  tiende hacia cero con valores negativos, x ' tiende también
x*hacia cero con valores positivos. El límite de la relación ------  tiendesena'
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%D Xentonces hacia 1 y como-----  es igual a —-— » resulta que tambiénsen x  sen x'
r
1 X

el límite de ----- es 1 cuando x  tiende hacia cero.sen x

C o r o la r io  : L a  r e la c ió n  de  u n  a rc o  m e d id o  en  r a d ia n e s  a  su  ta n g e n 

te , t ie n d e  h a c ia  1 , c u a n d o  el a rc o  tie n d e  h a c ia  cero . — En efecto, pode
mos escribir

donde ε tiende hacia cero con el tender de x  a cero. De ahí deducimos

o bien

pasando al límite tenemos:

"Se obtendría más cómodamente el mismo resultado poniendo

y aplicando el teorema sobre producto de los límites.

107. Teorema : P a r a  un a rc o  p o s i t i v o ,  m e n o r  que un c u a d r a n te  y  
m e d id o  en  r a d ia n e s ,  l a  d i f e r e n c ia  e n tre  e l  a r c o  y  e l  sen o  e s  m en o r q u e  

la  c u a r ta  p a r t e  d e l cubo d e l a r c o . — Mostraremos que para un arco 
que reúne las condiciones antedichas, se verifica:

x 3
x  — sen x  <  —·4

En efecto, podemos poner el sen x  en función del arco mitad y ten
dremos :
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O también escribir

sen * =  2 t g |  ( l  -  sen2| j ·  (1>

Y puesto que x es positivo y menor que un cuadrante también lo
(Cserá — y podemos escribir, de acuerdo con la desigualdad (1) n° 105,
z

(2)

y
**

(3)

De esta última se deduce:

(4)

Y multiplicando entre sí (2) y (4) se tiene, teniendo en cuenta 
la (1)

o bien

de donde se obtiene

(δ)

(0)

lo que demuestra el teorema.
Y de aquí sacamos esta consecuencia, que nos va a ser útil en se

guida:' El error que se comete cuando se toma como valor aproxima

do del seno de un arco positivo y menor que x
2' el valor del arco mis

mo medido éste en radianes, es menor que la cuarta parte del cubo 
del arco. En efecto, teniendo en cuenta la desigualdad (1) del n° 105 
y la (6) tenemos :

í»3x >  sen x >  x — —4
de donde se saca
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y resulta que el valor de x tomado así para el seno es aproximado
arpor exceso y el error menor que -—·4

108. Se puede todavía estrechar más el error y mostrar que ese 
error es menor que la sexta parte del cubo del arco, es decir, que po
demos mostrar que :

x3x — sen x <  —·

En efecto, tengamos en cuenta la igualdad (5) del n° 69

sen 3x =  3 sen x — 4 sen3 x .

Y reemplacemos a x, sucesivamente, por los valores

y tendremos:

U a)

( 2a )

(3 a)

Multiplicando ahora la 2a por 3, la 3a por 32, etc. y la última por 
3n~l y sumemos, simplificando los términos comunes a los dos miem
bros de la igualdad y obtenemos :

Reemplazando ahora dentro del corchete los valores del seno por los 
valores del arco correspondiente, que son mayores, tenemos:
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lo que puede escribirse también en la siguiente forma ? M

Desigualdad que se verifica para todo valor entero de n y que se 
verificará cuando n crece tendiendo hacia un valor tan grande como

v
Xse quiera. Pero, cuándo n tiende hacia infinito, — tiende hacia cero, y 

por lo tanto

tiende hacia 1.
La cantidad dentro del corchete es la suma de los términos de una
progresión geométrica cuyo primer término vale 1, la razón ^  =  i
y el último término tiende hacia cero.

La suma de sus términos vale :

Y la desigualdad (1) se transforma e n :

o bien

lo que implica

Se puede obtener este mismo resultado en una forma mucho más 
directa. Desarrollando en serie la función sen se tiene :
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De donde; 

que se puede escribir :

La serie dentro del corchete es una serie convergente donde preva
lece el signo del primer término y llamando ε el valor del corchete, 
tendremos

de donde se saca

y  queda demostrada la primera parte del teorema.
xSi en cambio, en lugar de sen -  en la (2), ponemos un valor menor,

xque se obtiene de (5).(n° 107) donde hay que hacer el arco igual a - :

109 ; T e o r e m a  : Para un arco x 'positivo, menor que un cuadrante 
y medid o domando el radio como unidad.se verifica la doble desigualdad

En efecto, hemos visto en el n° 72 que

00 00Y reemplazando sen -po r un valor mayor - , se tieneΔ Δ
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se tiene

de donde

Y con mayor razón :

con lo que se completa la demostración del teorema.

Observación. — Se pueden restringir más los términos de la desi
gualdad.

En efecto, tomando la expresión n° 108 y aplicándola para un arco
x-  resulta

se obtiene

de donde se saca

Y con mayor razón :

110. Se puede todavía dar otra demostración del teorema. 
Tomando siempre un arco positivo y menor que un cuadrante, el 

coseno está dado por la serie:

que podemos escribir
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La serie encerrada en el corchete es una serie convergente de signos 
alternados donde predomina el signo del primer término. Llamando e 
a su valor, se tiene

/p2
eos x =  1 — — +  ε·Zi

Y por lo tanto

con lo que se demuestra la primera parte del teorema.
Si tomamos nuevamente la serie que expresa el valor del eos ir, 

podemos escribir:

La serie dentro del corchete es una serie convergente y su valor 
positivo podemos llamar ε' y tendremos

Luego

( 1 )

con lo que se completa la demostración.

Corolario. — Siendo x un arco positivo, menor que un cuadrante y 
medido tomando el radio como unidad, cuando se toma como valor

x2aproximado del eos a?, el valor 1 — — > el error que se comete es menorΔ

qUel6·
En efecto, volviendo a la doble desigualdad

sacamos

lo que prueba el enunciado.
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Si se quieren estrechar más los límites, se puede tomar la desigual1 
dad (1) y se tiene :

111. Cálculo aproximado de sen 10" y eos 10". — Vamos a aplicar 
las conclusiones que hemos obtenido, para calcular aproximadamente 
el valor del sen 10" y eos 10" y ver un límite superior del error que 
se comete al tomar tales valores aproximados.

El arco de 10" expresado en radianes tiene por expresión (n° 7 III)

Lo que nos permite escribir

Luego tomando como valor sen 10", el valor (1) del are. 10", el error 
que se comete; según n° 107 es menor que la cuarta parte del cubo 
del arco, es decir, que el error es menor con mayor razón que:.

y con mayor razón

Se puede decir entonces que tomando como valor del sen 10" el valor 
del are. 10" expresado en radianes, vale decir que tomando

sen 10" =  0.0000484813681

se comete un error por exceso menor que una cifra de orden trece 
decimal y tomando

sen 10" =  0.0000484813680 

se toma un valor por defecto.
Análogamente, si tomamos como valor de eos 10", la cantidad
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donde el are. 10" se expresa en radianes> este valor resulta aproxi
mado por defecto para el eos 10" y el error que se comete es menor 
que (n° 109)

Yq (arc. 10")4

y éste a su vez, menor que

1 1 ^ 1
Ic x ic x ιο '^ ϊο15'

íf
Luego se puede tomar como valor del eos 10", basta la cifra de orden

18 decimal, el valor 1 — i(are . 10")3, es decir que se tendría ‘
Δ

eos 10" =  0,999 999 998 824 778 473.

, 1 '̂ v'Construcción de una tabla V

112. Fórmulas de Thomas Simpson. — Conociendo el sen 10" y 
■eos 10", vamos a obtener fórmulas que permiten calcular el seno y 
-coseno de 20", 30",... de arcos que varían de 10" en 10".

Tomemos para ello, las relaciones del n° 78.

sen (a t  p) -f sen (a — β) == 2 sen a eos β 
eos (a Η- β) + eos (a — β) =  2 eos a eos β

γ  en estas relaciones, bagamos

a =  m 10" y β =  10"

donde m es un número entero y jjositivo. Tendremos

sen (m +  1). 10" +  sen (m — 1). 10" =  2 sen m . 10" eos 10" (1)
eos (m ■+· 1). 10" + eos (m — 1). 10" =  2 eos m . 10" eos 10". (2)

Observando el valor de eos 10" que bemos obtenido, puede verse que 
el valor 2 eos 10" se aproxima bastante al valor 2, por lo que puede 
•escribirse

2 eos 10" =  2 Je (3

donde 1c es una cantidad muy pequeña.
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Y tomando como valor aproximado del eos 10" la cantidad

eos 10" =  1 — i  (are. 10")2

como liemos visto, tendremos, según (3)

2 — Je =  2 — (are. 10")2.
De donde

Je =  (are. 10")2 =  0.000 000 002 350 443 053. (4)

Y reemplazando el valor de 2 eos 10" por su igual 2 — 7c, las fórmulas

sen (ni +  1)10" +  sen (m — 1) 10" =  2 sen ni . 10" — 1c sen ni . 10" 
eos (m +  1) 10" +  eos (m — 1) 10" =  2 eos m . 10" — 7c eos m . 10".

Las que pueden escribirse en la forma siguiente:

sen [m +  1) 10" — sen ni . 10" == sen m . 10" —
— sen (m -r 1) 10" — 7c sen m. 10" (5)

eos (m +  1) 10" — eos m . 10" =  eos m . 10" —
— eos {m — 1) 10" — 7c eos m . 10. (6)

Que son las fórmulas conocidas con el nombre de fórmulas de Simpson.
Puede verse que las fórmulas van calculando los valores de trecho 

en trecho. Dan así las diferencias de

sen (ni +  1). 10" — sen m . 10" y eos (m + 1) 10" — eos m . 10"

de los senos y cosenos de dos arcos consecutivos, variando éstos de 
10" en 10", conociendo las diferencias precedentes.

Conocemos ya, sen 10" y eos 10". Si queremos sen 20" y eos 20", 
en las fórmulas de Simpson hacemos m =  1 y tenemos :

(1) y (2) nos dan :

sen 20" -  sen 10" — sen 10" — Je sen 10" 
eos 20" — eos 10" =  eos 10" — 1 — Je eos 10",

lo que nos permite calcular sen 20" y eos 20".
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Si queremos ahora, sen 30" y eos 30", las fórmulas (5) y (6) nos dan, 
haciendo m =  2 :

sen 30" — sen 20" — (sen 20" — sen 10") — k sen 20" 
eos 30" — eos 20" =  (eos 20" — eos 10") — le eos 20"

lo que nos permite calcular sen 30" y eos 30". Y así se puede continuar 
para 40", 50", etc.

Observación. — Es fácil darse cuenta que es suficiente calcular los 
valores de las funciones trigonométricas hasta 45°. En efecto, si 
llamamos a a un ángulo comprendido entre 45° y 90° su complemen
to (90° — a), será menor que 45° y se tiene :

sen a =  eos (90° — a) 
eos a == sen (90° — a) 
tg a =  ctg (90° — a) 

ctg a =  tg (90° — a).

Disposición y uso de las tablas

113. Existen dos clases de tablas para conocer los valores de las 
líneas trigonométricas en función de los ángulos, o para conocer los 
ángulos conociendo los valores de las líneas. l 0 ,Las tablas que dan 
los valores de las líneas, conmmnente llamadas tablas de valores na
turales de las líneas, y es claro que basta con que den esos valores 
para el primer cuadrante, pues hemos visto que en el primer cuadran
te todas las líneas toman todos los valores absolutos que pueden 
tener.

El manejo de estas tablas es muy simple.
2o Tablas de logaritmos, que dan los* logaritmos de las líneas tr i

gonométricas en función de los ángulos, generalmente expresados 
en la división sexagesimal. También aquí es suficiente que las tablas 
den los valores entre 0o y 90°

Son las tablas más usadas y son de manejo muy simple. Existen 
en el comercio varias.de ellas.

Casi siempre cada tabla tiene al comienzo una explicación de su 
disposición y uso.
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Daremos una reseña general; Por otra parte, la disposición de las 
tablas es semejante, y aprendiendo el manejo de una, es fácil compren
der en seguida el manejo de otras.

En general las tablas dan los logaritmos del sen, eos, tg y ctg, 
y no los de sec y cosec.

Ello se debe a que estas líneas son de poco uso y por otra parte 
sus valores son los inversos despectivamente del eos y del sen.

Y todavía, como hemos visto, basta calcular el valor en las tablas 
hasta 45°, porque si se quiere el valor de una línea para un ángulo 
comprendido entre 45° y 90°, basta calcular el valor de la co-línea.

A sí:
sen 72° = eos 18° 
eos 72° =  sen 18° 

tg 72° =  ctg 18°.

Existen tablas que dan los valores de los logaritmos de las líneas 
trigonométricas con más o menos número de decimales. Así los hay 
con 4 decimales, 5, 6, 7, 8, etc., decimales. Y naturalmente la expli
cación que se dé para una de ellas, sirve en general para las demás.

Daremos la explicación de las tablas de Hoiiel, que son las que 
más usan mis alumnos en el curso.

Gomo las tablas tienen al comienzo una explicación bastante clara 
y detallada para comprender su manejo, daremos aquí una explica
ción muy breve. i

Una tabla de logaritmos es una tabla a simple entrada y contiene 
los valores de las líneas, como decíamos entre 0o y 90°. Pero es sufi
ciente conocer los valores hasta 45°, lo que hace disminuir a la mitad 
el tamaño de la tabla.

Se sabe que los ángulos complementarios, uno tiene respectiva
mente por sen, eos, tg, ctg, sec, y cosec, el eos, sen, ctg, tg, cosec, 
y sec del otro. Por ello las tablas tienen en la columna de arriba 
hacia abajo el valor de los logaritmos de las líneas de 0o a 45° y 
correspondiéndose de abajo hacia arriba el valor de los logaritmos de 
las co-líneas.

Si por ejemplo, se quiere el log sen 34°21', que la tabla de Hoiiel 
los da de V en 1', leyendo de abajo hacia arriba, el mismo valor 
corresponde al log eos 55°39' y si se quiere el logaritmo del sen de 
un ángulo comprendido entre 34°2Γ y 34°22' habrá que interpolar 
entre éstos, y para el eos habrá que interpolar entre los logaritmos 
de los eos, ángulos para 55°39' y 55°38\ <
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114. Tablas de Hoiiel. — Las tablas de 9oüel son de cinco deci
males y contienen los logaritmos de los senos, cosecantes, tangentes, 
cotangentes, secantes y cosenos de minuto en minuto desde 0o a 90°.

El seno y coseno para todos sus valores y la tangente para ángulos 
menores que 45°, son cantidades cuyo valor es menor que uno; luego 
la característica de su logaritmo es negativa, pero en la tabla se le 
aumenta en 10 unidades.

Es claro que bay que tener en cuenta que un logaritmo con carac
terística 6, 7, 8, 9 corresponde en realidad a un logaritmo con carac
terística 4, 3, 2, 1.

En la práctica es más seguro y más cómodo trabajar con estas ca
racterísticas positivas que con negativas.

Se plantean dos problemas, en general, al usar la tabla :
I o Dado un áugulo, encontrar los logaritmos de sus líneas trigo 

nométricas.
2o Conociendo el logaritmo del valor de una línea trigonométrica 

de un cierto ángulo, encontrar el ángulo.

115. Hablaremos en primer lugar del primer problema.
Si el ángulo que se da no está comprendido en el primer cuadrante, 

ya hemos visto cómo se reduce al primer cuadrante (n° 28).
De modo que podemos suponer que el ángulo dado está compren

dido entre 0o y 90°.
Si el ángulo dado se compone solamente de grados y minutos, su 

logaritmo se encontrará en la tabla. Si es menor que 45° en las tablas 
de arriba hacia abajo con la graduación a la izquierda de la página; 
y si mayor de 4h°, en las tablas de abajo hacia arriba con la gradua
ción a la derecha.

Si el ángulo contiene también segundos y fracciones decimales de 
segundo, se hará una interpolación simple, paralo cual la tabla pres
ta  su ayuda con las pequeñas tablas de partes proporcionales que fi
guran en las páginas.

Hay que tener en cuenta que el coseno, la cotangente y la cose
cante van disminuyendo con el crecer del ángulo, por lo que las par
tes proporcionales son substractivas ; es decir, que hay que res
tarlas.

No es necesario entrar en mayores detalles. La tabla misma tiene, 
como decimos, una explicación muy clara, acompañada de ejemplos 
para su manejo.

10
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Conviene, sin embargo, insistir un poco en la explicación, cuando 
el ángulo es muy pequeño, porque en ese caso el seno y tangente 
tienen variaciones fuertes y también cuando el ángulo se aproxima a 
90° porque en ese caso el coseno y la cotangente tienen también va
riaciones grandes.

Y para el caso de ángulos menores que 3 o o mayores que 87°, la 
misma tabla aconseja dos procedimientos a seguir.

Primer método. — Basándose en que para ángulos muy pequeños, 
la variación de los logaritmos de seno y tangente está lejos de ser 
lineal, es decir, no varían proporcionalmente al arco, pero sí puede 
aceptarse que varían linealmente los valores naturales de las líneasr 
y justamente esta variación, según hemos visto, es tanto más pro
porcional cuanto más pequeño sea el ángulo. Se encontrarán enton
ces por interpolación simple , estos valores y de ahí se pasa a encon
trar sus logaritmos en la tabla I.

Así, la tabla II  da para los 3 primeros grados, los senos naturales 
y las tangentes naturales con seis decimales. Y como la tangente y 
el seno, para esos ángulos, tienen valores aproximadamente iguales, 
en la columna que corresponde a los valores de la tangente se ponen 
solamente las dos o tres últimas cifras, según el caso, y las que ante
ceden son las correspondientes para el seno.

Así por ejemplo, da la tabla para :

sen 2°30' =  0.043619

y para la tg sólo escribe: 661, porque debe tomarse

tg 2°30' -  0.043661.

En el caso en que pase al orden siguiente de la 3a cifra decimal, está 
indicado con un asterisco. Por ejemplo, da para sen 2°45' =  0.047978- 
y para la tg d a *033; debe entenderse tg 2°45' =  0.048033.

Ejemplo. — Hallar log sen 1°25'40''4.

La tabla da para 1°25' sen. nat. =  0.024723 
Dif. tab. =  291 para 40'' =  194

> » » 0,4 =  2
sen nat. 1°25'40'.'4 =  0.024919 
log sen 1°25'40''4 =  log 0.024919.
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Y buscando abora el log. de 0.0241)19 :

Dif. tab. =  18 para 0*02491 =  8.39637
» para 9 =  16

log sen l o25'40'.'4 =  log 0.024919 =  8.39653.
\

Se puede así obtener el logaritmo de un arco comprendido entre 87a 
y 90° del eos, ctg y sec.

Segundo método. — Más cómodo y hasta más exacto y basado en 
la misma propiedad de que el seno y la tangente para arcos pequeños 
varían con aproximación proporcionalmente a los arcos, consiste en 
reducir el arco, primero a segundos, tomar el logaritmo del número 
de segundos del arco y agregarle el logaritmo de la relación del seno 
(o de la tangente) al arco, para lo cual se tienen en el encabezamiento 
de las tablas I la corrección a aplicar.

En el encabezamiento de cada columna (tabla I) se indica el nú
mero de grados y minutos y en cada página a la izquierda se da el 
número de segundos de 5 en 5 y desde 0" a 60". Esto facilita enor
memente la transformación del arco en segundos.

Por ejemplo, teníamos el arco de 1°25'40"4.
Podríamos calcülar:

1° =  60 X 60 =  3600"
25' =  25 X 60 =  1500"
40"4 = 40"4

1°25'40"4 — 5140"4

Con la tabla tenemos directamente (pág. 19) *

1°25'40"4 =  5140.4.

Y en la parte de arriba de la misma columna encontramos el número 
4.68553, que es lo que hay que sumarle al log de 5140,4 para ob
tener el

log sen 1°25'40"4

TÍ Tablee de Logarithmes, por J. Hoiiel, 1924.
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y tenemos:
log 5140,4 =  3.71100

log — .... =  4.68553
are ----------

log sen 1°25'40"4 =  8.39653.

El segundo problema que se nos presentaba era :

116. Conociendo el logaritmo de una línea trigonométrica de un 
cierto ángulo y encontrar el ángulo. — Si el logaritmo dado figura en la 
tabla, es claro que se tiene directamente el ángulo.

Si el logaritmo no figura en la tabla, se hará una interpolación 
simple y lineal, para lo cual la misma tabla presta sú ayuda con las 
diferencias tabulares que da y las pequeñas tablas para las partes 
proporcionales.

Pero cuando se trata de logaritmos del sen o tg de ángulos peque
ños, entonces la variación está lejos de ser lineal, y si se hace una 
interpolación de este tipo, se cometen errores fuertes.

En este caso, también pueden seguirse dos métodos, como en el 
problema anterior.

Primer método. — Se pasa del logaritmo al número y se determina 
el ángulo por medio de su seno natural o de su tangente natural, 
según el caso.

Ejemplo. — Se tiene log sen x =  8.39653.
Con la tabla I encontramos, buscando sen nat.

Segando método. — Se resta del logaritmo dado, el valor corres-

sen nat. x =  0.024919.

Y ahora en la tabla de senos naturales se tiene:

para
Dif. tab. 291 para

»

0.024723 =  1°25'
194 =  40"

2 =  0"4
x =  1°25'40"4.

resta obtenida será el loga-pondiente del
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ritmo del arco expresado en segundos; luego se obtiene el arco expre
sado en segundos y la misma tabla sirve para obtener el número de 
grados y minutos. Para encontrar el log a restar, cada página de la 
tabla I  tiene en el encabezamiento, después de las letras S.T., dos nú
meros, por ejemplo

S.T. =  8,39 -  8,41.

El logaritmo que se nos da está comprendido entre estos dos, luego 
tenemos así la página en cuyo encabezamiento está el logaritmo a 
restar, que en este caso es 4.68553, luego

8.39653
4.68553

3.71100

Y directamente la misma página nos da el número de segundos 
5140,4 ya reducidos a 1°25'40"4.

Las tablas de Hoiiel se dividen en :

Tabla I. — Tabla de logaritmos de los números enteros de 1 a 
10800.

Tabla II. — Tablas de logaritmos de senos, tangentes y secantes 
de minuto en minuto para todo el primer cuadrante.

Tabla III. — Tablas de logaritmos de Adición y Substracción.
Tabla IV. — Tablas de logaritmos a 8 decimales.

Observación. — No estará de más recordar que las medidas tomadas 
con los instrumentos no están exentas de errores, antes al contrario, 
siempre están afectadas de errores y es claro que depende de la exac
titud o aproximación de las medidas, la tabla con la que es necesario 
trabajar.

En general y salvo el caso de medidas de gran exactitud como son 
por ejemplo los trabajos de triangulación, o muchos de los trabajos 
que se hacen en determinaciones de longitud, es un error de concepto 
trabajar con una tabla de 7 decimales, error común en nuestros 
agrimensores, al calcular mensuras corrientes.

117. Tablas de adición y substracción. — Estas tablas contienen 
los logaritmos de Gauss, mediante los cuales, conociendo el logarit-
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jno de dos números, se puede con una sola lectura de la tabla encon
trar el logaritmo de la suma o la diferencia entre esos números.

La tabla se divide en dos partes, una es la de Adición y la otra de 
Substracción.

118. Tablas de adición. — Esta tabla da para cada número de la 
columna R, considerado como el logaritmo de un número x mayor 
que la unidad, el valor correspondiente del logaritmo del número
1 +  i·  A este logaritmo se le' llama el logaritmo aditivo correspon-

íO
diente al número x.

Tengamos dos números a y δ, en donde suponemos a el mayor de 
los dos y conociendo log a y log b queremos calcular log (a 4- b): 

Pongamos:

se tiene:

Y haciendo:

resulta

Y se tiene:

La tabla nos da, entrando con logo? =  log a — log δ, el log 1̂ +  -j·

Se busca entonces en la columna R el valor x y al lado está

log (1 +  ; )  que es lo que hay que sumar al log a para obtener el

log (a 4- b). Es claro que si el valor de R no está en la tabla, habrá 
que hacer una interpolación, para lo cual la tabla da las diferencias 
tabulares y unas pequeñas tablas para la interpolación.
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Ejemplo. — Tenemos:

loga =  3.56003 

log b =  3.18327.

Calcular log (a -f b). — Se tiene :

0.15251 Δ =  30
-  31
-  2 

0.15228 
3.56003

3.71231.

loga? =  0.37676

Para 0.376. 
p. p. para 7
p. p. » 06.
Para 0.37676. . 
log a

log (a +  6).

119. Tablas de substracción. — Suponiendo que se conocen los loga
ritmos de dos números log a y  log b y se quiere calcular log (a — b). 

Se puede escribir:

Hacemos

Luego
log (a — b) = log a — log a?'.

Siendo a >  b, se obtiene log x y con este valor obtenemos

El procedimiento es entonces el siguiente: Io se calcula

log x =  log a — log b.



Con este valor se entra en la tabla de substracción entrando en la 
columna de R, y se busca el logaritmo substractivo en la columna 
de Lí. Se resta este logaritmo substractivo del log a y se tiene 
log (a — b). En la columna R la tabla trae los valores de log x supe
riores a 0.3000.

Para valores inferiores a 0.3000 sus primeras cifras se encuentran 
en la columna indicada con R en la parte inferior de la página y la 
búsqueda se hace como si log x fuese un logaritmo cuyo número 
correspondiente se busca.
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Ejemplo. — Conocemos

log a =  2.80209 
log b =  2.37181.

Calcular log (a — b).

Se tiene log x =  log a — log b =  0.43028
para 4302.......... .. L¿ =  0.20160
p. p. para 08 . . . . .  . =  5
para log x = 0.43028 . . . . . . .  Ls =  0.20155
log a............ =  2.80209
log (a — b). . =  2.60054.

Nota. — Estos logaritmos de adición y substracción son de gran 
utilidad práctica y cabe observar que en general tanto los técnicos 
nuestros como los profesores se muestran en general reacios a su 
uso, sin duda debido a que no han tenido oportunidad de ensayar 
sus ventajas.

Disposición y uso de las tablas de J. Dupuis

120. Las tablas contienen los logaritmos con 7 decimales, de los 
senos, cosenos, tangentes y cotangentes de arcos de 10" en 10", com
prendidos entre 0o y 90°. Para los primeros 45°, los grados están 
anotados en la parte superior y para ángulos comprendidos entre 45° 
y 90° en la parte inferior. Es claro que los valores de las líneas de 
45° a 90° son los mismos que los de las co-líneas del complemento, 
que estará comprendido entre 0o y 45°. Las columnas tituladas sen,
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tg, ctg y eos, en la parte superior, corresponden respectivamente a 
eos, ctg, tg y sen en la parte inferior.

La tabla da las características negativas en números negativos, 
signo que va sobre la característica. Creemos que ello no es ventajoso 
y nos parece más práctico y más seguro trabajar con características 
positivas, para lo que se le suma 10, como ocurre en las tablas de 
Hoiiel.

A la derecha de las columnas que dan los logaritmos de senos y 
cosenos, en las columnas encabezadas con D, se dan las diferencias 
tabulares, es decir, la diferencia entre dos logaritmos consecutivos, 
vale decir las diferencias entre los logaritmos para un incremento de 
10" en el ángulo.

En el centro figura la columna encabezada' por D. c., que da la 
diferencia tabular para tang y cotg, es decir, la diferencia entre dos 
logaritmos consecutivos, diferencia que está dada sin tener en cuen
ta el signo, lo que por otra parte no es necesario, porque con sólo 
ver la columna que interesa en cada caso, uno se da cuenta si el 
logaritmo va aumentando o disminuyendo.

Estas diferencias son comunes para la tang y cotg y es fácil ver 
por qué.

Consideremos dos arcos a y a +  Δα (en este caso Δα =  10").
Llamemos Δ a la diferencia entre los logaritmos de las tangentes 

de esos arcos y Δ' la diferencia entre los logaritmos de sus cotan
gentes.

Tendremos:
Δ =  log tg (α +  Δα) — lag tg a 
Δ '=  log ctg (a +  Δα) — log ctg a.

Puesto que la ctg de un arco es la inversa de la tg, se tiene:

log ctg (a -f Δα) =  — log tg (a +  Δα) 

log ctg a == — log tg a.
Luego

Δ' =  — [log tg (a +  Δα) — log tg a] =  — Δ.

Por otra parte, en el primer cuadrante la tg crece de 0 a +  o© y la 
ctg decrece de +  o© a 0.

Al costado derecho de cada página, excepción hecha de los ángulos
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comprendidos entre 0o y 5o o lo que es lo mismo entre 85° y 90°, 
están unas pequeñas tablas, cuyo encabezamiento es la diferen
cia tabular y que dan las partes proporcionales para 1", 2", 3" 
hasta 9".

Llamando nuevamente A a la variación del logaritmo cuando el 
arco varía 10", Δ es la diferencia tabular y si Δα es el incremento 
del arco, sobre el inferior que esté en la tabla y llamando ΔΖ al 
incremento correspondiente del log se tiene

Δί _  Δ 
Δα ~  10"‘

Las pequeñas tablas dan los valores de ΔΖ para Δα =  1", 2", 3"... 9".
Para pequeños arcos, comprendidos entre 0o y 5o, como ya no pue

de considerarse lineal la variación de los logaritmos de sen y tg, se 
han construido tablas de segundo en segundo, las que son también, 
desde luego, para eos y ctg de arcos comprendidos entre 85° y 90°.

121. Uso de la tabla. —  Senos presentan dos problemas generales:
I. Dado un arco, hallar el log de una cualquiera de sus funciones 

trigonométricas, y
II. Dado el valor de la función hallar el arco que le corresponde.
Los explicaremos separadamente.

I. Dado un arco, hallar Id línea correspondiente.

a) Si el arco está en la tabla, obtenemos en seguida su log y luego 
con la tabla de los números, buscando el anti-logaritmo, obtenemos 
el valor de la línea. Esto ocurrirá cuando el arco esté dado por un 
número de segundos que termina en 0, pues la tabla da los log de 
10" en 10", salvo el caso que el ángulo esté comprendido entre 0 y 5o 
y se busca al sen o tg, o esté comprendido entre 85° y 90° y se busca 
el eos o ctg.

La tabla no da valores para sec ni cosec, pero ya hemos dicho cómo 
se procede si se buscan esas líneas.

b) Sieel arco nó está en la tabla, entonces buscamos el arco inme
diatamente inferior que esté en la tabla y a ese logaritmo le sumamos, 
si se trata de sen o tg, o le restamos si se trata de eos o ctg, la parte



que le corresponde por la diferencia entre el arco considerado y el 
arco inmediatamente inferior que está en la tabla y esa cantidad, que 
liemos llamado ΔΖ está dada por

ΔΖ =  · Δα.
10 "

El valor de ΔΖ lo calculamos fácilmente con las tablas de partes pro
porcionales. Cuando el valor de Δ no figura en la tabla, siempre apa
rece uno cercano por defecto y otro cercano por exceso, y se puede 
hacer cómodamente una interpolación mentalmente.

Una vez encontrado el log, se busca en la tabla de los números el 
anti-logaritmo y se tiene el valor natural de la línea, caso este último 
que se presenta poco en la práctica, porque lo que se necesita gene
ralmente son los logaritmos de las líneas.

Primer ejemplo : Hallar el log sen 35°20'13"4. — Se tiene

log sen 35°20Ί0" =  T.7622072 D =  297 
p. p. para 3" =  89.1

» » 0"4 =  11.9

log 35°20'13"4 =  1.7622173.
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Segundo ejemplo : Hallar log tg 34°20'37"6. — Se tiene

log tg 54°20'30" =  0.1441958 D =  445
p. p. para 7" ■= 311.5

» » 0"6 =  26.7
log tg 54°20/37"6 =  0.1442296.

Tercer ejemplo : Hallar log eos 54°20'37"6. — Se tiene

log eos 54°20/30" =  1.7656317 1) =  -  294
p. p. para 7" =  — 205.8

» » 0"6 =  -  17.6

log eos 54°20'37"6 =  1.7656094.
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Cuarto ejemplo : Rallar log ctg 54°20'37"6. — Se tiene

log ctg 54°20'30" =  T.8558042 D =  — 445 
p. p. para 7" =■ — 311.5

» » 0"6 =  -  26.7
log ctg 54°20'37"6 =  Ϊ.8557704.

Quinto ejemplo : Hallar log se?i 1°25'40"4. — Se tiene

log sen 1°25'40" =  2.3964930 Dif. 1" =  845
p. p. para 0"4 =  845 X 0.4 == 338
log sen 1°25'40"4 =  2.3965268.

Cuando se trata de arcos pequeños, puede todavía seguirse otro 
procedimiento, cuando el logaritmo no está directamente en la tabla. 

Se puede escribir:

y tomando logaritmos se tiene:

log sen a =  log a + (log sen a — log a) 
log tg a =  log a +  (log tg a — log a).

Cuando el arco a es pequeño, se sabe que se tiene

luegq las diferencias (log sen a -  log a) y (log tg a — log a) son muy 
pequeñas y varían poco para arcos vecinos. Sumando esas diferencias 
a log a, donde a se expresa por el número de segundos de arco, se 
tiene respectivamente el log sen a y log tg a.

Esas diferencias están dadas al pie de las tablas de los números, 
después de las letras s para el seno y T para tg.

Además la tabla da la reducción de arcos expresados en segundos 
a grados, minutos y segundos de 10" en 10".
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Se puede observar que esa diferencia varía muy poco para arcos 
sucesivos y es claro que en todo caso puede hacerse una simple inter
polación que se liace mentalmente.

Es claro que el procedimiento se puede aplicar a eos y ctg de arcos 
que se aproximan a 90°.

Ejemplo : Hallar log sen 1°25'40"4. — Se tiene en la tabla que ese 
ángulo expresado en segundos de arco es 5140''4.

Y la tabla da :

log 5140. =  3.7109631 Dif. tab. =  845
p. p. para 0"4 =  338
log 5140.4 =  3.7109969

Hay que sumarle........  =  6.6855299

log sen 1°25'40"4. . .  =  2.3965268.

Hallar log tg l o25'40''4. — La tabla da para ese arco 5140"4. Luego 
tenemos

tg 5140"4 .. =  3.7109969
Hay que sumarle (T). . . . =  6.6856648
log tg 1°25'40"4. =  2.3966617

Buscando este mismo logaritmo de tg 1°25'40"4 en la parte de la 
tabla que da logaritmos de 1" en 1", se tiene

log tg 1°25'40" 2.3966279 Δ =  845
p. p. para 0"4 =  338
log tg 1°25'40"4 =  2.3966617.

II. Dado el logaritmo de una línea trigonométrica, 
hallar el arco que le corresponde

Conociendo el problema anterior, es fácil comprender éste, ya que 
es el inverso. Y es claro que las tablas nos darán siempre arcos en el 
primer cuadrante y en cada caso habrá que buscar, de acuerdo al 
problema que se resuelve, el cuadrante y por lo tanto el o los ángulos 
correspondientes.
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La explicación que se ha dado para el problema anterior, hace 
ver cómo se resuelve este, por lo que sólo resolveremos algunos 
ejemplos.

Si se da el-valor natural de la línea, la tabla de los números da el 
logaritmo, caso que pocas veces se presenta en la practica.

Problema. — Hallar el arco a cuyo log sen es 1.7622173.
Hallaremos en la tabla :

1.7622173
T.7622072 corresponde 35°20'10/' D =  207

101
89. 3"

12
p a ra . 1 2 . . . . 0"4

a =  35°20'13"4.

Problema : Rallar el arco a cuya tangente vale 0.186164, — Teñe-
mos, en primer lugar en la tabla délos números

log 0.18616 =  1.2G98864 D =23S
p. p. para 4. =  93

log tg a =  Ϊ.2698957

Es decir, que debemos buscar el arco a cuyo log tg == 1.2698957. 
Para ello tenemos en la tab la:

1.2698957
1.2698432 

525 
para 468

corresponde a 10°32'40"

corresponde a 4"
» 57 corresponde a 0"5

a. = 10°32'44"5

D =  1170

Para ángulos menores que 5°, para sen y tg conviene usar la parte 
de la tabla en que da los logaritmos de 1" en 1".



CAPITULO X III

E C U A C IO N E S T R IG O N O M É T R IC A S

122. Se llama ecuación trigonométrica una igualdad que tiene lí
neas trigonométricas de ciertos arcos o ángulos y que -sólo se verifi
can cuando se da a estos arcos o ángulos determinados valores llama
dos soluciones de la ecuación.

En general, una ecuación trigonométrica con una incógnita admite 
infinidad de soluciones, pero éstas se componen de un número limi
tado de grupos de soluciones, todas ellas congruentes entre sí.

Una ecuación trigonométrica se considera resuelta cuando se lian 
encontrado las soluciones incongruentes entre sí y en número finito, 
tales que las otras soluciones sean congruentes con ellas.

Para resolver una ecuación trigonométrica con una incógnita, se 
puede emplear el método siguiente.

123. Método general. — Se expresan todas las líneas trigonométri
cas en función de una sola, obteniéndose así una ecuación ordinaria 
con una incógnita, que es la línea trigonométrica elegida y esta ecua
ción se resuelve por los métodos ordinarios del Algebra.

Conociendo el valor o los valores de esta línea trigonométrica, las 
tablas permiten calcular los ángulos correspondientes.

Dada la ecuación trigonométrica de incógnita a?, se expresan todas 
las líneas en función de una sola.

Por ejemplo, en función de sen que tomamos como incógnita.
En general, en esta forma se introducen radicales, los que será ne

cesario hacer desaparecer. En la discusión de las soluciones, la in
cógnita sen x sólo podrá tomar valores tales que — 1 <_ sen x <_ +1.

xSe puede tomar como incógnita a tg - ,  lo que tiene la ventaja de 
no introducir radicales, ya que todas las líneas trigonométricas se

ηβ
pueden expresar racionalmente en función de tg^~

Todavía, sin perjuicio de estos métodos que son generales y que 
pueden conducir a cálculos largos, hay métodos especiales que depen
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den de la ecuación misma y que no pueden encuadrarse en una regla 
general.

Su aplicación depende en gran parte de lg práctica del calculista.
Pero, volviendo al primer caso, cuando se quieren expresar todas 

las líneas en función de una sola, podrían presentarse dudas sobre 
cuál línea se elige como incógnita.

Oh. Brioche ha dado la regla para saber en función de cuál línea 
se ponen todas las que aparecen en la ecuación.

Si se toma a tg x como incógnita, puesto que esta función de x no 
cambia, se reemplaza x por π -f- x, la ecuación propuesta debe repro
ducirse, luego cuando al reemplazar x por π +  a?, la ecuación no se 
transforma en sí misma, no deben expresarse las líneas en función de 
tg x e inversamente si la ecuación se transforma en sí misma, conviene 
expresar todas las líneas en función de tg a?, y si tg a es una de las 
soluciones de la ecuación, x =  a +  Tctz son las soluciones.

Análogamente, sena? no cambia cuando se reemplaza x por π — a?, 
luego si al reemplazar x por (π — a?), la ecuación no se transforma en 
sí misma, no conviene expresar las líneas en función de sen x , pero 
si la ecuación se transforma en sí misma, entonces conviene expresar 
todas las líneas en función de sen x . Y de la propiedad del eos a?, que 
no cambia cuando se cambia a? en — a?, se saca que no conviene ex
presar todas las líneas en función del eos x si la ecuación no se trans
forma en sí misma al cambiar a? en — a?, pero sí conviene cuando la 
ecuación se transforma en sí misma; De ahí la regla de M. Brioche.

Γ  Si la ecuación no cambia cuando se reemplaza x sea por % +  a?, 
sea por π — x o sea por — a?, se tomará respectivamente como incógnita 
sea tg X) o a sen a?, o a eos x.

2o Si la ecuación cambia cuando se reemplaza x por π +  a?, por
xπ -  x y por — x , se toma a tg -  como incógnita.&

124. Resolver la ecuación

a sen x -f b eos x = c. (1)

Primer método. — Para expresar todo en función de sen x , pone
mos

eos x =  +  (̂ 1 — sen* a?
y tendremos

a sen x + b^ 1 — sen* x == c
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o bien, aislando primero el término con el radical

b2 (1 — sen2 #) <= c2 — 2ac sen x -f- a2 sen2 x 

lo que nos da ^  ^  ^

(a2 -f b2) sen2 a? — 2ac sen x +  c2 — b2 = 0

y se obtiene

Pero

luego

Para que las raíces existan es necesario que:

a2 -f b2 — c2 > 0 o bien a2 +  b2 > c2.

Cumplida esta condición, es fácil verificar que el valor de sen x 
está comprendido entre — 1 y +  1. En efecto, la ecuación (1) puede 
escribirse:

b2 (1 — sen2 x) =  (c — a sen x)2

lo que dice que para toda raíz sen x de esta ecuación (1 — sen2 a?) es 
positivo y por lo tanto sen2 x es menor que 1.

Cumplida la condición a2 -f b2 c2, se tienen dos ángulos a y β que 
son soluciones de la ecuación y son dados por

Los ángulos a y β se calculan con las tablas.
En efecto, si el valor de sen a es positivo, la tabla dará un valor 

de a comprendido entre 0o y 90°. Si sen a es negativo, se calcula por
n
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las tablas un valor Λ' comprendido entre 0o y 90° que tenga para el 
seno el valor absoluto de sen a y tendremos a =  180° -f a'.. 

Análogamente se encontrará el ángulo β y tendremos

le entero, positivo, negativo o nulo.
No hay que creer que todas éstas son soluciones déla ecuación (1). 

Sería así, si no fuese que hemos introducido soluciones extrañas pa
ra sen a? al hacer desaparecer el radical.

En efecto, si consideramos la ecuación

y la tratamos por el mismo camino que la (1) llegamos a la misma 
ecuación en sena?. Las dos ecuaciones 1 y 2 tienen el mismo sena?, 
pero no son las mismas ecuaciones.

Las soluciones del grupo I, son las soluciones de las dos ecuacio
nes 1 y 2. Sabrá que elegir las que corresponden a la ecuación (1) y 
ello es muy sencillo. En efecto, los ángulos a y (π — a) tienen el mis
mo seno, pero sus eos son de signo contrario. Uno de ellos, verificará 
la ecuación 1 y el otro la ecuación 2. Sea a.L el valor que satisface a 
la ecuación (1). Un razonamiento análogo haríamos con β y (π — β). 
Sea βχ el valor de uno de estos dos que satisfaga a la ecuación (1).

Los dos valores <xL y βχ nos dan finalmente los grupos de solución

x =  2/ίπ +  a
\ x =  (2 le + 1) π — a ^ 
) x =! 21az +  β 
\ a? =  (2le +  1) π — β -

a sen a? — b cosa? =  c (2)

x =  2 kn +  
x =  2 kn +  βχ.

xSegundo método. — Pongamos sen a? y eos a? en función de tg - ,

recordando que
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Υ reemplazando estos valores en la ecuación (1) tendremos

Llegamos a la misma conclusión, de que para que las raíces existan, 
es necesario que se tenga

a2 -f b2>  c2.

Se tienen así los valores a y β que satisfacen a

Será fácil calcular así los ángulos a y β.
Y tendremos para a, si tg a es positivo, un valor comprendido entre 

0 y 90°, que satisface a la ecuación. Si tg a es negativo, la tabla dará 
el ángulo a' comprendido entre 0o y 90° tal que

y tendremos
tg· a' =  — tg a 

a =  π — a\

Un razonamiento análogo haríamos para β y tendríamos

x- =  kn +  a 

|  =  λ·π +  β.
¿ i

Y por lo tanto
x ^  2&π + 2α 
x =  2λ*π +  2β.

o bien

Lo que nos d a :



Se llega así a los mismos resultados del primer método. Es de hacer 
notar que por este camino hemos tenido una discusión más corta y 
que no hemos introducido ninguna solución extraña.
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Tercer método. — Sea nuevamente la misma ecuación
( ̂

a sen x +  b eos x = c

que podemos escribir

Y poniendo ahora

b í c * sen x + -  eos x = - ·  a a

(3)

donde φ es un ángulo auxiliar de cálculo, tendremos

sen φ csen x +  ------. eos x =  -eos φ a
de donde

csen x eos φ +  sen φ eos x == -  eos φ

o bien
, X Csen (x 4- φ) =  eos φ a ( 4 )

Primeramente hay que calcular el ángulo auxiliar φ dado por la $f) 
y luego x +  φ y por lo tanto x .

3

Discusión. — Es necesario que el valor de sen (x +  ψ) dado por 
la (4) esté comprendido entre — 1 y +  1, para lo cual es suficiente 
que se tenga

Y como es tg ©

es decir



— 165

Y la condición se transforma en \

o finalmente

que es la misma que encontramos en los métodos anteriores.
En el cálculo, tomamos para φ un valor que satisface a la ecua

ción (3) y las tablas nos dan un valor a que satisface a la relación

csen a — -  eos o a
y se tiene

¿r +  ? =  2A;π +  a
y también

x +  o — (21c +  1 )π — a.
Y por lo tanto

x  —  2  Ictz —|— oc — © 

x — 2 /ίπ +  'π — α — ®.1 1

Veamos qué aco te jarían  las reglas de M. Brioche. 
Tomemos nuevamente la ecuación

a sen x -f b eos x = c.

Si cambiamos x en π — x, la ecuación se transforma en

a sen x — b eos x = c

vale decir, la ecuación cambia y no es conveniente poner todo en 
función de sen a?.

Si cambiamos x en π +  x, la ecuación se transforma en
i ?

— a sen x — b eos x = c

y por lo tanto no es conveniente poner todo en función de tgx.
Si cambiamos x en — a?, la ecuación queda reducida a

— a sen x +  b eos x = c

y no resulta conveniente poner todas las líneas en función de eos x .
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La regla de Brioche aconsejaría,, entonces, poner todo en función
«3?

de fcg o’ es como resultado más cómodo* salvo el último método
t t

que nos dió también soluciones cómodas.

Determinación gráfica. — Tomando la relación:

y expresando eos φ en función de tg φ =  -> se tiene, teniendo ena 7
cuenta sólo el signo positivo :»

y resulta:

que permite obtener fácilmente los valores 
ele x.

Construimos un triángulo rectángulo, to
mando (fig. 05) OP =  0 , RR =  δ y con cen
tro en O y radio OR =  |la2 +  62, describimos 
una circunferencia. Se tiene que el ángulo 
ROP es igual a φ. Tomando sobre el eje OB 
una magnitud OO =  c y' llevando por C la 

Figura es paralela a A A', ésta corta al círculo en M y N.
Los ángulos MOA y NO A nos dan las solu

ciones de x +  φ y entonces ;

ax = MOA -  ROA =  ROM, 
x2 = NO A -  ROA =  RON.

Para que el problema tenga solución, es decir, para que la para
lela MN corte a la circunferencia, debe tenerse:

c < ja 2 -f b2 
o

c2 < a % +  b2¡



125. Solución gráfica. — Podemos todavía intentar una solución 
gráfica para esta ecuación

a sen x +  b eos x =  c.

Tracemos con centro en O un círculo de radio c y llevemos OA = b. 
En A tracemos la normal a OA y sobre ella tomemos AB =  a. Desde
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el punto B tracemos las tangentes BT y B ^  al círculo trazado. Digo 
que los ángulos formados por OA con OT y OTx son las soluciones 
del problema.

Llamémolas a y β. En efecto, considerando la poligonal OABT y 
su resultante OT, tenemos que

pr. (OA) +  pr. (AB) +  pr. (BT) =^pr. (OT).

Proyectando sobre OT y recordando que BT y OT son normales, 
se tiene

pr. (OA) =  b eos a 
pr. (AB) == a sen a 
pr. (BT) =  0

Luego
pr. (OT) =  c. 

a sen a +  b eos a == c.

Análogamente, considerando la poligonal O A B l\ y su resultante 
OTx tendremos

pr. (OA) +  pr. (AB) +  pr. (BTX) =  pr. (OTx)
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y proyectando sobre 01 \, tenemos

ρι\ (OA) =  b eos β

pr. (AB) =  AB eos^J — =  a sen β.
(

pr. (BTi) -  0 # 

pr. (OTO =  c.
Es decir

a sen β +  b eos β c.

Luego las soluciones del problema son

x = 2kTC -f a 
x =  2luz +  β.

126. Podemos resolver todavía la ecuación en otra forma grá
fica.

Sea la ecuación
a sen x +  b eos x = e (1)

pongamos
X =  sen x (2)

Y =  eos x. (3)

La ecuación (1) se transforma en la siguiente :

αΧ + bY = c

que representa una recta.
Por otra parte, las (2) y (3) nos dan

Xa + Y2 =  sen2 x +  eos2 x — 1

que representa un círculo de radio 1 y cen
tro en el origen de coordenadas.

La recta y el círculo se cortan en dos puntos M y N. Uniendo M y X 
con O es fácil ver que los ángulos MOX y XOX son las soluciones 
del problema, soluciones a las que se les puede sumar o restar un 
numero entero de circunferencias.

Figura 67
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127. Problema. Resolverla ecuación *»
> *■>?

a tg x  + b ctg a? — c. (1)

Primer método. — Si escribimos la ecuación, expresando tg x y 
ctg x en función de sen x y eos a?, se tiene

lo que nos da :

o bien

y también

que es una ecuación del tipo de la ecuación (1) (n° 124) y que se 
resuelve como aquélla.

Segundo método. — Tomemos nuevamente la ecuación

a tg x -b b ctg x = c

y expresemos las líneas en función de tga?, tendremos

o
a tg2 a?“ Ctga? +  ft =  0

que es una ecuación completa de 2o grado y que nos da

Para que la ecuación (1) tenga soluciones es necesario que

c2 — 4ab >  0. obi
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la cuestión
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y por lo tanto encontramos para x las soluciones
\

x = ]ctz +  a 
x =  Jctz +  β.

128. Problema. — Besolver la ecuación

a sen2 x +  b sen x eos x +  c eos2 x — d.

Primer método. — Podemos poner la ecuación bajo la forma

lo que nos da

o bien

ecuación del tipo (1) (n° 124) y que se resuelve como aquélla.

Segundo método. — Pongamos la ecuación bajo la forma 

a sen2 x + b sen a? eos x +  c eos2 a? =  d (sen2 a? +  eos2 a?) 

y dividiendo todo por eos2 x, tenemos "L~

a tg2 x + b t gx  + c = d tg2 x +  d
o bien

(a d) tg2 x -f b tg a? — (d — ;c) == O

ecuación de segundo grado fácil de resolver.
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129. Problema. — Resolver la ecuación

a (sen x +  eos x) +  b sen x eos x =  c. 

La ecuación se transforma sucesivamente en

Se llega así a una ecuación de segundo grado cuya incógnita es
π ' eos U  -  *

Segundo método. — Consideremos nuevamente la ecuación:

β (sen x +  eos x) +  b sen x eos x =  c 

y agreguemos aliora la ecuación

sen2 x +  eos2 x =  1.

Tendremos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas sen x y 
eos x y podemos escribir

a (sen x +  eos x) +  b sen x eos x =  c 
(sen x +  eos x)2 ■— 2 sen x eos x =  1.

De aquí sacamos

( 1 )

que reemplazando en la anterior nos da

o bien
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Pongamos
sen x +  eos x =  s.

De la (1̂  tendremos la ecuación de 2° grado

bs2 +  2as — b — 2c = o

que nos dará en general dos valores para s.
Calculado s se tiene la suma sen x +  eos x = s y de (1) el producto

í

c — assen x eos x = --------a
/

podemos entonces formar la ecuación de 2o grado de la cual conoce
mos la suma y el producto de las raíces. Para cada valor s se tiene 
una ecuación de 2o grado.

Esta ecuación tiene dos raíces Xi y X2 que son sen x y eos x y lo mis
mo para el otro valor de s.

Tercer método. — Pongamos la ecuación bajo la forma

a (sen x +  eos x) — c — - b  sen 2o?.
2¡

o bien

Se llega así a una ecuación de 2o grado en sen 2x.

Ejemplo. — Sea la ecuación

10 (sen x +  eos x) — 20 sen x eos x =  5.

Por el primer método tendremos la ecuación

Elevando al cuadrado, se tiene
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o bien

La que nos da dos valores para eos ^  — ccj que son

y

De la primera sacamos

x =  30° y x = 60°.
De la segunda

x =  300° y x = 150°.

Resolviendo por el segundo método, tenemos

20.s*2 -  20s -  10 =  0
o bien

la que nos da
s2 -  s -  0,5 =  0

Luego tenemos las dos ecuaciones

X 2 -  1.36603 X +  0.43301 =  0 
X A2 +  0.36603 Xi -  0.43301 =  0,

La primera tiene dos raíces

X' =  0.866 
X" =  0.500

que nos da
sen x — 0.500 
cosa? =  0.866
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que corresponde a a? =  30°, y también

sen x =  0.866 
eos x =  0.500

que corresponde a x =  60°.
La segunda nos da

X / =  0.500
X /' -= -  0.866

que nos dice
sen x =  0.500
eos x =  — 0.866

que corresponde a x =  150°, y también

sen x = — 0.866 
eos x =  0.500

que corresponde á x = 300°.
Resolviendo por el tercer método, aparecen soluciones extrañas 

por haber elevado al cuadrado.
En nuestro caso la ecuación de segundo grado sería

400 sen2 2x -  4 ( -  100 +  100) +  4 ( -  75) =  0
o bien

sen2 2a? =  0.75 . ·. sen 2a? =  +  0.8660.

Considerando primero

se obtiene
sen 2a? =  + 0.866

2a? =  k X 360° +  60° a? =  k X 180° +  30°
o bien

2x = (2k +  1) X 180° -  60

Y dando a k los valores 0, 1, 2,...

x =  30°,

° x =  (2k +  1)90° -  30°.

etc. se tiene

a? =  6 0 ° ,a? =  210°, • M
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Considerando ahora

sen 2a? == — 0.8660
se obtiene

2a? =  k X 360° +  300°
o bien

2a? =  (2k +  1) X 180° -  300° 

Y dando a k los valores 0, 1 ,2

x = k X  180d +300°

a? =  (2k +  1) X 90° -  300°. 

..., etc., se tiene

a? =  100°, a? =  330°.a? =  300°, a? =  120°, 

Hemos encontrado así las soluciones

x = 30°, a? =  60°, x =  150° y a? =  300°

que habíamos encontrado por los otros métodos, pero también halla 
mos las soluciones

a? =  210°, x = 120°, a? =  330°,...

que son soluciones extrañas y que provienen 
drado.

130. Problema. — Se da un eje orientado 
a?'Oa?, siendo Oa? la dirección positiva. Se lle
va el vector O A =  a que forma con Ox el 
ángulo a. A continuación se traza el vector 
AB 6, que forma con OA el ángulo a, me
dido en la misma forma que el anterior.

Determinar a de manera que la proyec
ción de OB sobre Oa? sea igual a m. Se

de la elevación al cua

tiene (tig. 68) :

pr. OB =  pr. OA + pr. AB 

y reemplazando valores

m =  a eos a + b eos 2a
lo que nos da

m — a eos a -f b (2 eos2 a — 1)
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de donde se obtiene la ecuación

cuyas raíces son:

es necesario que se verifique 1

— 1 <C eos α <  1.

131. Problema. — Besolver la ecuación 

J) ' 1̂  ^ 2 sen2 a? +  4 sen a? eos a? — 4 eos2 a* =  1.

Tenemos, poniendo primero

1 — sen2 x -f eos2 x y dividiendo por eos2 ar, que se tiene 

tg2 x + 4 tg x — 5 =  0.

Lo que nos da

da donde se deducen las dos soluciones para tg a?:

tg x =  1 lo que da x =  45° +  fe
tg x =  — 5 » x = are. tg (— 5) +  fe

=  10T°18'3G" +  fe.
132. Resolver la ecuación

sen 5a? =  sen 7a?.
Se debe tener

o bien
Ix  = + 2 fe

π — 7a? =  5a? +  2/ί*π

x =  fe,

. π (1 — 2&)a? = ------------»
12 9

donde hay que dar a k valores enteros, positivos o negativos.
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Y calculando valores de a? menores que una circunferencia, la 
primera nos da, asignando valores sucesivos a k.

Para k =  0 x =  0
» k =? 1 x  π.

La segunda nos da

La primera nos da dos soluciones y la segunda nos da doce solucio
nes, todas menores que una circunferencia. En total catorce solucio
nes distintas.

Tengamos nuevamente la ecuación y escribamos:

sen 7x — sen 5x =  0.

Y transformando en producto y simplificando, se tiene

Lo que nos da 

o bien

sen x eos 6a? =  0; 

sen x — 0

eos 6a? =  0.

La primera tiene por soluciones menores que una circunferencia:

x — 0 
=  π.

\ϊ

Para
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La segunda nos da

Y $ando valores sucesivos a le, se tiene en los dos casos:

Y encontramos las mismas soluciones que anteriormente.

133. Resolver la ecuación :

A sen'(a -f a?) == B sen (β +  a?).

Primer método, t — Desarrollando sen (a + a?) y sen (β 4- x) se tiene 

A (sen a eos x 4- sen x eos a) =  B (sen β eos x +  sen x eos β) 

y dividiendo por eos x, se tiene

y se tiene:

lo que nos permite calcular tg x y por lo tanto x .
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Para hacerla calculable por logaritmos, ponemos

Pongamos

y tendremos

Segundó método. — Pongamos la ecuación en esta forma

lo que puede escribirse

o bien

o también

Ecuación que permite calcular el ángulo

y por consiguiente x.

Ejemplo numérico. — Sea la ecuación

12 sen (35°43'10" -f x) =  18 sen (40°10'10" +  x):
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Por el segando método tendríamos:

Hagamos 

y tendremos

o bien

134. Resolver la ecuación :

y desarrollando la tg de la suma de dos arcos se tiene:

y encontramos la ecuación de 2o grado:

Y calculando
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Podemos resolverla en tina forma más simple escribiendo:

o bien

sen (a + x) eos (β +  x) = k sen (β + x) eos (a + x).

Multiplicando por 2 y recordando que

sen (fc + β) +  sen (α — β) =  2 sen a eos β
*

tendremos

sen (a + β -f 2a?) +  sen (a — β) =  1c [sen (a + β +  2a?) +  sen (β — a)] 

o bien
(k — 1) sen (a +  β +  2a?) == (k +.1) sen (a — β). 

Y finalmente

Se encontrará un ángulo φ menor que una circunferencia tal que sea

y podemos poner:

2a? +  α +  β =  2kiz -f φ y 2a? +  a + β =  (2k 4- 1) π — φ. 

Tendremos

φ — a — β _ π — φ — a — βx = kn -\---------— — y φ =  kn Η-------- ------------*-·

Lo que nos da cuatro soluciones

φ — α — β
Para k =  0 x = ----------- -?
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Para que el problema sea posible es necesario que se tenga

lo que equivale a

(le -  1 )2>(fc +  l)2 sen2 (a -  ¡3).

135. Problema. — Se tiene un sector circular de radio E y ángulo 
α <  π. Calcular la superficie engendrada por 
el sector cuando gira alrededor de uno de sus 
radios O A. Calcular α de manerti que esta 
superficie sea igual a πΕ2 (fig. 69).'

El área engendrada es igual al área lateral 
del cono, más el área de la zona esférica. El 
área lateral del cono tiene por valor

S1 — π . BH χ  E =  πΕ2 sen a.

El área de la zona esférica tiene por valor

S2 =  2πΕ2 (1 — eos a).

La superficie buscada tiene por expresión

S =  πΚ2 sen α +  2πΚ2 (1 — eos a)

S =  π β 2 [sen a — 2 eos a +  2].

aExpresando aliora sen a y eos a en función de tg r , tendremos
2

Si queremos que ella sea igual a π β 2, tendremos
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Lo qne nos da :

que tiene las soluciones

Puesto que hemos supuesto a a <  π, la segunda solución no liay que 
considerarla y queda entonces

136. No podemos indicar una regla precisa para resolver un siste
ma de ecuaciones. En general, podríamos decir que el camino más 
cómodo en cada caso se obtiene con la práctica. Daremos algunos 
ejemplos y la forma de encararlos. Con esos ejemplos se resuelven 
sistemas análogos y ellos darán una idea general de cómo se puede 
enfocar la resolución en cada caso.

137. Problema. — Resolver los ocho sistemas siguientes

Sistemas de ecuaciones

Todos estos sistemas se resuelven en forma análoga.
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Tomaremos por ejemplo el primer sistema,

$  +  y  ==z «

sen x +  sen y = a.

^1)

(2)

Transformando en producto la (2) se tiene

y teniendo en cuenta la (1) se tiene

( 3 )

lo que nos permite calcular los valores de

Sabemos que si calculamos uno de ellos, por ejemplo φ, tenemos
OG —  f/

que todos los valores de — calculados por la (3) están dados por

Y por la (1)

Luego es

donde k puede tomar cualquier valor entero, positivo, negativo o nulo. 
Para que exista un valor para φ es necesario que
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o bien

o también

o  b i e n

138. Problema. — Resolver los cuatro sistemas de ecuaciones 
siguientes :

Los cuatro sistemas se resuelven en forma análoga, de modo que 
resolveremos el primero, y siguiendo un camino análogo, será fácil 
resolver los restantes.

Podemos escribir

y teniendo en cuenta que x +  y — a, se tiene

eos (x — y) =  2a -f eos a. (1)

Lo que nos permite calcular el ángulo (x — y) cuyos valores están 
dados por

x — y =  2 Ιίπ +  φ
y es también

íc + y =  a
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luego

Para calcular φ, convendrá hacer la fórmula (1) calculable por loga
ritmos. φ es un arco cuyo coseno srale (2a +  eos a) y 1c un número 
entero, positivo o negativo. Debe tenerse (n° 72)

o bien 
*

para que se pueda obtener solución.

139. Problema. — Resolver los cuatro sistemas siguientes :

Los cuatro se resuelven en forma análoga, por lo que resolveremos el 
primero

x +  y =  a,

Esta última nos da :

o bien

de donde
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y puesto que x -f y =  a, ►

lo que nos permite calcular χ — y 
2

y obtendremos:

y se tenía

vale decir que

Los valores de que se dan por la tg existen siempre; es decir,
la ecuación se puede resolver para cualquier valor real de a y a.

140. Problema. — Resolver el sistema

x +  y =  a
tg ® + tg # =  a.

( 1 )

Primer método. — Podemos poner

de donde

y se deduce

conociendo x +  y dado por (1) y x — y ahora calculado, se obtiene 
fácilmente x e y.
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Para que el sistema admita soluciones, es^hecesario que se verifique

En forma análoga se resuelve el·sistema

a?· — y == a
tg x — tg y  = a.

Segundo método. — Podemos ensayar otra forma de solucionar este 
sistema de ecuaciones. Consideremos nuevamente

Conociendo ahora la suma tg x +  tg y dada por (3) y el producto da
do por (4), se puede considerar a tg a? y a tgy como las raíces de una 
ecuación de 2o grado que sería justamente

o bien

( 2)

( 3 )

La primera nos da

y teniendo en cuenta la 2a se deduce

w

cuyas raíces son

estos dos valores son los de tg® y tgy, lo que nos permite calcu
lar x e y.
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141. Problema. Resolver el sistema

Podemos obtener

0 )

y también lo transformamos en el sistema

x +  y =  a

de donde

ecuación del tipo clásico a sen x +  b eos y = c (n° 124) y que resol
viéndola nos d a :

x -  y

y luego se pueden calcular,, teniendo en cuenta la (1) los valores 
de a? y de y.

142. Problema. — Resolver el sistema

x + y =  a 

t g x t g y  -  a.

Primer método. — Podemos escribir la 2a en la siguiente forma

que nos da



Lo que nos permite encontrar (a? «*- y) y tendremos U i

x — y =  2kn ±  φ 
x + y *=■«,

luego
α φ

* =  r, ±  <7 +  7(π.O ' j
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Es necesario que

o bien

En forma análoga se resuelve

x — y = a 
tg x tg y =p a.

Segundó método i —1 Tomemos nuevamente el sistema

a? +  y =  pt 

tg x ig y  — a.

La primera nos da

de donde obtenemos *

tg x rf tg y  == tg a — a tg#  =f= (1̂  -r λ) tg a.

Conocemos asila suma y el producto de tga? y tgy. Podemos conside
rar a tg a? y tg y como raíces de la ecuación de 2o grado

X2 + (a — 1) X . tg a + a = 0
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cuyas raíces son

X  =  ^ tg « ± l / ' ^ I_l)!fcg2a , - a

las raíces Xx y X2 son los valores de tg x  y tgy, lo que nos permitirá 
calcular x e y.

λ

143. Problema. — Resolver el sistema

® +  y= r*

La 2a nos da :

y de aqu í:

la que nos da

y conociendo x — y dado por ésta y x +  y =  a dado en el sistema se 
puede calcular fácilmente x e y.

144. Problema. — Resolver el sistema 

^  $  tg a? tg y = a

íC * \tExpresando tga> y tgy  en función de t g - y  tg ^  respectivamente,
tenemos
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o bien

de donde

y por otra parte

lo que nos d a :

y

Y de aquí sacamos

145. Problema. — Resolver el sistema

(1)
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Expresando eos (x +  y) y eos (x — y) en función de sen x, sen y, eos x 
y  eos y y simplificando se tiene

l u e g o

(3)

Conociendo x + y = oc y (x - y) calculado por (3), es fácil obtener 
x e y.

13



CAPITULO XIV

R E P R E S E N T A C IÓ N  TR IG O N O M ÉTR IC A  D E  L A S IM A G IN A R IA S

146. Consideremos un complejo:

ct - i b

y tracemos un sistema de ejes ortogonales, x'x e y'y (fig. 70). Tomemos 
como abscisa el valor a y como ordenada b, obtenemos un punto M que

representa el complejo a +  ib. Tendremos 
en la figura 70 :

a =  OP 
b =  MP.

Se dice que el punto M representa el com
plejo a + ib y recíprocamente el complejo 
a +  ib es el afijo del punto M.

Resulta que el eje x'x representa los números reales y el eje y'y los 
números imaginarios puros. Al eje x'x se le llama eje de los números 
reales y al eje y'y eje de los imaginarios.

Se puede ver también que dos cantidades de signo contrario están 
representadas por dos puntos M y M', simétricos con respecto al origen 
O, y que dos complejos conjugados están representados por dos puntos 
simétricos con respecto al eje x'x.

Se llama módulo del complejo a + ib, la cantidad

que viene a ser la distancia del origen O al punto M. 
Se acostumbra escribir

p =  ja* + b¿ =  | a +  ib |.

El ángulo que forma la dirección OM, con la dirección O®, medido a 
partir de Ox en el sentido positivo se llama argumento del complejo
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a H- ib. Se tiene que el argumento es definido a menos de un número 
entero de circunferencias. Si llamamos ω al menor ángulo positivo 
entre Oa? y OM, todos los ángulos congruentes con ω están dados por

2kn -f~ w

donde fe es un número entero, positivo o negativo.

147. T e o r e m a  
forma :

Toda cantidad compleja, puede ponerse bajo la 

p (eos ω +  i sen ω)

donde p es el módulo y ω el argumento.
Sea a +  ib una cantidad compleja que representamos por el punto 

M (fig. 70). Uniendo O con M se tiene, siendo p el módulo y ω el 
argumento

p =  OM, ω =  ang MOX.

Proyectando OM sobre los ejes, se tiene

y  luego
a = p eos ω b =  p sen ω

a +  ib =  p (eos ω + i sen ω).

Recíprocamente, todo complejo déla forma p (eos ω + i sen ω) puede 
ponerse bajo la forma a +  ib. Haciendo

p eos ω = a i 
p sen ω =  b \

se tiene que el complejo adquiere la forma

p (eos ω + i sen ω) =  a + ib. 

Para calcular p, tenemos
p2 eos2 ω =  a2

De donde
p2 sen2 ω =  b2.

p2 =  a2 + h9 p =  (/ a2 +  b2·

En cuanto al argumento se calcula por

( 1 )
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y no hay ambigüedad para conocer el cuadrante porque se sabe el 
signo de sen ω y eos ω dados por (1)¿ e

Cuando una cantidad compleja se ha puesto bajo la forma

p (eos ω +  i sen ω)

se dice que se le ha dado forma trigonométrica.

148. S u m a  : La suma de dos complejos es otro, cuyo módulo es la diago
nal del paralelogramo construido sobre los módulos de los complejos su
mandos y cuyo argumento es el ángulo que forma esta diagonal con el eje 
O jo *. — Consideremos los complejos

i x *= px (eos ωχ -f i sen ωχ) 
z2 =  p2 (eos ω2 + i sen ω2).

Supongamos ω2 >  ω1? sumemos y se tiene

ζί ·\· z2 =  Pi eos ωΑ +  p2 eos ω2 -f i (pj_ sen aq +  p2 sen ω2).

Llamando p al módulo de la suma y ω al argumento, se tiene:

p = ! (pi eos ωχ +  p2 eos ω2)2«^·(ρ1 sen +  p2 sen ω2)2
■0:

1o que nos da, desarrollando las potencias y simplificando

p =  1 Pi2 +  p22 — SpiPü eos (ω8 — 

y además el argumento es tal que

pt sen co* -f- p2 sen ω9 sen ωtg ω =  —------- ----- —-------- - = ------pA eos ωχ +  p2 eos ω2 eos ω

de esta última se obtiene, despejando px y p2

pt __ sen (ω2 — ω) 
p2 sen (ω — coj

Y ahora si representamos a los dos complejos por los puntos M1yM 2y 
trazamos la diagonal del j>aralelogramo OM8 MMj construido sobre 
OM1 y OM2 se tiene (fig. 71) que:

OM2 =  px2 -f p82 — 2p!p2 eos M9OMla

* Se aupoue que el lector couoce los teoremas fundamentales del triángulo, 
-que están en los n°* 193 y 195.
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Siendo el sentido positivo el dado por la ileclia es fácil ver que so 
verifica

OM2 =  Pi2 +  p22 -  2pip2 eos (ω2 -
es decir

OM ■= p.

Y según el teorema del seno en el triángulo OM2M

Pi __ sen (ω2 — ω) 
p2 sen(ü) —

luego ω es el ángulo que forma la diagonal OM con O#.
Esto indica el camino a seguir cuando se quiere la suma de va

rios complejos
pi (eos ωΑ +  i sen cox) 
p2 (eos ω2 +  i sen ω2) 
p3 (eos ω3 -f i sen ω3)

representados por los puntos M1? M2, M3, Se traza primero lá dia
gonal del paralelogramo construido sobre dos de ellos por ejemplo, los 
dos primeros y se tiene así un complejo

p' (eos ω' +  i sen ω')

después la de éste con otro de los sumandos, por ejemplo el tercero y 
así sucesivamente.

La construcción geométrica se simplifica trazando a continuación 
del primer módulo OM1? un segmento MAM / igual, paralelo y en el 
mismo sentido que OM2', a continuación del punto M / un segmento 
OM/, igual, paralelo y del mismo sentido que OM3, y así suce
sivamente. La recta que cierra la poligonal o sea la resultante, es la 
suma de los complejos.

El procedimiento indicado permite ver cómo se descompone un com
plejo según dos direcciones dadas.

149. D i f e r e n c i a . — Para obtenerla diferencia entre dos com
plejos

*1 =  pi (eos túL +  i sen ωχ)
=  p2 (cos ω 2 +  i sen ω2)



basta sumarle al primer complejo el segundo, en el cual el argumento 
* se lia aumentado en π o en (2k +  1) π.

En efecto, se tiene
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eos ω2 =  — eos (ω2 +  π) 
sen ω2 =■ — sen (ω2 +  π)

luego

zx — z2 =  px (eos (Oj t  i sen ωχ) — p2 (eos ω2 +  i sen ω2) =
=  px (eos ωχ +  ¿ sen oq) +  p2 [cos(ü)2 -f π) +  i sen (ω2 +  π)].

Se deduce fácilmente que el módulo de la suma de dos concejos es 
menor que la suma de los módulos de los sumandos o a lo más igual 
a ella y que el módulo de la diferencia de dos complejos es mayor 
que la diferencia de los módulos tí cuanto más igual a ella.

150. T e o r e m a  : El producto de dos complejos es otro complejo, 
cuyo módulo es el producto de los módulos de los factores y cuyo 
argumento es la suma de los argumentos de los mismos. — Sean dos 

„com piejos
*1 =  px (eos oq +  i sen ωΑ) 

z2 = p2 (eos ω2 +  i sen ω2).

El producto será, haciendo las operaciones

z = z¡z2 = pjp2 [eos ωχ eos ω2 — sen aq sen ω2] +  i [eos oq sen ω2 +
+  eos ω2 sen ωχ]

o bien

Z1Z2 =  P1P2 [cosían +  ω2) 4- i sen(üq Η- ω2)] 

y llamando al producto

p (eos ω + i sen ω)

se tiene

P =  Pipi 
ω =  ωχ +  ω2

lo que demuestra el teorema.
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Se puede representar gráficamente este producto, para lo cual, sean 
Mi y M2 los puntos que representan res
pectivamente (fig. 72) a los complejos

P! (eos (!>! 4- i sen ωΑ)
y

p2 (eos ω2 4- i sen ω2)·

Tracemos la recta Ow que forma con Ox 
un ángulo

ω ι Η" ω 2·

Tomamos sobre Οχ el segmento OK =  1 y unimos K con M1? lla
mando φ al ángulo OKMlf Sobre OM2, en OM2, formamos con la recta 
M2n un ángulo igual a φ. Digo que el punto M de cruce de Om con 
M2n, es el punto que representa el complejo producto.

En efecto, comparando los triángulos semejantes ORM1? y OM2M, 
se tiene:

y reemplazando valores
OM — Pip2

y además el ángulo MOa? es por construcción

(l) =  (!>! -f- ω2

y el punto M representa entonces el complejo producto.
Es claro que si se trata ahora de un producto de varios factores, se 

hallaría primero el producto de los dos primeros, y se tiene un com
plejo, después el producto de éste con el tercero y así sucesivamente. 

Luego se tiene:
zx =  px (eos ωί +  i sen 
z2 =  ?2 (cos ω2 4- i sen ω2) 
z3 =  Pa (eos ω3 4- i sen ω3)

zn =  pn (cos ωη -f i sen ton)

se tendría que el producto es un complejo de la forma:

Ρι P2 Pa ··· P« [eos (ioA + i ω2 4* w3 4- ... tún) 4· í sen ((Dt 4~ w24- ti)3 4· ··. (*)«)].
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151. T e o r e m a  : El cociente de dos complejos es piro complejo 
cuyo módulo es el cociente de los módulos y cuyo argumento es la dife
rencia de los argumentos*

Consideremos el cociente:

(eos ωι +  i sen oq) 
p2 (eos ω2'4- i sen ω2)

y sea el complejo cociente

debe tenerse
r(cos a +  i sen a)

(eos o)! -j- i sen ωΑ) =  p2 (eos ω2 +  i sen ω2) . r (eos a + i sen a) ==
=  p2 r [eos (ω2 +  a) i sen (ω2 + a).]

es decir, que debe ser:
Pide donde r = — > 
p2

a == ωΑ — ω2.

Ρι =  p2*\

cox =  ω2 + a » »

Y por lo tanto el complejo cociente es

r (eos a + i sen a) =  ^  [eos (ω2 — ωΑ) + i sen (ω2 — ωΑ)]
?2

con lo queda demostrado el teorema.
Es fácil deducir del teorema la construc

ción gráfica. Si MA y M2 representan los com
plejos dividendo y divisor respectivamente, 
se traza por O la recta Om que forma con O# 
un ángulo igual a ωΑ — ω2 (fig. 73). Se toma 
OK =  1 y se une K con M2, formándose luego 
en MA un ángulo igual a φΑ con la recta MAn. 
El cruce M de las rectas Om con MAw, da el 
cociente.

En efecto, los triángulos OKM2 y OMMA son semejantes, luego
OM _  OK 
OM~! ~  OM2

Figura 73

OM = OMj X OK
OM¡

de donde



y reemplazando valores »

OM =  ?!
Ps

y por otra parte el ángulo MOX =  ω es por construcción

ω =  (!>! “i (i>2< *

152. T e o r e m a  : La potencia de orderi m de un complejo es otro 
complejo cuyo módulo es la potencia de orden m del módulo de aquél y 
cuyo argumento es el argumento del mismo multiplicado por m.

Tengamos
[p (eos ω +  i sen ω)]"1.

Podemos poner

[p (eos ω +  i sen ω)]77ί =  [p (eos ω +  i sen ω)] [p (eos ω +  i sen ω)] l . . . ]

m veces como factor. Pero de acuerdo con las reglas para obtener el 
producto, tenemos

[p (eos ω +  i sen ω)]771 =  ppp ... p [eos (ώ +  ω + ω + ... ω) -f
-f i sen (ω +  ω + ω +  ... ω)]

tendríamos que el módulo p tomado m veces como factor y el argu
mento es ω tomado m veces como sumando, luego

[p (eos ω -f i sen ω)]771 =  p771 (eos w«i) +  i sen mu>) 

lo que demuestra el teorema.

153. Y si en la última igualdad hacemos p =  1 tenemos la fórmula 
de Moivre.

(eos ω ~f- i sen ω)7” =  eos mtú +  i sen »»ω.

Es fácil ver que esta fórmula vale también para valores negativos de 
m. En efecto, pongamos que se tiene un exponente negativo.

, , 1 1(eos ω +  i sen ω)—w =  .—:-------- ¡------- — = ------------- ¡---------(eos ω +  % sen ω)7η eos mtú +  % sen mtú

— 201 —
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Y multiplicando numerador y denominador por

se tiene
eos w io — i sen wo>,.

(eos ω -f i sen ti)}^m =  eos τηω — i sen mw.

Pero se sabe que se tiene también

luego

cosmti) =  cos(— mtú) 

sen »ιω =  — sen '(**- wíid)
*

(eos ω +  i sen ω)~m =■· eos (— mto) +  i sen (— mto)

es decir, la fórmula de Moivre vale para exponentes negativos.

Si el exponente fuese fraccionario tal como —> se tendría que mos-m
trar que

i
τη ( i )  ( i )(eos ω +  % sen ω) =  eos — h i sen — ·m m

Para ello consideremos el complejo:

ω . ωeos — f- % sen — m m

y elevemos a la potencia m y tendremos

f ω . ω \meos — h i sen — =  eos ω +  % sen ω.L m m

Y elevando a la potencia — los dos miembros se tiene, invirtiendom 7
los términos de la igualdad r

(eos ω +  i sen ω) =  eos — h % sen —m

que es lo que queríamos demostrar.
Y*ahora mostraremos que la fórmula vale para un exponente frac-

m
cionario de la forma —n
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En efecto,

O b s e r v a c ió n . En realidad, cuando hemos considerado el caso de
un exponente de la forma —? hemos tratado de la raíz m del complejo.m

Puesto que

eos ω =  eos (2Ictz +  ω) 
sen ω =  sen (2/ίπ +  ω),

1 uego
i

, , . 2λ:π +  ω . 2/ίπ -f ω(eos ω +  i sen ω) =  eos -̂---------- h i sen---------- ·m m

Y dando a 7c, m valores enteros sucesivos se tienen las m raíces del 
complejo. Se puede dar, por ejemplo, los valores 0 ,1 ,2 , . . .  (m — 1).

Y en efecto, mostraremos el siguiente teorema:

154. T e o r e m a  : Todo complejo tiene m raíces de orden m. 
Consideremos el complejo:

p (eos ω + i sen ω), 

extrayendo sli raíz m, tenemos

m
(eos ω +  i sen ω) =  r (eos a +  i sen a) 

donde hemos llamado
r (eos a +  i sen a)

al complejo raíz.
Elevando a la potencia w, tenemos 

p (eos ω +  i sen ω) =  [r (eos a +  i sen a)]'n =  rm (eos mu. + i sen wa). 

Luego debe tenerse
p eos ω =  rm eos ma 
p sen ω =  rm sen ma.
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Y elevando al cuadrado y sumando, se tiene

p2(cos2<t) +  sen2xo) = .r2m (cos2m a -f sen2ma)
o bien

Y también

Y estas últimas dan 

de donde

donde 1c es un número entero cualquiera. 
Entonces se tiene:

y dando ahora a fc, m valores enteros consecutivos cualquiera, se ob
tienen m raíces distintas para el complejo.

Dando, por ejemplo a &, los valores consecutivos

0 , 1, 2, ( m  — 1 )

se obtienen los m argumentos distintos

Si diéramos ahora a A; el valor w», obtendríamos el primer argumento 
aumentado en una circunferencia.

Haciendo ω =  0, se tiene

donde dando a Te, m valores enteros consecutivos cualquiera, se obtie
nen las m raíces de un número real.
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Haciendo p =  1, se tiene

. . m ω + 2kiz . ω 4* 2&π(eos ω 4  % sen ω) =  eos---------- - 4- t sen ----------- -m m
Y si ahora hacemos ω =  0 se tiene:

donde dando a k, m valores consecutivos cualquiera, se obtienen las 
m raíces de la unidad.

Ejemplo. ·.— Extraer las raíces cúbicas de la unidad.
Tendremos, haciendo m =  3, que

K(l)) =  eos—  +  * sen — »

Para k =  0, se obtiene una raíz αχ =  1

El sen y eos del múltiplo de un arco, en función del sen y eos del arco

155. Tomemos la fórmula de Moivre

(eos ω 4  i sen ω),/ι=  eos meo -f i sen mtú

y desarrollemos el primer miembro, teniendo en cuenta las potencias 
sucesivas de i:
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y tenernos:

Igualando las partes reales y los coeficientes de las cantidades ima
ginarias, se tiene:

Aplicación. — Haciendo sucesivamente m =  2, 3, 4, etc., se 
tiene:, ■ ■"* 4 ̂  > 

eos 2ω =  cos2(o — sen2o)

eos 3ω =  cos3o) — 3 eos ω sen2ü) <> ·1
eos 4ω =  cos4co — β cos2ü) sen2ü) +  8βη4ω

sen 2ω =  2 sen ω eos ω
sen 3ω =  3 sen ω cos2ü) — sen3ü)
sen 4ω =  4 sen ω cos3ü) — 4 sen3ü) eos ω
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Y de aquí podemos obtener la fórmula que da la tg del múltiplo de 
un arco en función de la tg del arco simple. Tendríamos:

Y si damos abora a m los valores sucesivos 2? 3, 4,... se tiene

156. E c u a c io n e s  b in o m io s . — Raíces emésimas de la unidad. — 
Poniendo

z =  p (eos ω +  i sen ω)
y se tenga

por ser 

se tiene

zm 1

1 =  eos 2 Jen +  i sen 2 Jen
J w*

pm (eos m tú . + i sen 7n tú ) — eos 2kn +  i sen 2kn



208 —

y debe ser entonces i 

o bien

Puesto que dos valores de ω. qqe difieran en 2π dan el mismo valor 
para z, se puede hacer

k = 0, le ^  1, b = 2, k = m — 1

porque si se hace también k =  m, resulta

que da para 2 el mismo valor que haciendo k =  0.
Existen entonces m raíces diferentes de la unidad y sólo m. 
Y esas m raíces están dadas por:

El módulo de todas estas raíces es 1, luego los puntos que repre
sentan las raíces están sobre un círculo de radio 1 y centro en el 
origen. Los argumentos son :

Y si M1? M2, MtS, M,m—i representan las m raíces (fig. 74),
los m ángulos

Μ2ΟΜχ, M30M2, m 4o m 3,
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son iguales entre sí y cada uno vale la circunferencia dividida en m 
partes iguales. Los puntos M1? M2, M3, ..., son los vértices de un polí
gono regular de m lados inscripto en la circunferencia. Y el valor del 
lado de ese polígono de m lados e s :

l =  2 sen — m

u



CAPITULO XV

D E R IV A D A S . V A R IA C IO N E S D E  F U N C IO N E S. V A L O R E S L ÍM IT E S

D E  A L G U N A S F U N C IO N E S

157. Se llama derivada de una función el límite de la relación del 
incremento de esta función al correspondiente incremento de la va
riable independiente, cuando éste tiende a cero.

Y es sabido que si se quiere encontrar la derivada de una función

y = / ( » )

se da un incremento Ax a la variable independiente a?, la función y 
toma entonces un incremento Δy y se tiene :

y + Ay =f(<e +  Δ®).

Luego el incremento Ay de la función es dado por

Ay = / ( *  +  Ax) - f ( x ) .

Y la relación del incremento de la función al incremento de la varia
ble independiente e s :

Ay _ f ( x  + Ace) -  f (x)
Ax Ax

Y ahora se busca el límite de esta relación, cuando Ase tiende hacia 
cero.

Buscaremos ese límite para las funciones

y =  sen a?, y = eos x e y =  tg x.

158. Derivada de la función y — sen o?. — Sea la función

y =  sen x. (1)
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Dando a la variable independiente x \m  incremento A#, la función y 
toma un incremento Λ y y se tiene

y +  Ay =  sen (x +  Ax). (2)

Luego, restando la (1) de la (2) se tiene:

A y =  sen (x +  A#) — sen x.

Y transformando en producto la diferencia de senos

Y dividiendo ambos miembros por Ax

Cuando Δ# tiende a cero, el límite de la relación

(
A x \x +  — J víüe eos x.

Y si Ax tiende a cero, Ay tiende a cero y el límite de ^  es la deri va-Ax
da de la función con respecto a la variable x que escribimos 

/  (*)·
Tenemos entonces

dy
dx

159. Deri rada 
función

de la Junción y ■= cosx.— Consideremos alioríi la

y =± eos x.

o
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Dando a la variable x un incremento Aa?, la función y toma un incre
mento Ay y se tiene ^

Ay — eos (x + Αχ) -T eos x.

Y transformando en producto la diferencia de cosenos resulta

Y dividiendo por Aa?

Pasando al límite

160. Derivada de la función tga?.— Consideremos la función

que es también

Y aplicando las reglas de la derivada de un cociente :

Y según los dos teoremas anteriores

161. Caso general en que se da y =  sen u, y =  eos u o y =  tg u 
donde u es una cierta función de a?. — Si y es función de u y u es fun
ción de x, resulta y una función de función, y en ese caso, se sabe 
que si

y  = / ( « )



y también 

se tiene
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u =  φ (a?)

du du du
~ Γ  =  ~ γ · ύ -  0  V  x  =  2/ · * > χdx du dx

luego tendremos si

Si

y =  sen u siendo u =  φ (x). 
di/ d sen m du du

=  w'oc =  — ------- · —  =  COS U ·  —  =  COS U  . M r.dx du dx dx

y  =  eos u siendo u =  φ (x)
du , d eos u du du— = z  y ’x  =  — -—  · — =  — sen u — =  — sen u . u x. dx du dx dx

Si y =  tg u siendo u =  φ (x).

dy , , tgx d-w 1 du 1— = y'x = d -§ -· — — 2— — =  — j— u’x.dx du dx cos^w dx cos^íí

Ejemplo I. — Calcular la derivada de

Se tiene

Ejemplo I I .  — Calcular la derivada de

Se tiene

Ejemplo 111. — Calcular la derivada de

y =  5 |/tg 3 x.
Se tiene



Ejemplo I V . —  Calcular la derivada de

Se tiene

Variaciones de las funciones trigonométricas

Hemos estudiado las variaciones de sen a?, eos x, tg x, con el variar 
de x. Es interesante y muclias veces de importancia el estudio de la 
variación de una función y, que sea función de expresiones trigono
métricas, donde la variable x sea un ángulo y arco. Besulta de interés 
señalar los valores particulares que puede tomar por ejemplo los 
puntos de máximo y mínimo, los puntos de inflexión... En general el 
trazado gráfico de la función rinde buenos resultados. Estudiaremos 
a título de ejemplo, algunos casos señcillos.

162. Estudiar y representar las variaciones de la función

y =  sen x -f eos x.
Se puede poner

y la función y en la suma de las dos sinusoidales

=  sen x

y resulta la suma otra sinusoidal.
En la figura 75 se tienen las tres sinusoidales.

y i por la curva ΟΑπΒ2π...
~  π  3 π

V 2  »  0 * ~ 2 >  Β ···

y » CFAGDHBIB...

— 214 —
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El máximo de la curva tiene lugar en F para x =  el mínimo en
4

H para χ =  . En estos puntos la ordenada vale respectivamente:

La derivada de la relación (1) es

y =  eos íc — sen a?,

163. Variaciones de la función :

y = a sen x +  b eos x.

Poniendo ti»· φ =  se tienea

y puesto que es

se tiene

El estudio de las variaciones de y se reduce al estudio de las va
riaciones de sen (x +  φ). Si se hace variar x de 0 a 2π, el ángulo 
(x +  φ) crece desde φ hasta 2π +  φ.

que indica el máximo para x — — y el mínimo para x = — ·
4 4
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πLa función y pasa por un máximo cuando x =  — — φ y por un mí-
'3πnimo para x =  ——

164. Variación de la función:

y =  eos 2# — 2 eos a\

Siendo eos 2x = 2 eos2 a? — 1, se tiene

y = 2 eos2 x — 1 — 2 eos x
o también

y — 2 (eos2# — eos#) — 1.

La derivada es igual

dy; =  sen a? (1 — 2 eos dx

que se anula ; bien sea para sen x = 0 ó x =  7nr bien para 1 — 2 eos # =  0 
o sea eos x =   ̂ y a? =  2λ:π± ^·

En el intervalo de 0o a 360°, lá derivada se anula para x = 60°, 
x  = 180° y x =  300°.

Podemos todavía calcular valores de la función y, y se tiene el 
siguiente cuadro:

X eos X eos- x 2 (eos2 x  —  eos x) — 1

0o 1.0000 1.0000 - 1 . 0 0 0

ooco 0.8660 0.7500 - 1 . 2 3 2
60° 0.5000 0.2500 - 1 . 5 0 0
90° 0.0000 0.0000 - 1 . 0 0 0

120° - 0 . 5 0 0 0 0.2500 +  0.500
150° - 0 . 8 6 6 0 0.7500 +  2.232
165° - 0 . 9 6 5 9 0.9330 +  2.798
180° - 1 . 0 0 0 0 1.0000 +  3.000
195° - 0 . 9 6 5 9 0.9330 +  2.798
210° - 0 . 8 6 6 0 0.7500 +  2.232
240° - 0 . 5 0 0 0 0.2500 - 0 . 5 0 0
270° 0.0000 0.0000 - 1 . 0 0 0
300° +  0.5000 0.2500 - 1 . 5 0 0
330° + 0 .8 6 6 0 0.7500 - 1 . 2 3 2
360° +  1.0000 1.0000 - 1 . 0 0 0
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Con esto se traza la curva de la figura 76.
La curva corta el eje de las x en los puntos correspondientes a

y bien 

lo que da

eos 2a? — 2 eos x  =  0.

2 eos2 x — 2 eos x — 1 =  0*

1 +  F3-
COS X  =  -----------2

y teniendo en cuenta el signo menos

eos x = l ^ f ó
2

=  0,3660

lo que corresponde a

x =  l l l ° 2 8 /09" y x =  248°31'51".

165. Variaciones de la función :
f

y — a tg x +  b ctg x
t

siendo a y b dos números positivos conocidos y a? un arco variable 
entre 0o y 90°.

La función y es la suma de dos cantidades variables cuyo produc
to es constante. Be tiene su mínimo cuando

, & , i ¡b
a t g x  =  -—  t g x =

tg x \  a

Cuando el arco crece de 0 a 90°, la función y primero decrece de 
+  ? o a 2  fab y luego crece nuevamente hacia -h oo;
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Cuando x crece de 90° a 180° la función tiene los valores anterio
res pero con signo cambiado.

166. Ejemplo (fig. 77):
sen y = 2 tg x + 3 ctg y.

El mínimo de y cuando

Y el mínimo de y es

y  =  2^2~X~3 =  4.8990.

X t<í X ctg x 2 tg  x  4 - 3 ctg

0 o 0 oo co

oo

0 . 1 7 6 3 5 .6 7 1 3 1 7 .3 6 6 5
20° 0 .=3640 2 .7 4 7 5 8 .9 7 0 5

ooco 0 . 5 7 7 3 1 . 7 3 2 0 6 .3 5 0 6

o o 0 .8 3 9 1 1 .1 9 1 8 5 .2 5 3 6

ü» o ó 1 .1 9 1 8 0 .8 3 9 1 4 .9 0 0 9
60° 1 .7 3 2 0 - 0 .5 7 7 3 5 .1 9 5 9

—
j o o 2 .7 4 7 5 0 . 3 6 4 0 6 .5 8 7 0

oo00 5 .6 7 1 3 0 .1 7 6 3 1 1 .8 7 1 5
90° ,oo 0 co

Valores límites de algunas funciones

Estudiaremos ahora algunos valores límites de algunas funciones 
para determinados valores de la variable independiente.

167. Valor de la expresión :

1 — eos xy — ----------- > para x =  0.tg x

0Haciendo x =  0, la expresión anterior toma la forma y =  pero es

fácil hacer desaparecer la indeterminación.



— 219 —

En efecto, se tiene:

luego

Y para x = 0,

168. Valor de la expresión:

Poniendo

y también

y

Luego

En el límite

169. Valor de la expresión:

Se tiene:
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y para # =  a

170. Valor de la expresión :

Se puede poner

y en el límite, para x = 90°

171. Valor de la expresión :

y = sec x — tg #, para x = 90°.
Pongamos

y para x = 90°:

172. Valor de la expresión :

luego
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Se tiene:

Para a? =  0
lim y =  4.
íc=0

173. Valor de la expresión:
4 it

Se tiene

Pero para a? =  0,

luego

sen mxy -=-------- > para a? =  0.na?

m sen ma?
y =  -  X -----------n mx

,. sen ma?lim -------- == 1mx

mlim y =  —
z = 0 W

174. Valor de la expresión:

Se tiene

sen x — sen ay ---------------- > para a? =  a,x ot

Inego para a? =  a.
lim . y = eos a.
ÍC—a

175. Valor de la expresión :

tg a? 4- 1
y — :--------7?tg® — 1 para a? =  90°
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Se puede poner

y en el límite 

O bien poner

y en el límite

176. Valor de la expresión :

Se tiene

y para x = 0,
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CAPITULO I

R E SO L U C IÓ N  D E  T R IA N G U L O S

177. Notación.— Designaremos en general, un triángulo con las 
letras A, B, O, colocadas en sus vértices. Los tres ángulos medidos 
en grados sexagesimales se designarán por Á, B, G, y la longitud de 
sus lados opuestos respectivamente por a, ó, c. El área la designare
mos en general por S.

Giradlo del círculo inscripto por r y el del circunscripto por B. 
Los radios de los círculos ex-inscriptos opuestos a los vértices A, B 
y C los designaremos respectivamente por r a, n , rc.

Las alturas correspondientes a los lados λ, b y e las llamaremos 
respectivamente por haj hb y  hc y  análogamente las medianas por 
mnj nib y  w c .  Las bisectrices interiores por &«, bb y  bc y  las bisectrices 
-exteriores por &'«, b'b y b'c.

Resolución de triángulos planos

178. Cuando el triángulo es rectángulo, llamaremos A al ángulo 
recto y a la hipotenusa. Es claro que podríamos considerara estos 
triángulos como un caso particular de la resolución de triángulos 
planos en general.

Bastaría en las fórmulas que resuelven el triángulo en general, 
hacer A =  90° y simplificar las fórmulas. Aún a riesgo de repetir en 
-el fondo las mismas cosas y a los efectos de ser más claro para los 
lectores principiantes, expondremos a continuación la resolución de 
•estos triángulos, dando algunos ejemplos prácticos y algunos proble-, 
mitas vinculados a esta resolución.

En un triángulo rectángulo tenemos cinco elementos fundamenta
les variables, considerando como elementos fundamentales los Huios 
y  los ángulos; éstos son a3 b, c, B y C.

Vamos a deducir relaciones entre estos cinco elementos tomados 
-ile tres en tres.

15
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179. T e o r e m a  : En un triángulo rectángulo, un cateto es igual al 
producto de la hipotenusa por el coseno del ángulo adyacente o por el

seno del ángulo opuesto. — Sea el triángulo 
rectángulo ABO (fig. 78), rectángulo en A. 

Tendremos:

OA =  h} CB =  a.

Resulta que OA es la proyección de OB 
Figura 78 . sobre OA y tendremos por el teorema de las.

proyecciones, considerando la poligonal OB A 
con resultante OA y proyectando sobre OA

y por consiguiente
OA =  OBcos(CA, CB), 

b = a eos O. ( 1 >

Análogamente se probaría que es :

c =  a eos B. (2)

Siendo los ángulos B y O complementarios, tenemos que

eos B =  sen O,
y

eos O =  sen B,

y reemplazando en las fórmulas (1) y (2) se tiene análogamente:

b =  a sen B. 
c =  a sen O.

Las fórmulas (1) (2) (3) y (4) demuestran el teorema.
- f  v

Observación I. — Las dos fórmulas: b =  a sen B y c =± a sen C, evi
dentemente son independientes entre s í ; ya que en cada una de ellas» 
aparecen elementos que no figuran en la otra.

Esas dos fórmulas, junto con la condición de que A + B + O =  180% 
condición que por ser A =  90° se reduce a B  +  C =  90°, constitu
yen el conjunto de tres fórmulas independientes que resuelven el 
triángulo.

{3>
(4 >
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Son tres relaciones independientes entre los cinco elementos 
B, O, a, b y c. No podría encontrarse otra fórmula independiente de 
ellas, porque si existiese, se podría resolver un triángulo rectángulo, 
conociendo además del ángulo recto, un solo elemento fundamental 
y ello es imposible* Cuando sólo se conocen elementos fundamenta
les, hay que conocer dos de ellos y no más de dos, además del ángulo 
recto A.

Luego las fórmulas b =  a eos O y c  =  a eos B son una consecuen
cia de b =  a sen B y c  =  a sen C, lo que resulta evidente recordando 
que B -f C =  90°.

Observación I I .  — Las relaciones que nos da este teorema pueden 
servir para deducir el teorema de Pitágoras.

En efecto, tomando las fórmulas (3) y (2) 
nos dan, cuadrando y sumando :

b2 -f c2 =  a2 sen2 B +  a2 eos2 B =  a2.

Podría todavía obtenerse lo mismo por Figura 79

otro camino.
En efecto, sea el triángulo ABC (fig. 79), rectángulo en A y trace

mos la altura AH sobre la hipotenusa, se tiene:

a =  B H + H C .

Y siendo los triángulos AHB y AHC rectángulos, se tiene por 
este teorema:

BH =  c eos B, HC =  b eos C.
Luego

a =  c eos B -f b eos C, 

y multiplicando por a se tiene:

a2 =  b .a  eos C -f c . a eos B, 

y teniendo en cuenta las fórmulas (1) y (2) se tiene,

a2 =  b2 +  c2.

180. T e o r e m a  : En todo triángulo rectángulo, un cateto es igUal al 
producto del otro cateto por la tangente del ángulo opuesto al lado con-y 
siderado, o por el producto de la cotangente del ángulo agudo adyacente.
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En efecto, según el teorema que antecede, se tiene

de donde:

y se deduce

b =  a  sen B 
c =  a  eos B,

b ^  1
Í  =  t g B  =  5 7 B ’

b =  c tg B,
c =  b ctg B.

Considerando aliora las fórmulas

dividiendo se tien e:

y se obtiene:

c —  a  sen C, 
b =  a  eos C,

c =  b tg C, 
b =  c ctg O.

S u p e r f i c i e .  — El área S del triángulo está dada por

( 1 )

(2 )

( 3 )

(i)

181. R e s u m e n .  — De los teoremas precedentes, sacamos entre los 
cinco elementos fundamentales a, &, c, B y C las siguientes relaciones:

B + C =  90°
 ̂b =  a  eos C,

I c  —  a  eos B,
\ b  —  a  sen B,
\ c  =  a  sen C,

\ h =  o tg B,
¡ e  =  b tg (3,

a las que puede agregarse
a 2 =  b 2 +  c 2.

lo que nos da también7
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Resolución de triángulos rectángulos

182. Resolver un triángulo rectángulo, significa calcular los cinco 
elementos fundamentales conociendo dos datos.

Los casos más simples son aquellos en los cuales se dan dos ele
mentos fundamentales del triángulo, y para que el problema sea po
sible es necesario dar por lo menos uno de los lados.

Resolveremos primeramente todos los casos que se presentan cuan
do se dan como datos elementos fundamentales del triángulo y luego 
resolveremos algunos problemitas en que se dan dos elementos cual
quiera y desde luego, por lo menos uno, que sea una línea.

Las fórmulas del n° (181) resuelven todos los casos posibles. Vere
mos que sólo en algunos casos las transformaremos con el objeto 
de hacer más exactos los cálculos, pero en el fondo, allí en esas fór
mulas están resueltos todos los casos que se pueden presentar.

Y esos casos son cuatro diferentes, según sean los elementos cono
cidos. Ellos son cuando se conoce:

I o La hipotenusa y un ángulo agudo.
2o Un cateto y un ángulo agudo.
3o La hipotenusa y un cateto.
4o Los dos catetos.

183. Primer caso. Se conocen a y B. — Las incógnitas son ó, c y O. 
Se tiene en primer término :

O =  90° -  B,
y por las fórmulas

b =  a sen B, 

c = a eos B,
se calcula b y c.

Desde luego que es necesario que a sea una cantidad positiva y 
que B sea un ángulo positivo y menor que 90°.

Para calcular el área S del triángulo, tenemos:

S =  \  bc =  ~ a2 sen B eos B.
2 Δ
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Ejemplo: a =  540.72 m B =  25°5'30".

Se tiene
C =  90° -  B =  64°54'30"

log a =  2.73297 
log sen B =  9.62744 

log 5 =  2.36041 
b =  229.30 m

loga -  2.73297 
log eos B =  9.95695 

logo =  2.68992 
c 489.69 m

log b =  2.36041 
logo =  2.68992 

5.05033 
log 2 =  0.30103 
log S =  4.74930 

S =56143,60 m2.

Conviene ordenar los cálculos en la forma que sigue, poniendo a la 
izquierda de la línea vertical los valores reales y a la derecha los 
logaritmos

a =  540.72 m 
B =  25°05'30"

b =  2.36041
sen B =  9.62744 

a = 2.73297 
eos B =  9.95695C =  64°34'30"

b - 229.30 m 
c =  489.69 m

c =  2.68992

be =  5.05033 
2 =  0.30103

8 =  5C143.C0m2 S =  4.74930

184. Segundo caso. Se conocen b y B. — Las incógnitas son a, c, 
C y S. Se tiene en primer lugar:

O =  90° -  B,

.y los valores de a y c se calculan por las fórmulas:

b
a = -----—j c =  b ctg B ,.sen B e 7

• -
y el área S, está dada por

8 =  i  6c =  i  62 ctg B.

Es necesario que b sea positivo y B positivo y menor que 90°.
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Si los datos conocidos fueran c y C, sé resolvería en una forma 
análoga.

Ejemplo : b =  45.32 m, B =  22°15'17".

b =  45.32 m 
B =  22°15,17"

c =  2.04435

ctg B =  0.38806 
b =  1.65629 

sen B =  9.57832
0 =  67°44'43"

c =  110.7 5 m 
a =  119.67 m 
S =  2509.63 m2

a =  2.07797
b2 =  3.31258 

b2 ctg B =  3.70064 
2 =  0.30103
8 =  3.39961

Donde liemos puesto μ la derecha los logaritmos.

185. Tercer caso. Se dan a y b. — Las incógnitas son c, B y C.
Se tiene :

^  b sen B =  -> 
cu lo

lo que nos permite calcular B. Y no puede haber ambigüedad, puesto 
que debe ser B menor que 90°.

Por otra parte, los datos a y b deben ser positivos y a > b. 
Conociéndose B, se tiene

C =  90° — B y c =  b ctg B.

Y el área S tendrá por expresión:

s  =  \ bc -  ctg B.

El cálculo por las fórmulas que anteceden se aconseja cuando los 
datos son, en lugar de a y  b, sus logaritmos, porque no exige más que 
el cálculo de log ctg B. Cuando, como ocurre en general, se dan los va
lores de a y 5, es necesario buscar tres logaritmos: los de α, δ y ctg B.
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En este caso es conveniente usar las fórmulas siguientes, que no 
exigen más que dos logaritmos.

En efecto, tenemos:
c2 =.. a 2 — δ2,

de donde

o z= |l(a +  b) (a -  b)·

Por otra parte se tiene:

eos O =  -· a

Lo que nos da (72):

de donde:

y por lo tanto

lo que nos permite calcular O y luego

B =  90° -  O.

Como puede verse, en esta forma sólo se buscan dos logaritmos

log (a + b) y log (a — b).
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Ejemplo : a =  540.72 m, b =  229.30 m.

a =¿= 540.72 m 
b =  229.30 ni

b =  2.36040 
á - 2.73297

sen B =  9.62743 
ctg B =  9.32952B =  2S°05'30" 

C =  64°54'30" c =  2.68992

c =  489.69 m be — 5.05032 
2 =  0.30103

S =  56142.3 m2 S =  4.74929

Y en otra forma:

' a  =  540.72 
b =  229.30

a  -  b =  2.49335 
a  +  b =  2.88650

a  - b  =  311.42 
a  +  b  =  770.02

c2 =  5.37985 
c =  2.68992

Q
tg2 _  =  9.60685 

Δ

c-  =  9.80342

c —  489.09 m

-  =  32°27'15" 2
O =  64°54'30" 
B =  25°05,30"

b =  2.36040
be =-5.05032 
2 =  0.30103

S =  56142.3m2 S.=  4.74929

En el caso en que el ángulo O resulte pequeño, es decir cuando 
a y  b difieren muy poco, es más conveniente seguir el camino siguien
te. Se tiene

n δeos C =  -» a
y entonces:

O i / I  — eos C i la — b
seu 2 "  I  2 "" \ ~ 2 a ~ 7

y  tam bién: *
2 are i  O =  are C.
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Luego:

de donde:

Ejemplo : a =  1242.30 m, b =  1241.70 m, 
Se tiene: a — b =  0.60 m

log 2 (a — b) =  log 1.20 =  0.07918 
log a =  log 1242.30 =  3.09423

4.98495

=  *¿.49248

log sen 1" ^  6.68557
log C" =  3.80691 

C" =  6411"
C =  1°46'51".

186. Cuarto caso. Se dan b y c. — Las incógnitas son a? B y C. 
Se tiene:

y luego

y el área S :

El problema es siempre posible, .pues deben ser b y c positivos y 
no hay ambigüedad para el cálculo de B puesto que debe ser B <  90°.

Podría todavía calcularse a en base a los datos por la fórmula del 
teorema de Pitágoras.

a = j/b2 +  c¿
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fórmula que no es calculable por logaritmos. Se puede liacer calcula
ble por logaritmos. Para ello ponemos

y poniendo 

tenemos

Se ve que el ángulo φ calculado por la (1) no es otra cosa que el 
ángulo O.

( 1 )

Ejemplo : b =  229.30 m, c =  489.69 m.

b - 229.30 m 
c - 489.69

b =  2.36040 
c =  2.68992

B =  25°05,29" 
0  =  64°54'31"

tg B =  9.67048 
sen B =  9.62743

a =  2.73297
ά =  540.72 m be =  5.05032 

2 =  0.301038 =  56142.3 m2

8 =  4.74929

Es fácil darse cuenta de la forma de proceder para el cálculo. A la 
izquierda aparecen los valores y a la derecha los logaritmos. Puestos 
los valores de b y c, se obtienen los valores de log b y log c. Hacien
do la diferencia log b — log c =  logtg B, lo que nos permite hallar 
con la tabla el valor de B y al mismo tiempo log sen B. Obtenido B, 
se obtiene el complemento O.

.Restando log b menos log sen B se obtiene log a y sumando log 5-f- 
log c se obtiene log be y restando a este valor el log 2, se tiene log S. 
Ahora, con la tabla se obtienen a y S.



CAPITULO II

T R IÁ N G U L O S R E C T Á N G U L O S. CASOS NO CLÁSICO S. A PL IC A C IO N E S

Y  PR O B L E M A S D IV E R S O S

187. Hemos resuelto los cuatro casos en que los datos son elemen
tos fundamentales del triángulo rectángulo; son los llamados casos 
clásicos. Pero un triángulo rectángulo queda determinado, cuando 
además del ángulo recto se conocen otros dos elementos cualquiera, 
con tal de que uno de éstos, por lo menos, sea lineal. Es claro que el 
número de problemas que se presentan es grande. Resolveremos algu
nos que servirán de guía o por lo menos para práctica.

188. Problema 1.— Resolver un triángulo rectángulo conociendo la al
tura sobre la hipotenusa ha =  AH y la mediana que sale de B, 
mb =  B M. Se tiene (fig. 80).

y expresando sen B en función de tg B y simplificando se tiene

BM2 -  ΔΒ2 +  AM%

y reemplazando valores

y también
ha = c sen B.

Y eliminando c entre estas dos, se tiene:

hl tg1 B +  (5hl -  iml) tg3 B +  4*2 =  0. (1)
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Ecuación bicuadrada que nos permite obtener B.

(-)

Obtenido B se calcula c : (
lia

C —  -------— ·>sen B
y luego:

0 =  90° — B, b = ctg  B7 a =  jb2 +  c2.

Los valores de B, dados por la fórmula (2) deben ser B <  90°, En 
forma que hay que tomar sólo los valores positivos de tg B sacados

de tg2B. El problema tendrá tantas soluciones como valores positivos 
para tg B nos dé la (2).

Como el producto de las raíces de la (1) es 4, se desprende que se 
tendrán dos soluciones o ninguna. Y deberá tenerse

y

de donde

vale decir

y en ese caso bay dos soluciones.
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Segunda solución. — Se puede resolver el problema por otro camino, 
para lo cual tenemos

b2
c2 +  — =  m\.4

Y también tomando el área

b2c2 =  a2 ha.

Y finalmente considerando

b2 + c2 = a2.

Se tiene un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas

b2,.2  i __ 2c -+* — =  m\j·)4
b2c2 — a2hlj 

b2 -f c2 ==? a2,

eliminando b y c se obtiene 4a4 +  (9/¿i —20m2)a2 +  16m4 =  0.
El problema tendrá tantas soluciones como valores positivos se 

encuentren para a.

Solución gráfica. — Se puede todavía resolver el problema gráfica
mente. Considerando en la (fig. 80) el triángulo resuelto y prolongando 
la mediana mb hasta P y bajando la normal PQ =  ha se ve que con los 
datos del problema se puede formar el triángulo PQB, donde es 
PQ =  ha y PB =  2mó.

Construido el triángulo PQB con los datos del problema, para 
encontrar el vértice A basta trazar una circunferencia con diámetro 
BM =  m¿, siendo M el punto medio de PB. Ella encuentra a la pa
ralela a QB trazada por P en general en dos puntos A y Ai que serán 
dos soluciones del problema.

Uniendo A con B y llevando por P la paralela a AB se encuentra 
el punto C. Y lo mismo con respecto al punto A v

189. Problema I I .  — Resolver un triángulo rectángulo, conociendo. 
ha y B. Se tiene

ha =  c sen B, C =  90° — B, 
c =  a eos B, b .= c tg B.
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De donde se obtienen fácilmente las fórmulas que siguen, que re
suelven el problema.

190. Problema I I I .  — Resolver un triángulo rectángulo conociendo 
la hipotenusa a y el radio r del círculo inscripto.

Figura 81

Se tiene (fig. 81)
B +  C =  90°,

B Ga =  r ctg — +  r ctg 
Δ Δ

o bien

y también

De donde

(1 )

La fórmula es simétrica con respecto a B y G, por lo que podemos 
suponer B >  C.
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Llamando φ al menor ángulo positivo cuyo coseno está dado por la 
(1) tenemos:

de donde
B =  45° +  φ, 

Y luego se calcula b y c :

C =  45°·— φ.

/> =  α-sen B, c —  a  sen C.

El valor de B debe ser menor que 90°.
El valor O, debe ser positivo, lo que significa φ <  45°. 
Luego debe tenerse:

B - G  B +  O0 < ---- < — --^  9  ^  o

liemos supuesto B >  C o bien

de donde

La segunda parte de la desigualdad, es evidente porque a  y r  son 
positivos y siempre se cumple.

De la desigualdad

sacamos

que es la condición para que el problema pueda resolverse y admita
a (|/ 2 — 1)una solución. En el caso límite en que r  =  —— ----- el triángulo es

2
isósceles. Es claro que si se tiene la solución ABO de la figura- donde 
B >  C, admite luego la solución A x Bü, donde A 1 es el punto simétri



co de A con respecto a la mediatriz de BC. En el triángulo BC, se 
tiene que el ángulo al vértice O es igual al ángulo B de la I a solución.
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Segunda solución. — Se pueden calcular directamente los valores 
de b y c. En efecto, de la figura 81 se obtiene fácilmente, siendo 2p 
el perímetro del triángulo buscado:

o bien 

y además

r =  p  — a, 

b +  c = a -f- 2r

b2 + c2 = a2.

Se tiene así un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas. Se 
obtienen b y c, calculando las raíces de la ecuación

x2 — (a +  2r) x +  2r (a +  r) =  0.

Geométricamente puede construirse el triángulo ABC (fig. 81), 
trazando primero el triángulo BOC, del cual se conoce BC =  a, la 
altura OH =  r y el ángulo

BOG =  180° -  =  135°·

Se toma BC, se traza sobre él el segmento capaz del ángulo de 
135° y se lleva la paralela a BC a la distancia r. Los puntos en que 
■encuentra al segmento capaz son los centros de la circunferencia ins- 
eripta para las dos soluciones del problema.

Se puede también proceder en la siguiente forma: Se traza el círcu
lo ex-inscripto al ángulo A de centro O' y se tiene en la figura 82

AB -|" BH -f- HC -f AC =  2p.
Y puesto que

BD =  BTj y DC =  CT2,
se tiene

AB + BTj +  CT2 +  AC =  2pj
o bien

ATX +  AT2 =  2py
16



y puesto que 

se obtiene 

Pero 

luego

ATX =  AT2, 

ATX =  AT2 =  p.
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A F =  AE —  p  —  a  =  r  

FTi ET2 =  a.

Y de ahí la construcción. Se toma un ángulo recto. Sobre sus lado» 
se llevan AF =  AE =  r  y luego a continuación FTX =  a.y ET2 =  a.

A

Se obtienen con las normales en F, E, T1 y T2 los centros O y O' de 
los círculos inscripto y ex-inscripto. Las tangentes comunes interio
res nos dan las dos soluciones del problema.

191. P r o b l e m a  : Resolver un triángulo rectángulo conociendo un 
cateto b y el ángulo φ que forma la mediana relativa a ese cateto con la 
hipotenusa. — Conocemos (fig. 83), b y φ.

Llamemos x al ángulo ABD y tenemos

Y
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Luego:

/ v tg φ) +  tg x 
tg φ +  X) =  . fn —  =  2 tg a>.

1  T-- tg φ tg #
De donde:

2 tg φ tg2 x — tg x +  tg φ =  O

y se tienen en general dos soluciones.
Para que el problema sea posible, se necesita que

1  > 8  tg2 φ

Figura 83

o bien

El valor máximo de φ está dado por

Corresponde a 

Y resulta:

Se puede resolver el problema geométricamente.
Para ello tomamos AC = b y en A se traza la normal Ay.  Se busca 

el medio D de AC y sobre DC se traza el segmento capaz del ángulo φ.
Los puntos B y Bj en que la circunferencia corta a Ay, unidos q o u  

C nos dan las dos soluciones ACB y ACB1# Si el círculo resulta tan
gente a A y las dos soluciones se confunden en una sola,· y si es exte
rior, no hay solución.

Corresponde a :

Tmáx =  19°28'16".

Y el valor correspondiente de x
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192. P r o b l e m a  r  En un triángulo rectángulo, la altura ha y los 
lados o, b y a están en progresión geométrica de razón x. Calcular el 
triángulo para un valor dado de ha. — Tendremos entonces

c — hax 
b = hax2 
a = haxB.

Y también
a2 =  b2 +  o2.

Y reemplazando se tiene:

K x 5 =  h2xé + h%x2
o bien

de donde
#4 — x2 — 1 — 0,

Y tomando el valor positivo, se tiene:

Y luego es fácil obtener e, b y a en función del valor de ha conocido 
y de x calculado.

Suponiendo 1 resulta #=1.272 c=1.272 b =  1.618 a=2.058 
B =  51°49'37" O =  38°10'23".



CAPITULO II I

RELACIONES ENTRE LOS LADOS Y LAS FUNCIONES TRI
GONOMÉTRICAS DE LOS ÁNGULOS EN UN TRIÁNGULO 
CUALQUIERA.

193. T e o r e m a  (llamado del seno): En un triángulo, los lados son 
directamente proporcionales a los senos de los ángulos opuestos y la rela
ción de proporcionalidad es igual al diámetro 
del círculo circunscripto al triángulo. — Sea nn 
triángulo ABO (fig. 86) y tracemos el círculo 
circunscripto de centro O y radio R. Trace
mos del centro O la perpendicular OP al lado 
BO. El ángulo BOP tiene por medida el arco 
BíT, vale decir la mitad de BNC. Si el ángu
lo A es agudo, tiene por medida la mitad del® ? v  ■ Figura 86

arco BNC, es decir en este caso BOP =  A.
En caso de que el ángulo A sea obtuso, como ocurre para el trián

gulo BAO de la misma figura, el ángulo A' de ese triángulo tiene por 
medida la mitad del arco B AO y en ese caso se tiene

BOP =  180° -  A'.

Para los dos casos, se verifica entonces

sen BOP =  sen A.

En la figura, el triángulo rectángulo BOP nos da

BP =  OB sen BOP.

Donde BP =  % OB =  B, BOP = A.

a

sen A =  2R.

Luego
-  =  R sen A, o bien 2 ’
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En forma análoga, trazando de O las perpendiculares sobre loa 
lados b y e ,  obtendríamos relaciones correspondientes.

Es decir, que

independientes entre sí, j a  que en cada una figuran elementos que 
no están en la otra. Esas dos relaciones, junto con la conocida

A +  B +  O =  180°

forman las tres relaciones independientes que vinculan a los seis 
elementos fundamentales del triángulo plano.

194. Teorema (llamado de las proyecciones): E n  todo trián gu lo  la  
m edida  de cada lado es igu a l a  la sum a de los p rodu ctos de los o tro s dos 
p o r  los cosenos de los ángulos que éstost fo rm a n  con el p r im ero . Es 
decir que debe tenerse

1 a  =  & eos C +  c eos B 
b =  c eos A +  a eos C 
c =  a  eos B +  b eos A.

lo que demuestra el teorema.
De ahí sacamos las dos relaciones

En efecto, puesto que
i

A +  B +  C =  180°
se tiene ;

A =  180° -  (B +  O)
lo que nos da s ¡

sen A =  sen (B + C) =  sen B eos O +  sen C eos B.
t

Y multiplicando los dos miembros por 2R y teniendo en cuenta el 
teorema anterior, se tiene

. i i

d  =  b eos C +  c eos B



— 247 —

y  procediendo en la misma forma, obtendríamos fórmulas análogas 
para b y c, lo que demuestra el teorema.

Estas mismas fórmulas pueden obtenerse directamente del trián
gulo (fig. 87).

Sea ABO el triángulo y tracemos la altura AH, suponiendo que el 
triángulo no sea rectángulo ni en B ni en O.

Eigura 87

Pueden darse dos casos : que el pie de la perpendicular AH caiga 
sobre a o sobre su prolongación, como muestra la figura 87.

En el primer caso tendremos

BC =  BH + HO
y en el segundo caso

BO =  BH -T OH.
Se tiene

BH =  c eos B

y en cuanto a HO, en el primer caso

HO =  b eos O
y en el segundo caso

HO =  b eos (180* — O) =5= -  b eos O.

Y en los dos casos
a = b eos O +  c eos B 

y análogamente para los otros lados

b =  a eos O +  c eos A 
c == a eos B + b eos A.



195. T e o r e m a  (llamado del coseno o de Carnot); En todo trián
gulo, el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de loe 
otros dos lados, menos el doble producto de estos dos lados por el coseno 
del ángulo opuesto al primero, — Sea un triángulo ABC y BH la per
pendicular bajada desde el vórtice B (fig. 88)¿ Se pueden presentar
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dos casos, según que A sea agudo u obtuso. Supongamos primero el 
ángulo A agudo. JSn esté caso, por un teorema conocido de geometría? 
tenemos:

BC2 =  AC2 +  AB2 -  2 A C, AH.
Pero es

BC =  a AC =  b AB =  c

y el triángulo rectángulo AHB nos da

AH =  AB eos A =  c eos A.
Y se tiene

a2 =  b2 +  c2 — 2be eos A.

En el caso en que el ángulo A sea obtuso, se tiene análogamente

BC2 =  AC2 +  AB2 ■+ 2AC - AH. (1)

Y ahora se tiene

AH =  AB eos BAH =  AB eos (180° — A) =  — c eos A.

Y reemplazando en (1)

a2 = b2 + c2 — 2be eos A.
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Se demostraría igualmente:

b2 = a2 + c2 — 2ac eos B 
c2 =  a2 +  b2 — 2ab eos O.

con lo que queda demostrado el teorema.

196. T e o r e m a  (llamado de Delambre): En todo triángulo la suma 
(o la diferencia) entre dos lados es al tercero, como el coseno (o el seno) 
de la semi-diferencía de los ángulos opuestos a los primeros es al seno (o al 
coseno) de la mitad del ángulo opuesto al tercer lado. — Es decir que 
debe verificarse

y también

En efecto, del teorema del seno

Y transformando en producto la suma o diferencia de senos y expre-
üsando sen G en función de — resulta
Δ

y
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A  +  B Oy recordando que A +  B +  C =  180°, se saca — -—  =-90° — — > es
decir que

lo que nos da

( 1 )

(2 )

y queda demostrado el teorema.

197. Te o r e m a  (llamado de Neper): En todo triángulo la diferen
cia de dos lados es a su suma, como la relación entre las tangentes de la< 
semi-diferencía es a Id tangente de la semisuma entre los ángulos 
opuestos.

En efecto, tomando el teorema del seno, se tiene

de donde

y análogamente

(1)

(2 )

( 3 )
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Podríamos haber obtenido las mismas relaciones del teorema de 
Delambre. En efecto, dividiendo entre sí las relaciones (2) y (1) del 
teorema anterior, se tiene:

Se pueden todavía obtener las mismas fórmulas por otro camino. 
Sea el triángulo ABO. Con radio c y centro en A tracemos una 

•circunferencia. Prolonguemos AO hasta M y X como indica la 
figura 89.

Tracemos BN y llevemos ML paralela a BN. Tendremos a s í:

Ύ el triángulo MBO nos da

MC
BÓ

•o bien

^Teorema de Delambre)
Y también de la figura, observando que los triángulos MOL y NOB 
son semejantes y el ángulo NBM es recto =  BML

cy  recordando que — =  90° — (A + B), se tiene
Δ

Figura 89
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de donde se obtiene, recordando que ^  — 90® — ^  ^
¿¡ 3

que muestra el teorema.

198. Resumen. τ^~Εη resumen hemos encontrado los siguiente», 
grupos de fórmulas:
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lís fácil darse cuenta que los grupos de fórmulas II, III, IV y V 
pueden deducirse del grupo I. En efecto, en realidad las tres relacio
nes independientes entre los seis elementos de un triángulo, dados 
por el grupo I, son las únicas relaciones independientes que pueden 
encontrarse entre los seis elementos fundamentales del triángulo.

En efecto, suponiendo por un momento que existe otra relación 
cualquiera

f{a ,  b, c, A, B, C) =  0

entre los elementos del triángulo, independiente de las fórmulas del 
grupo I, se tendría que conociendo dos elementos cualquiera del 
triángulo tendríamos cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas que 
permitirían calcular los cuatro elementos restantes y por lo tanto un 
triángulo quedaría determinado cuando se conocen sólo dos elemen
tos fundamentales, lo que es imposible.

Quedamos entonces que los grupos de I a V no son independientes 
y pueden deducirse uno del otro.

Vamos a pasar de un grupo a otro.

199 .  E q u iv a l e n c ia  d é l o s  g r u p o s  I y  II | — Para pasar del 
grupo I al grupo IIJ basta ver la primera demostración del teorema 
de las proyecciones, n° 194.

Recíprocamente, tratemos de deducir del grupoCl la relación
a■ b

sen A sen B
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lo que se obtiene eliminando φ  gaf de las fórmulas
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Se tiene
* a2 — b2 = c {a eos B — b eos A)

!

y reemplazando c por su valor sacado de la 3á del grupo I I I  

a2 — b2 =  (a eos B + b eos A) (a eos B — b eos A)

o bien 

de donde 

es decir

a2 — b2 =  a2 eos2 B — b2 eos2 A

a2(l — cos2B) =  62(1 — eos2 A) 

a2 sen2 B =  b2 sen2 A.

Y como a, 6, sen A, sen B son positivos en el triángulo, se tiene

Y procediendo en forma análoga se mostraría también

Para deducir ahora la relación

pongamos
A +  B + O =  180°

lo que nos da

a =  K sen A b =  K sen B c =  K sen C.

Reemplacemos por estos valores en las tres igualdades del grupo JT | 
y tenemos, simplificando

sen A — sen (B + C) 
sen B =  sen (O + A) 
sen O =  sen (A +  B).
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Como A, B y C son cada uno menor que 180° debe tenerse por la I a o

o bien
A — B ' f  C 

A =  180° -  (B +  C).

Y lo mismo, por la 2a debe s e r :

o bien
B =  0 +  A1 h

B =  180° -  (G +  A).

igualmente la 3a nos da, ya sea :

o bien
G =  A +  B 

G =  180° -  (A +  B).
Si no fuese

A + B +  ü  =  180°
será

A =  B + G 
B =  ü  +  A 
O =  A +  B

lo que significaría 
Luego debe ser

A — B =  O =  0, y ello es imposible. 

A +  B +  ü =  180°

lo que demuestra la cuestión.

200. E q u iv a l e n c ia  d e  l o s  g r u p o s  II  y  III. — Supongamos 
conocido el grupo II  y vamos a deducir de él, el grupo III.

De las dos últimas del grupo Illsacamos

y

b — c eos Aeos C  = --------------
a

^  c — b eos Aeos B = -------------- -
a
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Y reemplazando estos valores en la I a del grupo IlJse tiene

de donde

Y análogamente para b2 y c2. Del grupo II pasamos así al grupo III. 
Recíprocamente, vamos a pasar del grupo III  al II.
Basta para ello, sumar las dos últimas del grupo 11^ y se tiene:

b2 -f c2 = c2 -f 2 a2 +  b2 — 2 ae eos B — 2 ab eos C,

y simplificando y dividiendo por a, se tiene:

a = b eos O +  c eos B,

y en forma análoga para los otros lados.

201. E q u iv a l e n c ia  e n t r e  l o s  g r u p o s  I y  III. — Del grupo I 
vamos a deducir el grupo III.

Tomemos la relación A +  B + G =  180°, de donde se saca 

sen A =  sen (B +  O) =  sen B eos G + sen O eos B, 

y elevando al cuadrado
/

sen2 A =  sen2 B eos2 O +  sen2 O eos2 B +  2 sen B sen C eos B eos 0
*

o bien:

sen2 A =  sen2 B +  sen2 G *f 2 sen B sen G (eos B eos O — sen B senC) 

pero e s :
eos (B + G) =  — eos A =  eos B eos O — sen B sen G

luego:
sen2 A =  sen2 B +  sen2 C — 2 sen B sen C eos A

y reemplazando sen A, senB y sen C por las cantidades proporcio
nales a, b y c se tiene:

a2 =  b2 +  c2 — 2 be eos A 

e igualmente para b y c.



Recíprocamente, del grupó III, vamos a; deducir el grupo I. 
^Tomemos las fórmulas

a2 =  b2 +  c2 — 2 be eos A 
b2 =  c2 +  a2 — 2 ca eos B

y sumando tenemos

2 c2 = 2 c(b eos A +  a eos B)
o bien

e = b eos A +  a eos B. ,(f}

Y restando miembro a miembro las mismas fórmulas, tenemos

a2 — b2 = c (a eos B — b eos A).

Y reemplazando ahora c por su valor dado por la (1), se tiene

a2 — b2 = (a eos B +  b eos A) (a eos B — b eos A).
=  a2 eos2 B — b2 eos2 A =  a2 (1 — sen2 B) — b2 (1 — sen2 A).

Y simplificando se tiene

Ί . a ba sen B = b sen A o b ie n -------= ------ -sen A sen B
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e igualmente se obtendría para el lado c. 
Falta deducir ahora la relación

A +  B +  C =  180°.

Hemos visto que es

Reemplazando en la Ia del grupo III, los valores de a, b y c, se 
tendría, eliminando el factor común K2 que

sen2 A =  sen2 B + sen2 C — 2 sen B sen C eos A

de donde

eos2 A — 2 sen B sen O eos A + sen2 B +  sen2 C — 1 =  0.
17
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Ecuación de 2o grado que nos permite calcular eos A y nos da:

eos A =  sen B sen O +  (/sen2 B sen2 O — sen2 B — sen2 0 +  1 

o

eos A =  sen B sen O +  (̂1 — sen2 B) (1 — sen2 O)

o también
eos A — sen B sen O +  eos B eos C 

es decir que debe ser

o bien
eos A =  eos (B — C) 

eos A =  — eos (B +  G).

Debiendo los ángulos ser menores que 180°, la I a igualdad nos da

A =  B -  C

y encontraríamos análogamente.

lo que equivale a

B =  G -  A 
C =  A -  B

A +  B + G =  0

es decir, que debemos desechar la solución

eos A =  eos (B — C). 

Luego debemos considerar la igualdad

la que nos da
eos A =  — eos (B +  C), 

A — (B +  G) =  180°
o sino

A +  (B +  G) =■ 180°

la Ia es inaceptable por ser A <  180°, luego nos queda finalmente

A + B +  O =  180°.



CAPÍTULO IV

OTRAS RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS FUNDAMENTALES 
DEL TRIANGULO, CALCULABLES POR LOGARITMOS

202. Las relaciones del teorema del seno son directamente calcu
lables por logaritmos y lo mismo ocurre con las que dan los teoremas 
de Delambre y de Neper.

Podemos todavía deducir del teorema del seno otras fórmulas de 
aplicación en la resolución de triángulos. En efecto, de ese teorema 
deducimos:

Hagamos ahora
2p = a + b + c

A
y expresando sen A en función de —y recordando que según (84)

Δ

. „  . A B Csen A +  sen B -f sen 0 =  4 eos — eos — eos —
2 2 2

se tiene:

y en forma análoga:

Las fórmulas que da el teorema de las proyecciones no son calcu
lables por logaritmos. Se las puede transformar en expresiones que 
lo sean con la introducción de ángulos auxiliares; pero como cada una 
contiene cinco elementos fundamentales sónde poca aplicación en la 
práctica.
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En cambio, las fórmulas que da el teorema del coseno (de Carnot) 
que no son calculables por logaritmos, con simples transformaciones 
nos van a dar grupos de fórmulas de gran utilidad y de mucha apli
cación. Tomemos la relación:

a 2 =  b 2 +  c 2 — 2be  eos A

de donde sacamos:

pero por otra parte

y reemplazando el valor del eos A se tiene

o también

y también

Poniendo ahora
2 p  =  a  +  b -f e

dondep  es el semi-perímetro, se tiene:

a  +  b — e =  2 p  — 2 c  =  2 ( p  — e)

a  +  e — b — 2 p  — 2 b  =  2 ( p  — b)

b -f e — a  — 2p  — 2a  —  2  ( p  — a)

y substituyendo estos valores, se obtiene

( 1 )

(2)
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y dividiendo una por la o tra :

(3 )

donde solamente hay que considerar el signo más para los radicales,

porque el valor de A es menor que 180°, es decir — <  90°.
2

Se obtendría en forma análoga:

203. Fórmulas que dan Jas funciones goniométricas de la mitad de 
los ángulos en función de los lados. Podemos todavía obtener el seno 
del ángulo mismo poniendo:

204. Del teorema del seno, deducimos también:

y también:

Y en igual forma obtendríamos:
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y

Y teniendo en cuenta que a +  J), +  c =  2p, se obtiene:

Área del triángulo

205. T e o r e m a  : El área de un triángulo es igual al semi-producto 
de dos lados, por el seno del ángulo comprendido. — Sean b y c  dos la

dos y A el ángulo comprendido. Tomando b  co
mo base, la altura correspondiente es BH =  hb 
y el área S tiene por expresión:

Figura 90 y se obtiene:

y es:
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y del mismo modo tendríamos:

o

206. Si queremos el área en función de los lados, podemos expre
sar, por ejemplo sen A en función del arco mitad y tenemos:

S =  - be 2 sen ^  eos φ  
2 2 2

A Ay reemplazando sen — y eos — > por sus valores dados (1) y (2) n° 202
2 2

se tiene simplificando

S =  ψp (p — a) {p — b) (p — c)

fórmula conocida con el nombre de fórmula de Heron y da el área de 
un triángulo en función de los lados.

ΛΛ_ . cí -\-b c207. Y si se reemplaza p  p o r--------- se obtiene:

S =  -  \ (a +  b +  c) {b +  c — a) (a -f c — b)(a +  6 — c)

y efectuando las operaciones y simplificando se obtiene una nueva 
expresión de la superficie del triángulo que es incómoda por no ser 
calculable por logaritmos.

S =  |/ 2 a2b2 +  2 b2c2 +  2 a2c2 — a* — b* — c4.

A B O208. Tomando ahora los valores de tg —y tg — y tg — en función
2 2 2

de los lados, dados por (202), se tiene fácilmente:

teniendo en cuenta la fórmula de Heron, se saca
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209. Es fácil también, teniendo en cuenta las fórmulas de (202) y 
la fórmula de Heron, obtener:

y la que teníamos:

Corolario 1: E l área de un paralelo gramo es igual al producto de 
dos de sus lados adyacentes por el seno del ángulo comprendido.

En efecto, basta trazar la diagonal que une los dos extremos de los 
lados que se consideran, para ver que queda el paralelogramo dividi
do en dos triángulos iguales y luego expresar el área en función de 
esos lados y el ángulo comprendido.

Corolario I I :  El área de un cuadrilátero convexo es igual al semi- 
producto de la medida de sus diagonales, por el seno del ángulo compren
dido. — En efecto, si x y a?', y e y' son los segmentos en que cada una 
de las diagonales d y d' quedan divididos y llamamos a al ángulo 
agudo que ellas forman, llamando S a la superficie del cuadrilátero,

se tiene :

Corolario 111: El área de un polígono regular de n lados inscripto 
en un círculo de radio R es dado por:

En efecto, el polígono regular está formado por n triángulos isós
celes de lados R y ángulo comprendido 360°

n
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El radio R es la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos cate
tos son la mitad del lado del polígono y el apotema del mismo. Lla
mando l al valor del lado y a al valor del apotema, tenemos:

Y poniendo en la fórmula anterior sen 360(
n * en función del ángulo

mitad, se tiene:

o también



CAPITULO  V

RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS CUALQUIERA

210. Casos clásicos.—  Un triángulo plano queda determinado 
cuando se conocen tres de sus elementos fundamentales y entre ellos 
entra por los menos una longitud.

Usaremos la notación indicada en el n° 177 y estudiaremos ahora 
los casos clásicos; es decir, aquellos en que los datos que se conocen 
son solamente lados y ángulos. ·

Es fácil darse cuenta que conocidos tres elementos, las fórmulas 
del n° 198 nos permitirán siempre encontrar los tres elementos res
tantes.

Estudiaremos todos los casos que puedan presentarse y para cada 
caso calcularemos también la superficie.

Siempre es conveniente calcular los elementos que se buscan, y 
desde luego siempre que se pueda, en base a los datos conocidos y no 
en base a elementos calculados.

Tiene ello la ventaja, en general, de evitar la propagación de erro
res que siempre se cometen al calcular.

Los cuatro casos clásicos que se presentan, son !
а) Dados un lado y dos ángulos. — Poco importa cuáles sean los 

dos ángulos, porque cuando se conocen dos ángulos, el tercero es lo 
que falta para que la suma de los tres valga 180°. El tercero es el 
suplemento de la suma de los dos ángulos dados.

б) Se dan dos lados y el ángulo comprendido.
c) Se conocen dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos.
d) Se dan los tres lados.

211. Primer caso : Resolver un triángulo dados dos ángulos B y C
y el lado a.

Tenemos:
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Luego podemos calcular Á, por

A =  180° — ( B  +  O).
Y conociendo los tres ángulos, se tiene

a sen B a sen B 
sen A sen (B +  C)

a sen C a sen O
sen A sen (B +  C)

Y el área S, sería:
Figura 92

Para que el problema sea posible es necesario y suficiente que la 
suma B +  C sea menor que 180°.

Segunda solución : Puede también resolverse en la siguiente forma : 
Primero, calculamos A por A =  180° — (B +  C) y luego par las 

fórmulas de Delambre (n° 196) se tiene:

lo que nos permite calcular b y c.

Ejemplo : Sea a =  342.72 m, B =  48°57'20" y C =  45°17¿15"
a) Con las fórmulas

a sen B a sen C 1 0 sen B sen C
b = ------ i- f  e =■■------ r ’ s  =  ó a --------- :-----sen A sen A 2 sen A

a =  342.72 m 
B =  48°ó7'20"
C =  45°17'15"

A =  85°4ó'25" 
b =  259.19 m 
c =  244.22 m 

S =  31563.10 m2

sen B =  9.87749 
a =  2.53494

sen A =  9.99881 
sen C — 9.85165

b = 2.41362
c = 2.38778

a2 = 5.06988
2S = 4.80021

2 = 0.30103
S = 4.49918
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Es fácil darse cuenta el orden que conviene seguir en los cálculos. 
Puestos los valores de a, B y O, se obtiene en seguida el valor de 
A =  180° — (B + C). Luego se obtienen con la tabla los valores

* üf

log a, log sen A, log sen B y log sen O, que se escriben a la derecha. 
Ahora obtenemos log b =  log a -f log sen B — log sen A y log c = 
= log a + log sen O — log sen A. Se obtiene también log a2 =  2 veces 
log a; Luego sumando a log a2 el log sen B y el log sen O y restando 
el log sen A se obtiene log 2S. Restando el log 2 se obtiene log S. Y 
ahora obtenemos &, c y S.

Ejemplo : b) Con las fórmulas

Es fácil darse cuenta del orden a seguir. Puestos a, B y C se obtiene 
B +  O B - C ,  , . B —O , B - Cen seguida— -—  y

2 Luego log a, log sen —--—> log eos — -—
2 J  J

B  Q g  j Q
log sen — -—  y log eos — -— · Ahora obtenemos log (b + c) = log a +  

2 2
, B - 0  , B + C  , , x , , B - C+ log eos — ------log eos —-— y log (b — e)= log a +  log sen — ------

2 2 2

log Sen B -  O
■ *

2
Obtenemos ahora los valores áeb + c y b  — c y por lo tanto b y e. 

El valor de A es el suplemento de B +  C.
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Tercera solución. r -  Cuando el valor que se obtiene para A resulta 
poco diferente de B (o de C), se obtiene mayor exactitud calculando;

_ a sen B sen A — sen Ba — o =  a ----------— =  a ----------- -------sen A sen A
o bien

I A +  B A -  B' eos ——-—  sen — -r—■, 2 2a — b = 2 a ----------------------------sen A

y conociendo la diferencia a — b, se obtiene en seguida b.

212. Segundo caso: Resolver un triángulo dados dos lados y el ángulo

Por otra parte, las fórmulas de Keper (161) nos dan

( 2 )

__ Q
La que nos permite calcular el ángulo —------

2
(1) se obtienen los ángulos B y C. Conocidos B 
el teorema del seno

y combinando con la 

y C, se calcula a por

(»)

Se puede calcular a partiendo de las fórmulas de Delambre:

comprendido. — Sean b y c los Lados dados 
y A el ángulo (fig. 93).

Se tiene en primer lugar

Figura 93( i )

o bien
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La superficie S del triángulo, se calcula por la fórmula:

S =  \  be sen A.
Z t

Discusión. — Gomo la tangente puede tomar todos los valores
g _ Q

reales, el valor de tg — -—- dado por la fórmula será siempre acep-
Δ

table.
Admitamos que de los valoreé de los lados b sea mayor que c. El 

Ή — Ovalor de tg — r— será positivo y siempre se encontrará un ángulo a 

en el primer cuadrante que satisfaga a la relación.

Los ángulos B y O son cada uno menor que 180°, entonces B -  O
2~

debe estar comprendido entre — 90° y +  90°. Luego no hay más que

un valor para Β -  O
2 ~

y es

Se tiene, por otro lado

luego:

Para que estos valores puedan aceptarse, deben estar comprendidos 
entre 0o y 180°. Ello ocurre para B, ya que a 90° le restamos un 
ángulo menor que 90° y íe sumamos a, que es también menor 
que 90°.

El ángulo C es, desde luego, menor que 180°, ya que es menor que 
90°. Es menester que sea positivo, para lo cual debe tenerse:
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ASiendo los ángulos 90° — -  y a , menores que 90°, sus valores están

en el mismo orden que sus tangentes. La desigualdad anterior se 
cumplirá, si se cumple la siguiente:

o tam bién:

lo que es evidente.
Los valores de B y C siempre existen y son únicos.
En cuanto al valor de a dado por la (3) siempre existe y por lo 

tanto el problema siempre admite una solución y una sola.

Observación1. — La fórmula (2) no es calculable por logaritmos, 
pero.es cómoda cuando se dan los valores de b y c. Pero, cuando en 
lugar de conocerse las medidas de b y c, se conocen sus logaritmos, 
como ocurre muchas veces en la práctica, entonces conviene trans
formar la fórmula (1) en una expresión calculable por logaritmos, 
utilizando ángulos auxiliares de cálculo.

Poniendo

se tiene

se tiene entonces:

Observación I I . — El cálculo de a que nos da la fórmula (3), exige 
que previamente se calcule B y C. Se podría intentar calcular direc
tamente a partiendo del teorema del coseno y se tendría:

a =  |/ó2 +  c2 — 2be eos A

y habría que hacer calculable por logaritmos a esta fórmula, lo que
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ya se lia beclio en el n° 97. Se tendría que calcular el ángulo auxiliar 
φ dado por

y resulta

■ β __q

Si se compara la fórmula que da tg φ con la que da tg ---- -— » se ve
β  _ Q

que el ángulo φ no es otra cosa que el ángulo — -—  y por lo tanto

hemos caído nuevamente en el cálculo de B ~  O
---------------------------- i

2

Ejemplo : A =  85°45'2ó-", l· =  259.19 m
Fórmulas:

c =  244.22.

Conviene disponer los cálculos en la forma que sigue, poniendo a 
la izquierda de la línea vertical los valores y a la derecha los loga
ritmos.
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Puestos los valores de A, δ y c, se obtiene en seguida b +  c, b — c, 
A B +  O— y — - — · Luego obtenemos con la tabla log (b — c), log (b +  c), 
2¡ A

^ ^ g  _ 0
log ctg — y log sen —· Obtenemos así log tg — -—  =  log (b — c) + 

A A A
 ̂ g _ Q

+  log ctg — — log(& — c), y al mismo tiempo log eos-------- > lo que
A g _ 0

nos permite calcular log a =  log (b +  c) +  log sen — — log eos — -— ·
2 2

B -  CAhora obtenemos el ángulo— -— y el valor de a y en seguida obte- 
nemos B y C.

Cuando un ángulo A se  aproxima a 180° o sea cuando la suma 
b +  c sea poco mayor que a (fig. 94), los cálculos pueden efectuarse 
-en otra forma para obtener mejores resulta- 
«dos. Se tiene

a* 2 =  b2 +  c2 — 2bc eos A. 

Y poniendo
Á =  180° -  £

Figura 94

s =  180° -  A

donde ε es un ángulo pequeño, se tiene

a2 =  b2 c2 +  2 b,c eos ε =  b2 +  o2 -f 2 be — 2 be (1 — eos s)
18
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o bien

y resalta

Siendo ε pequeño, lo es también sen ^ y se puede poner, con bas-
Δ

tante aproximación

E j e m p l o : δ =  541.72 m c =  320.43 A — 178°9/20" ε =  1°50'40/

A =  178°09'20" 
b =  541.72 m 
c* =  320.43 m

-  -  0°55'20"
Q

b +  e  =  862.15 m

d =  .10
a =  862.05 m

2 =  0.30103 
6 =  2.73377 
c =  2.50573

sen - =  8.20669o

sen2 -  =  6.41338 *>

Para el cálculo de los ángulos se tiene:

Y puesto que los ángulos B y O son pequeños, se puede poner

Y en nuestro caso se tiene
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Β" =  4172"
Ο" =  2468"
Β =  1°09'32"
C =  0°41'08"
Α =  178°09'20" 

Α +  Β +  0 = 1 8 0 ο00Ό0"

Y aplicando las fórmulas

6640 =  3.82217 
862.15 =  2.93558

0.88659 
541.72 =  2.73377 
320.43 =  2.50573 

(Β")" =  3.62036 
(O)" -  3.39232.

y
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O también

b =* 2.73377 c =  2.50573
sen A =  8.50767 sen A =  8.50767

1.24144 1.01340
sen B =  8.30589 senü  =  8.07791

]g. a =  2.93555 ]g. a — 2.93549
a =  862.09 a =  861.97

a =  862,03 ín.

213. Tercer caso : Resolver un triángulo dados dos lados y el ángulo 
opuesto a uno de ellos. — Sean a, b y A, los elementos conocidos. Se 
puede calcular B de la expresión :

la que nos da

Figura 95
Conociendo ahora B, se calcula C por 

O =  180° — (A -f B).

Y luego el valor de c se obtiene por la fórmula:

( 1 )

(2 )

( 3 )

Y finalmente la superficicie es dada por :

Discusión. — Como el ángulo B está dado por su seno, es necesario 
que éste sea menor que la unidad, ya que evidentemente es positivo, 
porque lo son α, δ y el ángulo A debe estar comprendido entre 0 y 
180°. Luego debe tenerse

b seno A <  a. (4)
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Satisfecha esta condición, siempre se encontrará un ángulo β que 
cumpla la igualdad :

Q b sen Asen p = ---------·‘ a

Y el valor de B, podrá se r:

B =  β o bien Bx =  180° — β.

En correspondencia con estos valores de B encontramos para C los 
valores:

O =  180° -  A -  B (5)
0 Α =  180° -  A -  (180° — β) =  β — A. (6)

Evidentemente estos dos valores de O son menores que 180°; para 
que sean aceptables es necesario y suficiente que sean positivos. Se 
nos presentan dos casos.

I o El ángulo A es agudo. — En ese caso el valor de O dado por la 
(5) es positivo, puesto que a 180° le restamos dos ángulos respecti
vamente menores que 90°.

Para que el valor de Cx sea positivo, debe tenerse

P >  A,

y como tanto β como A son menores que 90°, la desigualdad ante
rior implica también

sen β >  sen A
o bien

b sen A--------- >  sen Aa;

y siendo sen A positivo, b >  a.
Luego, cuando A es agudo, si se tiene b >  a, hay dos soluciones 

del problema, desde luego admitido que se cumple la condición (4) 
y si

b < a

hay una sola solución.



2o El ángulo A es obtuso. — El valor de Cx es negativo y hay que 
desecharlo.

El problema admitirá una sola solución, siempre que el valor de C 
pueda aceptarse. Para que sea positivo debe tenerse

180° -  A >  3.
1 %

Y siendo ahora los ángulos (180° — A) y β, los dos agudos, la desi
gualdad anterior implica

sen (180° — A) >  sen β
de donde

4 b sen Asen A > ----------a
y por lo tanto a >  b.

Luego, en este caso, para que el problema admita una solución 
debe tenerse a >  b y si a < b no hay solución del problema.

Resumen. — Podemos entonces resumir los resultados de nuestro 
teoremita en la forma siguiente:
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no hay solución 
una solución
dos soluciones 
una solución
no hay solución.

Podríamos dar a este cuadro otra disposición teniendo en cuenta 
que la condición de ser a >_b implica de hecho la condición

a>_b sen A. ^

Por otra parte, siempre que a >  b no hay más que una solución.
Se puede poner entonces:

una solución 
una solución 
no hay solución 
no hay solución
dos soluciones
no hay solución
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Observación I. — Es muy cómodo encontrarlos resultados anterio
res por un razonamiento geométrico.

Para construir un triángulo dados a,l· y A, trazamos el ángulo A 
(fig. 96) y llevamos sobre uno de los lados de A, una magnitud

AC =  b.

Con centro en G y radio igual a a, se describe un círculo, que corta 
en general al otro lado del ángulo A en dos puntos B1 y B2. Uniendo

Figura 97

C con estos puntos se tienen las soluciones buscadas. Sea OH la al
tura bajada desde C sobre el otro lado de A. Se ve en las figuras 96 y 
97 que

CH =  b sen GAH.

Pero, observando la figura, puede verse que si el ángulo A es agu

do, se tiene GAH =  A y si el ángulo A es obtuso GAH =  180° — A. 
En los dos casos se tiene :

sen GAH =  sen A.

Para que el círculo de radio a corte al otro lado del triángulo 
debe tenerse

a>  OH

y si a <  GH no hay solución del problema, lo que equivale a decir 
que si

a <  b sen A
no hay solución. ».

Si a >  GH o si a >  b sen A, la circunferencia corta a la recta -AH 
en dos puntos y B2. Falta ver si estos puntos están sobre el lado 
del ángulo A o sobre su prolongación.

Figura 96
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Distinguiremos dos casos :

I) El ángulo A es agudo (fig. 96). — En tal caso, el punto H está 
sobre AN y el punto Bx es siempre aceptable.

Para que pueda aceptarse el punto B2, es necesario que a <  b.
Luego, siendo A agudo, si a <  b hay dos soluciones del problema 

y si a b, una sola, siempre sobre la base de que se cumple

a > b sen A.
“  ‘ · Λ

II) El ángulo A es obtuso (fig. 97). — El punto H está sobre la pro
longación de ATS. La solución B2 no es aceptable.

Para 7que se pueda aceptar la solución B1? o para que caiga so
bre AN es necesario que a >  b.

Luego, siendo A obtuso, si a >  ft, hay una solución del problema- 
y si a <_ &, no hay ninguna.

Observación I I .  — Hemos calculado el lado c, en base al cálculo 
previo de O. Podemos calcular c en base a los datos del problema.

En efecto, partiendo de la igualdad

' a2 = b2 +  c2 — 2bc eos A

tenemos la ecuación de 2o grado en c.

que nos da
c2 — 26c,cos A +  b2 — a2 =  0

c = b eos A ± Í b 2 eos2 A +  a2 — b2·

(7>

(8)

Para que exista c es necesario que se tenga

o bien 

de donde

b2 eos2 A + a2 — b2 >_ 0 

a2 > b2 sen2 A

a>^b sen A
que es la condición (4).

Para que los valores de c dados por la (8) sean aceptables, es me
nester que sean positivos. Como el producto de las raíces es b2 — a2, 
si b <  a, el producto de las raíces es negativo y no hay más que una 
solución.
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Si b >  a, el producto de las raíces es positivo; las dos raíces son 
del mismo signo. Como 1a. suma de las raíces vale 2b eos A, si A es 
agudo, eos A es positivo y las dos raíces son positivas, luego hay dos 
soluciones del problema. Si A es obtuso, eos A es negativo y las dos 
raíces son negativas. No hay ninguna solución.

Si suponemos a = b, una de las raíces es cero y por lo tanto in
aceptable. La otra raíz vale 2b eos A y sólo es admisible si A es agudo.

Hemos encontrado así los mismos resultados que en la discusión 
anterior.

Como este caso, en la resolución de triángulos planos es el más 
interesante, ensayaremos todavía otra discusión más.

Pongamos nuevamente

c =  b eos A +  ]/ b2 eos2 A + o? — b2 = b eos A +  ]/ a2 — b2 sen2 A 

que podemos escribir

Introduciendo ahora un ángulo auxiliar φ dado por

tendremos

Es fácil ver que el valor φ que hemos calculado, no es otra cosa 
que B.

sen φ =  sen B

y estando φ comprendido 
que habíamos encontrado

Y tenemos para c

entre 0 y 90°, se tiene que φ es el valor β

φ =  β·

y

que son exactamente los valores de c que obteníamos para cada uno 
de los valores C y 0^

Hemos caído pues al aplicar la fórmula (7) en los mismos cálculos 
que en la resolución primera.
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A =  32°19'40", a =? 341.34 m, b =  482.70 m._

Conviene disponer ios cálculos en la forma que sigue, poniendo a 
la izquierda los valores y a la derecha los logaritmos.

E j e m p l o  1 :  »

A =  32°19'40"

ü =  341.34 ni. 
b =  482.70 m.

b =  2.68368 
sen A =  9.72816

2.41184 
a =  2.53319

B =  49°07'56"
sen B =  9.87865

ñ =  2.80503 sen A
B, =  49°07'57" 
Oj =  98°32'23"

B2 =  130°52'04" 
C2 =  16°48'17"

ex = 631.23 m. c2 =  184.54 m. sen Cj =  9.99516 
sen C2 =  9.46106

c1 = 2 .80019 
e2 =  2.26609

Es fácil darse cuenta de la distribución de los cálculos. Se obtie
nen dos soluciones. Una, el triángulo de ángulos

A =  32°19'40", B1 c= 49°07'56" y =  98°32'23"

y lados
a =  341.34 m, b =  482.70 m y =  631.23 m

Λ

y la otra, el triángulo de ángulos

A =  32°19'40", B2 =  130°52'04// y C2 =  16°48'17" 

y de lados

a =  341.34 m, b =  482.70 m y c2 = 184.54 m.

Ejemplo 2 :

A =  32°19'40", a =  341.34 m, b =  302.70.
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Se tiene

A =  32°19'40" 
a =  341.34 m. 
b =  302.70 m.

b =  2.48101 
sen A =  9.72816

2.20917 
a - 2.53319B == 28°18'31"

Bx =  28°18'31" B2 =  151°41'29" sen B =  9.67598
C1 =  119°21'49" 

=  556.30 m
Cs =  -  4°01'09" a -  2.80503sen A

sen Cj =  9.94028

ct =  2.74531

El problema admite una sola solución.

2 14 .  Cuarto caso : Resolver un triángulo dados los tres lados. — Las 
fórmulas dadas en n° 202  nos permiten calcular los tres ángulos en 
función de los lados. Es conveniente usar las fórmulas de la tangente, 
porque ello exige menos trabajo.

En efecto, calculando por las fórmulas de las tangentes, se necesi
ta  buscar solamente cuatro logaritmos, los de p 7 p  — a, p  — b y p  — c; 
mientras que usando las fórmulas del seno, es necesario buscar seis 
logaritmos, los de — a, p  — ó, p — c, a, ftyc; y si se quiere cal
cular por las fórmulas del coseno, hay que buscar siete logaritmos, los 
seis anteriores y el logaritmo de^?.

Por otra parte, se obtiene más exactitud, utilizando las fórmulas 
de la tangente.

Tendríamos así, para calcular los tres ángulos:

Y en cuanto al área S, se calcularía por la fórmula de Heron (n° 206)
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Discusión. — Para que se puedan calcular los ángulos por la tan
gente, es necesario que el producto:

P {p-«)  (p -b )  (p-c) .

sea positivo, es decir que el producto

(b +  c — a) (a 4- c — b) (a -f b — c). >  0. (1)

Sea a el mayor de los lados del triángulo, o por lo menos a el lado 
que no sea inferior a cada uno de los otros dos, tendremos que : ‘ '

c +  ft -  b y a + b — c

son factores positivos, puesto que es

a > 6  y a ^ c .

Para que el producto (1) sea positivo, se necesita que

b 4- o — a >  0
lo que equivale a

b +  c >  a.

Para que el problema sea posible y admita una sola solución, se 
necesita que el mayor de los lados, sea menor que la suma de los otros 
dos.

A . B  cíTo hay ambigüedad para los ángulos A, B y C ya que —y — y —
2 2 2

son menores que 90°.
Como una comprobación debe tenerse, a menos de los pequeños 

errores de cálculo
A +  B +  O =  180°.

Observación. — En la práctica, podemos escribir las mismas fórmu
las I, en la forma siguiente:
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Y Como veremos más adelante, el radical expresa el valor del radio 
r  del círculo inscripto en el triángulo y tendríamos:

Y también es fácil ver que el área S es

8 = pr.

Estas fórmulas facilitan las operaciones.
Se tienen además varias pruebas de los cálculos, pues debe tenerse

1. (p -  a) + (p — b) -f ( p- c )  = p
A B O2. P tg -  tg -  tg -  =  V

3. A +  B +  O =  180°

Ejemplo:

a =  250.10 m. 
b =  360.70m. 
c =  432.20 m.

p  — λ =  2 .43361 
p — b =  2.20629 
p  — c = 1 .95085

2p=  1043.00 
p =  521.50

6.59075 
p  =  2.71725

p  — a =  271.40 
p — b =  160.80 
p — e =  89.30

r2 =  3.87350 
r =- 1.93675

A „tg -  =  9.50314 

tg ?  =  9.73046J
Gtg -  =  9.98590 Δ
p  =  2.71725

Prueba 1. p = 521.50

— =  17°4()'04" 2
Ό
— =  28°15'45" 2
G— =  44 04 12 Δ

Prueba 2. r =  1.93675A 35°20'08" 
B =  56°31'30" 
C =  88°08'24"

A + B +  G =  180o00'02"
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Es fácil darse cuenta del orden a seguir. Puestos a la izquierda los 

valores α, δ y c, se obtiene .2p y por lo tanto p> Luego p — a,p — b y  
p  — c. Se buscan luego los log(i> —a), log(p — b\ log(p-c)  y log^?r 
que se escriben a la derecha. Se suma log (p — «) +  log (jfl — b) +  log 
(p — c)y se le resta log p., lo que nos da logr2 y dividiendo por 2 , se 
tiene log r.

Restando a logr, sucesivamente log(jp —a), log(p — b) y \og(p — c)
A R Ose obtiene respectivamente log tg —? log tg — y log tg — sumados
éi Δ Δ

éstos con log p, debe tenerse log. r  (prueba 2). Obtenidos log tg ^ r
2

B O A B Olog tg o y log tg -  se obtiene -  y -  y por lo tanto A, B y O

cuya suma debe dar 180°, a menos de los errores de cálculo.
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I



CAPÍTULO VI
CÁLCULO DE ELEMENTOS SECUNDARIOS EN EL TRIANGULO.

215. Cálculo del radio R del círculo circunscripto.
Habíamos encontrado por el teorema del seno (n° 193)

lo que noR permite calcular R.

Multiplicando ahora numerador y denominador por se tiene

Y teniendo en cuenta la expresión de la superficie S del triángulo,, 
obtenemos

o también según la fórmula de Heron (n° 206)

El radio del círculo circunscripto es igual al producto de los tres- 
lados del triángulo dividido por el cuádruple del área del mismo.

Es fácil obtener también 4 ,V; ,t i?



Radio a* del círculo inscripto

217. Para calcular el radio r del círculo incripto en el triángulo, 
•cuyo centro se obtiene, como se sabe, trazando las bisectrices de los 
-ángulos interiores, unámos el centro con los tres vértices del trián
gulo (fig. 98). Dividimos así el triángulo en tres triángulos que tienen 
por base los lados y por altura el radio r.

Tendremos que el área 8, tiene por expresión :

•de dondé

( 1 )

-o también, multiplicando o dividiendo el sub-radical por (p — a) o 
{p — b) o {p — c) se tiene
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216. Se obtiene fácilmente

y  también

y



-como habíamos visto en el n° 214. 
Es fácil obtener también

La fórmula (1) dice que el radio del círculo inscripto es igual a la 
superficie dividida por el semi-perímetro y también es fácil de obte- 
tier

_y poniendo

s e  tiene

Radio de los círculos ex-ínscriptos

218. Para calcular los radios de 
lo s  círculos ex*inscriptos (fig. 98)
-consideraremos el radio ra ex-ins- 
-cripto en el ángulo A. Su centro 0¿ 
se obtiene trazando la bisectriz del 
ángulo A y las bisectrices exteriores 
-en los vértices B y C. Uniendo ahora 
s i centro con los tres vértices 
-del triángulo, tenemos que el área S 
-del triángulo es igual al área AC^C 
jnás el área AOaB menos el área BOjC, es decir que se tiene :

19
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de donde

y análogamente encontraríamos

Y expresando S en función de los lados y simplificando:

219. Se puede abora establecer fácilmente que

y también

o bien
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Y poniendo

se obtiene

220. Y fácilmente también
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221. Distancia entre el centro de la circunferencia inscripta y cir
cunscripta en un triángulo plano. — Sea R el radio 
de la circunferencia circunscripta de centro O' 
y r el radio de la circunferencia inscripta de cen
tro O. La bisectriz de A pasa por O y por E, 

y2medio del arco BC (fig. 99).
La potencia del punto O con respecto al círculo 

de centro O', siendo d = OO', es

En el triángulo OAB tenemos
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Luego, teniendo en cuenta el signo

Pero

Es decir que

Y teniendo en cuenta que

.Resulta 

o bien
OA OE =  d2- R 2 =  -  2Rr 

d2 c E 2 -  2Rr.

222. Puede todavía darse otra demostración. Tomemos en figura 99. 
Se tiene

o bien

Pero es (217)

luego

y
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y también

y resalta
d2 =  R2 -  2Rr.

Podemos dar una demostración más elemental.

La bisectriz del ángulo A (fig. 100), pasa por 
Oí y por E, medio del arco BC y 0 2E pasa por 

el punto medio J) de BG. Proyectando Ox so
bre 0 2E en L, se tiene

=  Ó¡E2 +  OjE2 -  20¡É . ÉL.

j y el ángulo

EC^C también, luego es OxE =  EC y se tiene además 

EC2 =  E D . E H  =  2ED . 0 2E =  Ó¡E2.
Luego

(V>2 =  0¡E 2 +  2ED . 0 2E -  202E . EL
O

O^O2 =  0¡E2 -  202E (EL -  ED)
o bien

d2 =  R2 — 2Rr.

Figura 100 /A EPero el ángulo ΟχΟΕ vale (— + —
\  Jí Δ

(Relación de Euler).

223. Si llamamos O6 al centro del círculo ex-inscripto al ángulo B 
y n  a su radio, se tiene, haciendo ΟΌ& =  db

o bien

Pero es (220)
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luego

€S decir

Y tendríamos entonces
db2 =  R2 4- 2Rn.

d2 =  R2 -  2rR 
da2 =  R2 + 2raR 
db2 — R2 +  2nR 
de2 ^  R2 4- 2rcR

lo que nos da

d2 4- da2 +  db2 -f- de2 =  4R2 +  2R {va +  Vb 4* rc — rj
o bien

d2 + da2 + db2 +  de2 =  12R2.

224. M e d i a n a s . — Consideremos un triángulo ABO y tratemos de 
calcular la mediana ma. Sea M el punto me
dio del lado a. La recta AM es la mediana ma, 
que forma con a, como indica la figura 1 0 1 , 
los ángulos suplementarios φ y π — φ.

Aplicando el teorema del coseno al trián
gulo AMC, se tiene:

Y aplicando el mismo teorema al triángulo AM B:

F ig u r a  101

o bien:

Y sumando
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de donde se saca:

y en forma análoga obtendríamos :

Para calcular el ángulo φ, tenemos

El punto de encuentro de las tres medianas se llama el centroide 
del triángulo y divide, como se sabe de la geometría elemental^ a ca
da mediana en la relación 2 : 1 .

225. B isectrices. ¡— Hallaremos ahora las expresiones de las* 
bisectrices interiores &a, bb y bc y de las bisectrices exteriores ba', bb' y 
Consideremos el triángulo, ABC (fig. 102), El área S del triángulo*

ABC es igual al área ADC, más el área ADB y expresando esa» 
áreas en función de los lados y el ángulo comprendido, se tiene:

Figura 102

y expresando sen A en función del arco mitad,

i
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y simplificando y despejando baj se tiene

A
Reemplazando eos — por su valor en función de los lados:

y en forma análoga

226. Para calcular las bisectrices exteriores, podemos ver por la 
figura 102 que

área ABO =  área AOD' — área ABD'

y expresando esas superficies en función de los lados y el ángulo 
comprendido y observando que el ángulo CAD’ vale ^  y el án

gulo BAD? vale ^ l·  tenemos

y puesto que

se tiene:

de donde

y
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y en forma análoga:

227. A l t u r a s . — Sean y hc las tres alturas de un triángulo.
A Setiene^ en primer lugar, expresando el área

en función de la base f  la altura y también 
en función de dos lados y el ángulo compren
dido que (fig. 103):

(1)

Y reemplazando b y c por sus valores sacados del teorema del 
seno:

se tiene:

de donde

y análogamente

También podemos poner, sacando de la (1)

y análogamente ¿  =  4 ?  Γ,“ έ

y sumando se tiene :

y

y
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y resalta entonces que:
l i l i

—  -j- —  -)-■ —  =  —·
lia hb he T

f
228. Variaciones de los lados y los ángulos en el triángulo. — Para 

determinar un triángulo, se miden tres elementos, éntrelos cuales 
entra por lo menos un lado y luego se calculan los demás.

Es claro que al medir siempre se cometen errores. Queremos in
vestigar la influencia que tienen los errores que se cometen al medir, 
sobre los elementos que se calculan; es decir, las relaciones que vin
culan a los lados y los ángulos de un triángulo con los pequeños in
crementos que pueden tomarse en la valuación de lados y ángulos.

Este interesante problema e indispensable en la práctica profesio
nal es estudiado con todo cuidado en los cursos de Análisis. No esta
rá demás, sin embargo, que lo tratemos aquí en forma sucinta y en 
forma absolutamente elemental.

Supondremos que los incrementos que puedan tomar los lados y 
los ángulos sean pequeños, en forma que pueden despreciarse sus 
cuadrados así como sus productos y supondremos también que expre
samos los ángulos en radianes.

Llamemos, como hemos hecho hasta ahora, α, δ, c a los lados y 
A, B, O a los ángulos, y a los incrementos respectivos los designare
mos Δα, Δ&, Ac, Δα, Δβ, Δ0.

Sin perjuicio de, tratar elementalmente cada caso por separado, 
podemos ya establecer algunas relaciones entre los lados, los ángulos 
y los incrementos de lados y ángulos.

Tenemos, en primer término, que debe verificarse:

A -f B +  O =  π
y también

A +  Δα +  B +  Δβ +  G +  Δ0 =  π
luego

Δ α  +  Δ β  +  A c  =  0 .  ( 1 )

Del teorema del seno, sacamos
c sen A =  a sen C (2)

y también debe tenerse:

(c +  Ac) sen (A +  ΔΑ) =  (a + Δα) sen (O +  Ac).

Y efectuando operaciones y desarrollando el seno de la suma de 
arcos, se tiene:
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c sen A eos ΔΑ 4 - c sen ΔΑ eos A -b Δ0 sen A eos ΔΑ -f Δ0 sen ΔΑ eos A =s 
—a sen O eos Δ0 +  a sen Δ0 eos O +  Δα sen O eos Δ0 +  Δαββη AccosC*

Ahora, teniendo en cuenta que se puede poner, por sen ΔΑ y Δα 
pequeños

sen Δα =  Δα 
sen Δ0 «= Δ0

y que
eos Δα =5= 1  eos Δ0 *= 1 

simplificando y teniendo en cuenta la (2 ), se tiene:

sen A . Δ0 sen O . Δα =  a eos O. Δ0 — e eos A » ΔΑ

y en forma análoga tendríamos :

sen B . Δα — sen A . Δ& == b eos A . ΔΑ — a eos B . ΔΒ. 
sen C . Δ& — sen B . Ac = c eos B . ΔΒ — b eos O . Δ0.

Entre este sistema y la relación (1 ) podríamos eliminar ΔΒ y Δ0 y 
obtendríamos una relación que vincula a los lados a15, c y sus incre
mentos Δα, Δ& y Δ0 con los ángulos A, B O y el incremento ΔΑ.

Se llega a lo mismo, tomando el teorema del coseno

a2 =  b2 +  c2 — 2 be eos A

y considerando los incrementos Δα, Δ&, Δο y ΔΑ? se tiene

(a +  Δα)2 =  (b +  Δ&)2 +  (e +  Δ0)2 - 2  (b + Δ&) (c +  Δ*) eos (A +  ΔΑ)

y desarrollando los cuadrados y el coseno de la suma de los arcosy 
despreciando las potencias y los productos de los incrementos y te
niendo en cuenta que se puede poner para incrementos pequeños

sen Δα =  Δα y eos ΔΑ =  1
se obtiene

a Δα =  (b — c eos A ). Δ& + (c — b eos A ). Δ0 +  be sen A . ΔΑ.

Y teniendo en cuenta el teorema de las proyecciones que da 

b =  a eos O +  c eos A y c =  a eos B +  b eos A 

se tiene
αΔα =  {β eos C). Ab + (a eos B). Δ0 +  (be sen A) ΔΑ
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y análogamente ¿

&Δ& =  b eos A . Ac +  b eos C . Δα +  ac sen B . ΔΒ 
elc = c eos B . Δα +  c eos A . Δ& +  ab sen C . Ac.

Las relaciones que hemos dado aquí en forma elemental, permiten 
ya darse una idea de cómo puede obtenerse la influencia de los erro
res que se cometen al medir algunos elementos del triángulo sobre 
los elementos que se calculan.

Y siempre en la inteligencia de dar una idea de este problema fun
damental en la práctica profesional, daremos algunos casos simples.

229. Caso 1 : Supongamos que quedan constantes A y c y quere
mos ver qué influencia tiene sobre a, b y B un error Ac. — Tenemos 
en primer lugar, puesto que suponemos ΔΑ =  0, que debe tenerse, de 
acuerdo con la relación (1)

de donde
Δ 3 +  A c — 0 

Δβ =  --  Δ(;.

Para calcular Δα, podemos poner:

o

o también:

y

Y desarrollando la diferencia de senos, se tiene
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Para calcular Δ6, podemos poner, de acuerdo con el teorema de las 
proyecciones:

de donde 

y de ésta

Y se tiene

de donde se obtiene:

b — c eos A =  a sen O ctg O

y según el teorema del seno:

a sen C = c sen A 
b — c eos A =  c sen A ctg O

y tomando ahora los valores incrementados :

b +  Ab — c eos A = c sen A ctg (G +  Δ0)

luego por diferencia

y finalmente

Y tomando como primera aproximación:

sen (G 4- Ac) =  sen C, eos (C 4- Ac) =  eos Gy



las fórmulas anteriores nos (lan;

230. Caso I I : Supongamos constantes a b y c, y queremos ver cómo 
están vinculados entre sí los incrementos ΔΑ, ΔΒ, Δ0? Δα con los elementos 
A, B, C y a, b, c. — Tenemos :

c sen B =  b sen G

y considerando los incrementos

c sen (B -f ΔΒ) =  b sen (G +  Δ0)

y sumando y restando se tiene:

c [sen (B +  ΔΒ),. +  sen B] =  b [sen (C +  Δ0) +  sen G] 

c [sen (B +  ΔΒ) — sen B] =  b [sen (C + Δ0) — sen GJ.

Y desarrollando la suma y diferencia de senos, se tiene:

(1)

(2)

Y dividiendo entre sí, se saca:
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Y en primera aproximación, se puede poner:

Δβ __ tg B
Δ0 ~~ tg O

Tomando ahora según el teorema de las proyecciones

a = b eos C -b c eos B
e incrementando

de donde
a +  Δα =  b eos (C +  Δ0) +  c eos (B +  ΔΒ)

Y también teniendo en cuenta las relaciones (1 ) y (2)

( 3 )

y también :

y en primera aproximación

y análogamente

y en primera aproximación λ
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Pongamos ahora:

es decir

Y puesto que

se puede poner

y reemplazando en la (3) se obtiene

Y aproximadamente

su



APLICACIONES. CUADRILÁTERO CONVEXO. PROBLEMAS DIVERSOS

CA PITU LO  Y II

231. Sea ABGD un cuadrilátero convexo cualquiera. Llamaremos 
A, B, 0 y D a sus ángulos y a, b, e, d sus lados, como indica la ti gura.

Llamaremos x =  AC e y =  BD a sus diago
nales (fig. 104). Los ángulos deben satisfacer 
la condición de

A + B + C + D =  360°.

De una manera general, podemos decir 
que un cuadrilátero convexo queda perfec
tamente determinado cuando se conocen cin

co de los ocbo elementos fundamentales. Trazando las diagonales, 
se descompone el cuadrilátero en triángulos y el estudio del cuadrilá
tero, se lleva así a la resolución de triángulos.

Supongamos que se conocen los cuatro lados a, b, c y d y el ángulo 
A. Resolviendo el triángulo ABD, del que se conocen dos lados y el 
ángulo comprendido, se calcula la diagonal i/, y los ángulos ABD y 
ADB. Conociéndose ahora y, en el triángulo BCD, se conocen los tres 
lados y podemos calcular los tres ángulos BCD, BDC y DBG y luego 
se tendría

B =  ABD + DBC 
D == ADB + BDC.

Y tendríamos así conocidos los tres elementos incógnitos B, C y D. 
En lugar de darse cinco elementos fundamentales, se podrían dar

ciertas cantidades o elementos vinculados a la figura. Por ejemplo, 
los lados a, d, los ángulos A y B y la diagonal x.

Y en lugar de darnos cinco elementos, pueden fijarse ciertas con
diciones restrictivas que nos darán igualdades particulares que nos 
servirán para resolver el cuadrilátero.
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Por ejemplo, puede fijarse la condición de que las diagonales se 
eorten bajo un ángulo determinado^ un ángulo recto en particular.

O puede fijarse la condición de que Ja suma de los lados opuestos 
sea igual

; a -f c = b +  d

lo que equivale a decir que el cuadrilátero es circunscriptible a una 
circunferencia.

O podría establecerse que la suma délos ángulos opuestos es igual 
a 180°.

A +  C =  B +  D =  180°

lo que equivale a decir que el cuadrilátero es inscriptible en una cir
cunferencia.

En estos casos, en general, cada una de estas condiciones reem
plaza a un elemento y se puede así, cuando se fija una condición, 
resolver un cuadrilátero cuando se dan cuatro elementos, con tal de 
que éstos sean independientes.

Por ejemplo, el cuadrilátero inscriptible queda perfectamente deter
minado cuando se conocen los cuatro lados. Y como una aplicación 
de los conocimientos de trigonometría vamos a 
resolverlo.

232. Problema: Resolver un cuadrilátero ins
criptible, conociendo sus cuatro lados (fig. 105)..—
Si es inscriptible, se ve por la figura que

A + C =  180°, B *fD -  180°.

Considerando los triángulos ABD y BCD, tenemos :

y2 =  a2 -f- d2 — 2ad eos A 
y2 = b2 +  c2 — 2be eos O.

Y puesto que
eos O =  — eos A

se tiene
a2 +  d2 — 2ad eos A =  b2 +  c2 -f 2be eos A.

(1)
(2)

eos A =
a* +  d2 -  b2 -  c2 

2 (ad +  be)

Y despejando
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Ya esta fórmula nos permite calcular A en base a los datos del 
problema. Tiene el inconveniente de no ser calculable por logarit
mos. Vamos a transformarla^ de modo de poder calcular A usando 
logaritmos.

Tenemos para ello:

Llamando 2p al perímetro del cuadrilátero, tenemos :

2p = a -f δ + c +  ¿
2 (p~a) = b + c + d — a 
2 (p — b) — a + c d — b 
2 (p-*c) = a, + b + d — c 
2 (p — d) — a q- δ +  c — d.

Y reemplazando se tiene :

lo que nos da
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Y de éstas se deduce

y en seguida obtendríamos

y  luego

Para calcular el área S del cuadrilátero, tendríamos :

y puesto que

se tiene:

A BDiscusión, r -  Para que los valores de tg — y tg — existan, es nece-
Δ Δ

sario que la cantidad sub-radical sea mayor que cero, o lo que es lo 
mismo, que el producto (p — a) (p — b) (p — c) {p — d) sea positivo, 
o bien que se tenga

(b +  c +  d — a) (a +  c +  d — b) {a 4- b +  d — c) (a +  b +  c — d) >  0.

Si suponemos que a sea el mayor de los lados del cuadrilátero, es 
evidente que los factores

(a +  c +  d — δ), (a -f b +  d — c) y (a +  b +  c -  d)

C == 180° -  A.

Para encontrar B tendríamos, procediendo en forma análoga que 
con A y considerando la diagonal x, que
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serán positivos, luego se necesita que sea

b + o + d — a > 0

a <  b 4- c +  d·
o

Para que el problema sea posible es necesario y suficiente que el 
mayor de los lados sea menor que la suma de los otros tres.

233. Cálculo de las diagonales. «■—* Habíamos hallado

Y por lo tanto se tiene :

de donde se obtiene fácilmente

Y en forma análoga obtendríamos

Multiplicando las dos últimas igualdades, se tiene

xy =  ac 4- bd.

Que dice que el producto de las diagonales es igual a la suma de 
los productos de los lados opuestos, en el cuadrilátero inscriptible 
(Teorema de Ptoloraeo).

Dividiendo las mismas igualdades, se obtiene

x ad +  be
y ab 4- cd

.1 ,

que dice que en un cuadrilátero inscriptible, la relación de las dia
gonales es igual a la relación de la suma de los productos de los la
dos que llegan a las extremidades de esas diagonales.
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234. Radio del círculo circunscripto. —> Llamando R al radio del 
círculo circunscripto, se tiene (n° 193) :·>

y reemplazando en función délos lados se tiene

^ 235. Problema: Resolver un cuadrilátero convexo, conociendo tres
^  lados y los dos ángulos que ellos forman. — Sea el cuadrilátero ABCD 

(fig. 106), donde conocemos a,b, c y los ángulos B y C. Debemos cal
cular el ladq d y los ángulos A y D. θ

Consideremos la diagonal AC =  x y llame
mos a y β a los ángulos que ella forma con 
los lados a y &, tendremos

a =  BAC β =  BCA.

Podemos en primer término resolver el tri
ángulo ABC del que se conocen dos lados
a γ  b y el ángulo comprendido B, y así calcular a?, a y β. Luego, en 
el triángulo ACD, conocemos el lado c por ser dato del problema, el 
lado AC =  x recién calculado y el ángulo ACD =  C — β. Conocemos en
tonces también dos lados y el ángulo comprendido.

Resolviendo el triángulo ACD, calculamos el lado d =  AD, el 
ángulo D y el ángulo CAD que sumado con a nos da el ángulo A. El 
problema admite una sola solución.

Si se conociesen los tres lados a, b, c y los ángulos B y D, se 
resuelve primero el triángulo ABC, del que se conocen los lados a y  b 
y  el ángulo comprendido B. Se tiene así una sola solución para el 
triángulo ABC, que nos permite calcular la diagonal AC =  x y  los 
ángulos BAC =  a y BCA =  β.

Calculada la diagonal AC, en el triángulo ACD, conocemos dos



lados so y e  y el ángulo D opuesto al lado a?, estamos en el caso del 
n° 213. El problema puede no tener solución, o tener una o dos, como 
se estudió en el n° 213. Es claro que resuelto el triángulo ACD, y cal
culado el lado AD =  d y los ángulos ACD y CAD, se obtienen los

*

ángulos A y C del cuadrilátero. /

Cuadrilátero circunscripto. — Llamando α, δ, c y d a los lados y a, 
β, γ, δ a los ángulos, se t i e n e >n ,

a H" c =  b -J- d,

^ 236. Dados tres lados a,b y c y un ángulo a, determinar el otro lado, 
los ángulos, el área S y el radio del círculo inscripto r. — Se tiene

d =  a -f c — b

y también
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de donde

Figura 107

y análogamente

de donde
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La primera permite calcular γ y la segunda nos da

se puede calcular β y δ.
Para calcular la superficie S? se tiene

o bien

Para calcular el radio r, se tiene

o también se tiene fácilmente

237. Problema: Resolver un triángulo dados dos ángulos A y B y el 
perímetro 2p. — Se tiene en primer término

C =  180° -  (A +  B) 

y de las fórmulas del n° 202 sacamos:



y para calcular la superficie tenemos (n° 208)

Q A ,  B C8 =  f  tg -  tg -  tg

El problema, suponiendo desde luego que 2p, A y B sean positivos 
y que A +  B <  180°, es siempre posible y admite una sola solución.

v‘ 238. Problema : Resolver un triángulo dados dos ángulos A y  B y el 
radio del círculo circunscripto. — Se tiene:

C ■= 180° -  (A +  B)

y por el teorema del seno

a =  2R sen A, b =  2R sen B, c =  2R sen C, 

y el área S sería

S =  i  be sen A =  2R2 sen A sen B sen C.
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239. Problema Resolver un triángulo, dados dos ángulos A 
B y el radio del círculo inscripto r. — Por las fórmulas del n° 21 
se tiene:

f Ap — a — r ctg —

1 f BP .-  í» =  r ctg —

Cp  — o = r ctg —2

y siendo
a =  2p — b — e =  (p — b) +  (p — c)

se tiene

Ί 
<C

¡
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y en forma análoga

y resulta el área S :

240. Problema: Resolver un triángulo conociendo un lado a, un ángu
lo adyacente B y la suma de los otros dos lados (b + c) = m. — Se tiene

de donde

y resulta

Conocido C se calcula A =  180° — (B + C) y también

y teniendo b -f c = m se obtiene b y c.
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Se puede resolver el problema también en la siguiente forma:

Luego

Pero

vale decir

como en la solución que antecede.

241, ProblemaResolver un triángulo conociendo un lado ayel ángu
lo opuesto A  y la suma m = (b + c) de los otros dos lados. — Según el 
n° 196 de Delambre, se tiene :

que nos da

lo que nos permite calcular el ángulo (B — C), y puesto que B y C de-
B — Oben ser cada uno menor que 180 , encontramos para —:—  un solo

2
valor menor que 90°. Por otra parte

55 90° — —
2 2

y podemos calcular B y G. 
Tenemos también, por n° 196
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que nos permite calcular (6 - o) y como se conoce (b +  o) == w, fácil
mente se obtiene b y o.

Para que se pueda obtener un valor para ^  es necesario y sufi

ciente que

242. Problema: Resolver un triángulo conociendo un lado a, la altura 
correspondiente a ese lado ha y la suma (b -f c) =  m de los otros dos la
dos. — En primer lugar, obtenemos el perímetro

2p = a -f b +  c = a +  m 2 (p — a) =  m — a.

Luego el radio del círculo inscripto r

y según n° 217

A
Conociendo — caemos en el problema anterior y tendremos
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243. Problema: Resolver un triángulo, dado un lado a, el ángulo
^opuesto A  y la altura correspondiente a ese 
lado ha. —r Sea H el pie de haj y se tiene:

de donde

o bien

Y también, puesto que,

B +  O =  180° -  A,

de donde

( 1 )

(2 >

Esta fórmula nos permite calcular (B — C) y junto con la (1) nos 
dan B y C.

Se puede dar a (2) una forma calculable por logaritmos, introdu
ciendo un ángulo auxiliar φ de cálculo. Si hacemos

se tiene:

Calculados los ángulos, se obtienen los lados por el teorema del 
seno, o por las relaciones:
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La fórmula (2) nos da en general dos valores para (B — C). Si uno 
es ψ el otro —* ψ. Y en correspondencia con esos dos valores de 
(B — C) se tiene;

Y las dos soluciones corresponden a los triángulos ABO y AjBC, 
simétrico con respecto a la mediatriz de BC.

Para que el problema sea posible, es necesario que el valor de 
eos (B —O) dado por la relación (2) esté comprendido entre — 1 y 
+  1, es decir que debe ser :

o bien

2  ha— 1 < —  sen A — eos A < +  1 — a

h a sen A > eos A — 1 h a sen A < 1 +  eos A
a 2 J a 2

Y puesto que

se tiene:

Y desarrollando sen A en función de—-
2

Y dividiendo por eos2— se tiene:
2

que es la condición de posibilidad del problema, pór ser lia positivo.
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244. Geométricamente! se resolvería el problema en la siguiente 
forma : Se toma BU ^  a.y sobre él se traza el segmento capaz del 
ángulo A. Se traza una paralela q a la distancia ha de BC y los pun
tos A y Ai en que esa paralela corta al círculo nos dan, unidos res

pectivamente con B y O, las dos soluciones del 
problema.

i.Trazando la mediatriz de BC ' qué corta al 
segmento capaz en M, para que la paralela q corte 
al arco es necesario que ha sea menor o igual que 
MP. Pero del triángulo BMP sacamos:

a A
Figura 109 MP — C tg-—

luego para que el problema-tenga solución, es necesario que

, a A
K  <  -  Ctg -

que es lo mismo que habíamos encontrado.
Se puede todavía dar otra solución del problema. 
Tenemos

de donde

lo que nos da, según (1)

( 1 )

y también

de donde

y análogamente

a2 = b2 +  c2 — 2be eos A =  (b +  c)2 — 2bc (1 +  eos A)
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Introduciendo ángulos auxiliares de cálculo, tales que:

obtenemos

Lo que nos da δ y c.
La fórmula (2) exige

Λ7 ; A _ a t A  a > 2Λ„ tg — o h a < - c tg - ·

(2)

245. Problema : Resolver un triángulo conociendo un ángulo A, la 
altura 1ia y la mediana ma correspondientes a ese lado.—  Sea el trián
gulo ABO y AD la mediana ma, AH la altura ha (fig. 110).

Llamemos d =  HD.
Tenemos :

o  bien

o  también

91
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Pero se tiene también

Luego

Es decir que se tiene:

a2 tg A +  4 a lia — 4 m l  tg A =  0.

Resolviendo la ecuación de 2o grado, se tiene

Y es claro que calculado a y d por la relación

d = ±  |!m% — hl

(1 >

se puede calcular B y G.
El problema admite dos soluciones, siempre que el valor obtenido· 

para a por la relación (1) sea positivoJBon los triángulos BAC y BAO..

246. Problema: Resolver un triángulo, dados dos lados b y g y la 
bisectriz ba del ángulo comprendido. — La bisectriz interior ba, tiene 
por expresión (n° 225)

de donde

(1 >

El problema será siempre posible si

o bien si

Cumplida esa condición, encontramos un solo valor aceptable para —r
2

menor que 90° dado por la (1) y por lo tanto un solo valor para A.
Conocido A, el problema se reduce a resolver un triángulo dados- 

dos lados 6 y o y el ángulo comprendido A, problema ya conocido.
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Se puede resolver geométricamente el problema en la siguiente 
form a:

Se toma un segmento AD igual a ba. En el punto A llevemos una 
perpendicular AN a AD y trazamos una recta D jST, cualquiera sea el 
punto N.

Sobre ella determinamos los puntos 
Bi y de modo que NDB10 1 formen
un conjunto harmónico, cuya relación

b m a DC^ b msea -· Tendremos - * =  -· Tomemosc DB¿ c
sobre A Bx el segmento AB =  c y so
bre AGX el segmento AC =  b.

Figura 111

247. Problema: Resolver un triángulo dado un lado a, el ángulo 
opuesto A  y la suma de los cuadrados de los otros lados b2 + c2 = m2. 
Tenemos

(b -f c)2 =  m2 +  2bCj 
(b — c)2 =  m2 — 2bc.

Pero de

a2 =  b2 + e2 —* 2be eos A =  m2 — 2bc eos A,

sacamos

luego

Lo que nos permite calcular (b +  c) y (b — c) y por lo tanto b y c, 
y luego por el teorema del seno se calcula B y O.

Para hacer calculable por logaritmos á (b +  c) y (b — c), podemos 
poner:

Y haciendo ahora
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y
χ

sen φ, =  — resulta 1 m b — c = m eos φι

con lo que (b +  c) y (b — c) son calculables por logaritmos.
Tengamos por ejemplo : a =  5 m, A »  60°, m2 *= b2 -f é  =  45 m2

|/45 m2 =  6.7082 m? m = f45 m =  6.7082 m.

A =  60° 
m =  6.7082 m 
a =  5m

m +  a =  1.068490 
m - a  -  0.232539

1.301029 
eos A 9.698970m + a =  11.7082 

m — a =  1.7082
x2 =  1.602059 
x *= 0.801029 
m =  0.826606

φ =  43°18'δ0" 
φχ =  70°31'43"

b +  c =  9.2195 
b -  c = 2.2361

tg φ =  9.974423 
sen == 9.974423

b =  5.7278 m 
c =  3.4917 m

eos φ == 9.861897 
eos =  9.522882

b +  c =  0.964709 
b -  c =  0.349488

Donde se han colocado a la izquierda los valores y a la derecha los 
logaritmos.

Se puede dar otra solución del problema. 
En efecto, tomando la figura 112 se tiene;

B +  O =  180° -  A.

Y partiendo del teorema del seno
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Luego

Y puesto que

resulta

de donde

o bien

Calculados (B +  O) y (B — C), se obtienen B y o,
Observando la figura, se ve fácilmente que el vértice A está sobre 

el segmento capaz del ángulo A trazado sobre a y además como el 
lugar geométrico de los puntos cuya suma de cuadrados de distan
cias a dos puntos fijos B y C es un círculo de centro en el punto M 
medio de BC y de radio MA tal que

y de ahí la resolución geométrica. En nuestro ejemplo tenemos



Calculando ahora b ye, por el teorema del seno, se encuentra

b =  5.728 m c =  3.492 m.
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248. Problema: Resolver un triángulo dado un· ángulo A, el lado 
opuesto a y la diferencia de los cuadrados de los otros dos lados 
b2 — c2 = n2. — Tomando las relaciones

a A

C 0 S 2

A A
multiplicándolas y recordando que sen A =  2 sen — eos— ? se tiene

2 2

lo que nos permite calcular (B — C) y como por 
otra parte (B +  C) =  180° — A, se obtiene B yC . 
Ahora resulta fácil calcular b y c, por el teore
ma del seno.

Se puede resolver el problema geométrica
mente. En efecto (fig. 113) el vértice A está sobre 
el segmento capaz del ángulo A trazado sobre 

a y como el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de cuadra
dos de distancias a dos puntos fijos B y C es constante, es una 
recta normal a BO y pasa por un punto D, situado a una distan
cia MD del punto M medio de BC, tal que

o

La intersección de esta recta con el segmento capaz, nos da el vértice 
A del triángulo.
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249. Problema : Resolver un triángulo, conociendo el ángulo A y las 
bisectrices interior y exterior del ángulo A, que designamos con ba y b'a. — 
Las expresiones de las bisectrices son n°® 225 y 226

Se tienen dos ecuaciones con dos incógnitas b y c y es claro que 
se pueden así calcular b y c.

Podemos, sin embargo, seguir otro camino. Dividiendo esas expre
siones entre sí, se tiene

o bien

y  puesto que

resulta

( 1 )

g  __  Q  - β  Q  ^

Calculado — -— ? desde que se conoce — - — =· 90° — —·> se ob- 
2¡ 2¡ δ

tiene B y C y luego, para calcular los lados, se tiene en la figura 114, que
el triángulo ADC se conoce el lado ΑΙ) =  δα,

-el ángulo CAD =  — > y el ángulo C; luego se
2

puede calcular b y en forma análoga c, tomando Figura iu
^1 triángulo ADB.

Se puede resolver el problema geométricamente en la siguiente 
forma (fig. 114) :
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Se traza el ángulo A, 1a bisectriz AD y la normal a ésta AD'. So
bre AD y AI)' se llevan respectivamente las longitudes AD =±= ba y 
AI)' =  ba. La recta DD' determina sobre los lados del ángulo A Ios- 
vértices B y O del triángulo.

Y la figura nos da ahora

Pero

luego

que es la relación (1).

250. Problema: Resolver un triángulo conociendo el lado a, la suma 
b +  c =  l y el radio ra del círculo ex-inscripto en el ángulo A. — Se 
tiene, siendo 2p el perímetro (n° 219)

Y también, n° 196

(1 >

(2 >

B + C ALa primera nos permite ealcular — -— = 9 0 °— — y la segunda
Δ 2

g _ Q
— -— i luego se obtiene B y C, y por el teorema del seno se calcula 

b y c.
Suponiendo B >  C y llamando φ al menor ángulo que satisface la 

relación (2), se tiene :

B =  90° — é  + φ, O =  90° -  £  -  <p.
Λ Λ

Para qué el ángulo φ exista, debe tenerse
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y C es positivo, si

o bien si

Se puede resolver geométricamente el triángulo, para lo cual basta 
observar la figura 115. Se tiene

luego, según (1)

( t  les decir que tomando AP — —-—> se puede trazar el círculo ex-ins-
Δ

cripto al ángulo A. Se toma

y llevando la normal en hasta encontrar a AO', se tiene el centro O 
del círculo inscripto de radio r =  PjO. Luego se puede trazar la 
tangente común interior a los círculos O y 0 le Puesto que el ángulo 
A es el doble de Oí AP se tiene así el triángulo ABO buscado, o tam
bién ABíOí,

251. Problema: Resolver un triángulo conociendo la superficie S, el 
ángulo A. y la suma b +  c — a =  l. — Se tiene, según nos (193) y (205)

y según n° 216 :

Luego
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de donde

y por otra parte

Ή OSe tiene así el problema de calcular dos ángulos — y — cuya suma
'  2¡

se conoce y cuyo producto de tangentes también se conoce (n° 142) y 
conocidos B y O ya es fácil resolver el triángulo.

252. Problema : Resolver un triángulo conociendo un lado a, la bisec
triz del ángulo opuesto ba y el ángulo a que esa 
bisectriz forma con el lado dado. — Se saca de 
la figura

B =  a — ^  y C =  180° -  a —

Y por lo tanto, de la misma figura

Y como 

tenemos:

de donde

a =  BH + HC

o bien

Figura 116
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o también

con lo que tenemos la ecuación de 2o grado.

y finalmente

Hay que desechar la solución negativa, porque el valor de — debe

ser menor que 90° y por lo tanto su tg es positiva.
Encontrado A, es fácil obtener los demás elementos del triángulo.

253. Problema: Resolver un triángulo dadas las tres alturas Jiaj hb 
y hc. — Siendo S el área del triángulo, se tiene

2S =  alia =  bhb =  chc· ( 1)

Recordando que S = pr (n° 217), siéndo r el radio del círculo ins
cripto, se tiene n° 227 :

que permite calcular

y también

y análogamente
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reemplazando estos valores en la fórmula de Heron se tiene:

lo aue nos oermite calcular S

y luego la (1) permité obtener a, b y e. Para obtener los ángulos se 
tiene

B , O y análogamente para tg — y tg — ·
z z

Para que el problema pueda resolverse, debe tenerse: 

α <  δ +  c, δ < α  +  β y e < a  + b 

lo que equivale a decir

El problema puede resolverse geométricamente en la siguiente
forma:

Se toma una circunferencia cualquie
ra de centro O y radio E y desde un pun
to P, con radios haj hb y hc se corta a la 
circunferencia en los puntos Μ, N y Q. Se 
prolongan PM, PN y PQ hasta encontrar 
a la circunferencia en los puntos M1?
y <Ji-

Digo que los segmentos PM1? PNj y PC^ 
son, proporcionales a los lados del triángulo. En efecto, la potencia fe* 
del punto P con respecto a la circunferencia e s :

PM . PMi =  PN . PNX PQ . PQX =  Je2
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que podemos escribir:

/ ¿ a P M i  =  ¿ f c P N i  *= h e V Q i  =  k 2 ( 1 )

Por otra parte, se tiene :

ah a = bhb =  ehc =  28

y dividiendo miembro a miembro

Siendo los segmentos PM1? PN t y PQX proporcionales a los lados 
del triángulo, si construimos un triángulo 
(fig. 118) cuyos lados sean PMj, PNj y PQX

Se puede proceder también en la siguiente 
forma: Se construye un triángulo cuyos lados sean las alturas Λα, hb 
y hc. Luego se trazan las alturas de este triángulo, que llamaremos 
h'a, h'b y h'c.

Construyendo el triángulo de lados h'a, h'b y h'c, este triángulo es 
semejante al triángulo buscado.

Puede darse todavía otra solución. Se tiene:

Luego el triángulo que tiene por lados las inversas de las alturas es 
semejante al triángulo buscado y por lo tanto sus ángulos serán igua
les. El problema queda reducido a resolver un triángulo del que se 
conocen sus tres lados.

éste será semejante al triángulo buscado.
Sea ABjCí el triángulo que así se obtiene. 

Trazando su altura AHL y llevando sobre 
ella el segmento AH igual a Λα, y trazando
por H la paralela BO a B ^ ,  el triángulo
ABO que así se obtiene es el pedido. Figura 118

a h  a =  bhb  =  c h c =  2S,

que se puede escribir
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Y se tendría así

B GY en forma análoga para — y —* lo que nos da Á, B y C.
Δ Δ

Encontrados los ángulos es fácil calcular los lados, puesto que :

254. Problema : Resolver un triángulo, dadas las tres medianas ma? 
mb y mc. — Hemos encontrado (n° 224) las expresiones de las media
nas :

Haciendo

Se tiene
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Luego es

Ϋ análogamente

Solución geométrica. — Supongamos el problema resuelto y sea 
ABO el triángulo cuyas tres medianas sean maj mb y mCj que se cortan
en un punto G, cuya distancia a cada lado es 
igual a un tercio de la mediana (fig. 119).

Prolonguemos AD en una distancia DH — i

ma· La figura BHCG es un paralelogramo por 
cortarse las diagonales en partes iguales. Lúe· a" e
go el triángulo GBH es un triángulo cuyos tres Figura 119

lados son iguales respectivamente a los dos 
tercios de cada mediana. De abí la construcción. Primero se constru
ye el triángulo GBH con lados

Se prolonga HG en segmento igual GA =  GH =  ^ ma, y se tiene el
á

vértice A del triángulo. Se une al punto D medio de GH con B y se
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prolonga DC —- BD y se tiene el vértice C del triángulo. Uniendo 
A con O se tiene el triángulo ABC que resuelve el problema.

Ejercicio : Sea ma =  5 m, mb =  6 m, mc — 7 m.
Calculando resulta:

<
x =  64,444, y =  49,778 y z =  32,444.

Luego
a — \¡x = |/64.444 =  8.03 m 
b = β  — ^ .7 7 8  =  7.06 m 
o =  jfg =  f 32.444 =  5.70 m.

255. Problema: Dada una recta AB y un punto P sobre ella, situado a 
las distancias ay b de A y  B, determinar la curva que describe el punto P

cuando los extremos A y B se mueven sobre dos 
ejes ortogonales x'x e yy' respectivamente. — 
Llamando a al ángulo ABO, y si x e y son 
las coordenadas del punto P, se teine :

x =  a eos a

y =  b sen a

Luego

La curva que describe el punto P es una elipse de semiejes a y  b.

256. Problema: Calcular el ángulo 2x que forman entre sí las tan
gentes comunes a dos circunferencias de radios R y r, tangentes exterior-

mente. — Sean las circunferencias de centros O y O' de radios R y r 
y 2o? el ángulo de las tangentes comunes ST y STA (fig. 121).
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Tenemos, timando por O' la paralela a ST basta cortar normalmente 
a OT en K resulta:

F igura 122

Y es claro que ahora resulta fácil calcular también el ángulo que 
forman ST con Z'Z.

257. Problema: Sobre la normal al eje x'x 
se toman dos segmentos consecutivos AB =  a 
y  BO — &, de longitudes conocidas. Buscar la 
posición de un punto O desde el cual se ve el 
segmento b bajo un ángulo dado a. Encontrar la 
posición de O para que a sea máximo. — Sea O 
la posición desde la cual se ve al segmento b 
bajo el ángulo a (fig. 122). Llamemos x a OA y φ al ángulo BOA, 
se tiene:

y también

Eliminando tg φ, se tiene:

o bien

En general se tienen dos soluciones. Se puede resolver el problema 
geométricamente, trazando sobre BO el arco capaz del ángulo a. Los 
puntos en que ese arco corta a la recta x'x son soluciones del proble
ma. Si el arco es tangente a x'x hay una solución y si es exterior no 
hay ninguna.

Por otra parte, se obtiene

32
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cuyo máximo corresponde a

o bien

que ocurre cuando el círculo de centro es tangente a la recta xfx o 
sea cuando las dos soluciones para x son coincidentes, pues para ello 
debe ser

b2 — 4a (a + b) tg2 a =  0

κ 258. Problema : Llamando J>, E y F a los puntos de contacto de los 
\ lados de un triángulo ABC con el círculo inscripto de centro O y radio

r, demostrar que la relación de las áreas de los 
triángulos DEF al área del triángulo ABC es

Uniendo el centro O con los puntos de 
Figura 123 contacto Ό, E y F y llamando s al área

DEF, descomponemos al triángulo DEF en 
tres, cuyas áreas son (fig. 123):

y análogamente

Luego

Y también se tiene:
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Y sacando b y c del teorema del seno:

Hemos visto que (n° 84)

y por el n° 217.

Y reemplazando se tiene:

o bien

259. Problema : Hallar en un triángulo, la distancia que hay entre 
el centro del círculo circunscripto y el punto de 
cruce de las alturas, — Sea (fig. 124) el triángulo 
ABC, O el centro del círculo circunscripto y H 
el punto de encuentro de las alturas. Llamare
mos x a la distancia OH, que es nuestra incóg
nita.

Suponemos conocidos los elementos del tri- Figura 124

ángulo ABO.
Bajemos la normal OP sobre el lado a y tenemos

OOP =  A.

Y en la figura se tiene además CHL =  B.
Luego

CL == CH sen B =  h eos C
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de donde

Y también

=  J cobO 
sen B

Y aplicando el teorema del coseno

o bien

Pero, según el teorema del seno :

luego
x 2  = R2 + 4K2 eos2 O — 4R2 eos O (eos A

y también

x 2  =  R 2 — 4 R 2 eos O [eos (A +  B) +  eos (A 

y transformando en producto la suma de cosenos:

x 2 =  R2 (1 — 8 eos A eos B eos O).

Y finalmente

- B )

- B ) ]

X =  R |/l — 8 eos A eos B eos O·

260. Problema Se tiene un rombo ABCI) de ángulo en A =  60°. 
Por el vértice A se traza una recta m móvil 
alrededor de A. que es cortada por la prolon
gación de los lados del ángulo O en los pun
tos M y N. Uniendo para cada posición de 
la recta los puntos M y N con D y B respec
tivamente, los segmentos MD y NB se cortan 
en S. Buscar el lugar geométrico de los pun
tos S, con el girar de lo recta m (fig. 125). — 
Llamando a al lado del rombo, bagamos

SB1) =  a, BDS =  β, MAC =  7 .
Figura 125
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Se saca del triángulo BMA

BM sen (γ — 30°)
a sen (γ +  30°)

Y del triángulo BI)M, se saca

BM sen β
a sen (0 0o—β)

Luego se tiene

sen (γ — 30°) sen β
sen (γ +  3<)°) sen (60° — β)

y de ah í:

sen (γ — 30°) — sen (γ + 30°) sen β — sen (60° — β)
sen (v — 30°) +  sen (γ 30°; sen β +  sen (00° — β)

y transformando en producto

sen (— 30°) eos γ __ eos 30° sen (β — 30°) 
sen γ eos (— 30°) sen 30° eos (β — 30°/

tg 30° _  tg (β -  30°) 
tg γ tg 30°

o bien
tg 30° __ tg (30° -  β) 

tg γ ~~ tg 30°
De donde se deduce

Procedemos en forma análoga para los triángulos DAN y BDN y se 
obtiene:

Luego 

o bien 

El ángulo

30° -  β =  a -  30°

a +  β =  60°.
*

BSD =  1 2 0 °

quiere decir que el punto S se mueve sobre el círculo circunscripto 
al triángulo BCD.
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261. Problema: Se tienen dos esferas de radios R y Rt y de centros
O y 0 lf externos y cuyos centros están situados a una distancia d. Deter-

l

minar sobre la linea de los centros un 'punto A tal que la suma de las 
zonas vistas desde él sean de área mínima. —  Pongamos (fig. 126):

OAT =  a? =* y

La suma de las superficies de las zonas tiene por expresión

S =  2πΚ2 (1 — sen x) -f- 2πΊΙί2 (1 — sen y) =
=  2πΚ2 2πΕ12 — 2π [R2 sen x + Rx2 sen y],

;

Y por lo tanto, el valor mínimo de S, corresponde al mínimo de 
R2 sen x +  Rx2 sen y. Hagamos

R2 sen x + Rx2 sen y =  1c2. (1)

Se tiene además, puesto qué

que
AO -f AO, =  d

( 2)

es decir, corresponde al mínimo de la suma de dos cantidades cuyo 
producto es constante e igual a RR^ Pero se sabe que este mínimo

Y multiplicando (1) y (2) se tiene

cuyo mínimo, corresponde al mínimo de
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tiene lugar cuando las dos cantidades son iguales, es decir, que debe 
tenerse en el mínimo »

o bien

Pero

de donde

y entonces

y entonces

Y el área total mínima es dada por

y



— 344 —

o bien

y finn 1 mente

262. Problema : Se tiene un ángulo conocido yOx (fig. 127) que 
llamaremos a. Trazar una recta AB que forme con Ox un ángulo β de

modo que el área OAB tenga un valor dado S.— 
Llamemos

x =  OA
y =  o b .

Y tenemos

Figura 127

Y también

Luego e s :

Y la longitud AB está dada po r:

263. Problema : Se da un ángulo yOx = a y un punto P. Trazar por 
el punto P una recta APB de modo que el área del triángulo AOB tenga 
un valor S. — Se pueden presentar dos casos :

I o Qne el punto P esté en el interior del ángulo a, y 2o que esté 
fuera.

Consideremos el primer caso (fig. 128). Sea AB la recta y llamemos

x  =  OA 
y =  OB.
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Bajemos del punto P las normales PR y PQ sobre O% y  O y .  

Pongamos

PR =  a, OR =  <i1? PQ =  6, OQ =  Zq,

POE =  a1; POQ =  α2, OP =  c. 

Tenemos
, a An a  o ±tg a. =  —, OP =  c = ------- = ----- —

a t sen αΑ eos aA
a2 =  a — aA
& =  c* sen (a — oq).

Figura 128

Y según sea corno se da por determinado P, se calculan los valores
que faltan basta conocer a  y  b. Y podemos poner:

2S =  a x  +  b y  =  x y  sen a,

Y en el caso que S sen a =  2 a b .  hay 
una sola solución.

Contemplemos ahora (fig. 129), el 
caso en que el punto P sea exterior 
al ángulo y O x .  Hagamos las mis
mas consideraciones y pongamos:

OA =  ti, OB =  y, PR =  u, OR =  a v  PQ =  &, OQ — b v  

Podemos poner:
2S =  ax — by = xy sen a.

El problema admite dos soluciones, siempre que se tenga

Tenemos así un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas. 
Resolviendo se obtiene:
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Y resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene:

264. Problema; Se tiene un semi círculo de centro O y radio R (fig.
130). Trazamos la tangente AT en A y por el 
punto B la secante BMT, que forma con BA el 
ángulo a.

Determinar a de manera que el volumen en
gendrado por el triángulo mixtilíneo AMT sea 
igual al volumen engendrado por el triángulo 
mixtilíneo AMB, cuando la figura da una vuel
ta alrededor de AB. — Debe tenerse entonces

yol. eng. AMB =  vol. eng. AMT.

o lo que es lo mismo

vol. eng. BAT =  2 vol. eng. AMB. (1)

Expresando ahora el volumen del cono BAT y el volumen engen
drado por la rotación del triángulo mixtilíneo BAM que se puede 
expresar como la suma del volumen del cono BMP más el volumen 
del segmento de esfera PMA, se tiene:

Y reemplazando valores en la (1) se tiene:

tg2 a =  2 sen2 a eos4 a +  sen6 a 4- 3 sen4 a eos2 a.

Y dividiendo par sen2a y multiplicando por cos2a obtenemos

1 =  2 eos6 a -f eos2 a sen4 a +  3 sen2 a eos4 a.
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o también :

1 =  eos2 a [2 eos4 a +  (1 — eos2 a)2 -f- 3(1 —eos2 a) cos2aJ, 

Y simplificando

De donde

Ecuación bicuadrada. Poniendo:

se saca 

resulta

donde no hay que tomar en cuenta el signo —, porque siendo cosa 
menor que uno en valor absoluto, lo mismo debe ocurrir para u. 
Luego:

Y calculando el valor de a, se obtiene

a =3 38°10'24".

Se puede observar que u es la parte mayor del radio dividido en 
media y extrema razón, tomando el radio como 
unidad.

265. Problema: En una esfera de radio R y cen
tro O (fig. 131), llevar un plano secante AB de mo
do que el volumen del cono de vértice O y cuya base 
es la intersección del plano con la esfera, sea igual 
al volumen del segmento esférico. — El volumen del 
cono tiene por expresión

y el volumen del segmento esférico

Figura 131
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Luego debe tenerse

sen2 a eos ·α =  (1 — eos a)2 (2 -f eos a)
o bien

V 1' rt <(1 — eos a) (1 +  eos a) eos a =  (1 — eos a)2 (2 +  eos a)

de donde 

y resulta
eos2 a -f eos a — 1 =  0

donde hay que desechar la raíz negativa y resulta

El valor de eos a es la parte mayor del radio, dividido en media y 
extrema razón, tomando el radio como unidad.

266. Problema: ¡Se tiene un sistema de ejes ortogonales O# y O y (fig.
132) y una recta móvil On que pasa por O. Se 
toman dos puntos A y B sobre los ejes Ox y O y 
respectivamente y desde ellos se bajan las nor
males Α Α λ y BE*! a la recta On. Buscar el lu
gar de los puntos medios M del segmento AxBt 
con el girar de la recta On. — Llamemos a 
al segmento O A y b al lado OB y sea φ el 
ángulo que hace On con Ox. Tomemos a con- 

Figura 132 tinuación de OA^el segmento AtC igual á
OBle Se tiene

Y también

y
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Luego

tg ACO =  t i 4 o o  =  ctg BCO·

Y los ángulos ACO y BCO son complementarios, es decir, que el 
ángulo AOB es recto y el punto O se mueve sobre un círculo de diá
metro AB.

El punto M, medio de OC¿ se mueve sobre una figura que es homo-
tética, es decir, sobre otra circunferencia y la relación de bomotecia

1 /es —
mJ
Podríamos obtener el mismo resultado por otro camino. Llamemos 

d a la distancia OM y tenemos

o bien
2d =  OA1 OBx =  a eos φ +  b sen φ

2 d2 — ad eos φ +  bd eos φ.

Llamando x e y a las coordenadas del punto M se tiene

Luego 

o también

d2 = x2 +  y2

x — d eos φ e y — d sen φ.

2 (x2 +  y2) = ax -f by 

2 (x2 + y2) — ax — by =  0.

Que representa un círculo qué pasa por el punto O y calculando las 
coordenadas de su centro Ox se encuentra

que son -  y - ? lo que está de acuerdo con 4 4
la solución anterior.

267. Problema: Calcular la distancia del 
punto medio de un lado de un triángulo a B̂
la recta que une los pies de las alturas salí- Figu™ 133

das de los extremos de ese lado (fig. 133). —
Sea el triángulo ABC. Los pies de las alturas salidas de B y C s,e 
encuentran sobre la circunferencia de diámetro BC a. En la figu
ra, se tiene

OL =  (XN sen ONL.
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Por ser el triángulo CON isósceles, se tiene ON =  ^ y el ángulo£
ONC =  C. Siendo el cuadrilátero BMNC inserí ptible, se tiene

Para un valor de a, si A queda constante, ocurre lo mismo con OL 
y con MN.

268. Problema: Sobre un círculo de centro O radio R se dan dos pun
tos A y B. Encontrar sobre el círculo un punto M tal que AM + MB =  l, 
siendo l una cantidad conocida (fig. 134). — Tracemos la bisectriz OC

que da dos soluciones simétricas con respecto a OC, siempre que

Y también

<
Luego M̂ NO =  A y  resulta

c del ángulo AOB y sea a el ángulo AOC.
Llamemos x al ángulo COM. Se tiene, si a><a

y si x >  a
c'

Figura 184

La primera nos da

La segunda nos da
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que da dos soluciones simétricas con respecto a OC' siempre que
a2R sen a <  l <  411 sen -·

t

El problema tiene cuatro soluciones cuando

AB <  l <  AC -f CB,

dos soluciones cuando

Ejemplo:

Se tiene

AC -f CB <  l <  AC' -f C'B.

R =  5 m. a =  60®, l =  9.30 ni.

Se tienen cuatro soluciones y resulta

AB =  8.66m. AC + CO =  10.00 m.

Si R — 5 m, a == 60° AB =  8.66 m. I = 15 m. 

Se tiene:

que bay que rechazar
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269. 'Mostrar qué lás alturas A A', BB' y*QCr en un triángulo ABC 
son las bisectrices del triángulo A'B'C', cuyos vértices son los pies de esas 
alturas (fig. 135). — Llamando . al ángül¿ CC'B' se tiene, en el 
triángulo C'AB'

B'C'2 =  b2 eos2 A -jfr <?2.cos2 A — 2be eos3 A =  a2 eos2 A

Luego

Llamando γ' al ángulo CC'A, se tiene en el triángulo C'BA'

A'C'2 =  a2 eos2 B + c2 eos2 A — 2ac eos3 B =  b2 eos2 B.

Y entonces*

F i g u r a  1 3 5

Y teniendo en cuenta el teorema del seno

eos γ =  eos ν '  v  =  γ \

Otra demostración. — Del triángulo AB'C'. Siendo

AB' =  c eos A y AC' =  h eos A

se tiene, según el teorema de las tangentes, según la figura
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Análogamente, de el triángulo BAO', donde se tiene

se saca

BA' =  c eos B, BO' =  b eos B

Luego

Y por lo tanto

Se puede demostrar lo misma geométricamente. Se tiene, según 
la  misma figura

Los triángulos ABO' y ACB son semejantes por tener sus lados 
proporcionales y común un ángulo; luego

AO'B' =  φ =  C 
ABO' =  epi =  B.

Análogamente, considerando los triángulos BA'C' y BOA, se tiene

y

l u e g o

BA'C' =  φ' =  O 

BC'A' =  φ / =  A.

φ =  τ' γ =  τ'-
23
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270. Problema: Se tiene una Circunferencia de centro O y nidio R. 
En un punto T se lleva la tangente geométrica y sobre ella se toma un-

segmento TA =  t¿ Trazat por el pun
to A una secante ABC, para que el 
triángulo TBC resulte de área máxima 
(fig. 136). — Es evidente que ese má
ximo existe, pues cuando la secante 
ABC tiende a confundirse con la tan
gente AT, el área tiende a cero, y le  

Figura 136 ínismo ocurre cuando esa secante tien-
* de a confund irse con la tangente AT'.

Llamemos φ al ángulo que hace ABC con AT y a al ángulo que 
forma AO con AT. Se tiene en primer término

y también

Y siendo M el punto medio de BC, se tiene

Haciendo AB =  p' y AC =p", resultan p' y p" las raíces de la ecua
ción de segundo grado

y el área del triángulo BCT tiene por expresión

Y puesto que

Se tiene

o bien
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de donde

Y el área S del triángulo BCT, tiene por expresión

Tratamos de encontrar él máximo de la función
r,

sen φ f̂ cos2 (cp — a) — eos2 a 

o lo que es lo mismo, él máximo de la función

y =■ sen2 φ [eos2 (φ -- a) — eos2 a].

Esta función puede escribirse en la siguiente forma
/

y =  sen2 φ [eos (φ — a) +  eos a] [eos (φ — a) — eos a]

y transformando la suma y la diferencia de cosenos en producto, se 
obtiene

y el problema se reduce a estudiar el máximo de la función

y =  sen8 φ sen (2α — φ) 

cuando φ varía desde 0 a 2a.
La derivada de la función con respecto a φ igualada a cero nos da

de donde 

o bien

y también
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y poniendo, tg 2a =  a, se tiene la ecuación de segundo grado

que nos da

vale decir que la ecuación de segando grado tiene dos raíces reales y
de signo contrario.

Resulta muy interesante la discusión 
de estas raíces según sea la posición del 
punto A sobre la tangente, o lo que es 
lo mismo según sea el valor del ángulo a.

En particular, si A ocupa la posición 
del punto L, es decir si a =  45° o 2a =  
90°, tg φ vale ^3 y el ángulo φ vale 60°.

Resolver un triángulo rectángulo, cono
ciendo la mediana ma y la bisectriz ba co
rrespondientes al ángulo recto (6g. 137). — 

Se tiene, llamando S, al área del triángulo, que

\Í22S =  be = — ba (b +  c)·
Y también

(b +  c f  =  b2 +  c2 +  2be =  4m2 + 2̂ ba (b +  c).

Y haciendo
x = b +  c,

tenemos la ecuación de segundo grado

x2 — ^2 bax — 4mi =  0 

que nos permite calcular

Pero es también

(b — c)2 =  b2 + c2 — 2be =  4m\ — ^2 ba (b -f c)
o bien

Figura 137
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Calculados (b -f- c) y (b — c), se obtienen fácilmente b y c.

Segunda solución: Hagamos

b -f c =  x 
be =  y.

Tenemos
(b +  c)2 — b2 +  c2 +  2 be =: +  2y =  a?2. ( 1 )

Y puesto que la bisectriz de un ángulo de un triángulo divide al lado 
opuesto en dos segmentos CN y KB tales que:

be = ΟΝ . NB +  b\ 
y en nuestro caso ' >■

CN =  ma +  MN y NB =  ma -  MN.

(2)

Y como por otra parte

de donde

y entonces

y reemplazando en (2), se tiene

o bien

de donde

y de (1) sacamos

igualando
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de donde
x 2 == 4ma2 4- ba2 ±  ^(4wa2 +  b2)2 — 16ma4·

Encontrado a?2? se tiene b +  c =  1;α?2 y también

Y ahora podemos considerar a δ y c como las raíces de una ecua
ción de 2o grado de la cual conocemos la suma de las raíces (b φ c) y 
el producto be.

Tercera solución. — Llamando d a la distancia MN y n a LN, se tie
ne, tomando la potencia del punto N

V

%
o bien

(ma +  d) (ma — d) = ba X n 

ma2 — d2 =  ban.

Pero siendo el triángulo LMN rectángulo,

de donde 

que nos da

y luego

y en el triángulo AMN se conocen los tres lados y puede calcular
se el ángulo AMN =  20 y por lo tanto se obtiene O.

Podría calcularse O del triángulo LMN que nos da

tg (45° — C) =  — ·
*  n ía

Construcción gráfica. — La ecuación

n2 +  ban — 2 ni2 =  O
»r

nos da el camino para la solución gráfica del problema.
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En efecto, para obtener n basta tomar on círculo de diámetro 5a, 
llevar una tangente de magnitud ^2 ma (que es la diagonal del cua
drado de lado ma). Unir el extremo de esa tangente con el centro del 
círculo y las raíces de la ecuación son la secante entera y su parte 
externa. Obtenido n7 con centro en L y radio n, se obtiene el punto 
K y por lo tanto A.

Ejemplo numérico. — Sea A =  90°, ma =  50 ro ; ba =  44.8288 m. 
Tomando la ecuación;

donde es

Se tiene

Y es claro que encontrado U se tiene en seguida:

b — 2ma eos O =  2 X  50 eos 30° =  86.60 m. 
o =  2ma sen C =  2 X  50 sen 30° =  50.00 m.
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Otra solución. Partiendo de la ecuación :

y haciendo

se obtiene

Y siendo según (3) y (4) del n° 71:

se tiene

o bien 

y también

de donde

1 +  sen 20 =  K1 2 sen2 20,

K2 sen2 20 -  sen 20 — 1 =  0,

Hay que rechazar el valor negativo, puesto que siendo C <  90% 
debe ser positivo el sen 2C.

Ejemplo numérico. Sea A =  90°, ma = 50 m y ba = 44.8288 m. — 
Se tiene

donde es
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Problema : Inscribir en un sector circular, un rectángulo que tenga 
dos vértices sobre el arco de círculo de manera que tenga una superficie 
máxima. — Sea el sector circular de centro O y radio R y de ángulo 
2a y consideremos el rectángulo inscripto ABOD, de lados AD =  a 
y AB =  b. Llamemos x al ángulo O AL, siendo OL la bisectriz del 
ángulo MOJS".

El área del rectángulo es

S =  ab. ( 1 )

Cuando x tiende a cero, o cuando el 
punto A se acerca al punto L, el área 
tiende a cero. Cuando x tiende a a, el
punto A se acerca a M y el área tiende a cero. Luego el área tiene un 
valor máximo para un valor de x comprendido entre 0 y a.

Del triángulo rectángulo OHA, sacamos

a =  2R sen x

Y el triángulo ABO nos da

Y reemplazando en (1) se obtiene

(2)
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cuyo máximo corresponderá al máximo de la función

y '=  sen x sen (a — x)
y se tiene /

o bien

es decir que el rectángulo de área máxima se obtiene cuando OA es 
la bisectriz del ángulo MOL.

Puede llegarse a lo mismo, poniendo la relación (2 ) en la siguiente 
forma

cuyo máximo corresponde al máximo de

o bien cuando
eos (a — 2 a?)

a — 2x == 0 x = a — ·
2

271. Problema : Por los

Figura 139

vértices A, B, O de un triángulo se trazan tres 
rectas ABO', BO'A' y CA'B' que forman con 
los lados BO, O A y AB respectivamente 
opuestos a los vértices de donde salen las rec
tas y en el mismo sentido, un ángulo x. Ha
llar los lados y la superficie del triángulo 
A'B'C' que así se forma. Determinar el má
ximo y mínimo del área del triángulo A'B'C' 
(fig. 139). — Sean a', &', o', los lados del 
triángulo AB'C', A', B' y O' sus ángulos y 
S' la superficie.

Los cuadriláteros

NA'LA, LB'MB y MC'tfC

son inscriptibles por tener sus ángulos opuestos suplementarios.
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Luego se tiene A' =  A, B' ±= B y y los triángulos ABC y
A'B'O' son semejantes. Vamos a buscar la relación de semejanza. 

Para ello tenemos

iy también

Por otra parte

ABC' =  180° -  (A +  x)

ACB' =  180° -  A -  CLA =  180° -  A -  (180° -  x) =  x -  A. 

Luego
sen ABC' =  sen (x +  A) 
sen ACB' =  sen (a? — A).

Se tiene, teniendo en cuenta el teorema del seno

o también

y resulta

y también

Cuando x crece de 0o a 90°, el lado a' decrece de 2a a 0 y la super
ficie S' de 4S a 0. Cuando x crece de 90° a 180°a' decrece de 0 a — 2a 
y S' crece de 0 a 4S.
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, 272. Reducir un< ángulo al centro de estación. — Cuando no se puede 
instalar el instrumento eu el vértice C, para medir el ángulo BCA;=Cr 
se hace estación en el punto O próximo a ,0 y se mide el ángulo 
BOA =  O y la distancia r =  OG y el ángulo COB. Conocidos los ele
mentos a y b del triángulo ACB, se puede calcular la corrección 
que hay que hacerle al ángulo O para obtener el ángulo C. Esta

operación a aplicar a O es lo que se llama 
reducción al centro de estación.

Se tiene en la figura 140

O + .8 =  O + a
de donde

0 =  Ο + α -  β =  Ο +  Λ.

Figura 140 Siendo Δ el valor α — β, es decir la co
rrección que hay que aplicarle al ángulo O 

para obtener C. De los triángulos BCO y COA se saca 5

de donde

Pero por ser los ángulos a y β pequeños, ya que la distancia r es 
pequeña con respecto a a. y b, se tiene:

B esulta:

sen a =  are. a =  a" sen 1" y sen β — are. β =  β" sen 1".

7Luego, si expresamos a a y a β en segundos
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Y como

Ejemplo :

273. Problema de la carta: Conocida la posición de tres puntos ABC 
situados sobre un plano, se quiere determinar 
la posición de un cuarto punto M del plano 
desde el cual las distancias AB y BC se han 
visto bajo los ángulos a y β. — Sea (fig. 141)
AB y BC los segmentos conocidos, así como 
el ángulo ABCvDesde el punto M se ven los 
segmentos AB y BC, bajo los ángulos a 
y β que se conocen. Se trata de determi
nar los ángulos x ey  y es claro que conocidos
esos elementos, será fácil calcular los demás elementos desconocidos.

Hagamos entonces MAB =  a? MCB =  y.

^Figura 141

y
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Tenemos en primer término que

Lo que nos da

Por otra parte, los triángulos MAB y MOB, nos dan, aplicando el 
teorema del seno:

De donde se saca, haciendo AB =  a y BC == ft,

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas que ya 
hemos resuelto en el n° 139.

Bepitiendo la resolución tenemos

o bien

Haciendo

se tiene, poniendo tg 45° =  1
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Lo que nos permite encontrar w e y, pues hemos calculado la semi
suma y la semi-diferencia. Encontrado x e y, se calcula '

Observación: En el caso en que

α + β +  B =  180°
se obtiene

x + y =  180°
de donde

sen x =  sen y

y las fórmulas se convierten en las siguientes:

Es decir 

Y entonces
φ =  45°.

En ese caso el problema es indeterminado.
Se puede resolver el problema en forma 

geométrica. Basta para ello trazar sobre AB 
el arco capaz del ángulo a y sobre BO el 
arco capaz del ángulo β (fig. 142). Los arcos 
así trazados tienen en general dos puntos 
comunes, el punto B y el punto M. Este últi
mo da la solución del problema. En el caso 
particular en que α +  β -f B =  180°, el cua
drilátero ABOM resulta inscriptible. En tal caso las dos circunferen 
cías se confunden en una sola y la posición del punto M queda inde 
terminada.

F i g u r a  1 4 2
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En los ejemplos siguientes, uno para B <  180° y otro para B >  180°, 
se da una forma de ordenar los cálenlos. A la derecha van los loga
ritmos. Se calcula primero log de a, 6, sen a y sen β, lo que nos per

mite calcular φ y por lo tanto se tiene y (45o 4- φ) lo que nos
t¿ ' *

da log tg —— y entonces obteniéndose % e y. Luego se ob-
t¿ ¿1 *

tiene (a + x) y (β -f y), pudiendo hacerse la suma α +  ίΡ + β -fy +  B que 
sirve para controlorear los cálculos. Luego sen (α +  a?) y sen (β +  y) lo 
que nos permite calcular AM, OM y BM, este último, por dos caminos 
que también sirvan de control.
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Ejemplo II.
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274. P r o b l e m a  d e  l a  u b i c a c i ó n  d e  u n  t r a p e c i o . S e  d a  u n  s e g m e n t o  

AB *s a  y  l o s  á n g u l o s  a y  β q u e  f o r m a n  

d o s  d i r e c c i o n e s  AX y  BY c o n  AB (fig. 143)¿
S e  q u i e r e  t r a z a r  u n a  p a r a l e l a  MX a  AB 
d e  m o d o  q u e  e l  á r e a  d e l  t r a p e c i o  AMXB 
t e n g a  u n  v a l o r  d a d o  S .  — Se conoce en
tonces la base AB =  u, los ángulos a y β 
y el área S. Llamemos x  a la] base desco
nocida MN e y  a la altura del trapecio.
Tenemos que

0 )

Y también, bajando desde M y X las normales sobre AB, se tiene :

Y entonces

de donde
a  x  =  AH -j- LB == y  (ctg a -f- ctg β)

Multiplicando (1) y (2) se tiene:

2S (ctg a +  ctg β) =  ( a  + x )  -  a?2.

Es decir que: 

o también

Luego se tiene

Y ahora es fácil calcular AM y BN

(2)
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Se llega al mismo resultado, prolongando AX y BY hasta eiicon 
trarse en O, y llamando S' al área del triángulo ACB. Resulta enton 
ces que el área del triángulo MCN es (S' — S) y se tiene:

P ero :

y por otro laclo

Luego

Las fórmulas precedentes valen naturalmente para cuando sean 
α y β agudos u obtusos, teniendo en cuenta los signos de las cfcg o el 
signo del seno de (α + β). Cuando (α + β) es igual a 180°, AM y BN

8son paralelos y x> =  a e y = -·
Qj

Si α + β ^ 180°, se tiene 

Ejemplo : Tengamos
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TRIGONOMETRÍA ES FÉR IC A





CAPITULO I

FÓRMULAS FUNDAMENTALES DE LA TRIGONOMETRÍA ESFÉRICA

275. El objeto de la trigonometría esférica es la determinación 
mediante el cálculo, de la medida de los elementos de un triángulo 
esférico (lados y ángulos) cuando sean dados los elementos necesa
rios para que el triángulo quede determinado. Consideramos los 
triángulos esféricos convexos, es decir aquellos cuyos lados y ángu
los sean menores de una semicircunferencia.

Suponemos conocidos los elementos de la geometría del espacio y 
las propiedades fundamentales del triángulo esférico. Así damos por 
sentado:

Que toda sección hecha en la esfera por un plano, es un círculo.
Dos puntos de la superficie esférica que no estén en los extremos 

de un diámetro determinan un círculo máximo.
Dos círculos máximos dividen a la esfera en partes iguales.
Para determinar un círculo menor se necesitan tres puntos sobre 

la superficie esférica.
Dos círculos máximos de la misma esfera se dividen en partes 

iguales.
La intersección de dos esferas es un círculo cuyo plano es normal a 

la línea de los centro» y se encuentra sobre ésta.
Se llaman polos de un círculo trazado en la esfera, los extremos 

del diámetro normal al plano del círculo. Todos los puntos de una 
circunferencia trazada sobre una esfera se encuentran igualmente 
distantes de cada polo.

Los arcos de círculo máximo comprendidos entre las circunferen
cias máximas y lós polos de éstos, son cuadrantes perpendiculares a 
a la circunferencia.

Todo triángulo esférico consta de tres ángulos y tres lados, donde 
los lados son arcos de círculo máximo. Los ángulos son los formados 
por esos arcos y se miden, como todo ángulo de dos curvas, por el 
ángulo de sus tangentes en los vértices del triángulo. El ángulo de
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ellas es el ángulo del diedro formado por los planos correspondiente» 
al círculo máximo de cada uno de los lados y cuya arista es el radio 
de la esfera que va al vértice.

Los lados y ángulos del triángulo esférico se expresan en general 
en grados, minutos y segundos sexagesimales, pudiendo medirse tam
bién en grados centesimales o en radianes.

Cuando el triángulo pertenezca a una esfera de radio B, el triedro 
que proyecta este triángulo desde el centro de la esfera individualiza 
en la esfera concéntrica de radio igual a la unidad, otro triángulo 
esférico cuyos ángulos son iguales a los del triángulo primitivo y 
cuyos lados tienen la misma expresión en grados, minutos y segun
dos, pero cuya longitud es tal que si la del triángulo de radio uno lo 
designamos respectivamente por a, b y c expresados en grado» 
sexagesimales para cada lado, las del triángulo de radio B ínedi-
.. J A. , παΒ πδΒ π^Β J _ . ,do en metros valen respectivamente y ^ >  y ^ j y y ^  también

expresados en metros. Estudiaremos siempre los triángulos sobre la 
esfera de radio igual a la unidad, y es claro que resulta fácil pasar a 
los correspondientes en la esfera de radio B.

Designaremos en general un triángulo esférico con las letras A? 
B y C. Los ángulos en los vértices por A, B y C y los lados opuesto» 
a esos vértices respectivamente por a, b y c.

Suponemos al lector familiarizado con las propiedades fundamen
tales que se estudian en los elementos de geometría y así damos por 
conocidas las propiedades:

En todo triángulo esférico, un lado cualquiera es menor que la su
ma de los otros dos o mayor que su diferencia.

La suma de los tres lados está comprendida entre cero y 360°.
La suma de los tres ángulos está comprendida entre dos rectos y 

seis rectos, es decir, 180° <  A +  B -f O <  540°.
Se llama exceso esférico, la diferencia entre la suma de los tres án

gulos de un triángulo y 180®. Lo designaremos por 2 ε y deberá te
nerse 2e =  A + B + O — 180°. Es decir, que el exceso esférico varía 
entre cero y 360°, o sea 0 <  2s <  o

En todo triángulo esférico, a lados iguales se oponen ángulos igua
les y recíprocamente.

Un ángulo cualquiera aumentado en 180® es mayor que la suma de 
los otros dos, es decir, A -f 180° >  B + O, etc.

En todo triángulo esférico, a mayor ángulo se opone mayor lado y 
recíprocamente.



Dos triángulos esféricos son iguales: a) Si tienen sus tres lados 
iguales; b) Si tienen doblados iguales e igual el ángulo comprendí* 
do ; o) Si tienen un lado igual e iguales los ángulos adyacentes a 
este lado; d) Si tienen los tres ángulos iguales.

Si se prolongan los radios que pasan por los vértices de un trián
gulo esférico más allá del centro, se forma del otro lado de la super
ficie esférica otro triángulo simétrico del primero.

276. Triángulos esféricos polares. — Si desde los vértices de mi 
triángulo esférico como polos, se describen tres arcos de círculo má
ximo, se formará un segundo triángulo A'B'C' 
que se llama polar del primero ABO.

Si el triángulo ABO es polar de A'B'G', 
recíprocamente j^ B t/ es polar de A B O'.

Siendo B el polo del arco A'C' (fig. 144),
A'B es un cuadrante y siendo O el polo de 
A'B', A'C es un cuadrante. Luego A' dista 
un cuadrante de B y de O. Es decir que A' 
es un polo del arco BC y lo mismo se demos
traría para los otros vértices, es decir, que ABO es el polar de A'B'G'.

277. En dos triángulos esféricos polares, cada ángulo de uno de
ellos tiene por medida 180° menos el lado 
opuesto.

Sea el triángulo ABO (fig. 145), y prolon
guemos sus lados basta encontrar los del 
triángulo A'B'G'.

Siendo A el polo de B'C', AM y AN son 
cuadrantes, es decir, que el arco SIN es la 
medida del ángulo A; luego MN =  A.

Siendo B' el polo de AO, B'N es un cua
drante y lo mismo, siendo O' el polo de AB, C'M es un cuadrante; 
luego:

B'N +  O'M =  180°.

Pero se tiene

A =  MN =  MO' -  NO' =  MC' -  (B'C' -  B'N),

o bien
A =  90° -  (B'C' -  909) =  180° -  B'C'.
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Figura 144

F igura 145



Lo mismo se demostraría para los demás ángulos, y llamando a’ b' 
y & los lados del triángulo· A' B' O' polar de ABO, se tiene
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A =  180° -  a', B == 180° -  V, C =  180° -  c!

a’ =  180° -  A, b' ^  180° —B, c' — 1809 -  O.

Lo mismo se demuestra con respecto a los ángulos. Tomando la 
misma figura 145, se tiene qué la medida del ángulo A' es HL, por 
ser A' un polo de BO. Y se tiene :

A' =  HL =  HO + OL == HO + BL — BC,

pero por ser O polo de A'B', HO =  90°, y por ser B, polo de A'C', 
BL =  90°, luego:

A' =  180° -  BO =  180° r- a, 

y en forma análoga se tendría,

B' =  180° -  b, O' =  180° -  o, 
o

a =  180° -  A', _b =  180° -  B', c =  180° -  C'.
c-

278. Un triángulo esférico está en general individualizado, cuando 
se conocen tres de sus seis elementos fundamentales: lados y ángulos, 
lo que indica que de las relaciones entre esos seis elementos, relacio
nes independientes entre sí, solamente pueden ser tres y no más 
de tres.

Determinaremos esas relaciones fundamentales de la trigonometría 
esférica,

279. Teorema (llamado teorema del coseno): En todo triángulo esfé
rico, el coseno de un lado es igual a la suma de los productos de los eo-t 
senos de los otros dos, con el de los senos de esos dos por el coseno del 
ángulo comprendido, — Vale decir que:

eos a =  eos b eos c +  sen b sen c eos A.

Admitamos primero que b y c son menores que un cuadrante, es 
decir, b <  90° y c<90°. Sea el triángulo ABO (fig. 146) que pertenece

o
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a una esfera de centro O y radio igual a la unidad. Tracemos en A 
las tangentes a los lados b y e  y sean ellas respectivamente AE y AF, 
La A ^  se encuentra con el radio 0 0  
prolongado, por ser dos rectas que 
están en un plano. Sea E el punto 
de encuentro. Lo mismo, la tangen
te al lado c se encuentra con la pro
longación del radio OB, por estár 
las dos rectas en el plano del círculo 
correspondiente al lado c. Sea F el 
punto de encuentro. El ángulo EAF mide el ángulo A del triángulo 
esférico. Uniendo E con F se tiene en la figura 146:

y aplicando el teorema del coseno a los triángulos planos EOF y 
EAF, se tiene, observando que el ángulo EOF está medido por a :

y teniendo en cuenta que

se tiene restando:

0 =  1 +  1 — 2 0 E . OF eos EOF + 2AE . AF eos E AF,

o b ien :

o también:
eos a  =  cos b cos c +  seif b  sen o cos A . ( 1)

Figura 146
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Pero habíamos supuesto que δ <  90° y o <  90°, Vamos a mostrar 
que la fórmula es general. En efecto, supongamos (fig. 147), que es

δ >  90° y o <  90° y sea el triángulo ABQ¿ Com
pletemos el uso correspondiente al ángulo C 
y tendremos el triángulo ABC', que tiene el 
lado fc,< 90°, el lado a' =  BC' == 180° — a, el 
lado y  =  AC' — 180° — δ, menor que 90°, por 

Figura i47 ser b >  90°, El ángulo, C' =  C, y los ángulos
A' =  180° — A, B' =  180° — B. El triángulo 

ABC', tiene dos lados b' y c, menores que 90°, luego podemos apli
carle la relación (1) y se tiene :

eos a! =  eos y  eos c + sen bf sen c eos A',
pero es:

cos:u' =  eos (180o — a) =  — eos a, eos A '=  eos (180° — A) =  — eos A, 
eos b' =  eos (180° — b) =  — eos δ, sen b' =  sen{180° — b) =  sen δ,

y reemplazando y cambiando de signo:

eos a=cos δ eos o-f sen δ sen 4? eos A.

Supongamos ahora (fig. 148), que 
δ >  90°, c >  90°. Y completemos el uso 
correspondiente al ángulo A, se tiene 
que el triángulo A'BC tiene dos lados δ' =  180° — δ, y c' = 180° — c7 
menores que 90°; luego podemos aplicarle la relación (1) y tenemos

eos a =  eos bf eos c' +  sen δ' sen & eos A'

pero es

eos b' — ~  eos δ, eos c' =  — eos o, sen δ' =  sen δ,

luego:
sen o' =  sen c, eos A' eos A 

eos a =  eos δ eos c -f sen δ sen o eos A

y la fórmula es general. Se puede obtener en la misma forma para los 
lados δ y o y se tiene así el primer grupo de fórmulas fundamentales, 
que demuestran el teorema.

F i g u r a v  1 4 8
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í eos a =  eos b eos o -f sen b sen c eos A
I . < eos b =  eos a eos c -f seh a sen c eos B

( eos c — eos a eos b -f sen a sen b eos C.
$

Es fácil ver que las fórmulas valen aún en el caso que uno de los 
lados 6 o o o los dos, valgan un cuadrante, puesto que son válidas 
para valores de b y c mayores o menores de 90° y tan próximas a 90° 
como se quiera.

En efecto, consideremos el triángulo de lados a (90° ±  σ), y c, e in
diquemos con A t el ángulo opuesto al lado a, que vale A cuando σ =  0. 
Se tiene:

eos a =  eos (b +  σ) eos c +  sen (b +  σ) sen c eos Ax,

pasando al límite, para σ =  0, se tiene la fórmula del grupo I, y lo 
mismo puede hacerse para el lado c.

280. Teorema (llamado teorema del seno): En todo triángulo esfé
rico, los senos de los lados son directamente proporcionales a los senos 
de los ángulos opuestos. — De la fórmula:

eos a ;== eos b eos c +  sen b sen c eos A,
se saca

y

y entonces, reemplazando sen2 b y sen c2 respectivamente por 
{1 — eos2 b) y (1 — cos2c), se tiene, dividiendo por sen2^:

Pero esta fórmula es simétrica con respecto a a, b y c; luego, si 
partiendo de la 2a y 3a del grupo I y por un camino igual, calcula

sen2 B sen2 Om os-----rr- y ---- — j obtenemos el mismo resultado, es decir que*:seiro sen2 c
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Y como los lados y los ángulos en un triángulo esférico son meno
res que 180°, el seno de cada uno de los lados y ángulos es siempre 
positivo, y las igualdades anteriores pueden escribirse

281. Tomando el polinomio:

P =  1 — eos2 a <— eos2 b eos2 c -f 2 eos a eos b eos c,

agregando y restando eos2 a eos2 6, se tiene

P =  1 — eos2 a — eos2 b +  eos2 a eos2 b —
— (eos2 c +  eos2 a eos2 6 — 2 eos a eos b eos c)7

o bien

p  == (1 T- eos2 a) (1 eos2 6) — (eos e ,-r eos a eos 6)2, 
ó

P =  sen2 a sen2 b — (eos e ^  eos a eos 6)2,

y transformando la diferencia de cuadrados en suma por diferencia :

P =  (sen a sen b + eos c eos a eos b)
(sen a sen b — eos c +  eos a eos b)T

que puede ponerse:

p  =  [eos o — eos (a +  6)] [eos (a — b) — eos c], 

y transformando en productos las diferencias de cosenos:

Llamando 2p al perímetro del triángulo, se tiene

a +  6 +  o =  2p, 
b -f o — a =■■ 2 (p — a), 
a + c — 6 =  2 (p —6), 
a +  6 — o =  2 (p — o).
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Y la fórmula se transforma:

P =  1 — eos2 a — eos2 b — eos2 c +  2 eos a eos b eos c =
=  4 sen p  sen (p — a) sen {p — 6) sen (p — c).

Y por lo tanto, poniendo :

H s= foenzp sen (p — a) sen (_p — 6) sen (p *- c),

se obtiene: 

o también

Las relaciones del grupo II, pueden escribirse todavía en la forma 
siguiente:

282. Relaciones entre cinco elementos. — Tomemos la primer rela
ción del grupo I :

eos a =  eos b eos c -1- sen b sen c eos A,

y reemplacemos eos c por un valor sacado de la 3a del grupo I, se 
tiene

eos a =  eos a eos2 b +  sen a sen b eos b eos C 4- sen b sen c eos A 

o bien

eos a (1 — eos2 b) =  sen a sen b eos 6 eos O -f sen b sen c eos A

poniendo en lugar de (1 — eos2 b) su igual sen2 b y dividiendo todo 
por sen 6, se tiene:

eos a sen b =  sen a eos b eos O + sen c eos A.



Análoga a ésta, conteniendo tres lados y dos ángulos, obtendríamos 
otras cinco relaciones, con lo que formamos el siguiente grupo de 
fórmulas:

eos a sen b sen a eos b eos C +  sen c eos A, 
eos a sen c =  sen a eos c eos B +  sen b eos A, 
eos b sen a — sen b eos a eos G +  sen c eos B, 
eos b sen o sen b eos e eos A +¿sen a eos B, 
eos c sen a =  sen c eos a eos B + sen b eos C,

* eos c sen b =  sen c eos b eos A +  sen a eos C.
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283. Como estas fórmulas son homogéneas respecto a los senos de 
los lados, se tiene, poniendo

sen a =  k sen Á, sen b =  k sen B y sen c =  k sen G
*

deducidas del grupo ΙΓ, llamando k a la relación constante
sen b sen c ,-----— = -----— — k, y reemplazando en el gruposen B sen G ? J & 1
sen c y suprimiendo el factor común k, se tiene

III sen a, sen b y

284. Teorema (llamado de la cotangente): En todo triángulo esfé
rico , entre dos lados, el ángulo comprendido y el ángulo opuesto a uno 
de ellos, existen las relaciones siguientes :
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Tomemos la I a del grupo I I I :

eos a sen b =  sen a eos 6 eos O -f sen c eos A,

dividiendo por sen a, se tiene:

. i i ^  sen cetg a sen b =  eos b eos C H--------eos A.sena

sen c sen OP e ro ------= --------f luego, pasando al primer miembro al 2o términosen a sen A 7

del segundo miembro se tiene

ctg a sen b — etg A sen G =  eos b eos O, 

y  en forma análoga para las demás y obtenemos el grupo V. ^

285. Relación entre los tres ángulos y un lado. — Demostraremos 
que entre los tres ángulos y un lado, en un triángulo esférico, valen 
las relaciones siguientes:

Í cos A =  — eos B eos G -f- sen B sen G eos a,
eos B =  — eos A eos G 4- sen A sen G eos 6,

eos G =  — eos A eos B +  sen A sen B eos o,
•es decir, que en todo triángulo esférico, el coseno de un ángulo es 
igual a menos el producto de los cosenos de los otros dos, más el 
producto de los senos de sus otros dos ángulos por el coseno del lado 
opuesto al primer ángulo.

Consideremos un triángulo ABG, cuyos lados sean a, b y c y sus 
ángulos A, B y C y tomemos el triángulo polar que llamaremos A'B'C', 
y  sean a', 6', c' sus lados y A', B', C' sus ángulos. Se sabe que:

a' =  180° — A, b' =  180° — B, & =  180° -  O.
A '= 1 8 0 ° - α ,  B' =; 180° — 6, C' =  180° -  c,

y  apliquemos a este triángulo polar, el teorema del coseno. Se tiene:

eos a' =  eos b' eos c' + sen 6' sen & eos A'.

Pero es

25



— 386 —

luego reemplazando y cambiando los signos:

eos A =  ^  eos B eos C +  sen B sen C eos a ?

y lo mismo para las otras relaciones, partiendo del coseno de W y

286. Ángulos auxiliares de edículo. Las fórmulas que anteceden 
de I a VII, con excepción del grupo II, no son calculables por lo
garitmos. Se pueden transformar utilizando ángulos auxiliares d$ 
cálculo. Por ejemplo tomando

Si hacemos

y ahora

Y determinados u y m, se tiene

Muchas veces resulta cómodo este artificio.

y

y

Donde m y u son dos cantidades desconocidas, que se tiene que 
determinar, para lo cual se tiene j



CAPITULO II
FÓRMULAS RELATIVAS AL TRIANGULO RECTÁNGULO

Y AL RECTILÁTERO

287. Suponiendo que A sea el ángulo recto en un triángulo esfé
rico rectángulo, las fórmulas de los grupos I  a VI se simplifican. 
Obtendremos 10  fórmulas, que es el número de combinaciones de cin
co elementos, tomados de tres en tres. Bastará hacer eos A =  0, 
sen A =  1 y se tiene

a) La primera del grupo I nos d a :

1 ) r eos a =  eos b eos c.

El grupo II nos da, haciendo sen A =  1  :

2) sen b =  sen a sen B
3 ) sen c =  sen a sen C.

La primera y segunda del grupo III, nos d an :

eos a sen b =  sen a eos b eos C, 
eos a sen c = sen a eos c eos B,

de donde se obtiene :

4)
5 )

tg b =  tg a eos C, 
tg c =  tg a eos B.

La 4a y la 6a del grupo V nos d an :

ctg b sen c =  ctg B, 
ctg c sen b =  ctg C,

o bien

tg 6 — sen c tg B, 
tg c =  sen b tg O.

6)
7)
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La primera del grupo VI nos d a :

8) eos a =  ctg B ctg O,

Y la 2 a y 3a del mismo grujió VI nos dan :

9 ) eos B =  eos b sen C,
10 ) eos O =  eos c sen B.

Las que expresan lo siguiente, para todo triángulo esférico rec
tángulo :

1 . En todo triángulo esférico, el coseno de la hipotenusa es igual 
al producto de los cosenos de los catetos.

2 y 3. El seno de cada cateto es igual al seno de la hipotenusa por 
el seno del ángulo opuesto al cateto.

4 y 5. La tangente de un cateto es igual a la tangente de la hipo-' 
tenusa por el coseno del ángulo adyacente al cateto.

6 y 7. La tangente de un cateto es igual al producto del seno del 
otro por la tangente del ángulo opuesto al primero.

8 . El coseno de la hipotenusa es igual al producto de las cotan
gentes de los ángulos adyacentes.

9 y 10. El coseno de un ángulo oblicuo es igual al producto del 
coseno del cateto opuesto por el seno del otro ángulo oblicuo.

288. T e o r e m a . : En todo triángulo esférico rectángulo, o todos sus 
lados son menores que un cuadrante o uno solo. — En efecto, tomando 
la igualdad

eos a =  eos b eos c

deben ser, o todos los factores positivos, o dos negativos. Para que 
ocurra lo primero deben ser a, b y c, menores que un cuadrante. Para 
que ocurra lo segundo, deben ser entre a, 6 y c, dos de ellos mayores 
que 90° o uno sólo menor de 90°, lo que demuestra el teorema.

289. T e o r e m a  : En todo triángulo esférico rectángulo, los ángulos 
oblicuos son de la misma especie que los catetos opuestos. — Es decir, 
que según que un cateto es mayor o menor que un cuadrante, el ángulo 
opuesto es mayor o menor que 90°.

En efecto, tomando las (6 ) y (7) del n° 287, puesto que el seno de un 
cateto es siempre positivo, pues fry c son menores que 180®, resulta
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que tg b y tg B tienen el mismo signo; luego si b <  90°, debe ser 
B <  90e'y si 6 >  90°, debe ser B >  90°. Y lo mismo para el cateto c y 
el ángulo C. Lo que muestra el teorema.

290. Regla de Neper. — Neper ha dado una regla práctica para 
obtener estas diez fórmulas. Es la llamada regla del pentágono de Ne
per y consiste (fig. 149), en poner sobre los vértices 
de un pentágono y siguiendo el contorno del trián
gulo en cualquier sentido, los elementos del triángu
lo, salteando el ángulo recto y teniendo cuidado de 
poner, en lugar de los catetos b y c, los complemen

tos como indica la figura. Se tie

ne así el pentágono de Neper. Y en ese pentágo
no, el coseno de un elemento es igual al producto de 
la& cotangentes de los elementos adyacentes y también 
al producto de los senos de los elementos opuestos. 
Así, por ejemplo, se tiene:

eos a =  ctg B ctg C,
o también:

La primera nos da la fórmula (8) y la segunda nos da la (1) del n° 287.
Aplicando sucesivamente esta regla a cada uno de los vértices 

del pentágono, formamos el cuadro siguiente, donde se da el número 
de la fórmula que habíamos encontrado:
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a

--------- - *  --------------- “ ■ . '■ V ...................... . 1— --------- ·α  ■ ■ !■■«* ------------------------------------- - ■ I . ■ .— . ------------—

eos a  =  ctg B ctg C eos a  . = =  ctg B ctg G (8) 

eos a  =  sen —  b j  sen — c j  Cos a  =  eos 6 eos c  (1)

B
cos B =  etg a  ctg ^  — cj 

cos B =  sen ^  — ¿>j sen C

tg o —  tg a  cos B (5) 

cos B =  cos b sen G . t (9)

π
2 ~  °

• \

eos -  c) =  ctg B ctg (φ  -  bj 

eos í —  cj  =  sen a  sen 0

tg 6 t= sen c tg B (6) 

sen Ct =  sen a  sen C (3)

I - *
cos -  fcj =  ctg -  cj ctg 0  

cos —  b j  =  sen a  sen B

tg c =  sen b tg G (7) 

sen b * =  sen a  sen B (2)

0
eos C =  ctg a ctg ^  - -  bj 

eos G =  sen —  c ] sen B
__________ _ A 2 . ,  . i  ;  _____________

tg b =  tg a cos 0 (4) 

eos 0 =  cos c sen B (10)

2 91 . Las fórmulas que vinculan los elementos en el triángulo 
esférico rectángulo pueden transformarse en otros que muchas veces 
resultan convenientes para el cálculo.

Así por ejemplo, de Ja relación (1) del (nd 287) se saca:
i

eos aeos c = -----Tfeos b

y como por otra parte :

resulta
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y  en forma análoga, podríamos haber obtenido

b i / λ — o o +  o
tg2 =  | / tg — t g — ’

donde sólo hay que tener en cuenta el signo +  del radical, puesto
b cque siendo los lados oye ,  cada uno menor que 180°, -  y -  resultan
Δ Z

menores de 90° y sus tangentes son positivas.

2 9 2 . La relación (2) del (n° 287) nos d a :

sen b sen a = -----—>sen B

y como por otra parte, se tiene:

tg (4 5 » + í )  =  ±  | / 1 ± ^ ,\  2 /  Π  T  s e n «  /  -f -
í

Y si hubiésemos partido de la relación (3) del (n° 287) habríamos obte 
nido por el mismo camino :

293. La relación (4) del (n° 287) nos d a :

y como

resulta

resulta, reemplazando sen a :
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y análogamente, de la (5) del (n° 287)

Partiendo de la (6) del (n° 287),

y se tiene:

y entonces:

y análogamente:

294. La fórmula (9) del (n° 287) nos d a :

luego:

y análogamente:

295. Otra forma de obtener las fórmulas para el triángulo rectángu
lo. — Hemos obténido las fórmulas fundamentales, partiendo de las 
fórmulas fundamentales de la trigonometría esférica. Se pueden ob-

i

tener directa e independientemente de ellas. 1
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Sea un triángulo rectángulo ABO, (fig. 150), donde A es el ángulo 
recto, O el centro de la esfera a la que pertenece el triángulo.

Supongamos en primer lugar que los lados 
sean cada uno menor que 90°. Por un punto M 
de la arista del triedro que proyecta al trián
gulo desde el centro de la esfera, trazamos la 
normal MP a O A y de P la perpendicular 
PN a OB.

Por el teorema de las tres perpendicula
res, resulta MN normal a OB, lo que quiere
decir que el ángulo MNP mide el ángulo B del triángulo. Siendo 
el ángulo MPN recto en P, se puede escribir :

de donde

que es la (1) del (n° 287).
De los triángulos OMP, OMN y MPN, sacamos:

Luego

que es la fórmula (2) del (n° 287).
En una forma completamente análoga habríamos obtenido

sen c =  sen a sen O que es la (3) del (n° 287).

Tomemos ahora
eos a =  eos b eos e 

• sen b =  sen a sen B

y eliminando b, para lo cual se tiene:
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luego es

o bien
r

eos2 a +  sen2 a eos2 c *+ eos2 c == sen2 a eos2 c eos2 B, 

y también

como a, o y B, son menores que 90°, se tiene:

tg c =  tg a eos B
que es la (5) del (n° 287).

En forma análoga habíamos encontrado :

tg b = tg a eos C
que es la (4) del (n° 287)<

Tomando ahora las fórmulas :

sen b =  sen a sen B, 
tg c =  tg a eos B,

eliminamos a, para lo cual, puesto que eos ar =  eos b eos c9 se tiene

de donde:

luego:

que es la (6) del (n° 287).

de donde
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Y análogamente habríamos obtenido:

tg o =  sen 6 tg O
que es la (7) del (n° 287).

De estas dos últimas obtenemos, multiplicando miembro a miem* 
bro, expresando la tg en función de seno y coseno y dividiendo por 
«1 producto sen b sen c :

se tiene 

y siendo

dividiendo se tiene:

y puesto que eos a =  eos b eos c, resulta:

eos B =  eos 6 sen C
que es la (9) del (n° 287).

Y en forma análoga
eos C — eos c sen B 

que es la (10) del (n° 287).
Pero hemos demostrado hasta ahora, sobre la base de que los la

dos son menores que un cuadrante. Con un razonamiento análogo al 
seguido para las fórmulas fundamentales, se muestra que las fórmulas 
son generales.

y  siendo eos a =  eos b eos c, se tiene, in virtiendo :

eos a =  ctg B ctg O,
que es la (8) del (n° 287).

Tomando nuevamente:
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2 9 6 . Fórmulas relativas al triángulo esférico rectilátero. ■*— Un 
triángulo esférico se llama rectilátero cuando uno de sus lados es 
igual a 90°. Y es evidente que el triángulo polar de ún triángulo 
rectilátero es un triángulo rectángulo, y es claro que una manera de 
resolver el triángulo rectilátero es pasar al polar/ resolver éste y 
luego volver al primero*.

Pueden, sin embargo, obtenerse las fórmulas que lo resuelven di 
rectamente, para lo cual basta hacer a =  90° en las fórmulas gene
rales del triángulo esférico, lo que equivale a tomar en ellas eos a =  O 
y sen a =  1 , y así se obtiene :

La Ia del grupo I  nos d a :

1. eos A =  — ctg b ctg c.

El grupo II, nos da :

2. sen B =  sen b sen A,
3. sen C =  sen c sen A.

La 3a y 5a del grupo III nos dan, respectivamente:

4. eos b =  sen c eos B,
5. eos c == sen b eos O.

La I a y 2a del grupo IV nos dan, respectivamente:

6 . tg B =  — eos c tg A,
7. tg O =  — eos b tg A.

La 3a y 5a del grupo V nos dan

8 . tg B =  tg b sen O,
9. tg C — tg c sen B.

Y finalmente la I a del grupo VI nos d a :

10. eos A  =  — eos B eos O.



CAPITULO III

RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS ESFÉRICOS RECTÁNGULOS

297. Cuando se dan solamente lados y ángulos del triángulo esfé
rico rectángulo, se presentan seis casos distintos, según sean los ele
mentos que se dan, a saber:

I o Dos catetos.
2o Un cateto y la hipotenusa.
3o Un cateto y el ángulo oblicuo adyacente.
4° Un cateto y el ángulo opuesto.
5o La hipotenusa y un ángulo oblicuo.
6o Los dos ángulos oblicuos.

Trataremos separadamente cada uno de estos casos.

298. Primer caso : Resolver un triángulo esférico rectángulo, cono
ciendo los dos catetos. — Resolución: Sean los catetos b y c los ele
mentos conocidos. Se desconoce la hipotenusa a y los ángulos B y C. 
Se tiene, según las fórmulas del n° 287.

eos a =  eos b eos c

Se ve que el problema es siempre posible y admite una sola solución, 
pues siendo eos b y eos c cada uno menor que 
uno, el producto será menor que la unidad y 
habrá un solo valor para cosa y por consi
guiente para a.

Estando los valores de B y C dados por sus 
tangentes, siempre será posible encontrar un 
valor, y uno sólo, para B y C y estos valores se 
obtienen sin ambigüedad. En cuanto al cua
drante de B y C es el mismo respectivamente que el cuadrante de 
b y de c.
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Para verificar si se ha calculado bien, puede usarse la fórmula:

eos a =  ctg B ctg O.

Observación. — Si los valores de 6 o o fuesen pequeños, eos b y 
eos c no se conocerían con bastante aproximación y ¿os a no quedaría 
bien determinado. En tal caso, puede calcularse primero el ángulo B 
o el ángulo O y luego calcular a por alguna de las relaciones si
guientes :

o bien

Ejemplo : Resolver un triángulo rectángulo, conociendo :

6 *= 82°20'18" 
c =  41014'16".

Cálculos auxiliares 

log eos b

logeos 82°20' =9.12519 Δ =  94
1 0 " =  16

8" =  13
log eos b =9.12490

log sen b

log sen 82°20' =9.99610 Δ =  2
para 18" = _____ 1

log sen 82°20'18" =9.99611

log tg b

log tg 82°20' =0.87091 Δ =  96
para 1 0 " =  16

» 8" =______13
log tg 6 =  0.87120

Cálculos definitivos

C08 <t

log eos a =  log eos 6 +  log eos e
i  ■■ ■ · ■ . μ - . i .  . . ■ l I ■ J i ■ ■ J ■

log eos b =  9.12490 
log eos c =  9.87621
log eos a =  9.00111

para 9.00207 a =  84°14' Δ =  125 
l 83 =  40"
f 13 =  6"

a =84°14'46" 

tg B

log tg B =  log tg 6 — log sen c
log tg 6 =  0.87120 
log sen c =  9.81900
log tg B =  1.05220
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log e09 o B

log eos 41°14' ^9.87624 Δ =  11 
para 1 0 " =?? 2 

» 6" =  1

para 1.05083 84°55' Δ =  144 
i para 120 50"
( » 17 7'*

log eos 41°14'16" =  9.87621 B =  84°55'57"

log sen o tg C

log sen41°14' =9.81897 Δ =  14 
para 1 0 " =  2 

» 6" =  1 

log sen 0=9.81900

log tg 0  =  log tg o — log sen b 
log tg o =  9.94280 
logsení) =  9.99611
log tg C =  9.94G69

log tg o c

log tg 41 °14' ==9.94273 Δ =  26 
para 10" =  4 

» 6" =  3

para 9.94655 C =  41°29' Δ =  26 
í para 13 30" 
f » 1  2"

log tg c =  9.94280 C =  41°29'32"

Comprobación 

eos a =  ctg B ctg C

log ctg B log eos a

para 84°55' =8.94917 Δ =  144 
» 50"= 120 
» 7"=  17

log ctg B =  8.94780

log ctg B =  8.94780 
Jog ctg C =  0.05331
log eos a =  9 .0 0 1 1 1

log ctg C

para41°29' =^0.05345 Δ=±—26 
» 30"= 13 
» 2" =  1

log ctg 0 =  0.05331
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299, Segundo caso : Resolver un triángulo esférico rectángulo cono
ciendo la hipotenusa y un cateto. — Resolución : Conocemos la hipote
nusa a y el cateto 6. Desconocemos el cateto ó y los ángulos B y C.

Aplicando la regla de Neper, o sino directamente por las fórmulas 
n° 287, se tiene:

eos a = eos b eos c de donde eos aeos C  = -----Jeos b (1 )

sen b =  sen a sen B ' de donde ^  sen bsen B = ------sen a (2)

eos C =  ctg a tg b o bien n tg 6cosC —· 
t g e (3)

Discusión. — Los datos a y b deben ser, desde luego, cada uno
menor que 180°. Si a y b fuesen iguales se tendría un triángulo 
trirrectángulo que naturalmente no ofrece ninguna dificultad.

Si a y b son suplementarios, el triángulo se reduce a un huso recto 
y no lo consideramos como triángulo. Vale decir, que eliminamos los 
casos en que a sea igual a b o suplementario con 6.

Como una verificación de los cálculos puede aplicarse la fórmula

eos C =  eos c sen B.

Para que el problema sea posible es necesario que los segundos 
miembros de las relaciones (1) (2) (3) sean menores que la unidad, y 
puesto que a y b son positivos y menores que 180°, basta que se tenga

sen h
----- <  1sen a

o bien
sen b <  sen a.

Para que esto se verifique, debe tenerse:

si b <  90° debe tenerse 6 <  a <  180° — 6 

» b >90° » » 6 >  a >  180° — 6.
t

Y verificándose esta condición, se tiene

sen2 b <  sen2 a (4 )
es decir

1 — eos2 b <  1 — eos2 a
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o sea
eos2 6’>  eos2 a (o)

y el valor de eos c dado por la (1) resulta menor que la unidad.
Y dividiendo ordenadamente la (4) por la (5) se tiene con mayor 

razón
tg2 6 <  tg2 a

y también el valor de eos C resulta menor que la unidad.
Luego, laq u ea  condición para que el problema admita una solución¿ 

y una sola, es que a esté comprendido entre b y (180° — b).

Observación. — Cuando los valores de a y de 6 son poco diferentes, 
eos c difiere poco de 1 y queda entonces mal determinado por su cose
no. En tal caso es conveniente aplicar las fórmulas:

Es fácil ver que discutiendo estas fórmulas, se llega al mismo resul
tado del anterior. En efecto, tomemos el primer valor, dado por n° 291:

a + b a — b
para que exista, debe tenerse tg —-— y tg —-— del mismo signo.

2¡ Δ

* íi b . . _ a -l·· (jSi se tiene a >  6, tg :—-— es positiva, luego debe serlo tg —-— >

vale decir

o

30
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o,. 7 , α — b ,  ̂ α +  6 . .Si se tiene a <  o, tg —-— es negativa, luego tg —-— debe ser
negativa y por lo tanto

O

es decir, que a debe estar comprendido entre b y (180° — b).

Ejemplo : Resolver un triángulo rectángulo conociendo:

a =  40°25'12"
„ b =  30°20'15"

Por estar a comprendido entre
y

b =  30°20'15"
y

180° -  6 =  149°39'4δ"

el problema admite una sola solución.

Cálculo de c : *
eos aeos c = ------·eos ó r

log eos a

log eos 40°25' =  9.88158 Δ =  -  10
para 10" =  2

»  2" ................... = _________

log eos a ........  =¿9.88150

log eos b

log eos 30°20' =  9.93600 A =  -  7
para 15"...........  =  2
log eos b =  9.93G04



Cálculo de B

—  403 —

l o <) (‘OH c

log eos a. 
log eos b . . . .
log eos c . . . .

=  9.88156 
=  9.93604
=  9.94552

Para 9.94553 
para 1

c . .

28°06' Δ =  7 
07"

=  28°06,07,/

sen B = sen b
sen a

log sen b

log sen 30°20' 
para 10 "

» 5'
log sen b

= 9.70332 
=  4
=  2

=  9.70338

Δ =  2 1

log sen a

log sen 40°25' 
para 1 0 "

» 2"

log sen a .

=  9.81180
=  3
=  _____ 1

=  9.81184

Δ =  15

log sen B

log sen b . 
log sen a. .
log sen B

=  9.70338 
=  9.81184
=  9.89154

Para 9.89152. . 
para 2 . .

B. .

B

= 51°10'
09'

Δ =  10

=  51°10'09"
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Y puesto que B y 6 deben estar en el mismo cuadrante, el va
lor de B es 51°10'09".

Cálculo de C : eos C = tg b 
tg a

lop tg h

log tg 30°20'. . .  
Para 10"

» 5"
log tg 6 ...............

9.76725 Δ =  29 
5 1

______3
9.76733

log tg a

log tg 40°25'
Para 1 0"

» 2"

log tg a ............

=  9.93022 Δ =  26
=  4
=  1

=  9.93027

log coa C

log tg b ..................... =  9.76733
log tg a ..................... =  9.93027
log eos O..................  =  9.83706

€

Para 9.83715 
» 9

C.

46°35' Δ =  14 
40"

46°35'40"

Comprobación
eos C =  eos c sen B

log eos c ................... =  9.94552
log sen B ................  =  9.89154
log eos O =  9.83706



— 405 —"

Resolveremos ahora el mismo problema, aplicando las fórmulas 
estudiadas y con los mismos datos:

a =  40°25'12" 
b =  30°20'15"

Cálculos auxiliares
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300. Tercer caso : Resolver un triángulo rectángulo, conociendo un 
cateto y el ángulo agudo adyacente.

Resolución. — Sea b el cateto conocido y O el ángulo agudo. Des
conocemos la hipotenusa a, el cateto c y el ángulo B.

Aplicando la regla del pentágono de Neper o las fórmulas dadas 
por n° 287 se tiene:

tg beos G =  tg b ctg a de donde tg a = ----—

En cuanto a los valores de a y de c, siempre existirán, y no hay 
ambigüedad en cuanto a su cálculo.

Se obtiene siempre un solo valor para a y  c. Para el cálculo de B, 
siempre se obtiene para eos B un valor menor que la unidad, por ser 
el producto de dos cantidades menores que 1 y tampoco puede haber 
ambigüedad en cuanto a la determinación de B.

Si eos B es positivo, entonces B está en el primer cuadrante, y si 
eos B es negativo, B está en el segundo cuadrante. Por otra parte, 
puesto que sen G es siempre positivo, por ser C menor que 180°, re
sulta que el signo de eos B es el mismo que el de eos 6, o bien B y b 
están siempre en el mismo cuadrante.

sen b =  tg c ctg G 
y además n° 287 fórm. (9).

eos G
de donde tg c =  sen b tg G 

eos B =  eos 6 sen G.

Rl problema es siempre posible y admite una sola solución.

— 408 —
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Como una comprobación de los cálculos, se tiene:

tg c = tga  eos B.

Observación. — Si el ángulo B, estuviese mal determinado por 
eos B, se calcula primero el valor de tg a y luego se calcula B por la 
fórmula

o también, después de calcular c se puede calcular B por

Ejemplo : Resolver un triángulo rectángulo, conociendo

b = 51°31'55"
C =  78°37'34".
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301. Cuarto caso ; Resolver un triángulo rectángulo conociendo un 
cateto y el ángulo opuesto. Resolución: Sean b y B los elementos
conocidos. Desconocemos a, c y O.

Aplicando la regla del pentágono de Neper o las fórmulas dadas 
por n° 287 se tiene :
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Discusión. — Los valores de los elementos desconocidos, vienen 
dados por sus senos y entonces se obtienen para cada uno de los ar
cos a, c y O, dos valores positivos menores que 180°. Veremos cuán
do y cuáles de esos valores se pueden aceptar.

Consideremos:

I. B  <  90°. — Siendo B <  90°, consideremos distintos casos:
a) b <  B. En ese caso

sen b <  sen B

y se tiene entonces sena <  1, y se encuentran dos valores para a, 
uno agudo y otro obtuso. Y siendo a y c de la misma especie, pues es

eos a =  eos b eos c

siendo 6 <  90°, resulta eos.b positivo y por lo tanto a y c de la mis
ma especie, vale decir, para a agudo, c es también menor que 90° y 
si a es mayor que 90°, también c es obtuso, y por ser c y O también 
de la misma especie, se tiene en definitiva

a <  90°, c y O son también menores que 90° 
a >  90°, c y O » mayores » 90°

es decir, que el problema tienejio^soluciones.
b) b =  B. En ese caso se tiene

sen b = sen B

y resulta sen a =  1 o bien a = 90° y siendo a, c y C de la misma 
especie se tiene C 90° y el triángulo resulta bi-rectángulo y 
el problema admite una sola solución que es cabalmente un triángulo 
bi-rectángulo.

*izc) -  >  b >  B. Se tiene, sen b >  sen B y por lo tanto resulta
Δ

sen a >  1, es decir, que el problema no tiene solución.

II. B  >  .90°. — Si B es mayor que 90°, también se presentan va
rios casos:

7CI o) -  <  6 <  B, en ese caso se tiene sen 6 >  sen B y resulta 

sen a >  1, vale decir que el problema es imposible.
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2o) b =  B. Resulta en ese caso sen b =  sen B y por lo tanto

sen a = 1

y nuevamente como en el 2o caso anterior, se tiene un triángulo bi- 
rectángulo. A

3o) b >  B. En ese caso resulta, siempre sobre la base de ser B 
obtuso,

sen b <  sen B
y por lo tanto

sen a <  1

y el problema da dos yalores para «, uno menor que 90° y otro mayor. 
Se tiene

eos a =  eos b eos c

y siendo eos b <  0, resulta que a y e  son de especie contraria, es de
cir, que se tiene, puesto que c y C son de la misma especie:

si a <  90°, c y C son obtusos
» a >  90°, c y O » agudos.

En resuman, vemos que para que el problema admita solución, de
be tenerse que B debe estar comprendido entre b y 90° y verificándo
se esa condición, el problema admite 
dos soluciones.

Es fácil ver, por otra parte, que ello 
es así considerando el triángulo ABC 
(fig. 152) rectángulo en A.

Si prolongamos los lados a j e  hasta 
completar el huso en B', se ve fácilmente que el triángulo ABO, 
también resuelve el problema por tener el ángulo en B' igual a B y 
el lado AC =  6.

Se ve que tiene: Λ
B'C =  af =  180° -  a 
AB' =  & -= 180° -  c 

AC'B =  O' =  180° -  C.
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Observación. — Estándo los elementos incógnitos, calculados por 
sus senos, puede ocurrir que no queden bien determinados. En ese 
caso es preferible calcular por las fórmulas siguientes :

Ejemplo : Resolver un triángulo rectángulo, conociendo :

b =  106°38'46"
B =  105°48/ó2".

Se verifica que B está comprendido entre 106°38'46" y 90°. Luego 
el problema tiene dos soluciones.

log sen b

logsen 106°38'46" =  log sen (180° — ΙΟβ^δ^β") log sen 7&°21'14"

log sen 73°21'. 
para 14"
log sen b

=  9.98140 á  =  4
= ___________1 1
=  9.98141

log sen B

log sen 105°48'52 =  log sen (180° -  105°48'S2") =  log sen 74°11'0S"

log sen 74°11' =  9.98324 Λ =  3
para 08"............. =  —
logsen B. =  9.98324

log sen a

log sen ó................... =9.98141
log sen B ..................  =  9.98324
log sen a =  9.99817
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a

Si log sen a =  9.99817 a =  84°45'00".

Luego se tiene para a :

a =  84°45'00"
a' =  (180° -  a) =  95°15'00"

log tg b

log tg 106°38'46"= log [ -  tg (1 80° - 1 06°3S'45")] =  log [ -  tg 73°21'lá"] 

log -  73°21' =  0.52424 η Δ 46
para 1 0 " .......... =  8

» 4" =  3
lo g tg ¿ . .  =  0.52435 n

log tg B

tg 105°48'32" =  -  tg (180° -  105°48'52") =  -  tg 74°11,08/'

log -  tg 74°J V  =  0.54778 n A =  48
para 08" =  6

log tg B .. =  0.54784 n

log serte =  log tg b —  log tg B

Jog tg b ................... =  0.52435 n
log tg B. =  0.54784 n
logsenc................... =  9.97651

c

log sen c =  9.97649 c =  71°19'00"
para 2-.........................  =  ;30"

c =  71°19,30"
o también

A =  4

c' =  180° c =  108°40'30"
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log eos Β

eos 105°48'52" *= -  eos (180° -  105°48'52") =s -  eos 74°11Ό8"
/

log ( — eos 74°11)................  =  9.43546 η Δ =  44
para 08" =  — 6

log eos B ................. =  9.43540 n

log eos b

eos 106°38'46" =  -  eos (180° 106°38'46") =  -  eos 73°21'14"

° log eos 73°21')..............  =  9.45716 η Δ =  42
Para  1 0 " )  _

» 4") _______
log eos b .............................  =  9.45706 n

log 8en € =  log eos B  — log eos b

log eos B ..................  =  9.43540 n
log eos b . , . _____ . . =  9.45706 n
log sen C ..................  =  9.97834

C

Si log sen G =  9.97833 
para 1

o también
O' =  180°

O =  72°03' Δ =  4 
15"

O =  72°03'15"

C =  107°56'45".

Calcularemos ahora con las fórmulas:
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S ien d o:

n



4 1 8  —

Y también
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ó también
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302. 5 o Caso : Resolver un triángulo rectángulo, conociendo la hipo
tenusa y un ángulo agudo. — Resolución: Sea « y B los elementos 
conocidos.

Debemos calcular fe, c y C. Aplicando la regia del pentágono de 
Neper o las fórmulas n° 287, se tiene:

Sen b =  sen a sen B
eos B == ctg a tg c de donde tg c =  eos B tg a 

eos =  ctg B ctg C » ctg C =  eos a tg B.

Biscusióñ: El valor sen 6, será siempre positivo y menor que 1, 
por ser producto de dos cantidades positivas menores que la unidad. 
Se encontrarán para b dos valores, uno en el primer cuadrante y otro 
en el segundo; pero como b debe ser de la misma especie que B, sólo 
debemos aceptar un solo valor, aquel que esté en el mismo cuadrante 
que B.

En cuanto a los valores de c y O, siempre existirán, ya que están 
dados respectivamente por su tg y ctg. Y no hay ambigüedad en 
cuanto al cuadrante, pues si son positivas estarán en el primer cua
drante, y si son negativas en el segundo. Las mismas fórmulas que 
utilizamos para calcular c y O, nos muestran que tgc y ctgC tienen 
el mismo signo, puesto que tg a  y eos a tienen el mismo signo y lo 
mismo cosNB y tg B.

Luego el problema siempre admite una solución, y una sola.
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Observación. — En caso de que el lado 6, que se calcula por su seno, 
quede mal determinado, se puede proceder calculando primero c o C  
y luego, calculando b por cualquiera de las siguientes fórmulas

tg 6 =  sen c tg B o bien tg b =  tg a eos C.

Se pueden verificar los cálculos por'la fórmula :

tg c =  sen b tg C.

Ejemplo : Resolver un triángulo esférico rectángulo conociendo: 

a =  60°20'07" y B =  72Q04'20/>
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Comprobación 

tg o —  sen b otg C

log sen 6 . .  . . =  9.91737
lo g tg C .........................  =9.81538
log tg c =  9.73275.

303. Sexto caso: Resolver un triángulo esférico rectángulo, conociendo 
los dos ángulos oblicuos. — Aplicando la regla del pentágono de 
Neper o aplicando las fórmulas dadas en n° 287, se tiene:

eos a =  ctg B ctg C

eos B =  eos b sen C de donde . eos Beos b = -----—sen C

eos C =  eos c sen B » eos Ceos c = ----- -·sen B

Discusión: Como cada uno de los elementos incógnitos a, b y c, 
está determinado por el coseno, no habrá ambigüedad para determi
nar a, b y c siempre que el valor del respectivo eos sea menor que la 
anidad.

Necesitamos ver, entonces, que condiciones deben satisfacer B y C, 
para que los cosenos sean menores que 1 .

Tomemos la relación que nos da el eos b que podemos escribir:

, eos B eos B eos B
COS u —  _____  —  ______________ —  _____________ (

sen O eos (90° — O) eos (C — 90°)

Para que eos b <  1 , debe tenerse :

eos B <  eos (90° — C) y eos B <  eos (C — 90°) 

luego si C es menor que 90°, es decir, si (90° -  O) es positivo

90° -  C <  B <  180° ~  (90° -  O)
o bien

90° — C <  B <  90° -f C. (1)
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Si en cambio O es mayor que 90°, es decir si (O — 90°; es pqsitivoT 
debe tenerse:

O — 90° <  B <  180° -  (O -  90°)
o bien

O -- 90° <  B <  270° -  a  . (2)
) . ». »

•ir :

De la relación (1) sacamos:

B + O 9 0 ®  y B - C < 9 0 ° .  

Y de la relación (2) obtenemos

C — B <  90° y B -f O <270°.

Luego podemos resumir ésas condiciones en la siguiente forma :

90° B'-f C <  270°
B -  C <  90°. \

Cumplidas esas condiciones por los ángulos B y O, se tiene que : 

eos Bi í*í·- -----7= es menor que la unidad.sen O

, . . eos B ,. eos2 BAhora bien, s i ------  <  1, se tiene — <  1sen O sen2 O
es decir 

Y también

vale decir 

vale decir

y existe un valor único para eos c..
eos B etc BMultiplicando por — ̂  ^  <  1, se tiene — ~q <  1 etg B ctg C <  1;sen tg

luego el valor de eos a es menor que 1, y por lo tanto se encontrará 
un valor único para a.
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Luego, para que el problema tenga solución, es necesario y sufi
ciente que la suma de los ángulos agudos (B -f O) esté comprendida 
entre 90° y 270ó y que la diferencia entre él mayor y él menor sea 
menor que 906. Llenados estos dos requisitos el problema tiene una 
sola solución.

En general, para calcular los elementos a, b y c es preferible utili
zar las fórmulas dadas en n° 294 que nos dan b y c, y en cuanto a ay 
puede calcularse por la siguiente fórmula:

o bien

y resulta 

y para b y c habíamos obtenido:

Ejemplo : Resolver un triángulo esférico rectángulo conociendo :

B =  105°48'ó2" y C =  72°03'15"

log otg B  *

ctg 105°48'52" =  -  ctg (180° - 105°48'52") =  -  ctg 74°11'0S"

logctg 74°11' =  9.45222 Λ =  48
para 08" = 6
logctg 105°48'52"..................... =  9.45216 w
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log  eos b

Y calculando por las otras fórmulas, se tiene:
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CAPITULO IY

OTRAS FÓRMULAS DEL TRIANGULO ESFÉRICO EN GENERAL 
CALCULABLES POR LOGARITMOS

(FÓRMULAS DE DELAMBRE Y PE NEPER)

304. Expresión de ángulos en función de lados. *■*· Las fórmulas del 
grupo I (n° 279), vinculan los tres lados de un triángulo con un ángulo. 
Permiten entonces calcular los ángulos de un triángulo cuando se 
conocen los tres lados. Pero la expresión coseno del ángulo:

. eos a — eos b eos ceos A = ---------- :------------ Jsen b sen c

no es calculable por logaritmos. Vamos a obtener fórmulas que dan 
los ángulos en función de los lados, pero que se pueden calcular por 
logaritmos.

En efecto, recordando que:

se tiene :

o bien, transformando en producto la diferencia de cosenos,

Haciendo:
a +  b +  c = 2p.
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se tiene:

luego

Y hay que tener en cuenta sólo el signo +  del radical, pues en un
triángulo sen φ  es siempre positivo.

Si hubiésemos partido de la 2a o 3a del grupo I por un camino aná~
Blogo, habríamos obtenido fórmulas del mismo tipo para sen — y sen
2

Se tiene a s í:

305. Procediendo en la misma forma se tiene :

Y transformando en producto la diferencia de cosenos:

de donde

O
 l<n
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Donde hay que tener en cuenta sólo el signo más del radical,
'

porque el valor del ánguloes menor que 180° y por lo tanto — es menor
mi

que 90°. Procediendo en forma análoga con la 2a y 3a ael grupo I,
Ή Oobtenemos fórmulas del mismo tipo para eos — y eos —> y tendremos:
λ* 2

306. Dividiendo ordenadamente las fórmulas del grupo V II por 
las del grupo 7111, se tiene:

Fórmulas que permiten calcular los ángulos de un triángulo cuan
do se conocen los tres lados.

Siempre conviene utilizar el grupo IX, pues aparte de calcularse 
por la tg en lugar de sen o eos, es fácil ver que calculando por el 
grupo VII, se necesitan seis logaritmos, calculando por los del grupo 
VIII, se necesitan siete logaritmos, mientras que calculando por el 
grupo IX se necesitan sólo cuatro logaritmos.
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307. Si hacemos

Η =  ysenjp sen (p — a)sen(p — b) sen (p — c).

se tiene

308. Y haciendo

Tenemos:

Veremos en el n° 358 el significado de K.

309. Expresión de lados en función de ángulos. — Tomando la I a 
del grupo VI (n° 285), se tiene:

de donde

luego es

eos A =  — eos B eos C + sen B sen C eos a,



— 433

o  b ien

y  transformando en producto la suma de cosenos, se tiene:

Hemos llamado exceso esférico 2ε a

<le d o n d e :

Y tam bién

Luego

y  «en forma análoga para los otros lados, obteniéndose a s í:

Donde hay que tomar sólo el signo más para el radical, puesto que 
los valores de los senos de los lados y de la mitad de los lados son 
positivos.

28
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310. Análogamente tenemos :

o bien

Y transformando en produeto la suma de los cosenos, se tiene:

o bien

donde hay que tener en cuenta sólo el signo más del radical, ya que
el eos de la mitad de un lado es siempre positivo. En forma análoga

J) cse obtendría eos -  y eos -· Tenemos así
Z Z

311. Dividiendo ordenadamente cada una del grupo X II por 
cada una del grupo XIII, se tiene :

Donde sólo liay que tener en cuenta el signo positivo del radicaL



435 —

312. Se puede dar todavía otra forma de expresar lo mismo. y; * Γ 
Haciendo

Resulta

ε =  P _  90°

(A — ε) — 90° -  (P -  A), 
(B -  ε) -  90° -  (P -  B)y 
(O -  ε) =  90° -  (P -  O),

sen ε =  — eos P , 
sen (A — ε) =  eos (P — A), 
sen (B — ε) =  eos (P — B)r 
sen (O — ε) =  cos(P — G).

Y los grupos anteriores se transforman e n :
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313. Haciendo

h =  ]/ — eos P eos (P — A) eos (P — B) eos (P — O)

tenemos

314. Y haciendo

se tiene:

Veremos más adelante que R es el radio esférico del círculo cir
cunscripto en el triángulo (n°355).

Transformaciones mediante el empleo de ángulos auxiliares de cálculo

315. Transformación de las fórmulas que dan el coseno de un lado.— 
Tomando la I a del grupo I (n° 279), se tiene:

eos a =  eos b eos c +  sen b sen c eos A, 

que puede ponerse
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e introduciendo un ángulo auxilar φ tal

tg φ == tg 6 eos A,
se tiene:

o también

La (1) permite calcular a y la (2) calcular c. 
Primero hay que calcular φ.

(2 )

(1)

316. Transformación de fórmulas que dan el coseno de un ángulo. — 
Tomando la 3a del grupo VI (n° 285)

eos A =  — eos B eos O +  sen B sen O eos

puede escribirse

se tiene

o bien

según sea que se quiera calcular A o C.

317. Transformación de las fórmulas que vinculan cuatro elementos 
consecutivos. — La primera del grupo V (n° 284) podemos escribirla :

sen 6 ctg a =  eos 6 eos O +  sen C ctg A,

e introduciendo un ángulo auxiliar de cálculo φ, tal que:
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de donde:

e introduciendo un ángulo auxiliar de cálculo φ, dado por

se tiene:

o bien

Según se busque a o G.
Tomando la misma fórmula del grupo V, podemos escribir:

( ctfif a \sen b ---- — — eos 6)?
eos C /

e introduciendo uil ángulo auxiliar de cálculo φ1 dado por

se tiene:

o  b i e n

Según sea que se quiera calcular A o b.

A + B318. F ó r m u l a s  d e  D e l a m b r e . — Desarrollando sen — -— *
2

se tiene:

y reemplazando sen φ , sen eos φ  y eos 5 , por sus valores dados
2 2 2 ^
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por las relaciones de los grupos YII y V III (noe 304 y 305) se tiene:

o bien

y transformando en producto la suma de senos y teniendo en cuenta 
el valor del radical, según la 3a del grupo V III (n° 305), se tiene

o bien

y resulta

A — ΒProcediendo en orma análoga y desarrollando sen — -— >
Z

eos ^  ^  -  y eos — - se obtiene el siguiente grupo de fórmulas,

conocidas por fórmulas o análogas de Delambre.
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Es fácil recordar esté grupo de fórmulas. En efecto:
a) En los primeros miembros están los tres ángulos, y en los se

gundos los lados, con esta disposición :

A B a b
O c

b) Las únicas líneas que figuran son senos y cosenos. En los prime
ros miembros las líneas del numerador y del denominador son com
plementarias y en los segundos miembros son iguales.

c) Considerando los numeradores, a un signo más de un miembro, 
en el otro se tiene un coseno y recíprocamente a un coseno en un 
miembro, en otro se tiene signo más. A un signo menos en un miem
bro corresponde un seno en el otro miembro y recíprocamente a un 
seno en un miembro, en el otro se tiene signo menos.

319. F ó r m u l a s  d e  N e p e r . — Dividiendo la primera fórmula 
de Delambre por la tercera y la segunda por la cuarta; y divi
diendo luego la cuarta por la tercera e invirtiendo los términos y 
dividiendo finalmente la segunda por la primera e invirtiendo los 
términos, se tiene:
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(a )

(P )

(γ)

(δ)

Conocidas como fórmulas o analogías de Neper. Cada una vincula a 
cinco elementos del triángulo.

Dividiendo la (γ) por la (δ) [o la (a) por (β) e invirtiendo] se tiene:

Que dice que la tangente de la semisuma de dos lados es a la 
tangente de la semidiferencia de esos lados como la tangente de la 
semisuma de los ángulos opuestos es a la tangente de la semidiferen
cia de esos ángulos.

320. F ó r m u l a s  d e  R e i d t . — De las analogías de Delambre, se 
pueden obtener otras fórmulas dadas por Friedrich Reidt, que suelen 
ser útiles para la resolución de triángulos.

Para ello usaremos la siguiente abreviación:

A -f- a =  4$, B -f 6 =  4íq, C c =
A — a =  4 dj B — 6 =  4dly O — c =  4 d2.



Y tomando la segunda fórmula de Delambre (XX, n° 318), se tiene:

G /  C \ ■reemplazando eos — por sen (90° — —) y transformando en producto 

resulta

tg (45° -  s2) ctg (45° -  d2) =  ctg (« -  8X) tg (d -  áx). (a)

Tomando ahora la tercer fórmula de Delambre, se tiene:

tg (45° -  s2) tg (45° -  <Z2) =  tg (s +  sx) tg (d +  dt). (β)

Procediendo en la misma forma con la primera y cuarta de las fór
mulas de Delambre, se tiene respectivamente:

tg d2 tg s2 =  tg (459 -  8 -  dx) tg (45° -  «i -  d), (γ)

tg d2 ctg s2 =  tg (45° -  s + d±) ctg (45° + sx — d). (δ)

Multiplicando miembro a miembro la (a) con la (β)

tg2 (45° -  s2) =  tg (s +  *!■) ctg (s -  8t) tg (d +  dx) tg (d -  άλ). (1)

Dividiendo la (β) por la (a):

tg2 (45° — d2) =  tg (8 + 8t) tg (8 -  Sj) tg (d +  dx) ctg (d -  dj). (2)

En la misma forma, multiplicando la (γ) por la (8):

tg2 d2 == tg (45° — s + dj) tg (45° — 8 + dx) ctg (45° — d -f Sj)
tg (45° -  d — sx). (3)

Y dividiendo la (γ) por la (δ):

tg2$2 —  ctg (45° — 8 +  dt) tg (45° -r- s  ~  dx) tg(45° +  8t  -  d)
tg (45° -  sx -  d). (4)

Las cuatro últimas relaciones son las llamadas fórmulas de Beidt.
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CAPITULO Y

EX C ES O  E S F É R I C O

321. Hemos llamado exceso esférico 2ε a lo que la suma de los 
ángulos del triángulo excede de 180°, es decir, a

2ε =  Α +  Β +  0 -  i8o°.

Veamos a deducir diferentes fórmulas que nos permiten calcular el 
exceso esférico.

322. Exceso esférico en función de dos lados y el ángulo compren
dido. — Tomando las expresiones del grupo XIY (n°311)

«acarnos

o bien

de donde

fórmula que da el exceso esférico en función de dos lados y el ángulo 
comprendido, pero que tiene el inconveniente de no ser calculable 
por logaritmos.
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Podemos sacar otra expresión del exceso esférico en función de dos 
lados y el ángulo comprendido.

En efecto, multiplicando entre sí las relaciones 2a y 3a del grupo 
X II (n° 309) y teniendo en cuenta la fórmula I a del grupo X III (n°310)

de donde

( 1 )

Multiplicando ahora entré sí las relaciones 2a y 3a del grupo X III 
(n° 310) y teniendo en cuenta la fórmula I ade ese mismo grupo:

de donde

(2 )

Eliminando ahora a entre las relaciones (1) y (2), se tendrá el exceso 
esférico en función de b, c y A.

Multiplicando la (1) por eos A y desarrollando el sen (A — en (2)

se tiene:
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y

Y sumando se obtiene

( 3 )

Multiplicando la (3) por eos A y la (1) por sen A y sumando resulta :

Y ahora dividiendo la (1) por la (2) se tiene:

y dividiendo la (1) por la (4)

Las dos últimas permiten calcular ε en función de b1 c y A.

( 4 )
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Exceso esférico en función de los tres lados del triángulo

323. F ó r m u l a  d e  Ca g n o l i . — Multiplicando entre sí las rela
ciones I a y 2a del grupo X II (n° 309) se tiene :

Y observando que es (n° 309)

y también que:

se tiene

de donde

o bien

Fórmula conocida con el nombre de fórmula de Cagnoli.
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324. F órmula de L’H u iller . — Tenemos por definición:

y entonces

Y la tercera fórmula de Delambre (n° 318) nos da

o bien

y reemplazando se tiene

Y transformando en producto la suma y diferencia de senos y de 
cosenos, se tiene

(1)
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Partiendo ahora de la primer analogía de Delambre (n°318), tenemos

de donde

o bien

Y transformando en producto las sumas y diferencias de cosenos, 
se tiene:

o bien

Y multiplicando (1) y (2) y extrayendo la raíz cuadrada

( 2)

.Fórmula debida a Simón L’Huill'ier.

325. Dividendo la (2) por la (1) del número anterior se tiene
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Y procediendo en forma análoga con respecto a los demás ángulos se 
tiene

Superficie del triángulo esférico

326. T e o r e m a  : Las superficies de dos triángulos esféricos, trazados 
sobre la misma esfera o sobre esferas del mismo radioy son directamente 
proporcionales a sus respectivos excesos esféricos. — Llamando S y  S 'a  
las superficies de los dos triángulos, 2s y 2s' a sus respectivos exce
sos esféricos, queremos demostrar que :

S _  2ε 
S' “  2?*

Consideremos el triángulo ABC, comple
temos los círculos máximos correspondien
tes a cada lado y tracemos los diámetros AA', Figura 153

BB' y OC', siendo O el centro de la esfera
<fig. 153). Los triedros OB'AC y OBA'C' son simétricos y los trián
gulos ACB' y A'C'B son equivalentes. El liuso del ángulo A se com
pone del triángulo ABC níás el triángulo BCA', el huso del ángulo 
B se compone del triángulo ABC más ACB' o lo que es equivalente, 
«del triángulo ABC más el triángulo A'C'B y el huso del ángulo C, 
se  compone del triángulo ABC más el ABC'.

r 29



450 —

Luego podemos escribir:

Huso A =  ABC + BOA',
Huso B =  ABO +  A'C'B,
Huso C =  ABC +  ABC'.

Y puesto que la superficie de un huso es a la superficie de la esfe
ra, como el ángulo del huso es a 4 rectos, podemos poner, llamando 
E a la superficie de la esfera

ABO +  BOA' A 
E “  4R’

ABO +  A'C'B i
E " Ι Ε ’

ABO +  ABC' ff 
E 4 Bi

Sumando y observando que ABC +  BCA' +  A'C'B + ABC' inte
gran la mitad de la superficie de la esfera, se tiene:

O bien, siendo S la superficie del triángulo, se tiene:

y también

(1 )

Y para otro triángulo de área S' y exceso esférico 2ε' trazado so
bre la misma esfera o sobre esferas del mismo radio, se tiene:

(2>

Y dividiendo la (1) por la (2) se tiene :

lo que demuestra el teorema.
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327. Fórmula de la superficie del triángulo esférico. — Tomando 
como triángulo S' el triángulo esférico trirrectángulo, se tiene que su 
superficie es la octava parte de la superficie de la esfera, y siendo sus 
tres ángulos iguales a 90°, su exceso esférico 2ε' vale 90°. Es decir 
q u e :

Luego

Y expresando el exceso esférico 2ε en segundos, se tiene:

Β ~ π Β · ____ ________180 X 60 X 60

πY como --------- —---- — es el arco de 1" expresado en radianes, el que180 x  60 X 60 7 ^
prácticamente es igual al sen 1", obtenemos como expresión del área 
del triángulo esférico

S =  B2 (2ε)" sen 1".



CAPITULO V I.

RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS ESFÉRICOS 
(CASOS CLÁSICOS)

328. Seis casos clásicos se presentan en la resolución de triángulos 
esféricos, cuando los elementos conocidos son lados y ángulos, y son 
los siguientes:

1. Dados los tres lados.
2. Dados los tres ángulos.
3. Dados dos lados y el ángulo comprendido.
4. Dado un lado y los áugulos adyacentes.
5. Dados dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos.
6 . Dados dos áugulos y el lado opuesto a uno de ellos.

Estudiaremos cada uno de estos casos haciendo una discusión de 
los resultados.

í l·!

329. Primer caso : Dados los tres lados a , by c. — Es necesario que

0 < a  + 6 +  c <  360°

y que un lado cualquiera sea menor que la suma de los otros dos, es 
decir, que

a <  6 -f c, 6 <  a +  c, c <  a +  6, 

para lo cual basta que el mayor sea menor que la suma de los otros dos.

330. Si solamente se necesita calcular un ángulo. — En tal caso se 
aplica la fórmula sacada del grupo I (n°279)

eos a — eos b eos ceos A = ------- -------------- ·sen b sen c

Esta fórmula no es calculable por logaritmos. Puede hacerse calcu
lable, introduciendo un ángulo auxiliar de cálculo o utilizando las 
tablas de logaritmos de sumas y restas.

Pueden también utilizarse las fórmulas de los grupos VII, VIII, 
IX, X y XI de los números (304) a (308).
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331. Primera solución integral. — Utilizando las fórmulas del gru- 
]K> Y II (n° 304) basta XI, (n° 308), donde es 2p == a +  b +  c. Us prefe
rible emplear las del grupo XI por ser más cómodas. Veremos que K 
es la tangente del radio del círculo inscripto (n°338) y se tiene:

y

Como comprobación del cálculo, se debe tener:

(p — a) +  (p — b) + (p — c) =  p

Ejemplo: a =  43°04'10", b =  68°L7'30", c =  75°47'50"

Se pueden disponer los cálculos en la siguiente forma:

a  =  43°04'40" 
b =  68°17'50" 
c =  75°47'50"

sen ( p  — a) =  9.88746 
sen ( p  — b) =  9.63061 
sen { p  — c) =  9.48503

2p  187°10'20" 
p  =  93°35'10"

9.00319 
sen p  =  9.99915

p -  a =  50°30'30" 
p  — b — 25°17'20" 
p  -  e =  17°47'20"

K2 =  9.00395 
K =  9.50197

tg — =  9.61451 
Δ

tg -  =  9.87136 

0tg -  =  0.01694
Δ

sen p  =  9.99915

Q) — «) +  (l> — +  — c)= 93°35'10"

— =  22°22'25" 2

5 =  36°38'09" 
2

- =  46°07,02" 
2
A =  44°44'50" 
B =  73°16'18" 
G =  92°14'04"

K =  9.50196
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332. Segunda solución integral. — Utilizando las fórmulas del grupo 
X X III (n° 325), recordando la fórmula de L’Huiller (n° 324) y poniendo

y siendo 2ε el exceso esférico^ se tiene:

Y como comprobación de cálculo, se tiene:

( 1 )

(2)

( 3 )

Tomemos el ejemplo anterior y podemos disponer los cálculos en. 
la siguiente forma:
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a =  43°04'40" 
b =  68° 17'50"' 
o =  7δ°47'50"

t g P „ a =  9.67368 6 2

tg 7’ ~  ¿ 9.35091Δ
p — ct g* c =  9.19450 & 2

2p =  187°10'20" 
p =  93ο35Ί0"

p  — a =  50°30'30" 
p -  b =  25°L7'20" 
p  — c =  17°47'20"

8.21909 

t g |  =  0.02720

|  =  46°47'35"2
p — aF =  25 15Ί5"2

P ~  ° =  12°38'40"O

P ~ fí=  8°53'40" 2

m2 -  8.19189 
m =  9.09594

t g |  =  9.12314

** (?-!) =9·42226 
•*(1- 1)

prueba (1) =  46°47'35"

1 =  7°33'49"2

( -  -  -'l =  14°48'36" 
\2  2/

í— -  =  29°04'18" 
\2 2/

( -  -  i )  =  38°33'13" 
\2 2/

prueba (2) =  8.19187

prueba (3) =  89°59'55"

-  =  22°22'25" 2

-  =  36°38'07"O

-  =  46°07'02" 
2

A =  44°44'50" 
B =  73°16'i4" 
C =  92°14'04"
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333. Segundo caso. Dados los fres ángulos A B y C. Es necesario 
que

1809 <  A + B +  C <  540°y
y también

B + C -  A <  180°,
A +  0 -  B <  18b9,,
A -f B -  0 <  180°.

Es claro que este caso de resolución puede reducirse al prim er 
caso, con resolver el triángulo polar del triángulo que se busca. En 
efecto, de ese triángulo polar se conocen los tres lados que son Ios- 
suplementos de los ángulos dados y resuelto el triángulo polar y cal
culados sus tres ángulos, es fácil encontrar los lados del triángulo 
buscado, que son los suplementos de los ángulos del polar.

Vamos a resolverlo directamente.

334. Cuando sólo se necesita un lado. — En tal caso, partiendo del 
grupo VI (n° 285), se obtiene :

que tiene el inconveniente de no ser calculable por logaritmos. Puede 
transformarse, utilizando un ángulo auxiliar de cálculo o bien ha
ciendo huso de las tablas de sumas y restas.

Como el lado está dado por el eos, resulta de poca precisión cuan
do el lado es pequeño o se aproxime a 180°.

Se puede también recurrir a las fórmulas de los grupos X II, X III, 
XIV, XV, XVI, XVII, XVIII, XIX (nos 309 á 314), con las que se 
obtiene en general mayor precisión.

335. Primera solución integral. — Utilizando las fórmulas del gru
po XIX (n° 314), donde es :

se obtiene:
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Y como control del cálculo, debe tenerse:

(2 )

(1)

Ejemplo:

A =  116°20'02", B =  75°00'50", C =  70°07'10".

A =  116°20'02" 
B =  7δ°00'δ0" 
0  =  70°07'10"

eos (P -  A) =  9.98614 
eos (P — B) =  9.76069 
eos (P -  0) =  9.69081

2 P =  261°28'02" 
P =  130°44'01"

9.42764 
-  eos P =  9.81461

P -  A =  14°23'59" 
P -  B =  55°43'11" 
P  -  0  =  60°36'51"

tg2R =  9.3S697 
tg R =  9.19348

tg í  =  0.17962 

btg -  =  9.94417 

tg -  =  9.88429

Prueba (1) P  =  130°44'01"

® =  δ6°31'28" Δ

-  =  41°19'38" 2

-  =  37°27'22" 2
0.00808 

-  cosP =  9.81461

a =  113°02'δ6" 
b =  82°39'16" 
c =  74°34'44"

Prueba (2) tgB =  0.19347

336. Segunda solución integral. — De las fórmulas de los nos 324 y 
325, y poniendo
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se t ie n e :

Y como comprobación de Jos cálculos, debe tenerse:

( 1 )

(2)

( 3 )

Podemos calcular el ejemplo anterior con estas fórmulas, dispo
niendo los cálculos en la forma que se indica a continuación y donde 
aparecen, a la derecha los logaritmos y a la izquierda los valores.
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A =  116°20Ό2" 
B =  7 δ°0Ο'δΟ" 
C =  70°07Ί0"

te (y

. ( 1  - 1 )  =  9·*3»13

‘β (§  - 1) = 9·« 866 

t g |  =  9.δ696δ
Μ

2ε == 81°28Ό2"

1 =  20°22Ό0"2

4 =  58°10Ό1" 2

5 =  37°30'25" 2
Q
-  =  3δ°03'35"

m2 =  8.36713 
m =  9.183δ6

— =  0.81644 m

( t  - 1) =  8 , ”48'° ι "

(? - 1) =  ι , ”° 8'85" 

u °41'35"

1 =  20°22'00"2

t g f  =  0.38609
ém i

cíg^ “  a =  0.70613 
Δ

p — b
ctg^ =  0.30557 

ctg^ 7  C =  0.23610
Prueba (1) =  90°00Ό1" Prueba (2) =  1.63289 

m2 - 8.36711|  =  67°39Ί5" 
Δ

Ρ ~  α =  11°07'47"2

*  ~  =  26°19'34" 2

*  =  30°11'δ3" 2
Prueba (3) =  67°39Ί4"

-  =  56°3Γ28" 
2
ι
- =  41°19'41" 
2

-  =  37°27'22" 
2
α =  113°02,δ6" 
6 =  82°39'22" 
ο =  74°δ4'44"
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337. Tercer caso : Dados dos lados b y c, y el ángulo comprendido A .— 
1. Cuando sólo se necesita el tercer lado a. — Se tiene por la primer 
fórmula del grupo I (n° 279):

eos a =  eos 6 eos c +  sen b sen c eos A,
<

la que puede hacerse calculable por logaritmos o bien calcularse uti
lizando las tablas de logaritmos de Gauss.

338. Si se quiere conocer él tercer lado a y un ángulo, por ejemplo el 
ángulo B. — En tal caso, tomándo la primer fórmula del grupo I 
(n° 279):

eos a =  eos b eos c -f sen b sen c eos A,

y como se indica en el (n° 286) haciendo :

resulta:

eos b — m eos u, 
sen b eos A =  m sen w,

tg u == tg b eos A,
eos b sen b eos Am = ----- = -------------- ?eos u sen u

lo que permite calcular u y m. Luego se tiene (n° 286):
i

sen (c — u)eos a =  m eos (c — u), eos B =  m sen a

Si se quisiera calcular a y  B por la tangente, se puede poner:

^  sen u tg A
tgB  =  -----7— — >sen (c — u)

y conocido B, se calcula a por
i

tg (G — U) 
t g a =  — — ——■· eos B

339. Se puede ver fácilmente lo que representan en el triángulo 
los valores u y  m. Sea (tig. 154), el triángulo ABC.

Tracemos el arco de círculo máximo que pasando por C, cae nor
malmente al lado c. Del triángulo rectángulo AMC se obtiene, lla
mando he al arco CM,

tg AM tg b eos A.

Luego el arco AM representa el valor de u.

Figura 154
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El mismo triángulo nos d a :

_ eos beos hc =  ------?eos u ,

quiere decir que m está representado por eos hc,
En forma análoga se procedería si se quiere calcular el ángulo C.

« !
Ejemplo : b =  110°35'20" e =  52°08'40" A =  72°41'20".

Se pueden ordenar los cálculos en la forma siguiente:

b = 110°35'20"
c = 52°i)8'40"

A = 72°-ΑΓ20"

u  = 141°37'02"

C — M = -  89°28'22"

B = 116°39'16"

a  — 89°45'48"

tg b =  0.42521 n 
eos A =  9.47357

tg u =  9.89878/1

tg A =  0.50629 
sen u =  9.79303

0.29932
sen (e — u) =  9.99998 n 

tg B =  0.29934 n

tg (c — u) = 2.03612 n 

eos B — 9.65187 n

tg a =  2.38425

Con esta disposición del cálculo, donde a la izquierda se dan los valo
res y a la derecha los logaritmos, es fácil ver cómo conviene seguir 
los cálculos. Colocados los valores de b, c y A, se busca log tg b, y 
log eos A, junto con log tg A. Se obtiene en seguida log tg u, lo que nos 
permite obtener u y por lo tanto (c — u) y también log sen u. Se busca 
ahora log sen (c — u) y logtg(<? — n). Se obtiene log tg B, lo que nos 
permite encontrar B y también al mismo tiempo log eos B. Luego se 
obtiene log tg a y por lo tanto a.
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340. Solución integral. — Las analogías de Neper (n° 319) nos dan :

Lo que permite calcular B y O. Luego, para calcular el tercer 
lado a, las analogías de Delambre (n° 318) nos d an :

y también:

las que pueden escribirse:

y

Se pueden ordenar los cálculos en la forma que se indica en el 
ejemplo siguiente, donde hemos tomado los mismos datos del ejemplo 
anterior.
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Es fácil ver el orden a seguir con esta disposición de los cálculos.
_  . , . /T x t1 Έ A b — c b + e _Primero se obtione (b — c). y (b + c) y luego — > ——  y Luego se

2 2 2
A A b — c b — c b + cbusca log eos — y log sen — y log eos logsen ——> logeos——  
2 2 2 2 2

δ ~1~ cy log sen ——? lo que permite obtener, log N, log Ν', log M y log M'. 
2

g I Q
Luego por diferencia se tiene log tg —— - =  log N — log M y también

2
J g  __ Q

log tag —-—  =  log N' — log M'. Entonces puede obtenerse al mis- 
2

, B +O  . B + C _ B +  Cmo tiempo por un lado —-— > log sen —-— y log eos —-— y por
2 2 2

B - C , B - C  , B - Cotro — — ? log sen — — y log eos —-—
2 2 2

Obtenidos ^  y ——^ ? se obtiene B y C.
2 2

a B + CSe tiene también log eos -  =  log N — log sen —-— y también
2 2

a B + C alog eos -  =  log M—log eos —-— y por otro lado log sen -  =
2 2 2

g  __ Q  ^  j g  __ Q

log Ν' —log sen —-— y también log sen -  == log M' — log eos —-— >

lo que sirve para controlar los cálculos. Con log sen ^ y log eos ^ se
2 2

, . a , ,obtme -  y por lo tanto a.
2

341. Cuarto caso. Dado un lado a y los ángulos adyacentes B y C.—Este 
caso puede resolverse al anterior, pasando al triángulo polar, del 
cual se conocen dos lados b' — 180o —B, & =  180° — C y el ángulo 
comprendido A' =  180° — a. Resuelto el triángulo polar, es decir, cal
culado B', C' y a', se obtienen en seguida los que se buscan del trián
gulo, ya que se tendría A =  180°—α', δ =180° — B' y c=180° — c'.

Vamos, sin embargo, a encauzar su solución directamente.

342. Cuando sólo se necesite el ángulo A. — Se tiene por las fórmu
las del grupo VII (n° 285), directamente >

eos A =  — eos B eos C + sen B sen C eos a
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la que puede transformarse, haciéndolo calculable por logaritmos, 
mediante un ángulo auxiliar de cálculo.

Se puede también calcular eos A y por lo taiito A, utilizando los 
logaritmos de Gauss.

343. Si se qiiiere el tercer ángulo y un lado, b por ejemplo, se puede 
resolver en la forma siguiente. — En la fórmula

lo que nos da

Resulta

Que tienen el inconveniente que se‘calcula por cosena. Para calcular 
por la tg se tiene

344. Se puede ver el significado de m y y 
en el triángulo. Sea (fig. 155), el triángulo 
ABC, o tracemos el arco de círculo máximo
que pasando por C cae normalmente al lado c, sea ΟΐνΓ= hc. Del tr i
ángulo rectángulo BCM, se obtiene que la ctg del ángulo BCM vale 
eos a tg B, luego ese ángulo es v. Del mismo triángulo se saca:

quiere decir que n está representado por eos hc.
30

haciendo

y
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Se pueden ordenar los cálculos, en la forma que se indica en el 
ejemplo siguiente, donde a la izquierda se ponen los valores natura- 
les y a la derecha los logaritmos.

B =  78°30'20" 
C =  47°15'30" 
a =  70°17'10"

tg B =  0.69175 
eos a =  9.52805

ctg v =  0.21980 
tg a — 0.44572 

eos v =  9.93269
v =  31°04'59" 

0  -  v =  16°10'31"

b -  68°06'29" / 0.37841
eos (O — v) =  9.98246/,A =  83°49'39"

tg 5 =  0.39595

ctg (C-t>) =  0.53751 
eos b =  9.57154

tg A =  0.96597

Es fácil ver el orden a seguir en los cálculos para economía de 
trabajo. Puestos los valores de B, O y a, se busca log tg E y 
log eos a al mismo tiempo que log tg a. Se obtiene en seguida 
log ctg v =  log tg B — log eos a, lo que nos permite obtener v y al 
mismo tiempo log eos «?·. Se obtiene fácilmente (C — v) y se busca 
log eos (O —i?) y log ctg ( l |— v). Luego log tg que se obtiene suman
do log tg a  con log cosa y restándole log eos (C —v). Obtenido 
log tg b se obtiene b y al mismo tiempo log eos b. Sumando este últi
mo eon log ctg (O — v) se obtiene log tg A y por lo tanto A.

/[/apa r
345. Solución integral. — Con las fórmulas de Dekwibre (n° 31£) 

se tiene J
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y luego

o bien

o también

o bien

Se pueden ordenar los cálculos en la forma que se indica en el ejem- '
pío siguiente:
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Es fácil ver el orden que conviene seguir para calcular. Primero se
^  ^ . α Β  + ϋ B — Opone B, O y a y se obtiene -* -—-— y — -— · Luego se busca

2 2 2
, a , a . B + C ,  B +  O .  B  ~  Clog sen -> log eos -> log sen — -—j log eos — -— , log sen — -— y 2 2 2 2 Δ

_ 0
log eos -—-— · Se obtienen así los valores de los log de N, Ν', M y

b -j- c b — cM'. Luego se obtiene log tg — -  =  logN — logM y lo g tg ——  =
2 2

B =  116°39'16" 
0 =  48°δδ'14" 
a =  89°4δ'δ0"

sen^ =  9.84859 sen^*= 9.848592 i 2 
Τ> _ 0  g  _ 0

eo s— -—  =  9.11925 se n — -—  =  9.74606 2 ' 2
B -  C =  67°44'02" 
B +  C =  16δ°34'30" ■N =  9.76784 Ν' =  9.δ946δ

sen β ϋ  =  9.99δ()δ sen ----- - =  9.688602 2
-  =  44°δ2'δδ" 2

B - ° =  33°δ2'01" 2
το i η

Τ' =  82°47Ί 5" 2

A A 
sen — =  9.77279 eos — =  9.90605 2 2

c o s ^ =  9.85038 cos^ =  9.85038 2 2
B i Q b  _l  0

eos =  9.09882 sen. =  9.99655 2 2b +  c
- 81 22Ό0"2

°  ~  ϋ  =  29°13'21" 
2

M == 8.94920 M' =  9.84693
b +  c  b — c  tg =  0.81864 tg =  9.74772 2 2
6 +  c b — c eos “  =  9.17641 eos Λ =  9.94088 2 2

b =  110°3δ'21" 

c =  δ2°08'39"

A A sen — =  9.77279 eos — =  9.90605 2 2^  =  36°20'40" 2

Α =  72°41'20"
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íogN' — 1 og M\ El log tg nos permite obtener el ángulo
2 2
b 4" c b c b ■*— cy til mismo tiempo log sen — — y log eos —-— y el log tg —-—*

2 2 2
6 — c b — e b — cnos permite obtener —-—  y también log sen —-—  y log eos —-—·

2 2 2
b 4* c b _cObtenidos —-—  y —-—? por suma y resta se obtiene b y c. La di- 

2 2

ferencia entre log N y log sen -  nos da log sen lo mismo que
2 2

b 4* cla diferencia entre log M y log eos—-— · La diferencia entre log N'
2

¿ _ Q ^
y log sen —-— nos da log eos —? lo mismo que la diferencia entre log 

2 2
b _c .A.M' y log eos —-—· Y ello permite obtener — y por lo tanto A.

2 2

346. Quinto caso. Dado dos lados a y b y el ángulo opuesto a uno de 
ellos A. — 1. Solución descomponiendo el triángulo en dos triángulos 
rectángulos trazando el círculo máximo que pasa por C y cae nor
mal al lado c (fig. 156). El lado c queda dividido 
en dos partes que llamaremos n y v, según la figu
ra. El ángulo O queda dividido en dos ángulos
<Pi y Φ2·

Se tiene, según el teorema del seno, que

y siendo β el menor ángulo que satisface a su relación, se tiene:

Bj =  β y B2 =  180° -  β,

es decir, que en general se tienen dos valores paraB.
Por otra parte, de los triángulos rectángulos AMO y BMC se obtiene

F i g u r a  1 5 6



— 470 —

Los valores de u y de φ1? quedan perfectamente determinados. En 
cambio los valores de v y φ2, dadas por sus cosenos, pueden ser +  v 
y ±  Φ2 y se tendría entonces

c± = u +  v$ c2 = u -  v ; Cr =  Φ! +  φ2 y C2 =  cpt -  φ2.

347. Solución integral y discusión.
El ángulo B puede calcularse, partiendo del teorema del seno:

( 1 )

Calculado B.con las fórmulas de Nepere tenemos :

lo que permite calcular C y c.

Discusión. — Para que el problema sea posible se necesita, como

condición previa, que sen  ̂sen A <  1, y cumplida esta condición,sen (X)
siempre habrá dos valores suplementarios para B que satisfacen a la 
relación (1). Si β es el menor ángulo que cumple la relación (1), se 
tendrá entonces

Βι =  β B2 =  π -  β.

Por otra parte, puesto que en todo triángulo, a mayor lado se opo-
C cne mayor ángulo y recíprocamente, y también para que — y -
2 2

O cestén en el primer cuadrante, deben ser tg — y tg -  positivas, es decir
« J  ¿á

que tienen que ser (A — B) y (a — b) del mismo signo. El problema

y
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puede tener, o dos soluciones, o una, o ninguna, es decir, que siendo

sen ¿ sen A ^  problema admite dos soluciones, o una, o ninguna,
sen cl

según que dos, o uno, o ninguno de los valores de B, hagan que las 
diferencias (a — b) y (A — B) sean del mismo signo.

En efecto, si B es un valor de β que satisface a esta condición y 
Cj, c1? los valores correspondientes de C y c, existe un triángulo 
cuyos lados son a, 6, cx y sus ángulos A B ^ ,  puesto que esos valores 
satisfacen a las fórmulas que son necesarias y suficientes para la 
existencia del triángulo.

Examinaremos todos los casos que se pueden presentar, dando a 
los datos a, 6 y A del problema, todos los valores posibles. 

Supongamos en primer término que se satisface la condición

sen hc =  sen b sen A.

Para que el triángulo exista, debe tenerse entonces

sen a _> sen hc

vale decir, para que exista el triángulo, debe tenerse:

hc < a < π — hc.

Se observa que cualquiera sea el valor de 6, resulta hc siempre
menor que el menor de los arcos b o (π -  6), salvo el caso en que

TZ TZb =  -  y A =  -· En tal caso hc =  90°.
J¡ 2¡

. , π πEliminemos el caso en que A =  -  o a =  -? porque en ese caso el
¿  Δ

porque si esa condición no se cumple, no hay 
triángulo.

Es fácil ver el significado geométrico de esta 
condición. Si desde el vértice C del triángulo, Figura 157

supuesto el problema resuelto, bajamos el arco 
de círculo máximo CP, normal al lado opuesto c, altura que llama
mos lie, es evidente que (tig. 157):
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triángulo es rectángulo o rectilátero, y ya lo hemos estudiado y ex-

chumos el caso en que sea 6 y A ?= -* porque en ese caso
2 2

TZ ia =  — y el triángulo es birrectángulo.
2

Supongamos en primer lugar A <  -  y distinguiremos dos casos·J*
' i , πsegún que 6 sea menor o mayor que-·

TZ TZ,1, b <  -· Si a — ác* resulta senp =  1, β =  -  y las diferen-

cías (a — b) y (A — B) son ambas negativas. El problema admite una 
sola solución, correspondiente a un triángulo rectángulo.

II. Cuando a está comprendido entre hc y ó, la diferencia (a — b) es 
negativa. Si es el menor valor de β, se tiene sen Bx >  sen A, vale

decir, Bt >  A, puesto que es sen b 
sen a > i ; luego la diferencia (A — B),

es negativa, y con mayor razón la diferencia correspondiente al 
ángulo B2, que toma ahora el valor A — (180o — B^. Luego en este 
caso el problema admite dos soluciones.

III. Si a b. Resulta sen B — sen A y entonces sólo hay que con
siderar la solución que nos da A — =  0, puesto que a — b =  0.

La fórmula de Neperjios da

C eos a cctg — = ------ j tg Λ =  tg a eos A.h 2 ctg A é 2 s

El otro valor del ángulo B2 =  π — Bx nos da una solución en que. 
el triángulo se ha transformado en el lado b.

IV Si a está comprendido entre b y (π—ó), la diferencia (a — b) es 
positiva. Se tiene sen a >  sen 6, luego A >  B1 y la diferencia (A — B¿) 
es positiva, y esta solución existe. Para el otro valor B2 =  π — B1?

TUla diferencia es A — (π — Bx) y resulta negativa, puesto que A < -
2

y BA <  A, es decir, que esta segunda solución no existe. En este caso 
el problema admite una sola solución.
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y . Si a =  π -  6. La diferencia (<* — b) es positiva, ya que hemos
1 i · ’t ·πsupuesto que b < -*  es decir (π — 26), posi tivo se tiene sen β == sen A.

Δ
El valor =  A no es aceptable. El otro valor'B2 =  % — A, da para 
A — B2 un valor A — (π — A) =  2A — π, que es negativo; luego no 
da solución, pues (a-* 6) es positiva. Es decir, qué en este caso el pro
blema no admite ninguna solución*

En realidad, en este caso el triángulo degenera en un huso que 
corresponde al valor B2 =  π — A, pues según la fórmula de Neper 
sq tiene

luego
O =  180° =  π.

VI. Si a está comprendido entre (π b) γ  (π — hc). La diferencia 
(a — b) resulta positiva y sen B >  sen A, puesto que sen b >  sen a. 
Luego Bj >  A y la diferencia (A —Bx) es negativa, es decir, que esta 
solución no existe, Para el otro valor de B =  π — B1? resulta 
A — (π — Ba) es también negativa y tampoco el problema admite 
solución.

TU2o b >  -· Y estudiemos los diferentes casos que pueden presentarse.
Δ

ΤΓI. a =  hc. Se tiene B =  -  y el problema admite una sola solución,
2

que es un triángulo rectángulo.

II. a comprendido entre hc y (180o —Z>), que según hemos visto es 
mayor que hc y la diferencia (a — b) es negativa y sen &> sen u, luego 
Bt >  A y por lo tanto (A — B^ es negativo y el problema admite esta 
solución. Para el otro valor de B2 =  π — Bx la diferencia A — (π —Bt) 
es también negativo, y también esta solución vale.

Luego en este caso el problema admite dos soluciones.
III. a =  π — b. Resulta sen B =  sen A. El valor Bx =  A nos da 

(A — B) nulo, siendo así que (a — b) es negativo y esta solución no es 
viable. En este caso el triángulo degenera en un huso. En cambio, el 
otro valor (B2 — π — BAj nos da para (A — B) un valor negativo y el 
problema admite esta solución. Resulta que el problema tiene una 
solución, y una sola.
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IV. a comprendido entre (180o— b) y b. La diferencia (a — b) es ne
gativa. Y se tiene que sen a >  sen 6, lo que nos da A >  Bx. El pro
blema no admite esta solución, por ser A — B¿ positivo. En cambio, 
el otro valor B2 =  π — B1 nos da que la diferencia A — (π — B*) es 
negativa, y el problema admite esta solución, y una sola.

y . a = b. Cuando a =  b el problema no admite ninguna solución.
· 7ΓEn efecto, siendo a =  6, se tiene sen A =  sen Bt y puesto que A <  -?

2¡
Q

el primer valor B1 =  A, nos da, calculando tg — un valor negativo,
lo que no puede ser, pues siempre la tangente de la mitad de un án
gulo debe ser positiva, por estar él ángulo comprendido entre 0 y tu. 
Tampoco existe el lado c correspondiente al valor Bx. En lo que se 
refiere al otro valor de B2 =  π -  B1? tampoco es aceptable, porque la 
diferencia (a — b) es igual a cero, mientras que (A—B2) es negativa. 
El problema no admite ninguna solución.

VI. 6<  a <  π — lic. En este caso la diferencia a — b es positiva y 
puesto que sen b >  sen a, resulta Bx >  A y la diferencia (A — Bj) es 
negativa y esta solución no es aceptable. La otra solución Β2= π  —Bt
nos da A — (π — B^ también un valor negativo, puesto que tanto A

πcomo Bx valen menos de -· Luego el problema no admite ninguna 
solución.

TZSi ahora consideramos el caso en que A >  -y y seguimos un razo-
MU

namiento análogo, se llega a las conclusiones que se indican en el 
siguiente cuadro:

una solución límite, 
ninguna solución.

una solución, 
dos soluciones, 
una sol. y una límite, 
una solución, 
una polución límite, 
ninguna solución.

una solución, 
dos soluciones, 
una sol. y una límite, 
una solución.
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ninguna solución, 
una solución límite, 
una solución, 
una solución y otra límite, 
dos soluciones.

ninguna solución.
una solución límite.
una solución.
una sol. y una sol. límite.
dos soluciones.

348. Otra solución. — Vamos a dar otra solución del problema. En 
primer lugar se calcula B por la fómula

y los valores de C y c, se obtienen, partiendo de las fórmulas

ctg a sen b =  ctg A sen O +  eos b eos C, 
eos a =  eos b eos c +  sen b sen c eos A.

Podemos escribir:

y haciendo

y tg φχ =  tg b eos A, ( 1 )

de donde

donde φ y φΑ son dos ángulos auxiliares de cálculo, se tiene

(2)



(λ)
Y puesto que las relaciones * nos permiten calcular φ y φ1? y las re
laciones f  los ángulos (C —φ) y c — ,φ1? se puede obtener C y c.

(>>
Discusión. — Debe tenerse, en primer lugar, que:

, —  476  —

Cumplida esta condición, deben tenerse valores reales para C — φ 
y para c — φ1:'

De las relaciones anteriores se saca

o bien

Y siendo sen b sen A <_ sen a, podemos poner

sen2 b sen2 A =  sen2 a — k2

donde Je puede ser en un caso límite igual a cero. 
Se tiene así

Y también

o bien

Los valores de B, que están determinados por el seno, nos dan dos 
valores suplementarios Bt y π — B^ Los ángulos (C — φ) y c — φ1? 
están determinados por el coseno y nos darán cada uno dos ángulos 
del tipo ±  m y ±  n. Estos valores ±  m y ±  n serán aceptables si 
nos dan para Oye, respectivamente, valores comprendidos entre 0 y π. 
Cumplidas estas condiciones, hay que ver todavía cómo deben com
binarse los valores Bx y (π — Bj) con estos valores de C y o, para que 
el triángulo exista.
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Tomemos ahora las fórmulas :

eos B =  — c*os A eos <3 4- sen A sen O eos br 
ctg b sen c — ctg B sen A + eos c eos A.

que podemos transformar e n ;

e introduciendo los ángulos auxiliares de cálculo φ y φ1? se obtiene:

de donde se deduce que (O — ψ) y (c — φ^, cuyo valor absoluto debe 
ser inferior a π, deben tener el mismo signo y ser positivos si A y B 
son de la misma especie y ser negativos si A y B son de distinta

especie, es decir, uno mayor y otro menor que
Δ

Resulta así que los valores de y B2, ± m  y  ±  n, deben satis
facer a las siguientes condiciones:

el problema tendrá dos soluciones, una o ninguna, según quedos 
valores, o uno o ninguno de C y c queden comprendidos entre 0 y π.

Ejercicio : Sea a = 102°38'10", b =  36°24'50", A =  48°00'20".

Siendo A <  90°, b <  90° y a comprendido entre b y (180° — b), el 
problema admite una sola solución.
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Por el segundo método, es decir, utilizando las fórmulas :

a =102°38'10" 
b =  36°24'50" 
A =  48°00'20"

B =  26°52'49"

sen b =  9.773504 
sen A =  9.871111

9.644615 
sen a =  9.989352

φ =  48°12'19" 
φ1 =  26°16'03"

0  -  φ =  96°19'39" 
e - ψ ι  =104°06'31"

0  = 144031'58" 
c =  130°22'34"

senB =  9.655263

ctgA  =  9.954353 
eos 6 =  9.905661

eos A =  9.825464 
tg b =  9.867843

tgcp =0.048692 tg φ! =  9.693307

eos φ =  9.823777 
tg 6 =  9.867843

eos =  9.952665 
eos a =  9.339964 n

9.691620
tg a =  0.649387 n

9.292629» 
eos b =  9.905661

eos (0 -  φ) =  9.042233 n eos (c — p1=  9.386968 n
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*——■—■> ■ »·'."',ι>»ι—i 1 ;; 1 1 ■ r » · > ‘*T- ΤΐΓ’-ΓΊν» ">■·>—r1-—-'·
a = 42°δ0'20"

6 = 74°20'30"~
#

A Zfr> < 25°10'10" ’-i
i

: ‘4 ■·
Βχ = 37°02'00" b 2 =  · 142°58'00"

a + 6 =
1 'Ί··- ,  ̂\

117°10'50" ív.
a — b = -  31°30'10" 1

*

a b 
2 “ 58°35'25"

í
1 1

a — b 
2

-  1δ°4δ'θδ"
/ ♦

A +  B1 =
\ · '

62°12'10" A + B2 = 168°08'10"

A -  B, ==
1

-  11°δ1'60" A -  B2 =  - 117?47'δ0"

• . A -h Bx 
2

31°06'05" A -f B2 
*> 84°04'05"

A — Bt -  5°ó5'55" A -  Bj _ 58°53'5δ"w 2

II
ς5* |<m 71°δ4'3δ" c 2_

2
10°δ1'44"

C*2 _  
2

54°39'93" °1 _  
2

18°08'28"

c t = 143°49'10" 21°43'28"

«1 = 109°18'06" 02 = 3G°1«'56"
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-seii b «  9.983576 
sen A =  9.628692

9.612268 
sen a =■ 9.832470
sen B =  9.779798

A +  B,etg “  1 =  0.219487

eos - — =  9.983378 
2

a 4 - b
tg Z  =  0.214218 

8 2

coa A Bl =  0.932603
2

0.202865
*a 4- beos ^  =  9.716966

0.146821
eos A ■ - - -■ =  9.997668 

2

tg-^í =  0.485909 
2

t g ^  =  0.149153

e tg A -  B' =  0.983370 » 
2

s e n ^ —- =  9.433712 w 
2

t g a 7 ° =  9.450334» 
8 2

sen A t  Bl =  9.713116
2

0.417082
sen^ ^  — =  9.931184

.

9.163450 n
A -  B,sen----¡-----=  9.014298 n

2

Ctg — =  0.485901 
■ 2

t g ^  =  0.149152 
2

c tg A +  Bs =  9.016630 
2

eos a -- =  9.983378 
2

a ”4” btg  =  0.214218

cos^— =  9.014298 
2

9.000008
a 4- beos =  9.716966 

2

9.228516
eos A 7  B* =  9.713116

2

tg ^  =  9.283042 tg%  —- 9.515400 
8 2

¿ c tg A _  Ba =  9.780513» 
2

sen a -  =  9.433712 w 
2

=  0.450334 n
2

A 4* Bosen — 7 —? =  9.997668 
2

9.214225
a ~j“ ósen -------=  9.931184

2

0.448002 n
A -  B2sen-----— ? =  9.932603 n

2

tg ^  =  9.283041 tg ^  =  9.515399 
2

31



El problema admite dos soluciones y los triángulos son;
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/ a =  42°δ0'20"
J

 ̂ / a = 42°S0'20
í b =  74°20'30" í  * - 74°20'30
1 =  109°18'06"
\

U 4 ' C g r ^ 36°ie'56‘
1 A =s- 2δ°10Ί0"

i A=r 2 ó°1 0 '1 0

f =  37<>02,00" ' Bt = 142°δ8'0<>
0, =· Í43°49'10" c 2 = 2 1A43'28'

I .
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Sexto caso : Resolver un triángulo esférico, dados dos ángulos y el 
lado opuesto a uno de ellos, por ej. A, B, a.

349. Primer método : Si nosotros consideramos el triángulo A'B'C', 
polar del triángulo buscado, resulta que de este triángulo polar co
nocemos dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos. En efecto, co
nocemos.

af =  π — A, 
b' =  π -  B,
A' =  π — a.

/

luego estamos en el caso anterior, y resolviéndolo y aplicando el mis
mo razonamiento de discusión, vemos que puede tener o dos solucio
nes o una o ninguna. Resuelto el triángulo polar, es fácil encontrar 
los elementos del triángulo buscado.

350. Segundo método : Se tiene, en primer lugar, por el teorema del 
seno:

y

En cuanto a la discusión, se sigue un camino análogo al del caso 
anterior y el problema puede tener dos soluciones o una o ninguna.

351. Tercer método: Se obtienen los elementos desconocidos, por 
las fórmulas: 
para calcular b

lo que nos da los valores de 6, siempre que sen a sen ^  ^  ^ Hapa(]0
sen A —

se calcula C y c, por las fórmulas de Neper;
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Para calcular Oy e ,  escribimos

eos A =  — eos B eos C +  sen B sen C eos a =*
== — eos B (eos O — sén O eos a tg B),

ctg a sen e ctg A sen B +  eos c eos B

o bien, introduciendo dos ángulos auxiliares de cálculo φ y φ1 
dados po r:

^ , ctg atg  φ =  -  tg B eos a, tg ψ1 = -

se tiene

Y la discusión es análoga a la estudiada en el 5o caso de resolución 
de triángulos.

Ejemplo. — S ea: A =  102°18'10"
B =  132°43'50" 
a *= 63°14'10".

Primer método : Por el primer método, siendo A'B'C' el triángulo 
polar tenemos:

αΛ =  180° r- A 180° -  102°18'10" =  77°41'50",
b' =  180° -  B =  180° -  132°43'50" =  47°16'10",

A' =  180° -  a == 180° -  63°14'10" =  116°45'δ0".
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Y ahora resolvemos como en el 5o caso.



Resuelto el triángulo polar, pasamos a los elementos del triángulo 
buscado, que son :

b =  180° — B ' =  137°50'04"

O =  180° -  & =  132°23'02" 

c =  180° — C' =  137°32'40".
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Por el 2o método :
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Por el tercer método :



Otro ejemplo:
Por el segundo método:
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A =  160°27'40" 
B =  30°31'20" 

a =  144°09'50"

í sen a =  9.567504 
sen B .=? 9.705755

| 9.473259 
sen A =  9.524327
sen b — 9.948932

V =  62°45'20"
4

b2 =  117e14'40"

A +  B =  190°59'00" A -  B =  129°δ6'20"

a + \  =  206°55'10" 
a -  =  81°24'30"

a + b2 — 261°24'-30" 
a ~ b 2 =  26°δ5Ί0"

A *  B =  95°29'30" Λ A ~  B =  C4°58'10" 
2

a 1* bl -  í 03°27'35"Λ

a ~ bi =  40°42'15"
2

=  130°42'15"
2

a ~ h* =  13°27'35" 
2

^  =  17°23'13"

^  =  43°22'57" 
2

c-?  =  8°09'33" 
2

=  14°43'53"
2

0 1 =  34°46'26" 
Cj =  86°45'54"

C2 =  16°19'06" 
c2 =  29°29'46"
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c tg A t  B =  8.982914 » 
2

T
eos _  1 =  9.879719 

2

8.862633 »
a Η- b*eos Z  =  9.366912» 

2

Λ —f“ 5.
tg Z  =  0-620993» 

2

A + Beos — -—  =  8.980916 n 
2

9.601909
A -  Beos -—-—  =  9.626445 

2

tg  y  =  9.495721 t g ^  =  9.975464

A -  B
ctg — ó—  — 9.669277 

h
sen —-—- =  9.814350 

2

9.483627
& b*sen =  9.987905 

2

t g a “  bl =  9.934631

sen A +  B =  9.998002
2

9.932633
sen ^   ̂ ^  =  9.957168 

2

tg ^ l  =  9.495722 
2

t g ^  =  9.975465

A +  Bc tg — Z— =  8.982914» 
2

a — b9
eos —-—  =  9.987905 

2

a 4- b9tg y 2 =  0.065369» 

A -f Beos— -—  =  8.980916 n¿mé
8.970819 »

a *4“ b9eos—-—- =  9.814o69 n 
2

9.046285
A -  Beos =  9.626445Λ

t g ^  =  9.156469 t g ^  =  9.419840 
2

c tg — ^  =  9.669277

sen^— — =  9.366912 
2

a — b9tg 2 =  9.379007 
2

A +  Bsen — -—  =  9.998002 
2

9.036189
a "4" ba

sen Z  =  9.879719

9.377009
A -  Bsen — -—  =  9.957168 

2

tg %  =  9.156470 
2

tg^f =  9.419841 
2

El problema admite dos soluciones.
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CAPITULO V il

ELEMENTOS SECUNDARIOS EN EL TRIANGULO ESFÉRICO. 
OTRAS PROPIEDADES DEL TRIANGULO ESFÉRICO

352. Alturas. — Llamamos alturas en el triángulo esférico ABO, 
a los arcos de círculo máximo que partiendo de un vértice caen nor
malmente sobre los lados opuestos.

Los designaremos respectivamente por 
hb y he (fig. 158) y se tiene:

sen ha =  sen 6 sen C =sen c sen B. 
sen hb =  sen c sen A =  sen a sen O. 
sen hc =  sen a sen B =  sen b sen A.

Y teniendo en cuenta las fórmulas del (n° 281) y de los grupos X 
(n° 307) y X V III (n° 313), se tiene:

De la figura 158, teniendo en cuenta que los triángulos AMO y 
AMB son rectángulos en el vértice M, se obtiene:

eos b =  eos ha eos MO y eos c =  eos ha eos MB,

de donde

y también

Figura 158
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y entonces: 

Haciendo

y siendo

resulta

Y entonces

Y en la misma forma se procede para las otras alturas. 
Tomemos el triángulo de lados a, c, siguiente:

a =  43°04'40" 
b =  68°1 7'50" 
c =  75°47'50"

6 + ctg ^  =  0.489443

t g ft_C =  8.816529
2

ctg — =  0.403739 
2

6 +  c =  144°05'40" 
b -  c = -  7°30'00"

6 +  6 -  72d02'50" 
2

_  3°45'00"
2

£ — 21°32'20"¿i

tgT  =  9.709711

eos & =  9.567957 

eos ^  =  9.997924

eos ha =  9.570033φ =  -  27°08'10"

-  -  φ =  48°40'30" 
2  T

!  +  φ =  -  5°35'50"

<cos c =  9.389794 

<508 ^  -  φj  =  9.819761

A„= 68° 11Ί 7" eos ha =  9.570033
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Y usando las fórmulas:

donde

se tiene:

a =  43°04'40" 
b =  68°17'50" 
c =  75°47'50"

sen p t= 9.9991488 
sen (p — a)=  9.8774581 
sen (p -b )  =  9.6306135 
sen (p — c) =  9.4850264‘2p ψ  187°10'20"

p =  93°35'10" 
p -  a =  50°30'30" 
p — b =  2δ°17'20" 
p — c — 17°47'20"

S2 =  9.0022468

8 =  9.5011234 
2 =  0.3010300

2H =  9.8021534 
sen a =  9.8344147 
sen b =  9.9680693 
sen c =  9.9865180

ha=  68°11'17" 
hb =  43°02'13" 
he =  40°5Γ02"

sen ha =  9.9677387 
sen hb = 9.8340841 
sen hc =  9.8156354

353. Arcos bisectores. — Tengamos el triángulo ABC (fig. 159) y 
tracemos el arco de círculo máximo que divide el ángulo A en dos 
partes iguales. Sea ba el arco AM. Llamando, 
como indica la figura, φ al ángulo que for
ma ba con MB, se tiene

De donde, sumando y restando, se tiene

Figura 159
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Se calcula primero φ y luego ba y las bisectrices correspondientes a 
los ángulos B y C se obtienen en la misma forma.

354. Medianas. — Para calcular el arco de círculo máximo que ya 
de un vértice al punto medio del lado opuesto, tenemos, según la figu- 

A ra 160:

de donde:

y en forma análoga para las otras medianas.

355. Radio del circulo circunscripto al triángulo esférica,.>— a) En 
función de los ángulos : Sea el triángulo ABC y suponemos trazada 
la circunferencia de centro P, polo del triángulo ABC y de radio es
férico B. Se tiene

R =  PA =  PB =  PC.

Trazando por el polo P un arco de círculo máximo PM normal al 
lado a, el triángulo rectángulo PBM nos da

de donde

Figura 160
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Pero los triángulos P AB, PBC y PAC son isósceles, luego se tiene, 
segúñ la figura 161

y +  3 =  A ,  so + y — B,  ff +  f f = C  

<ís decir

lu e g o  

y  resu lta

Y análogamente

(1) Figura 161

o  bien (n° 3 12)

aY reemplazando en la primera de estas tres últimas a tg -  por su va

lor en función de los ángulos

( 4 )

356. b )  En función de los lados. — Poniendo

( 2 )

( 3 )
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Y reemplazando eos ?  -  y sen -  por sus valores dados por
Δ Δ

las fórmulas de Delambre, se tiene

sen (A — ε) — 

y entonces

y resulta

o bien

Y reemplazando en (1) del número anterior:

y haciendo

resulta:

u>

357^ Consideremos ahora el círculo inscripto en el triángulo A'BO 
(fig. 161). Aplicando al triángulo A'BO las fórmulas (4) del n° 355 y 
(1) del n° 356 y teniendo en cuenta que es A' =  A, B' =  180° — Br 
C' =  180° — O, af =  a, bf =  180° — 5, o' =  180° — c, y llamando
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Ra al radio esférico del círculo circunscripto al triángulo corres
pondiente al lado a, R¿ al correspondiente al lado b y Ec al lado c, 
se obtiene fácilmente

358. Radio del círculo inscripto. — a). En f  unción de los lados : Se 
tiene (fig. 162) siendo O el centro del círculo, que

r =  OE =  OF =  OH,

y los arcos de círculo máximo O A, OB y OC di
viden respectivamente a los ángulos A, B y O 
en dos partes iguales.

El triángulo rectángulo OHA, nos da

tg r =  tg — sen AH.
2

Pero

AH =  AE, BH =  BE y CE =  CF Figura 162

luego
AH =  (p — a)
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y entonces

( 1)

y reemplazando tg — por su valor ep función de los lados (n° 308)

359. b). En función de los ángulos. — Se tiene

o bien

b +  c b +  cy reemplazando sen ——  y eos —-— por sus valores sacados de las 

fórmulas de Delambre, se tiene

o también

y reemplazando en la (1) del número anterior.

360. Radios de los círculos ex-insoriptos. — Llamando ra, n  y rc, a 
los radios de los círculos ex-inscriptos opuestos a los ángulos A, B y 
C, respectivamente, se obtiene por un camino análogo
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Otras propiedades del triángulo esférico

361. T e o r e m a  : El arco de círculo máximo que une los puntos me
dios de los lados de un triángulo esférico, corta al tercer lado en dos 
puntos equidistantes del punto medio de 
este tercer lado. — Sean M1? M2 y M3 los 
puntos medios de los tres lados a, b 
y c y M2M3 el arco que corta al lado a 
en los puntos X e Y. Es claro que X e Y 
son extremos de un diámetro, porque 
dos círculos máximos se cortan en pun
tos diametralmente opuestos (fig. 163).
Siendo O el polo del círculo XM2M3Y,

r  ¿ 1 F igura J 03
los arcos de círculo máximo OA, OB
y 0 0  caen normalmente sobre el arco XM2M3Y, y los ángulos D, E 
y F valen 90°.

Los triángulos rectángulos ADM3 y BEM3 son iguales por tener 
igual hipotenusa, ya que M3 es el punto medio del lado c, e igual án
gulo en M3, por opuestos por el vértice. Igualmente los triángulos



rectángulos ADM2y CFM2, son iguales entre sí, por tener igual hipo
tenusa e igual el ángulo en M2.

Luego:
AD =  BE =  GF.

Los triángulos rectángulos XFC e YEB son iguales por tener el 
ángulo en X igual al ángulo en Y, e iguales los catetos opuestos a 
estos ángulos, luego: j

BY =  CX

y por lo tanto el punto M1? medio de a, nos d a :

MtX =  MtY =  Í  XMjY =  90°, 

lo que demuestra el teorema.

362. T e o r e m a  ¿ El polo del circulo máximo que une los puntos me
dios de dos lados de un triángulo, es también el polo del círculo circuns
cripto al triángulo colunar. — Se llama triángulo colunar, el triángulo 
que completa el huso, y por lo tanto, cada triángulo tiene tres trián
gulos col uñares.

Según la figura 163 y llamando t a los arcos iguales

AD =  BE =  CF =  t,
se obtiene:

502

Y entonces:

siendo Ax el punto diametral mente opuesto al vértice A.
Es decir, que O equidista de los vértices triángulo AxBO, que es el 

triángulo col uñar correspondiente al ángulo A. El punto O es el cen
tro del círculo circunscripto al triángulo AiBC, lo que demuestra el 
teorema.
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363. Podemos ahora encontrar este radio que hemos llamado R«. 
Tenemos en primer lugar :

πRa =  -  — t eos Ra =  sen tΔ

y  también del triángulo AM2M3:

sen M2M3 __ sen AM3 sen M2 __ l
sen A sen M2 ^ sen AD sen AM2?

de donde
sen t sen M2M3 =  sen AM2 sen AM3 sen A.

Es tam bién:

luego:

Por otra parte, el triángulo rectángulo 0M1O, nos da:

o b ien :

Y resu lta:

A ASi reemplazamos sen A por su igual 2 sen — eos — y luego expre-Δ 2
A Aeamos sen — y eos — en función de los lados del triángulo, obtenemos: Δ Δ
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Y poniendo como

H =  ^sen p  sen (p — a) sen (p — b) sen (p — c),

se obtiene:

y en la misma forma i

Como habíamos obtenido en el (n° 357).

364. Representación del exceso esférico. — Tomando nuevamente la 
figura 163, puesto que los triángulos XOF e YBE son iguales, como 
así también M2OF con M2AD y M3DA con M3EB, se tiene:

/ X  / X  V X  X X  / X  X X
XOF =  YBE, M2CF M2AD, M3BE =  M3AD,

y también:

2XCF =  XüA -  M2CF + YBA -  M3BE.

Pero e s :
„ XOA =  π -  C, YBA =  π -  B,

M2CF +  M3BE =  M2AD + M3AD =  A.

Luego:

2XOF =  7C^O + íc-LiB ^ A  =  7t — 2e

siendo 2e el exceso esférico. Quiere decir que el ángulo XCF (o YBE) 
representa el complemento de la mitad del exceso esférico
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365. T e o r e m a  d e  L e ^ e n d r e . En una triangulación de primer 
orden, los lados oscilan alrededor de los 40 kilómetros, y puesto que 
el radio de la tierra tiene un valor aproximado a los 6400 Km, resulta 
que los lados de una triangulación tienen un valor aproximado a 

40 1----- = ------del radio terrestre. Siendo a el valor del lado del trián-6400 160
guio y K el radio de la tierra, supuesta esférica, se tiene aproximada
mente :

a 1  

R =  160

y expresando a en grados sexagesimales, resulta :

a =* 0°21'30"

es decir, que los lados del triángulo son siempre muy pequeños.
Si se imagina un triángulo piano cuyos lados tengan la misma lon

gitud que los del triángulo esférico, los dos triángulos difieren poco 
entre sí y tendrán aproximadamente la misma superficie.

Si se calculan los tres ángulos del triángulo esférico, la suma de 
sus ángulos excede muy poco de 180° y se encuentra que el exceso 
esférico es del orden de los 3", ángulo tan pequeño que podemos con
fundirlo con su tangente. /

Bajo estas condiciones, puede establecerse con Legendre q u e :
Si los lados de un triángulo esférico son pegúenos con respecto al ra

dio de la esfera, tal el caso de los triángulos geodésicos de 1er orden^ se 
puede, sin cometer error apreciable, reemplazar el triángulo esférico por 
un triángulo plano, cuyos lados son respectivamente iguales a los del 
triángulo esférico y cuyos ángulos sean los del triángulo esférico dismi
nuidos de la tercera parte del exceso esférico correspondiente.

Se ve entonces que es un teorema que señala una aproximación, 
que al proceder en esta forma no se hacen las transformaciones con 
exactitud matemática, sino con una aproximación que no influye 
prácticamente en los resultados.

Tomemos una esfera cuyo radio suponemos igual a la unidad y 
consideremos sobre ella un triángulo ABC cuyos lados a, b y c expre
samos en radianes. Llamemos A1? Bi y Cx los ángulos del triángulo 
plano cuyos lados son «, b y c. El triángulo esférico nos da : 4

4 eos a — eos b eos ceos A = ---------- -------------jsen b sen c
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y desarrollando ahora los senos y cosenos· de los lados .en serié y to
mando hasta la 4a potencia, se tiene:

efectuando las operaciones y despreciando los términos de grado ma
yor que el cuarto, resulta :* ft

y multiplicando numerador y denominador por 

despreciando siempre los términos superiores al cuarto grado

El triángulo plano de lados α, δ y c, nos d a :

y también, puesto que

reemplazando s e n ^  y eos en función de los lados,
2 '  2

que puede escribirse;

o también:

y
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Luego la relación (1) se transforma e n :

Si hacemos 

tenemos
A =  At +  x

be Qeos A x eos x — sen Ax sen x -= eos Aa — — sen3 A v

Y puesto que Ax difiere muy poco de A, x es un ángulo muy peque
ño, y se puede poner

eos x =  1, sen x = x

lo que nos d a :

Pero i  be sen A 1 es el área del triángulo A ± Bx Ox y como ésta di- 
2¡

fiere muy poco del área del triángulo ABC se puede escribir

Puesto que la superficie del triángulo esférico ABC (n°327) sien
do el radio igual a uno, es

Es decir, que
S =  (2ε)" sen 1".

Y expresado en segundos sexagesimales

Luego es
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y en la misma forma se obtiene

lo que demuestra el teorema.



CAPITULO V III
RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS. APLICACIONES

366. Resolver un triágulo esférico dados dos lados b y c, y la mediana 
ma· — Be la fórmula del n° 354, se saca

Calculado el lado a estamos en el 1er caso de resolución general de 
triángulos (nos 331 y 332).

367. Resolver un triángulo esférico conociendo a^by ma.— Primero se
resuelve el triángulo ACM, del cual se conocen 

alos tres lados -? b y ma. Se pueden así calcular Δ
los ángulos C, MAC y AMC (fig. 164) y por lo 
tanto se tiene AMB =  (180° — AMC). Ahora,
en el triángulo AMB se conocen dos lados ^
y nía y el ángulo comprendido AMB, y pode
mos resolverlo y calcular B, o y por lo tanto 
A =  CAM +  MAB.

368. Resolver un triángulo esférico conociendo un ángulo A y los 
segmentos lx y l2 en que la bisectriz del ángulo B divide al lado b. —

Según la figura 165 :

De donde

Figura 164

Figura 165
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o bien

Calculado O, se está en el caso 4o del n° 341, pues se conoce un lado 
6 =  +  l2 y los ángulos adyacentes A y C.

369. Problema: Resolver un triángulo esférico, conociendo un ángulo 
A, uno de los lados de este ángulo b y la suma de los otros dos lados 
m = (a -f c). — Tenemos:

eos a = eos b eos c + sen b sen c eos A,

y puesto que a =  m — c,

eos a =  eos m eos c +  sen m sen c,

de donde

Introduciendo un ángulo auxiliar de cálculo φ dado por:

se tiene:

370. Problema: Resolver un triángulo esférico, conociendo un ángu
lo A, uno de los lados de este ángulo b y la diferencia de los otros dos 
lados (a — c) = l. — Tenemos, puesto que a =  l +  c,

eos a — eos b eos c +  sen 6 sen c eos A, 
eos a =  eos l eos c — sen l sen c,

o bien:

eos l eos c — sen l sen c =  eos b eos c +  sen b sen c eos A7 

y también
eos o (eos l — eos fe) =  sen c (sen í  -f sen fe eos A),
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Y haciendo

donde φ es un ángulo auxiliar de cálculo, se obtiene:

Ejercicio :

y entonces
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371. Problema : Dado un triángulo esférico, hallar el arco de círculo 
máximo que une los polos de los círculos ci rcunscripto e inscripto.— Sea O

el polo del círculo circunscripto, y Ox el polo 
del círculo circunscripto en el triángulo ABC 
(fig. 166). Llamemos al arco de círculo máximo

OOi =  x.

Se tiener según la figura 102,

eos x =  eos AO eos AOx 4-
4- sen AO sen AOx eos OAO^

Siendo 2P =  A +  B +  C, se tiene

OAB =  P -  C,
y puesto que

resulta:

Por otra parte, trazando desde Oa el arco de círculo máximo OxP 
normal al lado AB, que es OxP =  r, el triángulo rectángulo C^AP, 
nos da, siendo AP =  (p — a) (n° 358)

eos OaA =  eos r eos (p — a)

o bien:

y

Luego, siendo O A =  E :
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Y puesto que, según las fórmulas de Delambre:

Y según n° 358

y según n° 356

Se obtiene

luego:

Y podemos poner:

33

y

Y sumando:

Pero
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o también

Y entonces

Siendo ra el radio del círculo ex-inseripto al ángulo A y Oa, su 
polo, el arco de círculo máximo QOa, está dado por xa, tal que

sen2 xa = sen2 (R + r) — eos2 R sen2 ra,

y análogamente para xb y #c. u

^  372. Volumen del paralelepípedo oblicuángulo. — Sea (fig. 167), un
paralelepípedo y llamemos a, 5, c las tres 
aristas que concurren a un vértice y 
sean α, β, γ, los ángulos que ellas for
man entre sí. Llamando S a la superficie 
de la base y H a la altura, se tiene que 
el volumen Y está dado por:

Y =  SH.
J

El área de la base S, tiene por expresión

S = ab  sen γ.

Y la altura Η =  MP se puede expresar

Η =  MP =  ML sen φ =  c sen a sen φ

que se obtiene bajando desde un punto cualquiera de la arista EK la 
normal MP al plano de la base. Trazando desde P la perpendicu
lar PL a la arista AD, por el teorema de las tres perpendiculares^ 
resulta ML normal a AD y el ángulo MLP =  φ, mide el diedro for
mado por la base y la cara ADKE.

Luego se tiene:

Y =  abe sen a sen γ sen φ

MI Φ  ΦV =  2 abe sen a seii γ sen ¿ eos - ·
A A

o bien

Figura 167
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Suponiendo una esfera de radio igual a la unidad y centro en A ,  se- 
determina un triángulo esférico en su intersección con el triedro de 
vértice A , cuyos lados son α, β y γ, y uno de cuyos ángulos es el 
ángulo φ. Llamando 2p =  (α +  β + γ) al perímetro del triángulo esfé
rico, se tiene

que es la expresión del volumen.

/  373. Reducción de un ángulo al horizonte. — Si se mide un ángulo 
AOB y lo proyectamos sobre un plano horizontal, el ángulo ΑΌΒ' es 
el ángulo OAOB reducido al horizonte 
(fig. 168).

Trazando en el punto O la vertical OZ, 
los ángulos ZOA y ZOB son las distan
cias zenitales de las visuales OA y OB 
y los ángulos AOA' y BOB' que esas 
visuales forman con el horizonte, son las Figurares
alturas de esas visuales.

Supongamos conocido el ángulo AOB =  φ y las distancias zenita
les de las visuales OA y OB, que llamaremos respectivamente zA y zB.

Si con centro en O y radio igual a la unidad describimos una esfe
ra, el triedro OABZ determinará un triángulo esférico ZMN, cuyos 
tres lados son respectivamente : *

MU =  φ, ZM =  2A, ZN =  zB.

Podemos calcular el ángulo en Z, que es igual al ángulo ΑΌΒ' =  φ', 
para lo cual tenemos :

dondíjjj) =  zK +  zB -f φ. j
Queda así resuelto el problema. >

luego:
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374. Problema : Suponiendo la tierra esférica y dadas las coordenadas 
geográficas de dos puntos de su superficie, determinar en función de es»

tas, la distancia que las separa, medida sobre el 
arco de círculo máximo que los une. — Sea EE' 
(fig. 169) el ecuador, PN el polo norte, A y B 
dos puntos de la superficie terrestre, PNEPSE' 
el meridiano de Greenwicb, meridiano a partir 
del cual se miden las longitudes, que las consi
deramos positivas de 0o a 180°, medidas Lacia 
el Oeste, y de 0o a 180°, medidas hacia el Estei 
Las latitudes las consideramos positivas desde 

el ecuador hacia el polo Norte y negativas desde el ecuador hacia el 
polo Sur.

Llamemos λΑ y φΑ, la longitud y latitud del punto A, y λΒ, φΒ la 
longitnd y latitud del punto B. El ángulo APNB vale

APnB =  XB λΑ
y además

P nA. =  90° -  φΑ, =  90° -  <p„.
y

Luego, llamando x a la distancia AB, el triángulo APNB, nos da: 

eos x =  sen φΑ sen φΒ -f eos φΑ eos φΒ eos (λΒ — λΑ). 

e introduciendo un ángulo auxiliar de cálculo φ dado por:

se tiene:

Conociendo el valor de x en segundos de arco, es fácil obtener a? en 
kilómetros. Admitiendo el cuadrante de la Tierra igual a 10.000 Km, 
se obtiene:

x " . 10.000
—  C C k m  -  ■ ■ ■ . í ·90 X 60 X 60

Pjemplo: Hallar la distancia entre el Observatorio Astronómico 
de La Plata y el Observatorio de Córdoba, suponiendo la Tierra esfé
rica y con las siguientes coordenadas geográficas.

La P lata: <pL.P =  -  34°S4'30" al.p = 3 h 51*43?7
Córdoba: <pc =  -  31°25'15'< Xc =  4h 16* 47?2.

Figura 169
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Se tien e :



- <  518 —

Ejercicios propuestos

1. Calcular las líneas trigonométricas de los arcos

2. Calcular los lados de los polígonos regulares de 3, 5, 6 , 10,15 y 
20 lados.

3, Calcular las funciones goniométricas de los arcos:

4. Calcular sen 3 α en función de sen a y verificar para a =  30°.
5. Calcular eos 3 a en función de eos a y verificar para a =  30°.

4
6 . Siendo tg a  =  -y calcular sena, cosa, sen2 a, eos2a y tg 2a.

o
7. Sabiendo que t g 2a — 3̂ , calcular tg 3 a.

Iβ
8 . Siendo eos 30° =  — y calcular sen, eos y tg de 15°, 7°30'y 3°45'.

Δ

3̂9. Siendo tg30° =  > calcular sen, eos y tg de 1δ°, 7°30' y 3°4δ'.
Ó

a10. Calcular eos 4a y eos -  en función de cosa.

Verificar las siguientes igualdades :

11. sen 105° +  eos 105° --= eos 45°.

i *>

13.

3̂14. Siendo tg30° =  y calcular tg l5° y tg7°30'.o
15. Calcular tg 2a en función de sen 3a.

1G. Verificar que tg 9o =  1 +  |/5 — ^5 +  2 ^5.
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Identidades. — Verificar las siguientes fórmulas :
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7142. Siendo (α +  β +  γ) =  -, probar que se verifica

sen2 a +  sen2 β -f sen2 γ +  2 sen a sen β sen γ =  1 .

43. Siendo tg x  +  sena? =  m, y tg#  — sen a? =  λ, probar que se 
verifica

m¿ — n2 =  4 |/m w.

Estudio de funciones (máximos y mínimos) :

45. Hallar el máximo de

y =  sen x -f eos x.

46. Hallar el máximo de

y =  sen x eos #.

47. Hallar el valor de x comprendido entre 0o y 90° que hace mí
nima-la expresión

y =  tg x +  3 ctg #»

44. Siendo α +  β -f γ =  π, probar que

sen2 a ctg a 1
sen2 β ctg β 1 =  0. 
sen2 γ ctg γ 1



48. Hallar el valor de x que liace máxima y mínima la expresión

y =  eos x +  eos 2x.

49. Hallar el valor de x que hace máxima y mínima la expresión

y =  3 sen x -f 4 eos x .

50. Hallar los valores de x que hacen máxima y mínimá la expre 
sión:

y =  a tg x -f b ctg x. 

donde a y b son positivos.

51. Hallar los valores de x que hacen máxima y mínima la ex
presión

y — 2 sen x +  3 eos x.

52. Hallar el máximo y el mínimo de la expresión

y = a sen x + b eos x.

53. Hallar el máximo y mínimo de la expresión:

tg 3 xy =  —3— 7 cuando x varía entre 0o y 90°.J tgá x J
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Variaciones de las funciones, -r- Estudiar las variaciones de las si
guientes funciones y representarlas gráficamente:

54.

55.

56.

57.

58.

y =  sen x +  eos x. 

y =  sen x — eos x.

y =  tg x -f sec x.

y =  sen (a +  x) sen (a — x). 

eos 3®
J 1  H- eos 2 a?

eos x -f sen x — 1
y  = -------------------------- -

eos x — sen x + 2
59.
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Limites ;

Hacer calculables por logaritmos las expresiones siguientes

70. y =  1 +  sen x +  eos x.

71. y — 1 +  eos x -f eos 2x.

72. y =  sen x -f sen y +  sen (x -f y).

73. y =  sen x +  sen 3x +  sen 9%.

74. y — sen x + sen (x +  r) -f sen (x +  2r)

í <» =  18°20'15" 
y aplicar para l

( r =  5°30'45".
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73. y =  sen 3a? sen 5a?.

76. y  =  eos 2a? +  eos 4a?.

77. a? a? a?
y =  tg -  -  t g -  -  tg - .

78. " y =  eos a +  eos β -f eos γ + eos (a -f β -f γ).
•

79. y  =  eos (a + β + γ) +  eos ( a +  β — γ) +
4- eos (a +  γ — β) +  eos (β +  γ — a).

80. y =  sen (a +  β -  γ) +  sen (a +  γ -  β) +
+  sen (β +  γ — a) — sen (a +  β +  γ).

81. y =  tg (a -  β) +  tg (β -  γ) +  tg (γ -  a).

82. y = tg (a +  β +  γ) -  (tga +  tgβ +  tgv).

83. y =  sen2 a -f 8οη2β — sen2 (a +  β).

84. y =  sen a -f sen β +  sen γ +  sen δ

siendo α +  β +  γ +  δ =  360°.

85. y  =  sen a +  sen β — 2 eos a — 2 eos β.

8 6 . y =  sen a sen β -f ni eos a eos β.

Resolver las siguientes ecuaciones goniométricas :

87. sen a? =  sen 7x .

8 8 . 6 eos a? =  tg a?.

89. 6 sen a? =  5 eos2 x.

90. sen 2a? =  eos 3a?.

91. sen 3a? =  8 sen3 a?.

92. tg 2a; =  3 tg x.

93. sen x +  eos a? == sec x.

94. eos 2a? =  eos a?



95.
96.
97.
98.
99. 

100 . 

101 . 

102 .

103.

104.
105.
106.
107.
108.
109.
110. 

111 . 
112 .
113.
114.
115.

116.

117 *

118.

119.

120 . 

121 .
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eos 3x =  sen 5x. 
tg 2o? =  7 tg x. 
eos x — a tg x. 

eos 3a? == m eos2 x . 
sen 3 x — m sen x. 

sen x +  2*cos x =  see x .
2 tg x =  7 sen x. 

sen x +  eos » =* 1.

&sen a? -f eos x =  — ·

tga? +  ctg a? =  3. 
sen x +  eos x =  0. 

sen a? — eos x =  0.
1 — sen a? =  eos 2a?. 
sen a? —- eos x =  0.7. 

sen a? +  eos x +  2 sen a? eos a? =  2. 
sen2 x +  sen x == eos2 a? +  eos x. 

tg x — sen x =  see x — 1.
sen 4a? +  sen a? =  0. 

sen 4a? +  sen 2a? =  eos x. 
tg a? — sen a? =  tg 2a?. 

sen x +  sen 2a? +  sen 3a? =  0.

3 +  10 βsen a? +  eos a? +  tg a? +  ctg x -= ----------- ·o

sen a? +  eos a? +  tga? 4- ctg «-·+■ see a? +  cosec x =  a.

sen x tg x +  m eos x = n.

a a--------1------- — b.sena? cosa?

sen4 a? Η--eos4a? =  a.

sen2 2a? — sen2 x =  a.



122.

123.
124.
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eos 2# =s meos a?, 
eos 2 a? +  m sen x — n. 

sen 3x =  msen2a?.

125. tg *  =  (2 - / 3 ) t g | ·

126. eos x =  a tg x.

127. cosec x2 =  4 etg a?.

128. eos 3x +  sen 3o? =  ~Δ

129. , * +  at g ------ =  m.x — a

130. 5 sen x — 12 eos2 x.
131. tg2 x -f eos2 x =  m.
132. sen a +  sen (a +  x) +  sen (a +  2a?) =  0

133. eos a +  eos (a +  x) +  eos (a +  2 a?) == 0

134. sen6 a? +  eos6 x = -·5
135. tg (a? +  a) +  tg (a? — a) =  2 etg a?.
136. sen a? +  eos x =  sen x — tg a?.
137. sen x -f sen 3a? =  sen 2x +  sen 4a?.
138. tg x +  tg 2a? +  tg 3a? =  0.
139. sen2 2a? — sen2 a? =  a.

140. sen 7a? +  sen 3a? +  2 sen2 a? =  1.
141. tg x +  3 etg x = a.
142. tg x +  tg (a ■— x) =  a.

143. m sen (a — a?) =  n sen (β — a?).
144. sen (a +  x) =  eos (β + a?).

Ecuaciones con más de una incógnita.

145.
f sen x -f sen y =  1

■ i
i eos2 a? — eos2 y =  -·-
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146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

154.

155.

156.

1 57.
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158. k tg* x + tg2 y = a1 f
( tg x tg y =  b.

159.  ̂ eos x +  eos y = a 
\ eos 2 a? +  eos 2y =  b.

160. ( 9 tg x + tg y =  4 
( 2 ctg* +  4 ctg y  =  1 .

161.
 ̂at + y = a 
1 sen a¡ sen y — a eos2 x.

162. j sen x sen y sen (a? + y) 
f a b c

163. ( tg X  +  ctg y =  a 
í atgx + tg y — b.

164.  ̂ sen x +  sen y =  a 
\ sen3 x +  sen3 y = b.

165.  ̂ sen x = m eos y 
\ tg2 X  — m tg y.

166. tg x _  tg y __ tg (* +  y) 
a b c

167. í a sen (x + y) — b sen (a? — y) = 2ni eos x 
l a sen (a? -f y) -f b sen (x — y) =? 2n eos y.

168.' ^cos (2a? +  y) =  sen (a? — 2y) 
(eos (a? +  2y) = sen (2a? — y).

1 sen2 a? +  sen2 y +  sen2 2 =  1

169. j eos2 x + eos2 y — eos2 z =  1  

( tg2* — tg2y +  tg2z =  1 .

Resolución de triángulos rectángulos planos. -r-. Resolver un trián 
guio rectángulo conociendo:

170. ( B =  42°30'1 5" 
1 a --- 250.35 ni.
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f a =  985.32 m
171.

( b =¿ 643.25 m.
í b =  947.30 m

172.
f c =  14.70 m.

173. b( c =  845.20 tn -  =  0.8.' a
174. a — 854.30 m %a =  320.15 m.
175. a =  645.20 m (b — c) =  245.30 m.
176. S =  8747 m2 B =  47°54'15".

Λ

Demostrar que entre los elementos de un triángulo rectángulo se 
verifica:

177. eos (B — O) =  —

178.

179.

180.

181. Demostrar que si en un triángulo se verifica que
sen B -f eos O , ^  
eos B +  sen <J ?

el triángulo es rectángulo.
182. La bisectriz del ángulo recto de un triángulo rectángulo di

vide al lado opuesto en dos segmentos m y w, conocidos. Resolver el
triángulo.

183. Resolver un triángulo rectángulo, conociendo R y p.
184. Resolver un triángulo rectángulo, conociendo B y la diferen

cia (b — c) = d.
185. Resolver un triángulo rectángulo, conociendo R y r.
186. Resolver un triángulo rectángulo, conociendo 2p  y la altura 

correspondiente a la hipotenusa ha-
187. Resolver un triángulo rectángulo, conociendo a y la bisectriz' 

bb, correspondiente al ángulo B.
188. Resolver un triángulo rectángulo, conociendo el cateto b y 

la diferencia (a — o) =  d.
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Resolución de triángulos planos cualesquiera. Resolver un trián
gulo, conociendo:

189. A =  36°20'15" B =  7 4°24'13" a =  1234.23 m.
190. A =  57°20'15// B =  45°20'12" c =  127.30 m.
191. a =  845.22 m b =  632.15 m 0  =  70°15'13".
192. a =  744.20 m b — 657.15 m c =  1004.05 m.
193. a =  1037.25 m b — 1132.15 m A =  67°20'12".
194. a =  537.10 m b == 385.40 A =  69°20'15".
195. a =  804.15 m 5 =  357.20 A =  124°15'20".

Mostrar que en todo triángulo se verifica que:

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202 .

203.

204.

205.

206.

207.

208.

34
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209.

210.

211 .

212 .

213.

214.

215.

216.

217.

218.

219.

220 .

221 .

222 .

223.

224.

225.

226.

227.

228.
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229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

Siendo A + B + O =  π? mostrar que:

236.

237.

238.
239.
240.
241.
242.
243.

244.

245.

246.

247.

248.

sen 2 A +  sen 2B +  sen 20 =  4 sen A sen B sen O.
A B Oeos A +  eos B — eos 0 =  4 eos — eos — eos — — 1.
2 2 2

sen2 A +  sen2 B -f sen2 0 =  2(1 +  eos A eos B eos O),
eos 2 A +  eos 2B -f eos 20 =  — 4 eos A eos B eos 0 ^ -1
eos 2 A +  eos 2 B — eos 20 =  1 — 4 sen A sen B sen 0.

sen 2 A + sen 2B — sen 20 =  4 eos A eos B eos C«
eos2 A + eos2 B +  eos2 0  =  1 — 2 eos A eos B eos C.
eos2 A +  eos2 B — eos2 0  =  1 —2 sen A sen B sen C.

2A 2B , 20  o A B Osen2 — +  sen2 — +  sen2 — — 2 sen — sen — sen — =  1 .
2 2 2 2 2 2

2A 2B 2 °  . O A B o  , sen2 — +  sen2— — sen2 -  +  2 sen — sen — sen -  =  1 .
2 2 2 2 2 2
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251. Resolver un triángulo conociendo a R y r.
252. Resolver un triángulo conociendo los ángulos y la suma 

((a2 +  b2 +  c2) de los cuadrados de los lados.
253. Resolver un triángulo conociendo los ángulos y la suma 

(a2 +  b2 — c2).
254. Resolver un triángulo conociendo un lado a, la altura corres-

B Cpondiente a ese lado ha y el producto K =  tg — tg —·
2 2

255. Mostrar que si se llama íp, a las distancias de los vértices 
de un triángulo al punto de encuentro dé las alturas, se verifica que

sen A256. Si en un triángulo-----=- =  2 eos O, el triángulo es isósceles.sen B 7
tgf sen2 A

257. Si en un triángulo =  — rrr  el triángulo es isósceles otg B sen2 B &
rectángulo.

258. Si en un triángulo sen A =  8611 j* S6n -> el triángulo esé eos B +  eos C &
rectángulo.

259. Demostrar que si entre los tres ángulos de un triángulo 
ABC, se cumple la relación

sen2 A -f sen2 B + sen2 C =  2

el triángulo es rectángulo.
260. Calcular la distancia entre los centros de dos circunferencias 

exteriores de radios conocidos R y R', sabiendo que el] triángulo 
formado por las tangentes comunes exteriores y una de las tangentes 
comunes interiores, es un triángulo isósceles.

Resolver un triángulo conociendo

a A y ba261.
262. a A y ma
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263. a A ha |
264. a A. (be) «= m2

265. a A (b2 +  c2) =  l2,

CUADRILÁTERO

266. En un cuadrilátero convexo, se conocen los lados a, 5, e y d 
y  el área S. Calcular los ángulos.

267. En un cuadrilátero convexo se conocen tres lados y los ángu
los que ellos forman. Calcular los demás elementos.

268. Resolver un trapecio conociendo los ángulos y las diagonales.
269. Resolver un cuadrilátero inscriptible conociendo a, 5, c y B.
270. Resolver un cuadrilátero inscriptible conociendo tres lados y 

una diagonal.
271. Resolver un cuadrilátero inscriptible, conociendo dos lados 

opuestos y las diagonales.
272. Resolver un trapecio conociendo un ángulo, la superficie y 

sabiendo que es inscriptible en un círculo de radio R.
273. En un cuadrilátero inscriptible ABCD, se da un ángulo B, 

los dos lados a y  b, que forman el ángulo B y la diferencia d =  c — d 
entre los otros dos lados. Resolver el cuadrilátero y calcular el radio 
del círculo circuscripto.

274. En un cuadrilátero se conocen los cuatro lados a, b, c y d y la 
suma de los ángulos opuestos B + D =  φ. Calcular la superficie.

Triángulos esféricos rectángulos, — Resolver un triángulo esférico 
rectángulo, conociendo:

275. a =  58°30'15" b = 41°13'20".
276. a =  126°13'19" b = 57°15'13".
277. b =  Sl°41'15" c = 72°J0,12".
278. b =  125°12'4l" c = 134°24'10".
279. a =  50°20'1δ" B 73°18'25".
280. a =  111°07'43" B = 55°27'12".
281. a =  91°02'15" B = 88°58,18".
282. b =  47°15'12" B = 55°22'14".
283. b =  79°27'15" B = 83°25'18".
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284. b =  128°19'19" B = 125°18'J5".
285. b =  91°13']5" C^· 63°12'12".
286. b — 12δ°25Ί7" 0 *= 57°10'l(i"
287. B =  75°20'18" 0 = 59°25'15".
288. B =  89°58'15" c = 88°20'17".

289. Resolver un triángulo esférico rectángulo, conociendo la hi
potenusa a y el radio del círculo inscripto r.

290. Demostrar que en el triángulo esférico rectángulo se verifica:

291.

292.

293.

294.

295.

296.

297.

298.

299.

300.

301.

302.

303.
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Triángulos esféricos cualquiera. — Resolver un triángulo esférico, 
conociendo: *

>: r
304. a =  35°17'1δ" b =  δΟ°27Ί7" c =  66°23,13".
305. a =  12δ°17'1δ" b =  137°18'12" c =  δδ°17'14".
306. A =  8δο20Μ2" B =  9δ°17'1δ" C =  106°26,42".
307. a =  δ0°12Ί0" b =  1Í2022,16" C =  29°12'14".
308. A =  11δ°12'1δ" B =  78°10W ' C =  120°12'1δ".
309. a =  10δ°10'0δ"t b -  37°2δ'1δ" A =  m02vr¡".
310. a =  4δ°23'47" b =  7 6°40'24" A =  . 22°67,12".
311. A =  101°10'1δ" B =  13δ°27Ό2" a =  60°10'1δ".
312. A =  161°29'1δ" B -- 29°10,1δ" a =  143°12'1δ".

313. Calcular el área de un triángulo esférico trazado sobre una 
esfera de radio igual a 20.50 in, cuyos lados son

a = 75°53'20" 
b =  82°25Ί5" 
c = 99°22'15"

314. Calcular el área de un triángulo esférico trazado sobre una 
esfera de radio igual a 45.30 m y cuyos ángulos son

A =  40°20'15", B =  52°27'14", C =  138°25'15".

Mostrar que en un triángulo se verifican las siguientes relaciones:

3 1 5 .

316.

317.

318.

3 1 9 .
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320. Si en un triángulo esférico se verifica que A — B =  20, se 
tiene que

32J. Resolver un triángulo esférico dados

A B y 2p.

322. Resolver un triángulo esférico dados A, b y (a +  o) =  w*
323. Resolver un triángulo esférico dados el ángulo A y los seg

mentos en que la bisectriz del ángulo B divide al lado b.
324. Mostrar que un triángulo esférico, llamando

H =  |/sen^) sen (p — a) sen (p — b) sen 

se cumplen las siguientes relaciones:
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9 . Trabajos de los doctores R. J . Ambrosia, F . Y ierheller, Antero Bueno, Δ . E . Sagas

tum e Berra y  E . Castellano, y  del ingeniero F . F. Langmann. — Bibliografía........... (Tí0 168) $ 4.00
10. Trabajos de los ingenieros A . R. Gray, J . S. Gandolfo, C. D i Corleto, M. M esny, y

doctores C. Pasqualini, F . Yierheller y  A .  B ueno.....................................................................  (N° 173) $ 4.00
1 1 . Trabajos de los ingenieros C. D i Corleto, J . A . Brocliiero, R. Dupeyron, y  doctores

A . E . Sagastum e Berra, R. J . Ambrosis, Rodríguez y B alseiro ............... (N° 174) $ 4.Ó0
12. Trabajos de los ingenieros E. M allol, Juan A . Brochiero, Simón A . Delpech y señor

Mario B u n g e ..................................................  (N° 177  ̂ $ 2.00
13. Trabajos de los ingenieros O. Delfino, J . J . Ré, M. M esny y  E . M allol......................... (Tí0 179) $ 3.00
14. Contribuciones de los doctores R. Grinfeld, R. Cesco, J . C. Y ignaux y F . Y ierheller.. (Tí0 180) $ 4.00

S E R I E  T E R C E R A .  — P u b l i c a c i o n e s  E s p e c i a l e s .

*. Saneamiento urbano en la República A rgentina. Primera parte. Provisión de agna.
Cuaderno Tí0 4, por el ingeniero E . Artaza. Junio  de 1939..................................................  (N° 122) $ 3.80

1. Conmemoración de la Independencia nacional (ji*lh> 1938), ju lio  1939...............................  (N° 123) __
*. Tercera Reunión A nual de Caminos. Conferencias de los ingenieros T. Sánchez de

Bustam ante, Y . Carri, J . Zuker, A . P . Grisi, A. K ashirski, C. K . Preus, Tí. Alu-
rralde, M. Fornari, E . A renas, J . Boiso, y  doctor A . Zanetta, septiembre 1939______ (N° 125) $ 10.00

2. E studio de la evolución fluvial que determ ina el endicam iento del rio San Juan, por
el ingeniero J . S. Gandolfo. Enero 1940.........................................................................................  (Ν'· 126) $ 4.00

3. Conmemoración de la Independencia nacional (julio 1939), abril 1940.............................  (N° 129) __
*. Física General. Tomo IY . segunda edición, por el doctor Ramón G. L oyarte............... (Tí° 130) $ 20.00
4. L ista de Publicaciones. A gosto 1940.................................................................................................  (N° 133) __



Saneamiento urbano en la República A rgentina. Primera parte. Provisión de agua,
por el ingeniero E . Artaza. Cuaderno N° 5. Septiembre 1 9 4 0 ... (N® 134) $ 5 .0 0

5. Cuarta Reunión A nual de Caminos (I). D iscurso inaugural del doctor H. M agliano.
Conferencias de los ingenieros A . Lodeiro Blanco, A. J . L. Bolognesi, A . M. Podestá,
E . F . Tagle, V . Carri y  J . L. Carattino..........................................................   (N® 137) $ 5 .00

6. Cuarta Reunión A nual de Caminos (II), Conferencias de los ingenieros P . Palazzo,
E . Arenas y  A . K ashirski.................................  ................... ..................  (N® 138) $ 5.00

7. Cálenlo de estructuras de Hormigón Armado, por el ingeniero Ju lio  Zuker . . . . . . . .  (N° 140) $ 6 .0 0
8. Saneamiento urbano en la República A rgentina, Tercera parte. Obra domiciliaria.

Tomo I, por el ingeniero Evaristo Artaza. Abril de 1941.......................................................... (N® 141) $ 20.00
9. F ísica general. Tomo I , cuarta edición, por el profesor doctor Ramón G. Boyarte.

A bril de 1941 ... (N® 142) $ 15.00
10. La viga placa, por J . M ontú........ .......................................................  ........ ................................. (N® 144) $ 4 .00
11. Determinaciones de detonancia de combustibles y  carburantes...........................................  (N® 146) $ 3 .00
12. La Anisotropía óptica por deformación elástica de los medios transparentes y  su

aplicación a la Fotoelasticim etría, por el ingeniero Raúl B u ich .......................................... (N® 147) $ 8 .00
13. Sistemas biperestáticos planos, por el ingeniero F élix  D e Medina (N® 151) $ 5 .0 0
14. V igas de hormigón armado con armadura doble simétrica sometidas a flexión com

puesta, por el ingeniero Ju lio  R, C astiñeiras.......................................... ................................. (N® 152) $ 1 .00
15. Producción, transporte y  distribución de la energía eléctrica, por el ingeniero M i

guel S im on off..................................................................................................... ..........................  (N® 154) $ 25.00
16. E l proyecto económico de estructuras de hormigón armado, por el ingeniero Julio

R. C astiñeiras............................. .......... (N® 155) $ 5 .00
17. F ísica general. Tomo II , tercera edición, por el profesor doctor Ramón G. Loyarte (N® 157) $ 15.00
18. Tablas para vigas con chanfles rectos y  parabólicos, para facilitar la resolución de ^

sistem as biperestáticos, por los ingenieros G. A . Rabuifetti y  E . A . A m ab old i....... (N® 158) $ 2 .00
19. Quinta Reunión A nual de Caminos. Discurso inaugural del ingeniero Julio R. Casti

ñeiras. Conferencias de los doctores C. L. Ruiz y  E . Petroni, agrimensor L. de Carli, 
ingenieros A . P . Grisi, J . Zuker, A . M. Podestá, E . F . Tagle, E . Arenas, A . K as
hirski, M. A . Fornari, ingeniero agrónomo A . Arena e ingoniero J . J . F o n t.........  (N° 159) $ 10.00

20. Saneamiento urbano en la República Argentina. Primera parte. Provisión de agua,
por el ingeniero E . Artaza. Cuaderno N® 6. Febrero 1943.................................  ................  (N® 162) $ 15.00

21. F ísica general. Tomo III . Calor, tercera edición, por el profesor doctor Ramón G.
L o y a r te ............................................................  (N® 166) $ 15.00

22. Electricidad. I , E lectricidady magnetismo. Π , Electricidad corpuscular, por el in ge
niero M iguel Sim onoff...... ......................................'...............................................................................  (N® 167) $ 18.00

23. Saneamiento urbano en la República Argentina. Segunda parte. D esagües urbanos,
por el ingeniero E . Artaza. Cuaderno N® 1. Noviembre 1943......................................    (N® 169) $ 4 .00

24. Semejanza mecánica, por el ingeniero C. B erta .......... ................................................................... (N® 171) $ 4 .00
25. Aceros y  tratamientos térmicos, por el ingeniero A . Lodeiro B lanco.. (N® 172) $ 4 .00
26. Carburautes. Combustibles y Lubricantes. Ensayos normales, por los asistentes

doctor E. Castellano e ingeniero M. M esny, del Departamento de M ecánica........ .. (N® 175) $ 3 .00
27. Física general. Tomo I, quinta edición, por el doctor R. G. Loyarte, junio de 1944. (N° 176) $ 18.00
28. Tratado de Optica. Primer fascículo, por el doctor E. Loedel Palum bo..............................  (N® 178) $ 7 .50
29. Aurel Stodola a través de sus libros, por el ingeniero Emilio M allol............................  (N 181) —
30. Trigonometría, por el ingeniero Nuraa T ap ia .................: ..............................................................   (N® 182) $ 25.00
31. Introducción a la Matemática superior, por el doctor Alberto Έ. Sagastume B erra .. (N® 183)

PUBLICACIONES EN PRENSA Y EN PREPARACIÓN:
N® 184. Elem entos fundamentales de metalografía microscópica, por el ingeniero Antonio E . Sturla.
N®185. Revista. Trabajes de los ingenieros Enrique C. Beltrami, Félix  Langmann, Carlos Gadda y  M iguel Simo

noff, y  señor Juan A . Cibraro.
N® 186. F ísica General, por el doctor Ramón G. Loyarte. Tomo IV . Tercera edición.
N® 187. Capacidad de captación de las presas de rejilla, por el ingeniero F élix  Langmann.
N® 188. Revista. Trabajos de los ingenieros M iguel Simonoff y  R. Martínez de Vedia, del dootor Clodoveo Pas- 

qualini y  del señor Douglas Smink.
N u 189. Saneamiento urbano. Obras domiciliarias, por el ingeniero Evaristo Artaza. Cuadernos 1, 2 y  3. Tercera 

edición.
N® 190. Grado de irregularidad de alternadores, por el ingeniero Juan A . Brochiero.
N® 191. Tratado* de óptica , por el doctor E. Loedel Palumbo. (Fascículo 2o.)
N* 192. Contribuciones. Trabajo del doctor Reynaldo P . Cesco. (Esta entrega contendrá, además, otros trabajo» 

del Departamento de Matemáticas e Instituto  de Física.)

Se enviará, sin cargo, a quien lo solicite, la « Lista de Publicaciones », que contiene la nómina complot» 
de publicaciones de la Facultad.










