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La Plata, enero 11 de 1933,

Atenta la nota del profesor de la Universidad de Berlin, dos¢-
tor Max Dessoir, autorizando la traduccién y publicacién del
trabajo de Alfredo Vierkandt ‘‘Filosofia de la Sociedad y de Ila
Historia’, y asignando el valor que le corresponde a la funcién
de la Universidad para hacer traducir y difundir en los centros
de estudios las mas altas expresiones de la teoria o ciencia pura,

El Consejo Superior,
ORDENA :

19 Iniciar con el citado trabajo del profesor Vierkandt la pu-
blicacién de una Biblioteca de obras traducidas de autores no latincs,
que versardn sobre los problemas de ciencia y la filosofia con-
temporaneas y que se llamara TEORIA.

2° Comuniquese, témese razén, publiquese y archivese.

RICARDO LEVENE.
S. M. AMARAL,

Secretario General y del
Consejo Superior.
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PROLOGO

Con el titulo general de “Crisis y reconstruccion de
las ciencias exactas”’ contiene esta publicacion cinco con-
ferencias de indole cientifico filosofica, que se refieren a
los descubrimientos modernos en el campo de la fisica y
a cuestiones relativas a la intuicion, a la teoria de la re-
latividad, a la geometria de n dimensiones, nocién de
la cuadratura del espacio, crisis y evolucién de la 16gi-
ca, etc.

La primera conferencia de Herman Mark trata de
“La crists de la fisica cldsica por obra del experimento”,
tema cuya importancia ha dado origen a numerosas pu-
blicaciones y conferencias de los hombres de ciencia a
partir del 14 de diciembre de 1900, en que Max Planck,
profesor de la Universidad de Berlin lanzé su famosa
teoria de los cuanta, en una conferencia dada en la socie-
dad alemana de fisica de la nusma ciudad.

Analiza Herman Mark la transformacion operada en
los conceptos de espacio y ttempo segun la manera de ver
cldsica — juicios sintéticos a priori, sequn Kant — prin-
cipalmente por los resultados de la experiencia iniciada
por Michelson en el ano 1881, proseguida por Morley
y Miller en 1904 y 1905 y posteriormente por Miller
—de 1921 a 1926 — en el observatorio norteamericano
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de Mount Wilson, Tommarchek en 1924 y Kennedy
en 1926. Dichas experiencias demostraron la imposibi-
lidad de probar la existencia del mouimiento uniforme
de un cuerpo en el éter, supuesto inmovil, y dieron origen
a las llamadas férmulas de transformacién de Lorentz,
a la hipdtesis de la contraccion de los cuerpos de Fitzgerald
y a la teoria espectal de la relatividad enunciada por
Einstetn en el afio 1905.

Se detiene particularmente Mark en su conferencia en
el estudio del fendmeno de la radiacion del cuerpo abso-
lutamente negro, que di6 origen a una revolucion en la
fisica. Bien sabido es que la intensidad de radiacion de
frecuencia v en el cuerpo negro es funcion de la tempe-
ratura absoluta y de la frecuencia y que, por mediciones
experimentales se habia llegado a obtener para distintas
temperaturas las curvas de intensidades de radiacion, sin
haberse podido determinar la ecuacién de las curvas. Las
ecuaciones de Wien y de Rayleigh, obtenidas con la
mecanica estadistica y electrodindmica cldsica, dieron re-
sultados distintos a los encontrados experimentalmente
por Lummer y Pringsheim para pequefias y grandes fre-
cuencias respectivamente. La contradicciéon fué eliminada
en forma genial por Max Planck con su hipdtesis de los
cuanta (1900) segun la cual la radiaciéon del cuerpo
negro no era continua sino multiple de una energia ele-
mental llamada cuanta de energia proporcional a la fre-
cuencia, obteniéndose con la ayuda de la teoria de la
relatividad (1905) la férmula que da la intensidad de
la radiacion en funcion de la temperatura y frecuencia,
formula que arroja resultados concordantes con los de la
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experiencia. Esta férmula permitid, aplicando los con-
ceptos de densidad espactal de radiacién y los dos prin-
cipios fundamentales de la termodindmica, establecer ted-
ricamente la férmula de la radiacion integral del cuerpo
negro, y de otros cuerpos — combindndola con las leyes
de Kirchhoff — ya obtenida experimentalmente por Ste-
fan (1870) y Boltzmann. La comprobacion experimental
en la radiacion de la hipdtesis de los cuanta, tnicia una
era revolucionaria de la fisica al comenzar el siglo actual.
Esta revolucion avanza en forma sorprendente en este
momento.

Continua Mark con el fendmeno fotoeléctrico cuya ex-
plicacion se tuvo a raiz de la hipotesis de Einstein (1905),
quien consideré la luz homogénea como la emision de
fotones o corpusculos similares — hasta cterto punto —
a los de la teoria de la emision de Newton, portadores
de energia proporcional a la frecuencia.

En forma sintética se refiere al efecto Compton, a la
difraccion de los rayos X, a la mecdnica de De Broglie,
a la dualidad de la luz y a las mecdnicas ondulatoria y
cudntica, respectivamente, de Schrédinger y Heisenberg,
temas que son expuestos con mds detalle mds adelante.

La seqgunda conferencia de Hans T hirring tiene por
titulo: ““La transformacion del sistema conceptual de la
fisica”’. Analiza Thirring, el modo de operar de la fisica
como filosofia natural o ciencia de la naturaleza con
ejemplos sencillos, pero de profundo concepto, llegando
a la conclusién de que ella — ciencia eminentemente hu-
mana y de rasgos antropomdrficos — trata de establecer
relaciones entre clertos conceptos primitivos o bdsicos
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¢lementales con el objeto de explicar los fenémenos natu-
rales para lo cual es n:cesario crear, a su vez, otros con-
ceptos derivados, cada vez mds complicados, de signifi-
cado incomprensible para los profanos.

Estudia rdpidamente las consecuencias del descubri-
miento de los rayos Rontgen (1895) y de los cuerpos
radioactivos, sales de uranio por Becqueral y radio por
los esposos Curie (1898 ) sobre las teorias relativas a la
constitucion de la materia.

En forma sencilla considera la teoria especial de la
relatividad, tratada someramente en la conferencia de Mark,
explicando el significado del espacio o mundo de Min-
kowski, definiendo los conceptos suceso, intervalo entre
sucesos o espacio - temporal y el cardcter de invariante
— andlogo al de distancia entre dos puntos que trata la
geometria euclidea de dos y tres dimensiones — de dicho
intervalo para toda transformacién lineal de las coorde-
nadas que lo determinan. Esboza, también, una explicacion
sobre el significado de la curvatura del espacio segun la
teoria de la relatividad.

No nos parece muy clara y ordenada, especialmente
para las personas que no han profundizado estos estudios,
la forma en que el conferenciante trata el modelo de Bohr
sobre la constitucidon del dtomo de hidrégeno y su rela-
cion con los rayos espectrales y la teoria de los cuanta, para
ccuparse después de los isotopos y de la mecdnica de De
Broglie, la mecdnica ondulatoria de Schrodinger (1925)
y la cudntica de Heisenberg (1925).

El modelo de Bohr, requiere una explicaciton mds pro-
funda sobre la caracteristica de las Orbitas estacionarias
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circulares, las relaciones entre los radios de las mismas, la
relacion entre la emision de fotones y los pasos de una
orbita a otra, los estados de excitacion y de tonizacion de
los dtomos, la relacion con las series espectrales, la co-
rreccion por la posicion real del centro de gravedad, la
introduccion de las Srbitas elipticas y-1a aplicacién de la
teoria de la relatividad por Sommerfeld para estudiar el
mouimiento de los electrones, etc., etc. La mencion de los
1sotopos en una conferencia de vulgarizacién cientifica
requiere una exposicion previa sobre la constitucion del
nucleo de los dtomos.

Pasa rdpidamente el conferenciante por la teoria cor-
puscular ondulatoria de los fenomenos materiales estable-
cida por De Broglie con el intento de explicar el dualismo
corpuscular-ondulatorio de los fendmenos lununosos que
vincula a longitud de onda material con la constante h
de Planck y la cantidad de movimiento (1924).

Nos parece muy bien explicada la relacion de indeter-
minacion de Heisenberg que se traduce por una desigual-
dad, cuyo limite determina el grado de exactitud que
puede esperarse para el producto de la cantidad de mo-
vimiento de una particula por la coordenada correspon-
diente y las consideraciones finales sobre la impostbilidad
de establecer el sujeto del predicado vibra.

En la tercera conferencia de Hans Hahn, intitulada
“La crisis de la intuicion’, se trata el tema con gran cla-
ridad y su lectura ha de ser de mucha utilidad para los
qgue no conocen bien la matemdtica. Analiza Hahn pri-
meramente los conceptos establecidos por Kant en su “Cri-
tica de la razén pura’” y la conmocion que produjo en
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los de espacio y tiempo, considerados por este fildsofo
como juicios sintéticos a priori e independientes entre si,
la teoria de la relatividad y el descubrimiento, en el campo
de la geometria, de curvas que carecen de tangente en todos
sus puntos, atribuido al matemdtico alemdn Weierstrass
en 1861.

Para ello expone primero en forma elemental y clara,
con ejemplos sencillos, el concepto de derivada conside-
randola como velocidad en un punto en la cinemdtica
y como pendiente en un punto en la geometria analitica
y hace conocer el objeto del cdlculo diferencial e integral,
tdeado casi simultdneamente por Leibnitz y Newton. Des-
pués de dar ejemplos de curvas sin tangentes, como las de
Weierstrars, toma otros mecdnicos que, como los primeros,
demuestran los resultados falsos a que lleva la intuicion
pura.

Demuestra también como la nocidn intuitiva de que
las lineas son engendradas por el movimiento de un punto,
es falsa con los ejemplos dados por el matemdtico ita-
liano Peano, quien demostré que también las superficies
pueden considerarse engendradas por el movimiento de un
punto.

Fija Hahn el concepto de conexidon local, analiza la
nocion de conjuntos unt y pluridimensionales e insiste
sobre la crisis de la intuicidon que da proposiciones que
parecen sequras, stendo, por lo contrario, falsas, para
llegar a la conclusion de que ‘“‘todo nuevo concepto ma-
temdtico que se introduzca debe ser definido en forma
puramente légica y que toda demostracién matemdtica
debe llevarse a cabo con medios puramente logicos’”.
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Agrega: la intuicion no es — como queria Kant — un
medio de conocimiento puro y aprioristico. Engéndrase
con la fuerza de la costumbre que, a su vez, tiene por
madre a la pereza mental.

La cuarta conferencia, de Georg Nobelin tiene por ti-
tulo ““La cuarta dimension y el espacio curvo’” y trata
un tema ya estudiado por otros autores, especialmente por
Henry Poincaré en su libro ““La Ciencia y la hipdtesis™.

Empieza por definir el espacio euclideo bidimensional
para sequir al polidimensional caracterizados por la inva-
riante distancia entre dos puntos, cuando se efectua una
transformacion lineal de las coordenadas. Considera No-
belin esta cuestion bajo el punto de vista de la geometria
analitica pura, sin vincular los problemas de posicion con
los cambios de estado fisico. Considerando el espacio te-
tradimensional, p. ej., lo define como una construccion
[6gica independiente de toda experiencia y a la geometria
euclidea correspondiente, como sistema de consecuencia
[6gica de ciertas definiciones: hiperplanos, caracterizados
por una ecuqcion lineal de cuatro coordenadas variables
qgue definen la posicion variable del punto; planos, que
tienen por ecuacion la que resulta de la anulacién de una
de las coordenadas en la ecuacton del hiperplano;
rectas y puntos, determinados por dos y tres planos res-
pectivamente.

Demuestra que la geometria es simplemente un siste-
ma de consecuencias [6gicas que se obtiene previa defi-
nicion de ciertos entes (p. ej. puntos, rectas y planos) y
de ciertos axitomas sin contradiccion. Depende de la natu-
raleza de estos axiomas el cardcter de la geometria, que,
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puede ser independiente de toda experiencia. Variando
solamente en la geometria de Euclides el llamado axioma
de las paralelas, p. ej. se obtienen las geometrias que los
sabios hungaro Bolyai y ruso Lobatchefski establecieron a
principios de este siglo, geometrias que reciben el nombre
de noeuclideas. Lobatchefski, p. ej., sustituye el postulado
de las paralelas de Euclides por uno contrario: por un
punto se puede trazar varias paralelas a una recta dada.
En las geometrias no euclideas la suma de los dngulos
de un tridngulo es diferente de 180° mayor en la geo-
metria eliptica y menor en la geometria hiperbélica o de
Bolyai-Lobatchefski.

Aborda Nobelin la geometria diferencial de las super-
ficies, considerando la férmula general que da la distancia
entre dos puntos infinitamente préximos en una superficie
y dando los valores particulares que toman los llamados
potenciales, sin entrar a considerar las relaciones que deben
existir entre éstos y las derivadas parciales cruzadas para
representar una superficie determinada, porque eso condu-
cirta a formulas mds complicadas cuyo desarrollo lo situa
fuera del objeto de la conferencia.

Define Nobelin las lineas geodésicas, las superficies lisas,
la curvatura del espacio, la geometria de Riemann para
el espacio de curvatura constante y las seis potenciales
que con las coordenadas en este espacio permiten esta-
blecer sus relaciones métricas; es decir calcular distancias,
dngulos, superficies, volumenes de cuerpos, etc.

Analiza Nobelin las relaciones de la teoria de la rela-
latividad general con una geometria de Riemann para el
espacio tetradimensional (espacio tiempo) curvo, en el cual
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las lineas geodésicas son las trayectorias de los rayos lu-
minosos y los potenciales dependen de las masas que se
encuentran en el espacio y ternmna aclarando qué debe
entenderse por atribuir a nuestro espacto la cualidad de
ser cerrado, es decir tlimitado y finito.

La quinta conferencia de Karl Meriger sobre el tema
“La nueva [6gica” es la mds extensa y, por esto mismo,
estudia el tema con gran profundidad. Constituye una
sintesis interesantisima de la evolucion de la [dgica desde
su fundacion, atribuida a Aristoteles, hasta nuestros dias.
Analiza rapidamente la transformacion de la [dgica, desde
la formacion aristotélica de los silogismos, las ampliacio-
nes en la Edad media y los principios fundamentales de
tdentidad, contradiccion y tercero excluso.

Analiza las ideas de Leibnitz y Kant y senala el cardcter
de la crisis que experimentd la [6gica como consecuencia
del progreso en el conocimiento matemdtico, dando origen
a la llamada logistica que emprendié la reconstruccion
de la [6gica. Estudia las diferentes fases de esta reconstruc-
cton mediante los calculos llamados de clases, de proposi-
ciones y de funciones, que no alteran sustancialmente la
[6gica antigua y la ampliacion fundamental que la altera.
de estudiar relaciones entre las proposiciones y clases de
clases, clases de clases de clases, etc., conceptos que tienen
netamente su origen en la matemdtica.

Estudia Menger la profunda crisis sufrida por la lo-
gistica, a principios del siglo actual, al descubrirse nume-
rosas paradojas, como consecuencia de sus estudios, dando
ejemplos claros de ellas, y las establecidas por el célebre
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matemadtico italiano Burali Forti y por Bertrand Rusell
en 1901.

Analiza el procedimiento formalista o metaldgico de
Hilbert para descubrir paradojas, enunciando claramente
los conceptos y métodos de la metateoria en general, que
aplicada a la l6gica recibe el nombre de metaldgica y es-
tudia las 1dgicas polivalentes de Lukasiewicz y Post.

Al considerar el problema cardinal que se presenta a
la matemdtica y la [6gica, que consiste en demostrar la
falta de contradicciones valiéndose de una parte de ellas
estudia extremadamente, el descubrimiento del célebre ma-
temdtico vienés Kurt Gédel quien demostrd la imposibili-
dad de probar dicha falta de contradicciones, es decir,
soluciond el problema en sentido negativo valiéndose de
la teoria de los numeros naturales. Se detiene especialmente
en otras cuestiones estudiadas por Gbdel y sobre el rol
del intuicionismo matemdtico y su posicidn con respecto
a la matemadtica cldsica, terminando su conferencia sobre
el goce estético de la matemdtica, vedado, desgraciadamen-
te, a la mayoria de las personas, pero comparable segun
el conferenciante al goce estético musical.

La exposicion sintética y comentada del contenido de
este libro, que edita la Universidad nacional de La Platu,
formando parte de su coleccion ““Teoria’, revela su im-
portancia y valor no sélo para los que cultivan los
estudios fisico matemdticos sino, también, para los que
poseyendo un conocimiento general sobre los problemas
de la fisica y matemdtica moderna, que a la luz de los
nuevos descubrimientos experimentales aparecen estrecha-
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mente vinculados, desean profundizar las relaciones entre
los mismos con el criterio de la filosofia cientifica. Una
informacion bibliogrdfica, moderna y bien seleccionada,
acompana a cada una de las conferencias escritas, a la
cual se hace referencia al tratar cada cuestion de impor-

tancia. g ;
JULIO R. CASTINEIRAS.






CRISIS Y RECONSTRUCCION
DE LAS CIENCIAS EXACTAS

PALABRAS PRELIMINARES

El interés creciente que circulos cada vez mas amplios
demuestran por las ciencias exactas, tiene su raiz princi-
palmente en el anhelo de encontrar un campo cientifico
en que no se hagan sentir los fendmenos criticos que
aquejan a otros campos. Y esta corriente de simpatia
hacia la légica, las matematicas y la fisica seria proba-
blemente aun mas intensa, si no fuera por la falsa creen-
cla en boga de que los resultados de las ciencias exactas
son 1naccesibles a la comprensién del comun de los
hombres.

Sin embargo, si hemos de decir verdad, las ciencias
exactas distan muchisimo de hallarse a cubierto del ries-
go mentado. Precisamente en los ultimos decenios todas
ellas — desde la fisica tedrica hasta la légica — han sido
sacudidas por fuertes crisis. A muchas de las cosas que
antes pasaban por exactas sélo podemos atribuirles hoy
en dia un valor aproximativo o estadistico; muchas co-
sas que antes eran tenidas por de caracter aprioristico,
esto es, independientes de toda experiencia, se ha venido
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a reconocer que necesitan de prueba empirica o han sido
calificadas de hipdtesis convencionales; en muchos casos
en que antes se buscaba lo cierto e indudable, nos con-
tentamos hoy con lo verosimil; muchas cosas que antes
se procuraba explicar, se ha visto hoy que sélo son
susceptibles de descripcidén; muchas cosas que se consi-
deraban como evidentes o fundadas en la intuicién, se
ha descubierto que son falsas, o ciertas tan sélo bajo
determinados presupuestos; mas: en muchas de las cosas
que se creian demostradas no podemos ver ahora sino la
transformacién de clertas premisas en ciertas proposi-
cionés, y tanto estas premisas como las reglas aplicadas
para transformarlas cabe modificarlas.

Por dicha los trabajos de reconstruccién ya se han
iniciado con éxito en todos los sectores. Cierto que en
mas de un punto hemos debido rebajar nuestras preten-
siones. Frecuentemente nos vemos reducidos a no salirnos
de la esfera de lo aproximativo, lo estadistico, lo conven-
cional y probable, conocidos como lo convencional vy
probable; de la esfera en que rigen la prueba empirica
y la descripcién, o en que se pasa de unas proposiciones
a otras por mera transformacién. Y sin embargo, en es-
fera tan limitada hay terreno suficiente para levantar, en
lugar de los derruidos palacios, edificios mas sencillos
sin duda que estos ultimos, pero asentados sobre cimien-
tos mas firines.

Nuestros métodos experimentales han logrado un alto
grado de precisidon, con lo cual han aumentado extraor-
dinartamente el alcance y la exactitud de nuestras des-
cripciones. Observaciones y descubrimientos de toda in-
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dole han hecho que se formen nuevos y gigantescos cam-
pos de investigacion. Las relaciones impensadas que se
han llegado a descubrir entre los conceptos antiguos, han
conducido a conceptos nuevos y a nuevos sistemas con-
ceptuales. Las argumentaciones matematicas han alcan-
zado pleno rigor 16gico: mas alld de la intuicién se han
desarrollado, por via puramente deductiva, sistemas ma-
tematicos completamente nuevos, que es dable aplicar a
menudo en la fisica. Y, finalmente, por primera vez
desde tiempos remotisimos, se han obtenido nuevas y
esenciales luces sobre el mecanismo mismo de la deduc-
cidon. No hay campo de las ciencias exactas en que los
esfuerzos reconstructivos no se hayan visto coronados
de éxito. '

No negaremos, claro esta, que mdas de una cuestidn
de detalle se le haya de escapar al profano. El prodigioso
ensanchamiento experimentado en nuestros dias por los
diversos campos objeto de la labor cientifica, no consien-
te que siquiera al hombre de ciencia le sean corrientes,
uno por uno, los pormenores de todas las ramas de la
que él cultiva. Pero los problemas capitales — punto de
partida del investigador — y lo esencial de las mas im-
portantes soluciones tedricas, eso si que puede compren-
derlo cualquiera; y, hasta cierto punto, a cualquiera pue-
de resultarle interesante, siempre que se le expliquen es-
tas cosas con claridad. Si a pesar de lo que afirmamos,
abundan tanto los que se consideran, equivocadamente,
en absoluto incapaces de llegar a entender algo de los
resultados de las ciencias exactas, débese ello, sobre todo,
a lo mal que se les han ensenado los primeros elementos
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de dichas ciencias. Por eso en los dias que corremos no
era empresa inutil poner en contacto mas intimo con la
investigacién de las ciencias exactas a gentes cuya acti-
vidad intelectual se desenvuelve en zonas diferentes. Y
tarea que se imponia realizar también, por ser muchos
los que, extraviados, han caido en un escepticismo abso-
luto en cuanto al valor de la ciencia.

Con este propdsito se pronunciaron las cinco confe-
rencias que siguen.



LA CRISIS DE LA FISICA CLASICA
POR OBRA DEL EXPERIMENTO

Por GERMAN MARK

En los ultimos cuarenta afios se ha ampliado y pro-
fundizado con extraordinaria rapidez nuestro conoci-
miento de los hechos en la fisica y en la quimica. Hemos
descubierto grandes territorios completamente nuevos,
como la radioactividad, los rayos X, los rayos corpuscu-
lares, etc.; y en los territorios ya cultivados hemos lo-
grado una precisidon insospechada en las medidas. En Ia
Optica y en la espectroscopia, en la determinacién de los
pesos atdmicos y en la analitica ha sido dado determi-
nar con seguridad efectos que nadie hubiera podido pen-
sar antes en observar. Pero este ripido progreso del arte
de experimentar tenia en su contra el que no viniese
acompafiado de una clara discriminacién de los nuevos
hechos descubiertos. Estos tultimos se presentaban un
poco confundidos; de ahi que la fisica tedrica tuviese
que aplicarse a la ardua tarea de seleccionarlos, ordenar-
los y establecer conexiones entre ellos. No tardaron,
sin embargo, en darse cuenta los fisicos de que estos ul-
timos resultados experimentales era imposible exponerlos,
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en forma satisfactoria y unitaria, con los conceptos bien
fundados e internamente coherentes de la fisica clasica.
Habia que transformar las teorias para adaptarlas en lo
posible a los nuevos hechos.

Pero a fin de poner de relieve como es debido las difi-
cultades suscitadas por cada una de dichas experiencias
basicas, es preciso resefiar primero muy a la ligera el es-
tado de la fisica clasica en la época en que empezaron
a realizarse. Eso nos servird para poner en plena luz
sus fundamentos y peculiaridades.

La mecanica de Newton y la electrodinamica de Max-
well-Hertz fueron apropiadas por mucho tiempo para
dar cuenta, con gran aproximaciéon en los calculos, de
los fendmenos naturales accesibles a nuestra observa-.
cién, desde el movimiento de las estrellas en la esfera
celeste hasta el de los electrones en los tubos en que se
ha hecho el vacio. Considerémoslas por tal motivo aqui
a titulo de teorias representativas de la fisica clasica.

He aqui sus caracteristicas particularmente salientes:

1° EIl espacio y el tiempo se consideran en ellas como
formas separadas de la intuicidn dadas a priori, en el
sentido kantiano.

2° Frente a la materia se halla el campo, portado-
res una y otro de los fendmenos. Hay particulas pe-
quefiisimas de materia y electricidad — los electrones,
los 1ones, los atomos y las moléculas — cuyas cargas
constituyen la fuente de las lineas de fuerza del campo,
y cuyos movimientos se rigen por las leyes de la meca-
nica. Esta también el campo electromagnético, portadot
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de todos los fendmenos magnéticos y Opticos, sometido
a las ecuaciones diferenciales de Maxwell-Hertz.

3° Las ecuaciones fundamentales de la mecanica y
de la electrodinidmica pueden aplicarse sin modificacién
alguna a los fendmenos de dimensiones atémicas.

Asi, por ejemplo, el modelo molecular de una
fuente luminosa puede construirse y calcularse de acuerdo
con las leyes basicas susomentadas, descubiertas y veri-
ficadas en el campo macroscépico.

A estos tres principios, particularmente caracteristi-
cos de la fisica clasica, cabria agregar ain toda una serie
de proposiciones tan importantes y generales como ellos.
Pero dado el objeto que nos guia en la conferencia de
hoy, hemos destacado justamente estos tres, porque el
examen de cllos da ocasién, mejor que el de cualesquiera
otros, de mostrar cdmo el creciente aumento de nuestro
material experimental va abriendo brechas cada vez mas
grandes y profundas en el edificio de la fisica clasica.

El alcance y eficiencia de los tres principios mentados
se consideraban tan grandes. que por los anos de 1890
se miraba a la fisica como una ciencia punto menos que
perfecta.

En tal concepto la tenia el holandés H. A. Lorentz,
en quien puede verse uno de los mas eminentes represen-
tantes de la fisica clasica. “‘Por el anho 1895 la fisica era
para mi una ciencia perfecta; por eso su estudio no ofre-
cia mayor interés’’, se expresd en una excursion que reali-
zaron los asistentes al gran congreso de fisica de 1928,
reunido en Como en homenaje a Alejandro Volta. Pre-
cisamente por aquel entonces habia logrado Lorentz in-
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terpretar cuantitativamente, con ayuda de la teoria electrod-
nica, el efecto de Zeemann; y por el mismo tiempo habia
incorporado, valiéndose de una genial hipétesis ad hoc,
al edificio de la fisica clasica el experimento de Michelson,
sobre el que volveremos a continuacién en detalle. De
este modo todos los fendmenos de que se tenia conoci-
miento cierto a la sazén quedaban enmarcados, en for-
ma unitaria, dentro del sistema conceptual y las ecuacio-
nes de las teorias cldsicas. La empiria y la teoria se da-
ban la mano de una manera muy satisfactoria.

Y sin embargo, justamente en los ultimos afios del
siglo -pasado se colocé la piedra fundamental de los nue-
vos métodos experimentales: los rayos X, los catddicos,
etc., llamados a demostrar que en fisica no cabe separar
con una linea tan simple y clara el espacio del tiempo,
la materia del campo. Un experimento que desde hacia
afnos daba bastante que hacer a la fisica clasica, y que
obligé a introducir una modificacidn muy esencial en el
primer principio citado mas arriba, era el de Michelson,
que trataba de demostrar la existencia del éter. Pasamos
a ocuparnos de él, entrando asi en el tema principal de
este primer informe.

Este experimento tenia por objeto someter a prueba
una consecuencia tedrica de la electrodindmica clasica.
Seglin ésta, en efecto, los fendmenos electromagnéticos
y Opticos se realizan en el éter inmodvil, postulado por
ella. De ser asi, deberia soplar un viento ‘“‘etéreo’” por
sobre la superficie de la tierra, en direccidn contraria al
del movimiento de ésta, al atravesar el universo el éter;
y los efectos de este viento deberian poder observarse en
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los fendmenos Opticos. La fisica clasica se inclinaba a
creer que la velocidad de la propagacién de la luz se
modifica, bajo la accidon del éter, en sentido paralelo y
perpendicular al del movimiento de la tierra.

A. A. Michelson, investigador norteamericano, empren-
dié en 1881, con ayuda del interferometro, aparato de
alta precisién construido por él, experiencias destinadas
a comprobar la existencia de tal viento ‘‘etéreo’’. El ex-
perimento, en que se apuraron todos los recursos expe-
rimentales de que se disponia en aquella época, no reveld
el menor rastro del efecto esperado, contradiciendo asi
las exigencias de la electrodinamica clasica. Y tampoco
fué mas feliz el resultado al repetirse, seis afios mas
tarde, la experiencia por Michelson y Morley. Lo unico
que se logrd fué acentuar aiin mas, por la mayor preci-
sion de las medidas, su caracter negativo.

Las experiencias negativas nunca satisfacen al experi-
mentador, pues siempre le queda la duda de que ha-
ciéndolas con mas esmero, o de otro modo, el efecto
esperado no dejaria de producirse. En el experimento de
Michelson, empero, el limite del error sélo alcanzé a un
centésimo del corrimiento esperado de las rayas de ma-
nera que en este caso también el resultado negativo
podia considerarse como seguro.

H. A. Lorentz se esforzd, mediante una hipdtesis ge-
nial inventada ad hoc, de obviar las dificultades que le
planteaba a la teoria clasica el resultado negativo del ex-
perimento de Michelson. Sin embargo, ¢l mismo se daba
perfecta cuenta que su solucién no habria de ser acogida
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como del todo satisfactoria. Sélo Einstein, en 1905, ha-
116 una salida inesperada de estas dificultades con ayuda
de la Teoria de la relatividad especial, de que se hablara
en la siguiente conferencia del presente ciclo (). Aqui
consignaremos tan sélo que gracias a las ideas, de amplia
repercusion, de Einstein, el interés por el experimento de
Michelson se acrecentd y renovd.

En los afios siguientes a la formulacién de la teoria
de Einstein, se lo repitid varias veces, cada vez con
mayor precision en las medidas. Por primera vez lo
repitieron Morley y Miller en 1904 y 1905, quienes con-
firmaron nuevamente el resultado negativo. Con todo
eso, en 1926 parecid como si realizando el experimento
bajo circunstancias particularmente propicias cupiera que
el resultado fuese también positivo. En efecto, desde 1921
hasta 1926, Miller repitid el experimento en el labo-
ratorio del observatorio astrondmico de Mount Wilson
a 1800 metros sobre el nivel del mar, obteniendo efec-
tos positivos. Dada la gran importancia del problema,
Kennedy y Tommaschek en los anos siguientes — el
primero en 1926 y el segundo en 1924 —, volvieron
a repetir el experimento de Michelson, tanto en labo-
ratorios situados al nivel del mar como en laboratorios
a 1800 metros sobre dicho nivel, utilizando fuentes lu-
minosas terrestres y luz estelar.

Lo que se desprende sin lugar a dudas de todas las
experiencias llevadas a cabo hasta la fecha, es que con
los métodos experimentales modernos no hay modo de
verificar un influjo del éter sobre los fendmenos Spticos.
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Y st es que éste existe, no concuerda cuantitativamente
con los postulados de la electrodindmica clasica. Verdad
que no queda aclarado en todos sus pormenores a qué se
deben los resultados divergentes arrojados por las expe-
riencias de Miller. Pero eso no es de extrafiar. A menudo
no resulta cosa facil, al repetir un experimento, descu-
brir con absoluta seguridad las fuentes del error de los
que han realizado antes el mismo experimento, o dar
sin asomo de duda con las ilusiones padecidas por ellos.

Para los principios de la fisica clasica el resultado ne-
gativo del experimento de Michelson entrana la renun-
cia inevitable — como se expondra en la siguiente con-
ferencia — a concebir el espacio y el tiempo como for-
mas separadas de la intuicién dadas a priori (Primer
principio de la fisica cldsica). Sin embargo, la teoria de
la relatividad no deja de presentar muchos puntos y muy
intimos de contacto con la teoria del campo de la fisica
clasica, por lo cual, de ser esta teoria la unica que se
hubiese forjado en los ultimos tiempos, no se justifi-
caria el titulo general de nuestro ciclo Crisis de las cien-
ctas exactas, elegido por nosotros por conceptuarlo el mas
aproplado para caracterizar el estado actual de la fisica.
La justificacién se halla en otros resultados experimen-
tales que no en los que sirven de apoyo a la teoria rela-
tivista; resultados que han producido en los conceptos
fisicos una modificacion mucho mas radical que aquélla.
Pasamos a discurrir sobre ellos a rengldn seguido.

A fines del siglo pasado el interés de la fisica expe-
rimental gravitaba en forma muy sefalada hacia el pro-
blema de la radiacidon del llamado cuerpo negro. Desig-
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nase con este nombre a una substancia que tiene la pro-
piedad de absorber y de volver a emitir la energia ra-
diante que incide sobre ella, pero no de reflejarla ni
de difundirla. Combinando diversos principios de la elec-
trodindmica, se obtuvieron determinadas leyes para las
propiedades de estos rayos negros. Estas leyes permitic-
ron trazar la curva de la intensidad de la radiacidén, con-
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Distribucién de la energia en el espec-
tro del radiador negro, segin Lummer

y Pringsheim.

stderada como fun-
cion de la longitud

de onda y de la temJ

peratura.

El método mas
indicado para efec-
tuar las experiencias
era, segun se pudo
verificarlo, utilizar
un recinto evacuado
provisto de un pe-
quefio agujero some-
tido a la accidén del
calor, el cual va emi-
tiendo un espectro,
continuo, cuya in-
tensidad cabe medir
con relativa facili-
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da y de la temperatura, es decir, determinar la funcién:
I = F (A T)

y, en segundo término, de calcularla mediante las leyes
de la termodindmica y de la electrodinamica.

En 1897 los fisicos alemanes Lummer y Pringsheim
hallaron para la distribucién de la energia del cuerpo
negro, en las mediciones que efectuaron para el efecto, los
valores reproducidos en la Fig. 1. (2)

Estos valores concuerdan en parte con las leyes del
limite que Jeans y W. Wien, trabajando independiente-
mente el uno del otro, sentaron combinando los princi-
pios de la termodindmica y de la electrodindmica. (*)

Sin embargo, la concordancia cesa entre los 4 y 12 u de
longitud de onda W y R. Cierto que las divergencias que
aparecen en dicho intervalo no son grandes, y probable-
mente no hubieran sido apreciadas con exactitud por
fisicos menos duchos en el arte de la experimentacidén que
Lummer y Pringsheim. Estos tltimos, en cambio,
les atribuyeron importancia suma. Negaron toda po-
sibilidad de poder explicarlas en el terreno de Ila
fisica clasica, no cejando en su posicibn ni aun
cuando, poco tiempo después de sus mediciones, Planck
deducia con mayor rigor la ley del limite, de Wien,
y Paschen efectuaba experiencias que al parecer armo-
nizaban con las leyes del limite de la fisica clasica.
Y nuevas mediciones, realizadas en condiciones mas fa-
vorables los llevaron a persistir resueltamente en su afir-
macidn: la experiencia contradice los postulados de las

(*) Son las leyes a que nos referiamos lineas mdis arriba.
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leyes de la fisica cldsica, y no serd modificando los re-
sultados experimentales como se salvara la contradiccion:
lo que se ha de modificar son los fundamentos tedricos
mismos. Asi le fueron creando la base a la teoria de
los quanta, ideada por Planck en 1900, la cual, colocan-
dose en franca oposicidn con la fisica cldsica, admite que la
absorcién y emisién de los rayos se efecttia de manera
discontinua; esto es, que las leyes de la electrodindmica
descubiertas y corroboradas en el campo macroscdpico, no
conservan su validez en el campo microscdpico, y que,
por tanto, tienen que ser reemplazadas en éste por otras
nuevas. Tesis esta Gltima en abierta contradiccién con
lo que hemos llamado el tercer principio de la fisica
clasica.

Como tanto en el caso del problemitico influjo del
éter sobre los fendmenos épticos, que apuntamos mas arri-
ba, como en el de absorcién de la energia radiante, de que
vamos tratando, lo Gnico que puede orientar las teorias
en uno u otro sentido es el experimento, se ha acudido
reiteradamente a ¢l, procurando en cada nueva repeticién
que el grado de exactitud fuera en constante aumento.
Rubens, Kurlbaum, Paschen y, por altimo, Warburg, han
estudiado, en condiciones experimentales cada vez mejo-
res, la distribucidén de la energia del espectro calorifico
del cuerpo negro, y demostrado codmo armonizan los da-
tos experimentales con los postulados de la tecoria de
Planck.

Una prueba aun mis directa de la insuficiencia de
los puntos de vista clasicos para penetrar en la natura-
leza de la absorcidon y emisidon de la energia radiante la
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proporcionaron las experiencias llevadas a cabo en los
primeros anos del siglo en curso por un nutrido nucleo
de distinguidos investigadores alemanes sobre los efectos
fotoeléctricos.

Una de las cosas que mas se estudiaba por ese en-
tonces, era cdmo cabe provocar el .desprendimiento
de electrones de la materia mediante el influjo de
la luz. Después de los primeros experimentos cuali-
tativos de H. Hertz, se dedicaron con especial ahinco a
elaborar, en lo tocante a su terminacidn cuantitativa,
los hechos que caen dentro de este campo, Hallwachs,
Lenard, Pohl, Pringsheim, y otros. Que la luz, en su
calidad de energia ondulatoria, pudiera actuar sobre la
materia, provocar la oscilacién de los electrones que se
encuentran-en ella y, bajo determinadas circunstancias,
desprenderlos del complejo atdmico, no contradecia des-
de luego los puntos de vista clasicos. Lo malo que de
éstos se sigue como consecuencia necesaria que la energia
cinética de los electrones desprendidos de wuna parte
de la superficie de un cuerpo sometida a la accidn de los
rayos luminosos es proporcional a la intensidad de la
luz incidente. Y esto si que no se verificd en los expe-
rimentos, que dieron un resultado completamente dife-
rente. Investigando los efectos fotoeléctricos en funcion
de la longitud de onda y de la intensidad de la luz inci-
dente, no cabe observar al principio, y ni aun con ilumi-
nacién intensiva, hasta una determinada frecuencia critica,
absolutamente ninguna emision de electrones. En la figura
2 se ha sefialado la energia cinética de los electrones
desprendidos por segundo y por unidad de superficie
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sobre el eje de las ordenadas, y la frecuencia de la luz
empleada, sobre el de las abscisas. Se echa facilmente de
ver que en el intervalo de frecuencia comprendido entre
O y 1,6 no tiene lugar ningn desprendimiento de elec-
trones. Pero cuando v llega a valer 1,6, éste se inicia de
repente. Y la energia cinética de los electrones desprendi-
dos resulta estrictamente proporcional a la frecuencia de
la luz incidente. En el primer intervalo el efecto es en
absoluto independiente
de la intensidad; en el
siguiente segundo el
numero de los electro-
nes desprendidos au-
menta proporcional-
mente a la intensidad

de la luz incidente.
. Estudiando la figu-
b2 345 6% Y 3 2, a uno se le ocu-
Fig. 2. rre que al despren-

I.La energia cinética V de los foto- ,

electrones como funcién de la fre- derse un electron del
cuencia de la luz incidente. complejo atémico. ha
de concentrarse en el contorno inmediato al atomo una
energia completamente sui géneris, dependiente tan soélo
de la frecuencia de la luz incidente. Einstein, en su teoria
de los fendmenos fotoeléctricos, ha adoptado precisa-
mente esta hipdtesis como punto de partida de sus re-
flexiones. Los electrones se desprenden de la materia —
afirma — sblo en el caso de que la frecuencia de la luz
empleada multiplicada por la constante de Planck sea
mayor que el grado de cohesidn A de aquéllos en el

A 1 J " 1
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atomo. El limite fotoeléctrico — el punto de inflexion
de la curva de la Fig. 2 — se halla en el sitio para el
que se verifica:

hv = A.

Contrariamente a lo postulado por la teoria ondula-
toria — la distribucidn proporcional de la energia en el
campo ondulatorio —, el estudio de los efectos fotoeléc-
tricos demuestra que la energia se concentra en partes
completamente determinadas del espacio. Pareciera que
hubiese dos especies de accidn reciproca entre el campo
ondulatorio y la materia:

1° Una débil, por la cual experimentan un movi-
miento oscilatorio los electrones de todos los atomos
sometidos al influjo de la luz, y emiten, de acuerdo con
el esquema de la teoria de la radiacidon, ondas esféricas
secundarias, las cuales se reunen para formar las ondas
secundarias, caracteristicas de los fendmenos de difrac-
cidn e interferencia (Teoria clasica de la accidn reci-
proca) .

2° Otra intensiva, por la cual la energia luminosa
obra como si estuviera concentrada en un solo punto,
siendo escaso el nimero de los atomos que absorben la
radiacién y emiten simultaneamente un fotoelectrdn.

A consecuencia de estas observaciones sobre la accion
intensiva de la energia luminosa, la teoria ondulatoria de
la luz pasa por entero a segundo plano. Se ve obligada
a cederle su puesto a la de los cuanta, que renueva,
sutilizindola y profundizindola, la teoria corpuscular
de la luz de Newton.

Los fenémenos fotoeléctricos conducen, pues, a apli-
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car dos puntos de vista diversos en el problema de la
accion reciproca, entre la energia radiante y la materia,
segun que se trate de dar cuenta de la dispersion, di-
fraccion e interferencia de la luz, o de los procesos de
absorcion de la misma y de emisidn de electrones. Para
los fendmenos del primer tipo da la pauta la teoria
clasica; para los del segundo, la de los cuanta.

Fundandose en el crecido niamero de fendmenos de
interferencia y difraccién conocidos, pudo en un prin-
cipio incurrirse en el error de estimar en mas de lo justo
la amplitud de la esfera en que tiene aplicacién la teoria
clasica, y no ver en el fotoefecto nada mdas que una
excepcidn, de no muy excesiva importancia. No tar-
d6, empero, en observarse un segundo fendmeno, que
ponia de manifiesto cdmo también en ciertos procesos
de dispersién desempefia papel relevante el caricter cor-
puccular de los rayos luminosos.

Banando con rayos X cuerpos cristalizados, se obser-
van fenémenos de interferencia como en la dispersién de
la lTuz. Ese efecto fué descubierto en 1912 por el gran
fisico aleman M. v. Laue, y ha llegado a convertirse en
uno de los experimentos mds importantes de la fisica
moderna. La longitud de onda o, respectivamente, la fre-
cuencia de la luz con que se banan los cuerpos cristali-
zados concuerdan, como en la dptica normal, con las
de los rayos primarios, puesto que, segin las leyes de
la fisica clasica, al provocar artificialmente la oscilacidn
de los electrones, la frecuencia no puede modificarse. Por
tanto, a fin de explicar esta parte de la fisica de los
rayos X, lo mismo que para los fendmenos de inter-
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ferencia Optica, no tenemos para qué salirnos en lo mas
minimo de la teoria ondulatoria de los rayos X. No
hay ninguna razdén para sospechar en este campo la
existencia de efectos cuanticos.

No obstante, hacia 1920 le llamé la atencidn a
A. H. Compton, que cuando se bana con rayos X un
cuerpo por muy breve tiempo no logran atravesarlo.
Probablemente, pues, y contraviniendo los postulados de
la electrodinamica, en este breve espacio de tiempo, se
produce un cambio en la frecuencia.

-
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Fig. 3.

Esquema del modo de disponer la experiencia para
investigar el efecto de Compton.

Compton se percatd desde el primer momento que sus
observaciones, de indole puramente cualitativa, no au-
torizaban a hacer ninguna especie de afirmaciones ter-
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minantes. L.as conclusiones de amplio alcance sélo po-
drian sacarse después, cuando se lograse determinar cuan-
titativamente el cambio sufrido por la longitud de onda de
los rayos con que se bafian los cuerpos. Para obtener
esta determinacidén cuantitativa hubo de acudirse al es-
tudio espectroscoépico de los rayos, llevado a efecto me-
diante el aparato reproducido esquemiticamente en la
figura 3. (®)

Del anticitodo A de un tubo de rayos X parten rayos
de una longitud de onda perfectamente determinada,
se los conduce paralelamente por un sistema de diafrag-
mas 'y se los hace incidir sobre un cuerpo irradiador S.
Los rayos irradiados por este ultimo segun el angulo &
van a parar a un espectrégrafo de rayos X, donde se
estudia su longitud de onda.

De atenernos a la electrodinamica clasica, habria que
esperar — lo hemos subrayado ya — que los.rayos inci-
dentes tengan igual longitud de onda que los primarios.
Compton, sin embargo, hallé que la radiacidn inciden-
te presenta al lado de esta frecuencia otra, netamente
separada de ella, y que la distancia entre ambas lineas
— no desplazadas o desplazadas — depende del angulo
que forme la linea de observaciéon del segundo espectrd-
grafo con el rayo incidente. La figura 4 reproduce una
fotografia de este interesante e importante efecto.

Este efecto contradice nuevamente la teoria ondula-
toria de la luz, y muestra que no es posible seguir man-
teniendo en pie los dos tipos de explicacidon diferentes
que expusimos paginas atras: el clasico para los feno-
menos de dispersidon de la luz y el de los cuanta para
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los de absorcidon de la misma. Se dan también procesos
de dispersion en que resulta inaplicable la teoria ondula-
toria. En cambio, el efecto observado podia explicarse
perfectamente por la hipotesis de los cuanta, como lo
pusteron en plena evidencia A. H. Compton mismo y
Debye, cada uno de ellos investigando por su cuenta.
Con este descubrimiento el campo de aplicacién de la
teoria clasica volvia a estrecharse de nuevo. Para dar
cuenta de clertos procesos de difusidn nos veiamos pre-
cisados a acoger-
nos a la teoria de
los cuanta.
Algunos anos
mas tarde, y en
un campo que de-
riva igualmente
de la fisica de los
rayos X, se com-
probé que no ca-

Fig. 4.
be en absoluto Lineas no desplazadas (arriba) y despla-

zadas (abajo) en el efecto de Compton

separar con una
linea divisoria clara los dtomos difusores de los absor-
bentes, y que, antes bien, existe un estrecho parentesco
entre los procesos ondulatorios de difusién y los cor-
pusculares de absorcidn.

Ya hicimos notar que al incidir rayos X en sustancias
cristalizadas sélidas, se producen fendmenos de interfe-
rencla muy marcados. Nos referimos a las rayas del
espectro. La figura 5 podra dar una idea de lo pro-
nunciadas y fuertes que son. Este cardcter tan pronun-
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ciado del fendémeno de interferencia nos pone en estado
de precisar cuintos de los dtomos sometidos a la accidén
de los rayos toman parte en el proceso de difusién. To-
dos los dtomos del objeto sometido a la accidn de los
rayos contribuyen — seglin se demuestra — a la difu-
sién coherente y, por consiguiente, al fendmeno de intet-
ferencia ().

Lo mismo que la luz visible, también los rayos X
presentan un indice de refraccién determinado; indice
que no por pequeino deja de poder medirse con toda
exactitud, gracias al alto grado de precisién que han
alcanzado los modernos métodos de la espectroscopia
de los rayos X, sobre todo por obra de Siegbahn. Y, al

Fig. 5.

Diagramas de difraccion de los rayos X en un polvo cristalino.

igual que lo que ocurre con la luz visible, el indice de
refraccion de los rayos X es una funcidn determinada
de la longitud de onda: cuanto mas grande es la longitud
de onda, tanto mas pronunciada es, generalmente, la re-
fraccion.

Todos los fendmenos de difraccién e interferencia
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guardan estrechisima conexién con tal indice, el cual
puede determinarse también experimentalmente, si la me-
dicion se efectia por la situacién de los puntos de inter-
ferencia, siempre que las medidas se hagan con la sufi-
ciente exactitud.

Si la frecuencia del rayo incidente se aproxima a 1,6,
queremos decir, al punto en que, de acuerdo con la fi-
gura 2, el cuerpo absorbe de repente los rayos y empieza
a emitir fotoelectrones, el indice de refraccidon presenta
anomalias parecidas a las que suelen observarse en la
luz visiblee No obstante, mientras que de estas ulti-
mas cabe dar cabal razén sin necesidad de traspasar los
linderos de la teoria ondulatoria, en el caso de los rayos
X tropezamos con el escollo — ya lo hicimos notar mas
arriba — de que los procesos de absorcidn son aqui de
indole cudntica.

Con ser pocos los atomos que absorben los rayos, y
con estar regulada seguramente en ellos esta absorcidn
por un mecanismo cudntico, no deja, con todo, de in-
fluir aquélla en los fenémenos de dispersion admitidos
por la teoria clasica; dispersion que tiene lugar no sola-
mente en los pocos dtomos que absorben los rayos, si-
no, como lo patentiza el pronunciado caricter de los
fendmenos de interferencia, en todos los atomos.

Quiere decir entonces que los procesos de dispersion, es-
tudiados por la teoria clasica, y los de absorcidén, objeto
de la teoria de los cuanta, no son independientes entre
si; antes por el contrario, media entre ellos estrechistmo
lazo de parentesco. A. despecho de la aparente diversidad
de sus naturalezas, ejercen manifiestamente mutuo influjo
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los unos sobre los otros. Esta mutua penetracién se deja
advertir especialmente en los fendmenos de dispersidon
anomala. Verdad que por ser estos efectos levisimos no
resulta tarea ficil el medirlos exactamente. Muchas vy
fatigosas son las experiencias que ha habido que hacer
para lograr un conocimiento seguro acetca de este influ-
jo mutuo, entre las cuales merecen destacarse como dignas
de confianza, por el cuidado que se ha puesto en su
realizacion, las efectuadas por Larsson, en el laboratorio
Siegbahn de Upsala.

El estudio de los efectos de la dispersién ha condu-
cido a forjar una nueva teoria acerca de la estructura del
atomo, la cual en manos de los investigadores alemanes
Heisenberg y Schrodinger se ha convertido en estos ulti-
mos anos en una mecanica racional de los cuanta. Sobre
ella les informard también el Sr. Thirring en la segunda
conferencia. Digamos tan sélo aqui que la observacién
de los hechos hubo de llevar irresistiblemente al ani-
mo de los hombres de ciencias la conviccidn de que
para lograr el conocimiento acabado de un 4itomo no
basta atenerse a su estado presente, antes hay que pro-
longar la investigacién a la de todos sus estados posibles.
Como que estos estados posibles — virtuales —, sin
embargo de no haberse asomado para nada en el Aarea
de lo real, deciden absolutamente del modo de ser actual
del atomo de referencia.

En suma, las numerosas experiencias efectuadas a ob-
jeto de decidirse por una u otra de las concepciones en
pugna: la Optica clasica y la de los cuanta, han ido
cavando un abismo cada vez mas hondo entre ambas,
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Los procesos de dispersién, que estudia la primera, y los
de admisién y dispersidon, que estudia la segunda, no
cabe reducirlos a una misma raiz, si bien entre ambas
especies de fendmenos median conexiones estrechisimas.
Todas las tentativas hechas para borrar este dualismo
y dejar triunfante una u otra de las concepciones en liti-
gio han resultado estériles.

Pero mientras los hombres de ciencia citados se afanaban
cmpenosamente de este modo en salvar el dualismo sur-
gido en el campo de los fenédmenos de radiacidon, he aqui
que el francés L. De Broglie concibe el atrevido pensa-
miento de encararlo como indesarraigable, como algo
esencial y dado por la naturaleza misma, y que es preciso
trasladarlo al seno mismo de la materia. Las experien-
cias descritas mas arriba nos imponen la conviccidn de
que no hay movimiento ondulatorio en que no se acuse
un clerto caracter corpuscular. De Broglie, inversamente,
postulaba que toda particula en movimiento tiene su tan-
to de naturaleza ondulatoria. En consecuencia, se es-
forzd en precisar con mayor rigor las relaciones entre el
campo ondulatorio y los corpusculos. Mientras que an-
tes de De Broglie era costumbre arraigada estudiar las
pequefnas particulas errantes dentro de la mecanica cor-
puscular, nuestro autor, y mas tarde Schrédinger, idea-
ron para el caso una mecanica ondulatoria. De ser justo
este punto de vista, el contraste que establece la teoria
clasica entre campo y materia quedaria borrado defini-
tivamente. A uno y otra habria que encararlos tanto con
el criterio corpuscular como con el ondulatorio.

La corroboracién experimental de las ideas de De Bro-
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glie no se hizo esperar mucho tiempo. Ya en 1926 los
fisicos Davisson y Germer lograron observar, en los la-
boratorios de la Bell Telephon Co., fenédmenos tipicos
de refraccidn e interferencia en corplisculos en movi-
miento. Comprobaron que los ‘electrones provenientes
de superficies cristalinas se dispersaban preferentemente
en determinadas direcciones; y que, por tanto, se pro-
duce aqui un efecto parecido al predicho por v. Laue
para los rayos X (efecto que descubriera el mismo v.
Laue trabajando conjuntamente con Friedrich y Knip-
ping). La fotografia de la figura 6, tomada por R.
Wierl, muestra cémo tiene lugar la difraccién en los
electrones en rapido
movimiento de una
lamina de cobre.
Vense muy clara-
mente en esta figu-
ra numerosos ani-
llos de interferencia
de nitido dibujo.
Por estos anillos
puede calcularse tan
bien como por las
radiografias las di-
mensiones de las ma-
llas del material que

Fig. 6. se emplea para las
experiencias. Dado lo intenso y pronunciado de estos fe-
nomenos de interferencia — en cuanto a eso nada dejan

que desear —, queda fuera de toda duda el caricter ondu-
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latorio de los electrones sometidos a un rapido movimien-
to (®).

Tal es el mas reciente de los pasos hacia adelante dados
por la fisica experimental en estos ultimos afios. Y no
se ha dejado por cierto de elaborarlo en las mas variadas
direcciones. Se ha venido a comprobar que no sélo los
electrones susceptibles de ripido movimiento tienen ca-
racter ondulatorio, sino también los iones y hasta los
atomos y moléculas. Utilizando para el estudio de la
accidn reciproca cristales, y hasta simples mallas de vidrio
o de metal rajadas, los iones, atomos y moléculas dan
lugar a fendmenos de interferencia.

Merced a estas investigaciones, que a veces ofrecen gra-
ves dificultades, llevadas a cabo sobre todo por Kirch-
ner, Rupp, Thomson, Trillat y sus colaboradores, asi
como O. Stern, se le ha abierto definitivamente camino a
la teoria ondulatoria para que pueda penetrar en el seno
de la mecanica corpuscular. Merced a ellas también el
dualismo que Einstein introdujera en la dptica, se ha ex-
tendido a la mecanica de los puntos de masa en movi-
miento.

Para terminar, resumamos en dos palabras lo que he-
mos ido exponiendo a lo largo de nuestra disertacion.

Los conceptos y sistemas de ecuaciones forjados por la
fisica clasica para interpretar cuantitativamente los resulta-
dos de las experiencias no hallan aplicacidon en una serie de
casos que han dado como fruto las recientes observacio-
nes. El experimento de Michelson, y otros por el mismo
orden que no hemos mencionado, entran holgadamente
en el marco de la teoria de la relatividad restringida y en
el de la general, estrechamente enlazada a la primera. Sin
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duda que para alcanzar tal resultado ha habido que luchar
de recio y por largo tiempo; pero a la hora presente ya
podemos dar la lucha por terminada. No ocurre, por des-
gracia, lo mismo con las experiencias tendientes a poner
al descubierto la estructura de la materia o la de la radia-
cid6n, y que han mostrado el caricter doble de todos
los fenémenos de propagacién de energia. Ni aun hoy
hemos llegado a reducirlas a un sistema claro y al abrigo
de contradicciones.

Pero sobre los esfuerzos hechos por la fisica tedrica en
esta direccidn, asi como sobre los conceptos y métodos de
calculo que, en su constante afan por acercarse mas a los
hechos, ha i1do excogitando a raiz de cada nuevo descu-
brimiento, va a informarles a Vds. en la siguiente confe-
rencia el Sr. Thirring, a quien cedo la palabra.

BIBLIOGRAFIA

(1) Cfr., p. e.,, H. THIRRING: Die idee der Relativitdtstheorie,
2% ed., Berlin, Julius Springer, 1922. Para una bibliografia mas
extensa cfr. la lista del apéndice a la 2? conferencia.

(2) Para mayores detalles remitimos al lector a los trabajos ori-
ginales de estos fisicos, asi como a las siguientes obras: F. REICHE,
Quantentheorie, Springer, 1921; y sobre todo M. PLANCK, T heorte
der Widrmestrahlung, Barth, Leipzig. Ver también MULLER-POUI-
LLET, Lehrbuch der Physik, 2° tomo, Vieweg, Leipzig.

(3) Una exposicién mis detallada puede leerse en los Ergeb-
n:ssen der exakten Naturwissenschaften, t. 5, p. 267, 1926.

(4) Una exposicidn mis a fondo en MULLER-POUILLET,
Lehrbuch der Physik, t. 1, o en el Handbuch der *Physik (Sprin-
ger), t. 22, asi como en el Handbuch der Experimentalphystk. AVG.,
t. 24.

(%)  Para una exposicién mdis a fondo v., p. ¢j.. los Fortschritte
der Physik, Chemie und physikalischen Chemie editados por A.
Eucken, t. 21, p. 183, 1932,



LA TRANSFORMACION DEL
SISTEMA CONCEPTUAL DE LA FISICA

For JUAN THIRRING

En los ultimos decenios la fisica ha ido sacando a luz
el rico material de nuevos hechos — en parte inespe-
rados — acerca de los cuales les ha informado a Vds.
el Sr. Mark en la primera conferencia de este ciclo. Lo
que nos proponemos indagar en la de hoy, es qué mo-
dificaciones ha sido preciso introducir en el sistema con-
ceptual de la fisica, a fin de capacitarlo para dar razén
de estos nuevos hechos. Verdad que por ser tema éste
de tan vastas proporciones tendremos que circunscri-
birnos a una exposicidon llena de lagunas. Lo que, en el
mejor de los casos, podré ofrecerles a Vds. sera como
un esquema salido de manos de habil dibujante: cuatro
trazos que senalen los rasgos mas pronunciados del
asunto. LLos matices habran de perderse por fuerza.

Unas palabras ante todo sobre el significado de sis-
tema conceptual de la fisica.

Damos este nombre al conjunto de los términos de
que hace uso la fisica tedrica: fuerza, impulso, velocidad,
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temperatura, entropia, energia del campo, superficie on-
dulatoria, cociente de refraccién, induccidén, etc. Voca-
bulario éste tan imprescindible para el fisico para describir
exactamente los fenémenos del campo de su especiali-
dad, como lo son para nosotros las palabras del idioma
comuUn para hablar sobre cualquier asunto de la vida
diaria.

Y si vamos al caso, el objeto ultimo de la fisica no
consiste sino en llegar a establecer relaciones entre estos
diversos conceptos. Asi, por ejemplo, la ley fundamen-
tal de la mecanica — la de Galileo-Newton — cabe ex-
presarla del modo siguiente: El producto de la masa
de un cuerpo por su aceleracidn es igual a la fuerza que
actua sobre ¢l. Y el principio de conservacidon de la energia
de la mecanica: La suma de las energia cinética y potencial
es constante en un sistema aislado, etc. Por consiguiente,
lo que se llama leyes naturales, no son mas que férmulas
que expresan el enlace de los diversos conceptos fisicos. Y
es deber del fisico elegir tales férmulas de manera que
traduzcan lo mas correcta y exactamente posible los feno-
menos, y a la vez que sean las mas simples. Por lo demas,
al elegir los conceptos que intervienen en tal descripcidn
el fisico no se ve obligado a sujetarse a alguna regla
que le sea prescripta de antemano. Y digamos mas:
hasta esta en su derecho de forjarselos como se le antoje.
S1 1a experiencia confirma sus conceptos y las leyes for-
muladas con su ayuda, unos y otras se incorporaran al
acervo de los conocimientos seguros. En caso contrario,
ya se encargara el tiempo de ir desarraigandolos paulati-
namente del campo cientifico.
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Este amplisimo margen de libertad de que goza la
fisica en la eleccién de sus sistemas conceptuales trae
consigo la siguiente notable situacidon, que habria que
tener mas presente de lo que en realidad se tiene. La
fisica — que se ocupa de los fendmenos de la naturaleza
inantmada; de las interacciones de la fuerza, la materia,
la radiacidn, etc., — es, por su objeto, una especie de
ctencia universal. En igualdad de circunstancias un mis-
mo fendmeno fisico debe verificarse, no sélo en América
como en Europa, sino también, en cualquiera de los
mas remotos astros que pueblan el universo y exacta-
mente de la misma manera que en la Tierra. Pero
esta universalidad, esta validez cdsmica, se refiere a los
fendmenos naturales, y no a la ciencia de ellos; a los ob-
jetos que estudia la fisica, y no a ésta como cuerpo de
doctrinas.

La fisica como cuerpo de doctrinas es ciencia eminen-
temente humana, de rasgos antropomoérficos. Cabe per-
fectamente en lo posible que su validez no se extienda
a todo el universo. Si hay otros planetas habitables

fuera de la tierra — hipotesis bastante plausible, dadas
los 1028, mas o menos, de estrellas fijas diseminadas
en el universo —, y hay en ellos seres vivos cuyo des-

arrollo espiritual sea parecido al del hombre, es proba-
ble que cada uno de estos mundos se haya forjado su
propia fisica, muy distinta de la nuestra. Tan distinta
que ni imaginarla podemos, ya que nunca lograremos
desprendernos del todo de las nociones primordiales que
se nos van inculcando desde la infancia, y que acaban
por tomar firme arraigo en nuestro espiritu. A lo sumo,
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de las ramas mas alejadas del tronco primitivo de nues-
tras ideas podrian ir brotando nuevos conceptos. Pero
no seran esas modificaciones en la periferia de nuestra
fisica las que nos acerquen a la de los supuestos habi-
tantes de otros planetas. Esta puede muy bien discrepar
de la forjada por nosotros por los fundamentos mismos
sobre los que se la ha levantado.

Siendo asi, se equivocan un poco los que creen que
la labor del fisico consiste en indagar las leyes, al modo
como la del gedgrafo en explorar tierras desconocidas.
No se dan cuenta que no es lo mismo. Porque las tierras
que -va a explorar el gedgrafo, digamos, por ejemplo, las
que rodean el polo antartico, ya estan alli, desde siem-
pre, independientemente de la voluntad del hombre, con
su constitucién determinada y fija — prescindamos de
los cambios que puede sufrir su clima —, la cual se
revelara por modo inequivoco al hombre de ciencia no
bien logre penetrar hasta ellas. Las leyes naturales, en
cambio, no estan dadas y fijadas de una vez por todas:
es el fisico quien las crea. Lo tinico que nos muestra de
una manera inequivoca la naturaleza son los fenémenos,
y hacia éstos se endereza la labor investigadora del fisico
experimental, quien, desentendiéndose enteramente de las
cuestiones de teoria, se limita a estudiar cdmo trans-
curren cilertos fenémenos fisicos bajo determinadas con-
diciones experimentales. Diferente es el proceder del ted-
rico. Hay en su labor, sin duda, su parte de pura obser-
vacion; pero hay, asimismo, otra cosa que habria que
comparar mas bien con lo que hacen el inventor, el poe-
ta o el compositor. Su fantasia despliega su actividad
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cuando se ve precisado a forjar hipGtesis sobre el meca-
nismo interno — inaccesible a la observacidén directa —
de los fendmenos (piénsese, por ejemplo, en el modelo
del atomo de Bohr). Y por otro lado, va creando o in-
ventando los conceptos con cuyo auxilio es dable des-
cribir los fendmenos naturales: en otros términos, va
acunando los vocablos en que han de formularse las le-
yes que presiden aquéllos.

Recordaré a titulo de ejemplo que en tiempos de
Faraday y Maxwell al lado de los conceptos, perfecta-
mente inteligibles, de la energia eléctrica y magnética
del campo se habian introducido otros de orden mas
abstracto, como ser: desplazamiento eléctrico, induccidén
magnética, tensiones de Maxwell, que, sin embargo, para
los fisicos de hoy, han llegado a constituir una ayuda
muy necesaria, como que sobre ellos versan las ecuacio-
nes diferenciales de Maxwell acerca del campo electro-
magnético. Sin estos nuevos conceptos nosotros nos ve-
riamos en grandes apuros para describir los fenémenos
electromagnéticos. Subrayo expresamente nosotros. La
fisica de los habitantes de uno de los planetas del sistema
de Sirio podria pasarse perfectamente sin tales conceptos.

La fisica tedrica es, pues, fruto exclusivo del espiritu
humano; y fruto accidental, en igual sentido que lo es
todo el mundo de los seres vivos de nuestro planeta.
Pues también el sistema conceptual de la fisica tedrica
— lo recalca reiteradamente Mach — se ha ido forman-
do por una especie de seleccidon natural. La ciencia va
adoptando los conceptos que resultan utiles; los demas
van a parar al gran canasto de los papeles de desperdicio,
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y con el andar del tiempo van cayendo en el olvido.
Claro esta que no hay seguridad alguna que semejante
seleccién acierte siempre con lo justo. Es muy posible
que pase ante mas de una idea buena sin prestarle aten-
ci6n. Puede, asimismo, que muchos conceptos los vaya-
mos arrastrando con nosotros sélo por rutina como
conservamos en nuestras casas muebles fuera de wuso,
porque estamos acostumbrados a tenerlos siempre ante
los ojos.

En resumidas cuentas, el tino en la seleccidn queda
librado al buen instinto que ha de poseer todo cienti-
fico.”Y de los conceptos y teorias elegidos se mantendran
en pie por largo tiempo los que realmente se presten para
describir los fendmenos naturales.

Pero sea como quiera, aciértese o no en la eleccién de
los conceptos, el sistema integrado por éstos uUltimos se
halla en constante evolucién. A medida que se va ensan-
chando la esfera de nuestros conocimientos sobre los
fendmenos naturales, deben ir poniéndose al servicio
de la teoria nuevos conceptos cada vez madis amplios.
Mais amplios y, también, mdis abstractos; puesto que la
experiencia ensefia que la complicacidén de las teorias mar-
cha de la mano con el creciente grado de abstraccidn de
los conceptos. Estos tienden a hacerse cada vez menos
intuitivos.

En los comienzos de la fisica tedrica, en los tiempos de
Qalileo y Newton, haciase uso preponderantemente de
conceptos derivados de la intuicidn y percepcidén sensi-
tiva inmediatas. Citemos tan sélo los conceptos de: velo-
ctdad, inercia, fuerza, masa, peso, trabajo, temperatu-
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ra, y otros por el mismo estilo. Conceptos éstos a
los que puede asignarles, sin mas, un sentido aun el
hombre ajeno a las especulaciones del fisico. Pero con
la marcha ascendente del grado de sutileza de los méto-
dos matematicos de la fisica se fué viendo la convenien-
cia de acudir a otros conceptos derivados de los conceptos
basicos elementales por operaciones matematicas: produc-
to de abstraccidon, pues. En el cuadro adjunto agrupa-
mos algunos ejemplos, tomados al azar, de conceptos
fisicos pertenecientes a los dominios parciales de la me-
canica, electricidad y la teoria del calor. Arriba estan
los conceptos basicos elementales y yendo hacia abajo
los derivados por una abstraccion ulterior de los mis-
mos. A los términos por encima de la linea aun el pro-
fano podra darles algiin sentido; pero los colocados
debajo de ella, les resultaran vacios de significacién aun
a muchos que stendo cultisimos en otras materias no
tengan igual versacién en la fisica.

MECANICA ELECTRICIDAD TEORfA DEL CALOR
Velocidad Carga Temperatura
Masa Energia del campo Cantidad de calor
Fuerza Tensién Calor especifico
Densidad Corriente Volumen especifico
Energia Resistencia Presion
Momento de inercia  Anticonductibilidad Politropismo
Tensor tensoral Operador de resistencia Adiabatismo
Funcién de ILagrange Potencial vectorial Coeficiente termodinimico
Funcién de Hamilton Vector de radiacidon Entropia

Integral de la accién Tensiones de Maxwell  Energia libre
Variable candnica Impulso del campo Potenciales de 1a materia
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T'al ramificaciéon y sutilizacién del sistema conceptual
de la fisica, que se ha cumplido gracias a que progresiva-
mente ha ido abandondndose el terreno de la empiria v
remontandose a abstracciones cada vez mas altas, no tiene
nada que ver con la crisis de que venimos hablando. En
las demas ciencias no ha dejado de verificarse idéntico pro-
ceso. En las matematicas, en las otras ramas de las cien-
cias naturales fuera de la fisica, en la biologia y no
menos en las ciencias del espiritu — la filosofia, el dere-
cho, la sociologia — el sistema conceptual se va am-
pliando y sutilizando de mais o menos igual manera.

A’ cada una de estas ciencias cabria compararla con un
arbolillo que siempre estuviese produciendo nuevas ye-
mas y ramas: con Su crecimiento vase asi complicando
mas y mas su ramazon. Y tampoco faltan en el arbol
de nuestro simil las ramas secas: son los conceptos e
hipdtesis reconocidos como inutiles: a golpes se los sepa-
ra del tronco y se los echa en el olvido.

El crecimiento organico del sistema conceptual de una
ciencia es un fendmeno por entero normal, y que se
prosigue aun en tiempos no criticos. Pero lo notable en
el desarrollo de la fisica en los ultimos decenios, es que
el arbolillo se ha revestido de repente de formas raras, y
que ya no continua creciendo conforme a la misma linea
de antes: apartandose de ésta ha orientado su crecimiento
por una nueva via.

El desenvolvimiento de la fisica por este nuevo ca-
mino se abre, en cuanto toca a la fisica experimental,
hacia el ano noventa y tantos del siglo pasado. Alrede-
dor de 1895 — como ya lo senald el Sr. Mark en la
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conferencia anterior — los fisicos halldbanse firmemente
persuadidos de que, en lo esencial, su ciencia ya habia al-
canzado el término de su perfeccion. Dificilmente quedaba
aun a sus ojos algo de importancia capital por apren-
der. Solamente para los retoques de pormenor dejaban
el campo abierto. Pero la realidad no es una novela.
En la realidad, harto a menudo, cuando ya creemos
tocar el feliz desenlace, sobreviene de repente algin con-
tratiempo con el que no contibamos y que nos agua el
contenido final. Esto mismo hubo de acontecerles a
nuestros fisicos. En el momento en que ya se considera-
ban al fin de la carrera, las cosas tomaron de subito un
giro por entero inesperado. Surgieron nuevas e imprevistas
complicaciones. Una fuerte ansiedad invadié a los hom-
bres de ciencia por las cuestiones embarazosas que se
veian llamados a resolver. Y lo peor que ni aun hoy
vemos ninguna perspectiva de salida de este estado de
cosas.

La hora decisiva para los destinos de la fisica suena
en 1895, como que en este afo se realiza, por C. W. Ron-
tgen, de Wiirzburg, el memorable descubrimiento de los
rayos X. Las radiaciones secundarias producidas por los
rayos catddicos son capaces de atravesar los cuerpos opa-
cos y de iluminar una pantalla fluorescente colocada de-
tras de ellos. Lo que este descubrimiento ha significado
para la medicina, huelga decirlo. Para la fisica ha sido
algo mis que un descubrimiento de valor decisivo. Ins-
taura en ella — gracias al impulso que imprime a la
investigacidén fisica ulterior — una época completamente
nueva. En efecto, el descubrimiento de Rontgen despierta
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el interés del fisico por las substancias cuyas radiaciones
provocan la fluorescencia en los cuerpos en que penetran.
El fisico francés Becquerel, de Paris, encuentra que las
sales de urano emiten, en forma enteramente espontanea,
radiaciones de ese tipo. Y continuando estrictamente las
experiencias de aquel, los esposos Curie llegan a descu-
brir en 1898 esa substancia prodigiosa que es el radio.
Las ulteriores conquistas en este terreno se las debemos
a los ingleses, en primera linea a Rutherford. Este ulti-
mo y Soddy ponen en claro la composicidn del dtomo.
Las experiencias efectuadas con rayos radioactivos lo
llevan a Rutherford a su concepcién del modelo nuclear
del atomo. Apoyado en éste y en la hipdtesis de los
cuanta, de Planck, Bohr se lanza a descifrar los miste-
rios del espectro, empresa en que el éxito le sonrie. Entre-
tanto, Laue descubre las interferencias de los rayos X,
aportando asi nuevo material empirico en que habria
de ejercitarse la sagacidad de los tedricos. Se muestra,
especialmente por Sommerfeld, que estos espectros pro-
ducidos por los rayos X se ajustan a maravilla a las
leyes espectrales formuladas por Bohr. A partir de en-
tonces, es decir, desde mas o menos 1913, empieza la
lluvia de observaciones, especulaciones, teorias, experi-
mentos, etc., desencadenada por la llamada teoria de los
cuanta; impetuosa corriente que van alimentando con
sus continuos aportes los fisicos y, en parte, los quimi-
cos. Y paralelamente a esta corriente se desarrolla la
teoria de la relatividad, que asoma a la vida en 1905, v
a la que 10 anos mas tarde su mismo creador, Eins-
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teitn, ya le coloca en cierto modo su broche final, al
formular la teoria de la relatividad general.

Resumamos. Sea cual fuere el valor de estos descu-
brimientos y teorias, lo cierto es que lo que llevamos
corrido desde 1895 aca, ha sido para los fisicos — como,
por lo demas, también para los quimtcos y técnicos —
una época fecundisima en sorpresas y sugestiones. Nos
ha ido trayendo descubrimiento tras descubrimiento, a
cual mas pasmoso. Y ni aun hoy es posible prever cuan-
do llegara a agotarse su vitalidad.

Juzgados tan sélo por el grado de novedad revolu-
cionaria que encierran, y sin contraernos al campo espe-
cial de la fisica, los descubrimientos hechos en el periodo
de investigacién comprendido por los 3 6 4 tltimos dece-
nios, pueden dividirse quizas en tres clases. Pero antes de
entrar a tratar de ellos, subrayemos un fendmeno notable.

De los nuevos descubrimientos los que mas abiertamen-
te parecen contradecir los dogmas de la llamada fisica
clasica, tan abiertamente que hasta al profano le salta a la
vista la contradiccidn, resultan ser — si nos atenemos en
ellos a nada mas que a los conceptos que les sirven de
base — de lo menos revolucionarios que imaginar quepa;
a un analisis mas detenido se revelan mas bien como de
todo punto inocuos. Contemplada desde este aspecto, la
teoria de la relatividad especial y general, que el profano
considera a menudo como el colmo del absurdo y el
término ultimo a que pueda atreverse en su temeridad
el pensamiento, tiene que descender algunos peldafios de
la reputacién de revolucionaria que se le ha ido labrando.

En verdad, nada mas que a medias lo es. En cambio,
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muchos de los fendmenos de cuya consideracién parte Ia
fisica de los cuanta, no obstante su apariencia por entero
insignificante y salirse apenas de la esfera de lo obser-
vable, han obrado una completa revolucidén en nuestro
sistema conceptual y llevado a la fisica a una especie de
callejéon sin salida, en que se encuentra todavia actual-
mente, y del que no saben cdmo salir ni los mas grandes
cerebros de nuestra ciencia.

Como ejemplos de los conocimientos de la primera
clase consideremos las interesantisimas teorias que hemos
obtenido mediante el estudio de los fendémenos radio-
activos. Las conquistas logradas en este terreno han con-
movido y precipitado en el absurdo uno de los dogmas
angulares de la fisica y la quimica, objeto de fe tan solida
hasta fines del siglo pasado, que el que hubiese osa-
do dudar de ¢él, habria atraido sobre si el ridiculo. *‘Los
elementos quimicos — asi reza tal dogma — son substan-
cias simples de peso atdmico determinado; y, en princi-
pio, no cabe transformarlos los unos en los otros’’. Por
lo que sabemos hoy ambos asertos de esta ley son falsos.
En primer lugar, cabe transformar unos elementos en
otros; actualmente se conocen, fuera de las tres series
transformativas radioactivas, otros tipos de transforma-
ctén, que es dable suscitar artificialmente. En segundo
lugar, dista muchisimo de ser cierto que los elementos
sean substancias simples; la mayoria de ellos son mas bien
mezclas tsotopicas; constan de componentes de distinto
peso atédmico pero de igual nimero de cargas nucleares.
Uno de los dogmas cardinales de 1a quimica del siglo XIX
queda, pues, tan rotundamente desmentido por las nue-
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vas luces que hemos alcanzado sobre el particular, como
lo queda una falsa versidn en los diarios al hacerse la
rectificacidn de rigor, fundada en los hechos, a que obliga
la ley de prensa.

Asi y todo, lo que hemos ido conoctendo ultimamente
acerca de la isotopia y la transformacidn de los elemen-
tos es, en el respecto puramente conceptual, de lo mas
inocuo que haya aportado la fisica en los ultimos dece-
nios. Sin duda que ahora sabemos sobre 1a estructura de la
materia mds que antes; pero en cuanto a nuestra manera
de pensar seguimos en las mismas; estos recientes
descubrimientos no han producido un desquiciamien-
to en nuestras ideas. ;Qué nos ensefan, efectiva-
mente, en el fondo? Pues que los atomos no son ios
ultimos componentes indivisibles de la materia. ;Y 2so
no cabia ya inferirlo de la teoria de los iones? No para
revolucionar nuestra concepcidon sobre la estructura de la
materia, sino para simplificarla, es para lo que han ser-
vido los descubrimientos de que hablamos. En ultimo
analisis, los elementos originarios de que se componen
todos los cuerpos materiales son los electrones y los pro-
tones: éste es el esquema simple que nos ponen ante los
0]Os.

Seguimos, pues, avanzando cdmodamente por el mis-
mo camino de antes: no nos vemos obligados a caminar
por otros nuevos. Si tales descubrimientos fueran
el unico fruto de la labor investigativa desarrollada por
los fisicos en los ultimos decenios, cabria hablar tan sélo
de una época de progresiva clarificacidon y afinacidon de
las ideas, no de una crisis. Con sobrado motivo, tam-
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poco el Sr. Mark los incluyd en la conferencia anterior,
por mas interesantes que sean en otros aspectos, en el
numero de los hechos experimentales que han llegado a
conmover la fisica clasica.

Por la dosis revolucionaria bastante elevada que con-
tiene, merece colocarse por encima de las observaciones
sobre la estructura de la materia que nos han ocupado
en las lineas anteriores la teoria de la relatividad, basada
— segun se explicd en la primera conferencia — en el
resultado negativo de la experiencia de Michelson.

Lastima que en la presente conferencia no podamos
dedicarle mas de un cuarto de hora. Debemos renunciar
a todo propodsito de perfilar siquiera su esqueleto ideo-
l6gico. No importa. Lo que después de todo nos inte-
resa de ella para las consideraciones que venimos hacien-
do no es tanto su ideologia, como la influencia que ha
ejercido en el sistema conceptual de la fisica.

Muchos de Vds. saben seguramente que las reflexio-
nes de Einstein han tenido por primer efecto que se re-
visaran los conceptos de espacio y tiempo. Minkowski
ha resumido los resultados obtenidos en esta direccidn
en la siguiente tesis: “‘El espacio por si y el tiempo por
si han perdido todo significado; lo tnico que lo tiene
es la unién de ambos, lo que designamos con el nombre
de mundo.”

Esta somera afirmacidon le resultard enteramente in-
comprensible a mas de uno de Vds. No obstante, antes
de intentar aclararles el sentido de ella, me gustaria darle
una forma que por lo menos el matematico entendiera
sin mayor dificultad.
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Analizada la concepcién de Minkowski a la luz de
la teoria especial de la relatividad, significa lo que sigue:

Ya en la fisica clasica las leyes de la naturaleza debian
ser formuladas de tal modo, que la relacién entre las
ecuaciones que las traducian permaneciesen invariables
cuando se hacia girar el sistema de coordenadas, esto es,
cuando se procedia a una transformacién ortogonal li-
near de las tres coordenadas espaciales. La teoria de la
relatividad exige ademas lo siguiente: Si ademas de las
tres coordenadas del espacio x;, x», x3 introducimos una
cuarta x4 — ict, las leyes fisicas deben ser de indole tal, que
permanezcan invariables ai hacer la transformaciéon or-
togonal linear de estas cuatro coordenadas, xi, Xxs, X3, X4.
Exige asimismo que la velocidad de la luz sea constante.
En estas dos proposiciones estriba sustancialmente la teo-
ria de la relatividad, en cuanto se refiere al concepto de
espacio-tiempo.

Lo malo que este modo de formular la teoria de la
relatividad sdlo es accesible a los matematicos. ;Como acla-
rarsela al comin de los mortales que no lo son? Voy a
tratar de hacerlo, aunque pido indulgencia de antemano
por si fracaso en la tentativa.

Empecemos con una sencilla consideracién que cae por
entero dentro del dmbito de la concepcidn clasica no rela-
tivista. En la fig. 1 se ha trazado una recta horizontal y
encima se han sefialado puntos A y B, a 6 cm. de dis-
tancia el uno del otro. Y he aqui lo que afirmamos:

1° B esta mas alto que A.

2° La distancia entre A y B es de 6 cm.

Veamos ahora cudl de estas afirmaciones merece el
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calificativo de absoluta, y cudl el de relativa. La primera
afirmacién es valida si la recta trazada en la figura es
horizontal. Pero puede hacerse también falsa si tenemos
la figura inclinada; y aun cuando la mantengamos en
posicidon perfectamente horizontal, si se nos ocurre, p.
ej., referir la designacién de ‘‘mas alto”’ vy, respectiva-
mente, ‘‘mas bajo’’, no al horizonte del lugar en que
nos hallamos, sino al de otro lugar de la tierra. Sea,
por ej., la recta punteada una paralela al horizonte de

Fig. 1I.

Relatividad de los conceptos de distancia horizontal
y distancia vertical.

algun lugar del Asia, al cual queremos referir nuestras
afirmaciones. En tal caso hay que invertir los términos
de la primera afirmacidon: A estd mas alto que B.

La primera afirmacidn es, pues, relativa: sélo posee
validez para determinado sistema de referencia. Por el
contrario, la segunda afirmacidén es absoluta, invariable:



LA TRANSFORMACION DEL SISTEMA CONCEPTUAL 63

se cumple para cualquier sistema de referencia. Echemos
ahora mano a los recursos que nos ofrece la geometria
analitica elemental aprendida en el colegio nacional. Con
su auxilio cabe formular también asi nuestro asunto:
las relaciones entre A y B.

Fijemos la posicién de los dos puntos mediante sus
coordenadas ortogonales, y sean xi, Yi; X2, Yo Sus res-
pectivas coordenadas en el sistema cuyo eje de abscisas
se encuentra en el plano horizontal de nuestro lugar:
y x1" yi y x»’ y2’ sus respectivas coordenadas en el
sistema cuyo eje de abscisas sea paralelo al plano hori-
zontal del lugar lejano del Asia.

Con estos supuestos, resultan las siguientes relaciones:

Ly — Xy '='= wl:_"vl:‘ eSS (mQ —Z, )2 + (?/2 — Y )2 - (1)

Yo— U+ Yy, —y' | =@ —=z') +(y, — y')
que en palabras expresan lo siguiente: La distancia ho-
rizontal y la vertical de A y B resulta diferente en
ambos sistemas de referencia; en cambio, la distancia
AB que no se toma sobre ninguno de los dos ejes, debe
tener siempre el mismo valor r, independientemente del
sistema de referencia. Matematicamente esto se expresa
asi: Las diferencias entre las coordenadas no permanecen
invariables cuando se hace girar el sistema de coorde-
nadas; en cambio, la forma cuadratica derivada de ellas:
(xo — x1)2% + (yo y1)? = r2 permanece constante.
Tal afirmacidn rige para el espacio de dos dimensiones,
que es el que tomamos en cuenta aqui; para el de tres,
las constantes se expresan mediante una férmula de tres
términos analoga a la precedente.
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O hablando otra vez en el lenguaje comun: los con-
ceptos de distancia horizontal y vertical no tienen un
significado absoluto, independiente. Lo que se afirme
sobre ellas sélo goza de validez relativa: relativamente
a un determinado sistema de referencia. Significado ab-
soluto, independiente, lo tiene, por el contrario, lo que
se afirme de la distancia espacial entre dos puntos.

Para estas consideraciones, como hemos dicho, no te-
nemos que salirnos para nada del terreno de la geometria
clasica. Pasemos ahora a las otras andlogas que cabe hacer
dentro de la teoria de la relatividad especial. Pero dado
que en las ecuaciones de esta dltima interviene siempre
la velocidad de la luz ¢ — ya vimos méas arriba cdmo
Minkowski sustituia x4 por ict —, que alcanza el enor-
me valor de 3.101% ¢m. por seg., necesitamos. disponer
de un poco mas de espacio para nuestro ejemplo. Vamos
a operar a continuacidon con dimensiones césmicas.

Imaginemos diversos observadores distribuidos en las
estrellas del espacio, y designemos siempre, a fin de aho-
rrar palabras, con el nombre de 1a estrella fija corres-
pondiente al eventual planeta habitable del siste-
ma. Supongamos ahora que ocurra en el universo un
suceso cualquiera rigurosamente determinado espacial y
temporalmente, un llamado suceso-punto; p. e., esta
noche a las 21 horas 3514 min. se produce de repente
vna erupcion del Vesubio. Llamémosla el suceso A. Ima-
ginen ahora Vds. que a las 24 horas explota un polvorin
en un planeta de Sirio. Sea éste el suceso B.

He aqui lo que se podria afirmar de estos dos sucesos
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de acuerdo con la concepcidn del espacio y el tiempo en
vigor antes de la teoria de la relatividad:

La distancia espacial entre los lugares en que ocurren
los dos sucesos tiene un valor perfectamente determina-
do: los 8,21 x 10'® c¢cm. que median entre Sirio y la
Tierra. La distancia temporal entre los dos sucesos
también lo tiene: es t—=24 horas, considérese la cuestidén
como se quilera.

Podra disputarse si el suceso B ocurre mds arriba o
mds abajo en el espacio, que eso depende de coémo se
coloque un plano horizontal en aquél, y de cual cara
de éste se designe como arriba, y cudl como abajo. Pero
gue A ocurre antes que B — justo 24 horas antes —,
y que la distancia entre los lugares en que ocurren A vy
B respectivamente, es de r=8,21 x 10'% cms., eso cabe afir-
marlo con caracter absoluto.

Asi se encaraba el problema en la concepcidn impe-
rante con anterioridad a la teoria relativista. Escuchemos
ahora cémo razonan los adherentes a esta ultima para
rebatir el caricter absoluto atribuido por sus adversarios
a la segunda afirmacidn.

Perdonen, sefiores, pero Vds. van un poquito lejos
en lo que afirman. La distancia entre A y B y el inter-
valo de tiempo entre los sucesos que ocurren en uno
y otro punto son, a no dudarlo, independientes de la
posicién del sistema de referencia, mientras lo suponga-
mos a éste en reposo; no asi si lo suponemos en movi-
miento. Imaginemos para simplificar el asunto que el
movimiento relativo de Sirto con respecto del sol sea
despreciable. En tal caso los observadores de Sirio y la
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Tierra coincidiran en que el suceso B ocurre 24 horas
después de A. No es ésta, empero, la Gnica hipdOtesis que
quepa.

Imaginen Vds. que las explosiones A y B son obser-
vadas también desde una tercera estrella, v. gr., desde
Prokién, la cual supondremos — siempre para los fines
de nuestro razonamiento — que se mueve a gran velo-
cidad con respecto de Sirio y de nuestro sistema solar.
Lo que sucederia entonces segiin la teoria de la relativi-
dad — que lo halla mediante una serie de cadlculos que
no puedo reproducir aqui —, seria lo siguiente. Aunque
el .observador situado en Prokidén calculara correctisi-
mamente el tiempo que ponen los rayos luminosos que
parten de Sirio y de la tierra en llegar hasta él, obtendria
para el intervalo entre los sucesos A y B un valor t,
diferente de 24 horas. Mis adn; hasta podria suceder,
si el supuesto movimiento de Prokién fuera muy rapido,
que, fundado en sus calculos, dicho observador conclu-
yera que el suceso B ocurre antes que A. Y asimismo
para la distancia espacial el observador de Prokién halla-
ria un valor ¢/, que diferiria mucho 8,21 x 10¥ ecm. Y
un tercer observador situado en la estrella de la constela-
cién de Oridn, hallaria a su vez para los intervalos espa-
cial y temporal entre los dos sucesos, valores comple-
tamente diferentes; por ejemplo: ¢’ y t”, respectivamen-
te. jQué tremenda confusidn, al parecer, pues! Hay
un punto, no obstante — nos sigue ensenando la
teoria de la relatividad — en que estos tres obser-
vadores, y cualesquiera otros que llevasen a cabo me-
diciones exactas, estarian perfectamente de acuerdo.
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Si formamos, en efecto, la expresién:

)

s? =2 — 2 2 (2)
resulta:

(=2 2= 2 = (3)

(donde c indica como de costumbre la velocidad de la luz
= 3 x 10 cms. seg.).

Recuerden ahora lo que se expuso maés arriba. Vimos
como, aun sin salirnos de la geometria no relativista,
clertas expresiones, p. ej., las diferencias mismas entre
las coordenadas, es decir, la distancia horizontal y ver-
tical, tenian valores que dependian de la posicidn del
sistema de referencia, mientras que la distancia espacial
misma permanecia constante pese a las rotaciones que se
imprimieran a dicho sistema. Analogamente, también
conforme a la teoria de la relatividad especial los inter-
valos de espacio y tiempo entre dos sucesos no dependen
de la posicidon del sistema de referencia, pero si del
movimiento de éste. So6lo la expresidn s2, resultado de
combinar de un modo determinado los valores r y ¢, es
constante. Y eso es lo que quiere dar a entender Min-
kowski cuando afirma: “El espacio por si y el tiempo
por si han perdido todo significado; lo tinico que lo tiene
es la unién de ambos, lo que designamos con el nombre
de mundo’.

Es de subrayar, sin embargo, a fin de evitar errores
de interpretacion en que se incurre frecuentemente, que
no porque el tiempo pierda su independencia en la teoria
de la relatividad especial se lo equipara con las tres
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dimensiones del espacio. Bien muestra que es todo lo
contrario la férmula:
$2 = x2 4+ y2 4 z2 —— (22

Con perder, como pierde, su independencia el tiempo
sigue desempefiando, como antes, un papel destacado, al
paso que ninguna de las tres dimensiones del espacio so-
bresale entre las restantes.

La teoria de la relatividad especial ha ensanchado,
pues, el sistema conceptual de la fisica, introduciendo
en él, entre otras cosas, el concepto de mundo, que en-
globa los de espacio y tiempo. Prosiguiendo la labor de la
anterior, la teoria de la relatividad general ha puesto
en nuestras manos las siguientes ideas fundamentales:

LLa esencia de la gravitacidn consiste en causar una
curvatura en la multiplicidad espacio-temporal que lla-
mamos mundo. Y esta curvatura es tanto mas pronuncia-
da, cuanto mas intenso es el campo gravitatorio. Si supo-
nemos puntos alejados infinitamente de todas las masas,
tal curvatura serd alli infinitamente pequefia.

Vds. no ignoran seguramente que esta concepcién de
Einstein ha chocado con no pocas resistencias. Se ha ob-
jetado que un espacio curvo — y madas alin un tiempo
curvo — es absurdo; que la teoria no esta exenta de
contradicciones internas, etc., etc. No tengo tiempo de
ponerme a discutir este punto, y de aclararles a Vds.
cual es el sentido concreto de la curvatura del mundo.
Con tanto mayor motivo puedo eximirme de tratar aqui
este problema, cuanto que en la cuarta conferencia de
este ciclo se enterardn Vds. de mayores pormenores sobre
¢l particular,
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Lo que si quisiera, es caracterizar en dos palabras la
posicidn de la fisica tedrica frente a esta critica.

Lo mismo que todos los estudiosos, los fisicos cuyas
opiniones hacen ley discrepan entre si en muchos puntos,
y ponen mayor o menor ardor en zanjar sus mutuas
discrepancias. Sin embargo, nadie que haya penetrado
bastante a fondo en la teoria de la relatividad abriga
duda alguna sobre la admisibilidad y justificacion 16-
gica de los puntos de vista sustentados por ella. Y
hay mas atin: y es que de un tiempo a esta parte abun-
dan los fisicos que han dado en pensar que, ‘‘la teoria
de la relatividad es cosa demasiado clerta para seguir
siendo interesante todavia’’. Por eso, al critico de la teoria
de la relatividad — por lo general procedente de campos
diferentes al de la fisica —, que nos venga con la ad-
vertencia: ‘‘“Vamos, seiior profesor, confiese Vd. que con
la teoria de la relatividad su ciencia de Vd. se ha desli-
zado en un terreno resbaladizo vy, filoséficamente ha-
blando, impugnable en mas de un punto’”’, sélo cabe
replicarle, ‘‘Sefor colega, ojald no pasaran de ahi las
dificultades con que nos debatimos, que entonces dot-
miriamos tranquilos.”

Son otras las dificultades que traen preocupado al
fisico. De ellas hablaremos en seguida. Lo udnico que
quisiera hacer notar todavia a fin de poner punto final
al capitulo sobre la teoria de la relatividad, es lo si-
guiente.

Si bien los fendmenos de la naturaleza se nos ofrecen
de una manera inequivoca, el modo de describirlos la
fisica puede variar — y en puntos esenciales — muchi-
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simo. Asi, pongo por caso, la teoria de la relatividad, al
tratar el problema de los planetas, opera con conceptos
de todo punto ajenos a la teoria fisica newtoniana; por
ej.: la curvatura del mundo, el tensor de la curvatura,
la linea geodésica en el Ry, etc. Merced a esta nueva ter-
minologia el concepto de gravitacidn se evapora por
completo, absorbido por el de curvatura del mundo.
Es de mencionar en este respecto, el intento que hiciera
hace ya cuarenta afios, H. Hertz de eliminar de la me-
canica el concepto de fuerza, el cual, si bien se mira, esta
de mas.

"Quiere.decir entonces que la teoria de la relatividad ha
puesto en uso un nuevo sistema conceptual. Si, un nuevo
sistema. Porque no es que se haya ramificado simplemen-
te una rama ya existente del arbolillo — para atenernos
a nuestro simil —, sino que el tronco mismo ha echado
una rama completamente nueva, y la ha echado muy
cerca de las raices.

Pero con todo eso, si atendemos a los frutos de esta
revolucién obrada por la teoria de la relatividad en la
fisica, hemos de confesar que son nulos. Einstein ha ti-
rado sin duda abajo un ala del edificio tedrico de la
fisica clasica; pero lo ha ido levantando cuidadosamen-
te otra vez piedra por piedra. Eso si: imprimiéndole
las lineas positivas que reclaman los tiempos modernos.
LLa revolucidn no ha sido, pues, tan radical. Einstein
no ha dejado el campo sembrado de ruinas a su paso.

Que el concepto de mundo curvo no acaba de entrarle
en la cabeza al que juzga de las cosas con su sano sen-
tido comin — el tan a menudo mal empleado sentido
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comin —, nadie lo niega. Tal concepto no tiene, sin
embargo, nada de ininteligible: le falta una base in-
tuitiva, no mas. Y esto que decimos del mundo curvo
cabe extenderlo al cuerpo entero de doctrinas de la teoria
de la relatividad especial y general. Para cuantos de ve-
ras la entienden, preséntase esta ultima como un sistema
que, aparte de permitir una mayor aproximacion a la
naturaleza, descansa sobre sélidos cimientos ldogicos, y
¢s internamente coherente. Y si no la estiman merece-
dora de que se la coloque por encima de la mecanica y
la teoria de la_gravitacion de Newton, no vacilan en
asignarle un puesto al lado de ellas.

La idea de que el espacio sea curvo, no es sino la forma
sublimada, elevada a nocion abstracta, de aquella otra
idea que asomara a la mente humana hace siglos: la de
la redondez de la tierra. Ambas ideas pertenecen a la
misma familia. También esta otra idea fué combatida
como absurda por sus contemporaneos. Y también por
razones de sano sentido comun. Baste citar una de ellas.
“A nuestros antipodas se les debe de subir la sangre a
la cabeza de andar siempre con los pies para arriba.” | Asi
objetaban!

La conclusién que quiza quepa sacar de lo antedicho
s la siguiente. La crisis provocada por el resultado ne-
gativo de la experiencia de Michelson parece haber sido
resuelta, en todos sus puntos, por la teoria de la relati-
vidad. En este campo la reconstruccidén, al parecer, ya ha
tocado a su término.

[legamos ahora a la tercera clase de transformaciones
sufridas por la fisica. Con éstas si que nos internamos
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en terreno resbaladizo. No es poco el embarazo que uno
stente cada vez que les tiene que hablar de tales cosas a gen-
tes no especializadas en fisica. Muchos autores hasta
opinan, con razdn, que por hoy este controvertido cam-
po no deberia popularizarse todavia. Eddington dice en
una de sus excelentes obras: ‘“Al frente del edificio de
la teoria de los cuanta habria que colocar un cartel con
las siguientes advertencias: ‘“‘Cerrado por refacciones y
completa transformacién. — Prohibida rigurosamente la
entrada a personas ajenas a la obra.”

A pesar de esta prohibicién. de Eddington, quisiera
dejarles echar un ligero vistazo al terreno, un poco cad-
tico, en que se esta levantando la teoria de los cuanta.
Porque, bien pensado, nada perderdn Vds. Lo peor
que puede pasarles es que se vuelvan a hallar tan en ayunas
después del vistazo como antes de él. Estado de igno-
rancia compartido, mas o menos, por los mismos fisicos.
Pues en esto se diferencian la teoria de la relatividad y
la de los cuanta: y es que la primera, no obstante que
parece resultarle terriblemente dificil al no iniciado, pue-
den entenderla sin mayores dificultades, en sus funda-
mentos al menos, los hombres del oficio. La segunda,
por el contrario, aun para sus autores, — segin propia
confesién de ellos —, sigue siendo un enigma impenec-
trable.

La dificultad estriba aqui — para decirlo en una pa-
labra — en que no se ha logrado todavia hallar un
sistema de conceptos adecuados para tratar los fendme-
nos de los cuanta. I.os conceptos tomados de la fisica
macroscopica no cabe trasladarlos a los fendmenos atd-
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micos mismos, objeto de la teoria de los quanta. La
fisica de los cuanta se ocupa, segun es sabido, de los
fendmenos a que da lugar la accidn reciproca entre la
radiacidén y los dtomos: los procesos de emisidon de rayos,
esto es, la formacidén de espectros, de absorcidon de rayos,
de dispersidon, del efecto de Compton {sobre el que les
ha informado el Sr. Mark en la conferencia anterior).
Todos estos actos elementales de accidn reciproca entre
la radiacién y la materia pertenecen al dominio de la
fisica de los quanta.

Es claro desde luego que para describir los atomos y
los fendmenos que ocurren en ellos ciertos conceptos
fisicos tienen que resultar impropios y, por tanto, vacios
de significaciéon. Asi, por ej., carecerian por completo de
ella afirmaciones del siguiente tenor: “‘El itomo de hi-
drégeno es verde, tiene una temperatura de 500° y un
coeficiente de elasticidad de tantas o cuantas unidades
absolutas’”’. Es igualmente claro que no es posible apli-
car esos conceptos tomados de la fisica macroscopica —--
que, si se atiende a su significado, se refieren siempre a
una coleccidn de atomos — a un solo individuo; no
de otro modo como no es posible tampoco hablar de
la cifra de mortandad de un solo hombre.

Verdad, por otra parte, que existen conceptos fisicos
que uno no hesitaria lo mas minimo en trasladar a los
Atomos. Aparentemente no hay ninguna razdn por que
hayan de perder su sentido para las dimensiones atémicas.
Citaré como Unico ejemplo el concepto de veloctdad. Se
puede medir la velocidad de las estrellas fijas y planetas,
como también la de un dirigible Zeppelin, la de un pro-
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yectil, la de las particulas de polvo que se agitan en un
rayo de sol y la de una particula visible en el campo. del
ultramicroscopio. Nada parece, pues, oponetrse a que ha-
blemos también de la velocidad de un electrén. Y de
hecho, se mide también por via indirecta la velocidad de
los electrones de un rayo catddico. Hasta cabe llevar el
grado de exactitud de la medicién a tal punto, que sea
dable comprobar la modificacién de la masa. postulada
por la teoria de la relatividad. Parece, por tanto, per-
fectamente ldgico que, en principio, deberia poder ha-
blarse también de la velocidad de rotacidén de un electrén
en el seno de un atomo de hidrdgeno.

Otro caso en que no se ve a primera vista por qué no
habrian de aplicarse los conceptos en cuestién a las di-
mensiones atomicas, es el de la formacién de un campo
ondulatorio electro-magnético mediante una carga eléc-
trica en movimiento. Moviendo de arriba para abajo
con suficiente rapidez una carga eléctrica a lo largo de
una recta vertical, se engendra un determinado camno
ondulatorio electromagnético, que se puede calcular con
mucha precisién. Este fendmeno corresponde, en lo esen-
cial, exactamente al que ocurre en la antena vertical de
un emisor de radio. En vista de esto, uno esperaria lo
siguiente: que disminuyendo cada vez mas la carga y la
duracidén de la oscilacién, vaya debilitindose naturalmen-
te el campo ondulatorio y acortandose el largo de la onda.

Dicho de otro modo: a la variacién de la carga y la
duracidn de la oscilacidn ha de corresponder una varia-
cién puramente cuantitativa en la intensidad del campo
ondulatorio y en la longitud de onda; lo que es cualitati-
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vamente, no deben modificarse estos tltimos, puesto que
las leyes elementales de la electrodindmica no tienen en
cuenta para nada la escala en que ocurren los fendmenos.

Ahora bien, hay efectivamente fendmenos de los que
se creyd poder concluir durante algin tiempo que las
leyes de Maxwell acerca de la influencia de un campo
ondulatorio sobre una carga y acerca de la formacidn
de un campo ondulatorio mediante una carga oscilato-
ria son aplicables sin mas a los atomos aislados. A estos
fenédmenos pertencce, p. ej., el de la dispersidon normal
y el del efecto normal de Zeemann. En consecuenciz,
en ciertos fendmenos todo ocurriria en estricta conso-
nancia con los postulados de la electrodinamica clasica.
Verificariase en ellos la accidn reciproca postulada en Ia
teoria clasica, que se menciond en la primera conferencia.

Sin embargo, hacia fines del siglo pasado — segiin
se expuso por extenso en dicha primera conferencia —-
las mediciones efectuadas para ver como se distribuye
la energia en el espectro de los rayos calorificos del
cuerpo negro dieron un resultado un tanto diferente del
previsto por la teoria. Y a fin de explicar estas insig-
nificantes diferencias concibié Max Planck en el ano
1900 la genial y revolucionaria idea — cuyo alcance
no sospechara ni su mismo creador —, destinada a abrir
una nueva ¢poca en la fisica.

La hipdtesis de los cuanta, formulada por Planck
en 1900, reza asi: Un atomo que emita radiaciones, no
puede emitirlos en cantidad tan pequefa como se quiera,
sino que las cantidades de energia emitida tienen que ser
multiplos enteros de una cantidad minima determinada,
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proporcional a la frecuencia de la radiacidon. Designando
con v la frecuencia (numero de oscilaciones por segundo),
la energia emitida con E, se verifica segiin Planck:

E = nhy (4)

en que n es un numero entero y A una constante univer-
sal (la constante de Planck), cuyo valor es de

h = 6,55 x 1027 erg. sec.

La 1dea de que la radiacién no puede ser tan débil
como se quiera, es declr, que tiene una estructura dis-
continua, atémica, era esencialmente ajena a la teoria
clasica.

Mas tarde se hallaron casos que, no sbélo se apartaban
ostensiblemente de lo postulado por la teoria clasica,
sino que no consentian siquiera la mas remota aplicaciéon
de ella. A titulo de ejemplo mencionemos tan sdlo, que,
conforme a la teoria de Bohr de los espectros del hidré-
geno, confirmada en sus mis nimios detalles por la ex-
periencia, los electrones del hidrégeno, al recorrer en circu-
lo, las llamadas drbitas estacionarias, no emiten absoluta-
mente ninguna clase de rayos, es decir, no engendran cam-
po ondulatorio alguno, hecho que rifie en absoluto con las
leyes de la electrodinamica.

A estas experiencias se agregan las mencionadas por el
Sr. Mark en su conferencia, y que revelan la enigmaitica
doble naturaleza de la luz. De ellas se desprende que los
rayos ostentan unas veces caracter ondulatorio; y otras,
corpuscular. Antes, sin embargo, no se pensaba asi. Hace
mucho tiempo ya que, fundandose en todos los fenéme-
nos de interferencia y polarizacién se creyd haber averi-



LA TRANSFORMACION DEL SISTEMA CONCEPTUAL 77

guado definitivamente que los rayos luminosos son ondas,
y ondas electromagnéticas.

A estar a esta concepcidn, cuando un itomo irradia
luz, se esparcen en torno de ¢él, colocado en el centro,
ondas esféricas, que forman un campo cuya energia va
decreciendo hacia la periferia. (La energia decrece con el
cuadrado de la distancia, para ser precisos). Lo malo
es que otras experiencias parecen conducirnos a concluir
que, cuando el atomo en vez de irradiar luz la absorbe,
toda la energia irradiada por el dtomo, la cual se supone
esparcida por la superficie de la esfera que envuelve al
atomo, aparece de repente localizada en un solo punto
del campo. Y lo propio acontece si, p. ej., el atomo
emisor se encuentra en una estrella alejada de nosotros
muchos miles de afios de luz. En suma, por las expe-
riencias en cuestidn no parece sino que los rayos lumi-
nosos son corpusculos pequefnisimos de dimensiones ato-
micas, emitidos por la fuente luminosa en linea recta,
segin una direccidn determinada. Lo malo del caso es
que con esta ultima concepcidn no podemos dar razédn
de los fendmenos de interferencia. A consecuencia de ésto,
los fisicos se han visto en el penoso trance de tener que con-
fesar que los rayos luminosos, cuya naturaleza creian haber
penetrado definitivamente hace mas de un siglo, son
hoy tan enigmaticos como los animales fabulosos de la
mitologia. Algo asi como los centauros: por la parte de
arriba caballos; y por la de abajo, hombres.

La situacidn se hizo mas complicada, aunque a la par
mas interesante, a raiz de los experimentos — sugeridos
por una idea genial de De Broglie — que efectuaran
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Germer y Davisson, y de los cuales se sigue que los rayos
corpusculares tienen caracter ondulatorio: consecuencia
inversa, pues, a la de los experimentos anteriores. Estos
experimentos, que se realizaran en un principio en Amé-
rica, fueron repetidos mas tarde en Alemania e Ingla-
terra. Una de las mais hermosas fotografias obtenidas
en el transcurso de los mismos puede verse reproducida,
gracias a los cuidados de Mark y Wierl, en la figura 6
de este libro.

El resultado de estas experiencias es sobremanera sor-
prendente, ya que desde todo tiempo se habian contra-
puesto como cosas fundamentalmente diferentes los ra-
yos catddicos, de indole puramente corpuscular, a los
rayos ondulatorios; tan fundamentalmente diferentes
como puedan serlo, por ej., la lluvia y el ruido produ-
cido por las gotas de la misma al chocar contra una
superficie. Aunque el descubrimiento de la difraccidon de
los electrones — indudablemente uno de los descubri-
mientos mas importantes de los ultimos decenios —
muestra que no siempre difieren tan radicalmente las
ondas elementales, sino que en circunstancias dadas la
diferencia se borra por ambas partes.

Frente a este material de hechos fracasa el sistema de
la fisica clasica; pero fracasa no menos el de la electro-
dindmica relativista. Diré de paso que los fisicos tedricos
engloban generalmente hoy la teoria de la relatividad
en la fisica clasica. La marcada linea separatoria entre
lo cldsico y lo no cldsico hallase actualmente mas alld
de 1a teoria de la relatividad: es menester buscarla en los
umbrales de la fisica de los cuanta.
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Las experiencias que hemos ido enumerando impli-
caban, pues, el fracaso de los conceptos clasicos. La efi-
cacia de éstos se habia agotado por entero. Los tiempos
estaban maduros para una reforma del sistema concep-
tual. Y a ella pusieron manos a la vez en 1925, si bien
cada uno de ellos trabajando por su cuenta, dos fisicos
geniales: Heisenberg y Schrodinger.

De la teoria de Heisenberg sdlo vamos a conocer un
principio, que sobre ser relativamente accesible a la com-
prension comun es de importancia basica. Se lo designa
con el nombre de: relacion de indetermmnacion de He:-
senberg. Ya dijimos antes que aun la velocidad de los
pequenisimos electrones, impenetrables a la vista, cabe
medirla con relativa exactitud. Y nada se opone en prin-
cipio a imaginar que andando el tiempo, conforme vayan
perfeccionandose los medios auxiliares de la optica —
p. eJ., st llega a inventarse algin ultra-ultra-microsco-
pio — pueda hallarse modo de hacer visibles los diversos
electrones, de determinar su lugar, y, por tanto, de medir
sus coordenadas espaciales. Adelantandose a tales futuras
experiencias, he aqui lo que nos advierte el principio de
Heisenberg: por mas que lograsemos llevar a efecto se-
mejantes mediciones conducentes a determinar el lugar
y la velocidad de los electrones, protones u otros corpuscu-
los elementales, seria fundamentalmente imposible de-
terminar con igual grado de exactitud ambos. Antes
por el contrario, cuanto mas exactamente midiéramos su
velocidad, de tanto mayor falta de exactitud adoleceria
la determinacidn del lugar, y viceversa.

Expresado en férmulas:
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Sea x la coordenada de un electrdn, es decir, su distancia
a un punto de origen elegido arbitrariamente y tomada
sobre una recta de direccién determinada. Y sea v su
componente de velocidad en la misma direccién, y m su
masa. El producto m v se designa, como es sabido, con el
nombre de cantidad de movimiento o impulso del cor-
pusculo. Designemos, ademas, con A & y A mov el error
cometido al medir la coordenada y, respectivamente, el
impulso, queremos decir, 1a diferencia entre el valor real
y el valor medido.

Con estos presupuestos se verifica segin Heisenberg lo
siguiente:

Ae . Amov2>h, (5)

formula en que h es la repetidas veces mencionada cons-
tante de Planck.

Y resolviendo la ecuacidn (5), primero respectivamen-
te a A x vy luego respectivamente a A m v, se obtiene:

A:)cg—f——— A mv > Ah

(6)

Estas formulas muestran que, cuanto mas exac-
tamente se determina el impulso, — por lo tanto la ve-
locidad, — tanto mayor es el error cometido en la de-
terminacidén del lugar y viceversa.

Las raices de esta relacidn sui géneris residen, por una
parte, en la estructura atdmica, ya reconocida por Planck,
de la radiacién; y por otra, en la accidn impulsiva de la
radiacién sobre los electrones, puesta al descubierto por
¢l efecto de Compton.
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El unico agente fisico que nos permite determinar los
lugares en medios infinitamente pequefios o medir velo-
cidades, igualmente infinitamente pequefias, es la luz; o
st no, los rayos de onda mas corta ain, como: los ultra-
violeta, los X, los y. Y como, segun Planck, las ondas
electromagnéticas s6lo pueden presentarse en cantidades
que sean multiplos enteros de una cantidad minima A,
la radiacién misma tiene en cierto modo una estructura
atomica, granular. Siendo esto asi, nuestros intentos de
llevar a un mas alto grado la precision de nuestras medi-
das tropezaran siempre, como contra un limite infran-
queable, con este caricter granular de los rayos. Algo asi
como los granulos de las placas fotograficas constituyen
un limite Gltimo, mas alld del cual es imposible continuar
ampliandolas.

Veamos ahora qué motivos plausibles militan en favor
de la relacidon indeterminada de Heisenberg, expresada
en la férmula (5). Planck habia asentado que la ener-
gia de una cantidad de radiacidén asciende a hv. Mas tarde
Einstein amplid esta nocién mediante el importante agre-
gado de que el impulso (la fuerza impulsiva) de cada
una de estas cantidades de radiacién viene dado por el

cociente

., en el que ¢ representa la velocidad de la
C

luz. Ahora bien, como se desprende del efecto de Comp-
ton, al incidir una cantidad de radiacién sobre un elec-
trén, el impulso de la radiacién se traslada efectivamente
al electrén, éste es compelido a retroceder y su impulso
h v

’
C

es decir, que la modificacién resulta tanto mas pronun-

se modifica en Amv, cantidad proporcional a
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ciada, cuanto mayor es la frecuencia y, respectivamente,
cuanto menor es la longitud de onda de la radiacidon. De-
bido a ésto, no cabe realmente determinar con igual
grado de exactitud el lugar y el impulso (la velocidad)
de un electrén. En efecto, si queremos determinar muy
exactamente, su lugar, esto es, medir su coordenada x con
el menor error (A x) posible, tenemos que emplear
para nuestras observaciones una radiacién de tan corta
duracién como sea posible, puesto que el error cometido
al determinar el lugar tiene por limite inferior el tama-
no de la de onda. Lo malo que si empleamos una radia-
cién de onda muy corta, se modifica, a consecuencia de
este solo hecho, la velocidad del electrén. Por eso al me-
dir el impulso cometemos un error; error que, segin la
féormula de Einstein recién mentada, es tanto mayor, cuan-
to menor es el largo de onda de la radiacién. Y al
revés, si se quiere medir lo mas exactamente posible la
velocidad, hay que emplear, a fin de evitar en el resul-
tado los errores que trae consigo el efecto de Compton,
radiaciones del mayor largo de onda posible. Verdad
que esto comporta su correspondiente error en la deter-
minacién del lugar.

Se ve, pues, por la formula de Heisenberg (5), que
la estructura atéomica influye en forma complicada en la
exactitud de las mediciones efectuadas con cualquier cla-
se de rayos, algo asi como, hablando en términos gene-
rales, la estructura atomica de la materia influye en la
medicidén de la longitud de los cuerpos. Estando los
cuerpos materiales compuestos de atomos, cuyo didme-
tro es de unos 10-% cm., siguese como consecuencia natu-
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ral que, por mais que perfeccioniramos ilimitadamente
nuestros métodos de medicién, nunca podriamos llevar
mas alla la exactitud de ellos — p. ej., al tratar de fijar
una unidad de longitud — de un millonésimo de mili-
metro. Quiere decir que la estructura atdmica de la mate-
ria constituye un Ilimite inferior absoluto de los errores
que se cometen al medir la longitud de los cuerpos mate-
riales. En cambio, la relaciédn indeterminada (5) de
Heisenberg, basada en la naturaleza cuantica de la radia-
ciéon no implica la existencia de tal limite infranqueable;
acepta que quepa exactitud en la medicidén, si bien con
ciertas restricciones. Segun ella, en efecto, nada obsta en
principio a que se determine, con toda la exactitud ape-
tecible, el lugar o la velocidad de los electrones. Eso si,
es menester hacer la salvedad de que la precisidn que se
logre en la determinacién del uno traerd aparejada, ne-
cesariamente, una imprecision correspondiente en la de-
terminacidn de la otra, y viceversa. Cuanto mas exac-
tamente se determine el lugar, tanto menos exactamente
se determinara la velocidad; y al revés, cuanto mas exac-
tamente se determine la velocidad, tanto menos exacta-
mente se determinara el lugar.

Fuera de esta relaciédn indeterminada Heisenberg ha
desarrollado en 1925 una teoria matematica sumamente
interesante, la llamada mecdnica de los cuanta, con cuyo
auxilio se pueden calcular las longitudes de onda, el estado
de polarizacidn y las intensidades de las rayas espectrales,
basindose en las supuestas propiedades de los atomos
emisores de 1a radiacidon. En su teoria sélo se tomaran en
cuenta — tal es el juicioso y evidente principio que le
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sirve de punto de partida — las relaciones entre magni-
tudes observables, como la longitud de onda de la radia-
cién, etc. Las magnitudes semimetafisicas, como las co-
ordenadas y velocidades de los electrones, practicamente
imposibles de medir, no tienen ninguna cabida en ella.
Lo malo es que la teoria de Heisenberg exige de parte del
estudioso un esfuerzo mental tan enorme, que no pode-
mos entrar a tratarla con mayor extensién aqui. En
cambio, vamos a apuntar algunas indicaciones sobre la
mecanica ondulatoria, de Schrédinger, cuya inclusién en
este lugar se justifica con tanto mayor motivo, cuanto
que ambas teorias — la de Heisenberg y la de Schré-
dinger —, no obstante tener puntos de partida completa-
mente diferentes, concuerdan por entero en cuanto a los
resultados fisicos concretos.

Schrédinger — un vienés que merece ser timbre de
orgullo para todos nosotros — encontrd en 1925, por
una 1intuicidn genial incomprensible, su famosa ecua-
cion de las ondas, 1a cual desde hace seis anos ejerce un
dominio casi absoluto en el campo de la teoria de los
cuanta. La ecuacién de Schrddinger viene a ser la ecua-
ci6n diferencial de las ondas de Broglie antes mentada,
y su aplicacién ha puesto en nuestras manos resultados
y conocimientos insospechados. Cierto que lo que mas
nos interesa — i1luminar conceptualmente el enigma de
los cuanta —, no lo hemos logrado, ni mucho menos.
La ecuacién de Schroédinger es una tipica férmula ma-
gica: se hacen calculos con ella, y, sabiéndola emplear
correctamente, se obtienen resultados que armonizan con
la experiencia, pero nadie la entiende.
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Voy a indicarles, lo mas someramente posible, cuales
son en rigor Jos puntos de la teoria de Schrédinger que
se resisten sistematicamente a todo esfuerzo por com-
prenderlos, y permanecen envueltos en un halo de misti-
cismo. En primer término, en tratindose de las ondas
de Schrodinger o de De Broglie, falta el sujeto del pre-
dicado vibra. En el caso de las ondas sonoras, sabemos
que lo que vibra son las particulas del aire, ejecutando
movimientos de un lado para otro. Para las ondas elec-
tromagnéticas se habia introducido en un principio un
bipotético éter, cuya unica funcidn consistia en hacer
de sujeto del verbo vibrar. Mas tarde, dejandose de fan-
tasias, se cayo en la cuenta de que no hace falta un algo
concreto que vibre como el éter: cabia también explicar
las ondas electromagnéticas imaginando que la energia
del campo vibra, esto es, sufre periddicamente modifica-
ciones en su intensidad. Lo malo es que para las ondas de
De Broglie no hay modo de hallar ni siquiera un ade-
cuado sujeto abstracto; constituyen un caso aparte. Ver-
dad es que Schrédinger habia ensayado una interpreta-
cidon de estas ondas bastante plausible en cierto respecto,
pero que encerraba contradicciones internas que la ha-
cian insostenible. Rechdzanla por ello hoy en dia la
mayoria de los fisicos.

El problema acerca del sujeto de las vibraciones sigue,
pues, en pie. Hay, con todo, un problema mas embro-
llado que éste; y es que las ondas de que se echa mano
para resolver las ecuaciones de Schrédinger no son vibra-
ciones en el verdadero sentido fisico, es decir, fendmenos
variables periddicamente en el espacio y en el tiempo.
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El teatro de estas vibraciones no es, en efecto, el espa-
cio tridimensional del mundo real, sino el llamado espa-
cio de configuracion del sistema, esto es, un espacio fic-
ticio, fruto del pensamiento, que tiene tantas veces tres
dimensiones como sea el niimero de particulas que actden
las unas sobre las otras en el sistema en cuestidn. Asi,
por ejemplo, en un solo atomo de uranio, tal espacio ten-
dria unas 280 dimensiones; y en los sistemas de varios
atomos el nimero de dimensiones seria ain mayor.
En los dltimos afos la ecuacidn de Schrodinger ha
sido ampliada y generalizada por una teoria del talen-
tosisimo fisico inglés Dirac, quien logré darle una for-
ma relativista invariable. Pusose de manifiesto, gracias
a esto, que la rotacidon de los electrones en torno de su
eje — introducida en 1924, a titulo de atrevida hipd-
tesis, por Uhlenbeck y Goldsmit — se sigue forzosa-
mente de la ecuacidén de las ondas. Queria decir enton-
ces que, contrariamente a lo que se pensaba antes, la teoria
de la rotacidn de los electrones, plenamente corroborada
por la experiencia, no era una hipdtesis adicional intro-
ducida “‘ad hoc’’, sino que ya entraba como elemento
organico en las leyes fundamentales de la teoria general.
El que se viera esto fué sin duda uno de los frutos mas
enjundiosos de la teoria de Dirac. Otra consecuencia no-
table de la misma. Segun sus formulas la carga de las
particulas elementales puede cambiar espontianeamente
de signo, de tal modo que, p. ¢j., hay que contar con elec-
trones positivos y protones negativos. Y, efectivamente,
observaciones hechas en los ultimos meses en el laborato-
rio de Millikan (Pasadena), ¢ independientemente de



LA TRANSFORMACION DEL SISTEMA CONCEPTUAL 87

éstas, en el de Rutherford (Cambridge) parecen indicar
que junto a los electrones negativos se dan asimismo elec-
trones positivos. Si bien con estas observaciones no pisa-
mos aun terreno definitivamente seguro, parece hallar
confirmaciéon aqui en forma notabilisima por el experi-
mento algo que, al anticiparnoslo la teoria, nos sonaba a
cosa enteramente increible.

Con todo eso, prescindiendo de estos éxitos, de data
recientisima, logrados por la fisica en el campo tedrico,
el estado de ésta caracterizase por haberse producido en la
teoria de los quanta un compas de espera, habiendo
fracasado los intentos, que se remontan a los tres o
cuatro ultimos afos, enderezados a sacarla de su estan-
camiento. Los nuevos conceptos puestos en circulacién
por Heisenberg y De Broglie por una parte, y por otra
por Schrodinger y Dirac, no han resultado, pues, sufi-
clentes para suministrarnos una descripcidn satisfactoria
desde todo punto de vista de los complejos fendmenos
cuanticos y atémicos.

No extrememos, sin embargo, las cosas. En es-
ta etapa de su desarrollo la fisica no ha dejado
de realizar significativos progresos. La aplicacién de
la férmula magica de Schrodinger ha suministrado
realmente nociones nuevas importantes; ha obrado fruc-
tiferamente sobre la fisica experimental y ha permitido
también predecir nuevos hechos de experiencia. Mencio-
nemos, tan sélo a modo de ejemplo, ¢ue merced a la
ecuacion de Schrodinger pudo tratarse con éxito el pro-
blema de las moléculas de hidrégeno Ho, que le ofreciera
considerables dificultades a la teoria, inas antigua, de
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Bohr; y que fijdndose en la simetria de las soluciones
se concluyd que debe de haber dos especies diferentes de
moléculas de hidrégeno, a las que se designé con los nom-
bres de parahidrégeno y ortohidrégeno, respectivamente.
Diversidad verificada mas tarde también experimental-
mente por Bonhoeffer y Harteck. Ademas, gracias a la
teoria de Schrodinger comienza a profundizarse actual-
mente la esencia de las llamadas valencias homeopolares;
se han hecho progresos en el dominio de la mecanica esta-
distica, obteniendo luces acerca del mecanismo de la con-
duccidén de corriente eléctrica a través de metales, etc.
En-una palabra: la fé6rmula méagica demuestra ser un
excelente guia, y surte efectos fructiferos ya hoy, aun
antes de que se haya logrado comprender correctamente
su significado.

Pero asi y todo, lo cierto es que en el campo de la fisi-
ca de los cuanta el sistema exactamente adecuado no ha
sido encontrado adn. Las transformaciones porque han
ido pasando los conceptos de la fisica no han sido suficien-
tes para poner en pie dicho sistema. Quede reservado a la
fantasia y a la sagacidad de los tedricos del futuro el
hallar los conceptos con que describir en forma inobje-
table ¢cdmo actian las fuerzas elementales atémicas de
la naturaleza.
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LA CRISIS DE LA INTUICION

Por JUAN HAHN (*)

Entre todos los filésofos que marcan rumbos, fué sin
duda I. Kant el que asignd a la intuicidon el mas amplio
alcance y significado en nuestro conocimiento. Empezaba
observando justamente que en nuestro conocimiento Sse
compenetran intimisimamente dos elementos opuestos:
uno pasivo de pura receptividad y otro activo de esponta-
neidad. En la ““Critica de la razon pura’, al comienzo del
capitulo intitulado: Segunda parte de la doctrina trascen-
dental de los elementos. Ldg:ca trascendental, leemos:
“Nuestro conocimiento nace de dos fuentes principales del
animo, de las cuales l1a primera es la capacidad de recibir
representaciones (receptividad de las impresiones) ; la se-
gunda la de reconocer, mediante esas representaciones, 10s
objetos (espontaneidad de los conceptos). Por la primera
los objetos se nos dan; por la segunda los objetos, dados

(*) Dada la indole de las cuestiones tratadas en las dos con-
ferencias siguientes, nos hemos preocupado por lo general mis de
explicar que de traducir el pensamiento de sus respectivos autores.
No hemos vacilado en introducir letras en las figuras (por ejem-
plo, en las 4 y 5), modificar ligeramente la explicacién de las
mismas, redactar de nuevo algunos pirrafos, etc. Un estricto rigor
filoldgico en cuestiones asi sélo puede ser contraproducente. — (N.

del T.).
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en la representacién como simples afecciones del animo,
son pensados. La intuicidn y los conceptos constituyen
los dos elementos de todos nuestros conocimientos. ..’
Quiere decir que nos comportamos pasivamente al reci-
bir en nosotros por via intuitiva las representaciones; y
activamente, al elaborar las mismas con el pensamiento.
Pero en la intuicidén, a su vez, es preciso volver a dis-
tinguir, al entender de Kant, dos elementos: una parte
proveniente de la experiencia, empirica, a posteriori, la
cual constituye el contenido de la intuicién: colores, soni-
dos, olores, impresiones tactiles, como la dureza, la blan-
dura, la aspereza, etc.; y una parte independiente de toda
experiencia, pura, a priori, que constituye la forma de la
intuicién. De tales formas puras de la intuicién tenemos
dos: el espacio, forma de intuicidon de nuestro sentido ex-
terno, merced al cual “‘nos representamos los objetos fuera
de nosotros’’; y el tiempo, forma de intuicidn del sentido
interno, ‘‘merced al cual el 4nimo se intuye a si mismo o
su estado interno.”’ _

Y esta intuicién pura desempena, en el sentir de Kant,
un papel de suma importancia en nuestro conocimiento. Es
sobre la intuicidn pura, y no sobre el pensamiento, como
pudiera creerse, sobre lo que se fundan, segtn él, las mate-
maticas. La geometria, conforme se la viene enseniando
desde la antigiiedad, trata de las propiedades del espacio
que se nos da con entera exactitud en la intuicién pura.
[La aritmética, la teoria de los nimeros reales, descansa
sobre la intuicidn pura y completamente exacta del tiem-
po. Las formas puras de la intuicidn espacio y ticmpo
forman el marco dentro del cual ordenamos todos los
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fendmenos que nos suministra la experiencia: cada su-
ceso fisico tiene su puesto rigurosamente preciso y exacto
en el espacio y el tiempo.

Por plausibles que puedan parecer estas ideas y por
bien que correspondieran al estado de la ciencia en los
tiempos de Kant, sin embargo la marcha- ulterior de aqué-
lla ha venido a sacudirlas en sus cimientos.

El aspecto fisico de la cuestién ya se tratd en las dos
primeras conferencias, por lo cual puedo limitarme aqui
a breves indicaciones. Las ideas de Kant acerca del sig-
nificado en fisica del espacio y el tiempo en fisica co-
rresponden a la fisica newtoniana, en exclusivo predo-
minio en sus dias, en el cual se ha mantenido hasta hace
muy recientemente. Un primer golpe lo recibid esta con-
cepcidn de la teoria de la relatividad. En concepto de Kant,
el espacio y el tiempo no tienen nada que ver entre si; ¢S
mas, proceden de fuentes completamente diferentes: el
espacio es la forma de intuicidn del sentido externo, el
tiempo, la del sentido interno. Nos hallamos en presencia,
pues, de un espacio inmovilizado en reposo absoluto, y
de un tiempo absoluto que se va deslizando sin tocarlo
para nada. Contrar.amente, la teoria de la relatividad nos
ensefla: no hay ni un espacio ni un tiempo absoluto; lo
tinico que tiene significado absoluto en fisica es la unién
de ambos: el mundo.

Un golpe de efectos mas perniciosos, empero, lo recibid
la concepcidon de Kant del espacio y tiempo como formas
a priori de la intuicidn, a consecuencia del desenvolvimien-
to novisimo de la fisica. Ya dijimos que segun aquella
concepcidn todo suceso tiene su lugar exactamente fijo en
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el espacio y en el tiempo. Quedaba, empero, siempre
una dificultad. Y es que nosotros sdlo conocemos los
sucesos fisicos por experiencia; y toda experiencia es im-
precisa, toda observacidn adolece de errores. La solucidén
de esta dificultad estaria seglin la vieja concepcién en que,
s1 bien es cierto que todo suceso tiene su lugar exacto en
el espacio y en el tiempo, a nosotros nos es imposible en
principio conocerlo. Consideremos, p. ej., un pedazo de
tiza. Una vez elegida una unidad de longitud, la distan-
cia entre dos puntos de este pedazo de tiza se mide por
un numero real rigurosamente preciso. Supongamos que
se hayan determinado todas las distancias entre dos puntos
cualesquiera del pedazo de tiza, y llamemos a la mayor
de tales distancias el didmetro del pedazo de tiza. (*) Si se
concibe que este pedazo de tiza ocupe un lugar exacta-
mente fijo en el espacio, tendria pleno sentido la pregun-
ta: jes racional o irracional el diametro del mismo? Pero
dentro de esta concepcién no podria ser contestada nun-
ca, por cuanto la diferencia entre lo racional y lo irracio-
nal es demasiado sutil, para que quepa comprobarla por
la observacién. Plantéanse, por tanto, dentro de esta
concepcién cuestiones que, no obstante poseer su pleno
sentido, son insolubles. Quiere decir entonces que esta
concepcidn es metafisica.

Dificultad ésta que, sin embargo, no se habia tomado
suficientemente en serio antes de ahora, pues se creia
poder salir del paso con argumentaciones del siguiente
tenor mas o menos. T oda observacidon singular sera in-

(*) El autor se refiere evidentemente, no a todo ¢l pedazo de
tiza, sino a un corte transversal de ¢l. — (N. del T.).
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exacta, adolecera de errores. Pero qué, jno va en cons-
tante progreso el grado de precisién de nuestros métodos
de observacién? Imaginemos que una misma magnitud
fisica se mida reiteradamente con métodos de observacidn
cada vez mas precisos. ;Qué resultara? Cada uno de los
valores asi obtenidos serd inexacto; todos ellos irdn, no
obstante, acercindose indefinidamente a un limite perfec-
tamente determinado, y este limite vendra a ser el valcr
exacto de la magnitud fisica de referencia.

Seniejante argumentacion es insatisfactoria desde el pun-
to de vista filoséfico. Pero atn sin remontarnos a la
filosofia, el novisimo desarrollo de la fisica parece pro-
bar que es insostenible por razones puramente fisicas.
Parece que es imposible, por razones fisicas, localizar con
exactitud creciente un suceso en el espacio y el tiempo;
llegados a cierto grado en la exactitud, ya no cabe, al
parecer, seguir adelante.

Quede asentado, pues, que la teoria de la localizacidén
exacta de los sucesos fisicos en el espacio y el tiempo es
metafisica, y, por ende, carente de significado. Por fuer-
te que haya debido ser el sacudimiento obrado en los
dogmas metafisicos a que se aferran la mayoria de los
hombres — incluso la mayoria de los fisicos — por el
reciente desarrollo revolucionario de la fisica, al pensador
educado en 1a escuela de la filosofia empirica no lo toma
éste de sorpresa. No le ve nada de paraddjico; antes bien,
lo siente en seguida como cosa familiar, y le da la bien-
venida, porque se da cuenta de que con tal desarrollo se
avanza un buen trecho en el camino de limpiar a la fisi-
ca de elementos metafisicos, de hacerla mds fisica.
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Después de estas someras indicaciones sobre el lado fi-
sico de la cuestidn, encarémonos ahora con el campo ma-
tematico, donde la resistencia contra la teoria kan-
tiana de la intuiciédn se inicid considerablemente an-
tes que en la fisica. En lo que siguz discurriré, pues,
exclusivamente sobre el tema ‘‘Matemaiticas e intui-
cidon’’. Pero ni aln este tema lo trataré integro. De-
jaré de lado un importante a la par que dificultoso
conjunto de problemas, de los que se ocupara el Sr. Men-
ger en la ultima conferencia de este ciclo. Me refiero a
los que convergen en torno al intenso y fructifero mo-
vimiento de oposicién que se ha llevado contra la tesis
de Kant, de que también la aritmética, la teoria de los
numeros, descansa sobre la intuicién. Este movimiento
de oposicién se ha propuesto demostrar que, contrariamen-
te a lo que sostenia Kant, la aritmética pertenece por
entero al dominio del pensamiento, de la légica (2). Por
este motivo circunscribo aun mas mi tema. Trataré de ‘“‘La
geometria y la intuicidn’’. Serd mi intento mostrar cémo
vino a quebrantarse la confianza en la intuicidén en la geo-
metria, dominio que, a primera vista, parece pertenecerle
originariamente, cayendo asi cada vez en mayor des-
crédito, hasta acabar por verse desterrada del todo también
de este su dom‘'nio natural.

Una de las cosas que movid a los matematicos a lan-
zarse por esta via de la desvalorizacién de la intuicidn,
fué el haberse descubierto que — en abierto contras-
te con lo que se habia dado por seguro fundindose
en esta ultima — hay curvas que carecen de tangen-
tes en todos sus puntos, o, lo que viene a ser lo mismo,
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como veremos, cabe pensar que un punto se mueva Sin
tener, no obstante, una velocidad determinada en ningin
momento. Fuerte fué la impresidn que suscitd este des-
cubrimiento en los matematicos, al darlo a conocer su
autor, el gran matematico berlinés C. Weierstrass, en el
afio 1861. No era cosa tan nueva, sin embargo. Mucho
antes ya le era conocida — como nos consta hoy por
manuscritos que se conservan en la biblioteca nacional
de Viena — al filésofo, tedlogo y matematico austriaco
B. Bolzano.

Como los problemas que plantea este descubrimiento
tocan muy de cerca las bases del calculo diferencial, des-
envuelto por Newton y Leibnitz, procede decir pri-
mero algunas palabras acerca de los conceptos funda-
mentales de dicho calculo (3).

Newton partia del concepto de velocidad. Imaginese
un punto que se mueva sobre una linea recta (fig. 1),
y que en el instante t se encuentre, p. ej., en el sitio Q.
Supuesto esto, ;qué se ha de entender por la velocidad
del punto en movimiento en este instante t” Para
responder a esta pregunta, empecemos determi-
nando la posicidén del punto en movimiento en un
segundo instante t’. Sea p. ej., Q' este nuevo sitio. Q
Claro entonces que conociendo Qy Q’ y t y t/, co-
nocemos el trayecto QQ’ recorrido por el punto
moévil en el lapso de tiempo tt’. Dividamos luego
el trayecto QQ’ por el tiempo transcurrido entre
los instantes t y t’. Se obtiene asi la llamada ve-
loctdad media del punto movil entre los instantes
t y t’. Verdad es que tal velocidad media no es de ningin
modo la velocidad del punto en el instante t mismo

Q-

O
Fig. 1.
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(puede resultar, p. ej., muy grande, aunque la velocidad
en el instante t haya ya sido muy pequefla, como es el
caso cuando el punto se mueve muy velozmente en la
mayor parte del lapso de tiempo t’ — t, pero muy lenta-
mente en el instante t) ; pero si se ha elegido a t’ con con-
veniente aproximacién, lo es bastante aproximadamente, y
tanto mas aproximadamente cuanto mas cerca se ha ele-
gido al instante t’ de t. Véase en qué términos mas o
menos razona entonces Newton. Supongamos que se elija
a t’ cada mas cercano a t: la velocidad media entre los
instantes ¢ y t’ se ird entonces acercando indefinidamente
a un valor perfectamente determinado, tenderd — como
se dice en matematicas — a un determinado valor limite.
Y este valor limite es lo que se Ilama ‘‘la velocidad del
punto movil en el instante t. Es decir que la velocidad
en el instante t es el limite a que tiende la velocidad
media entre los instantes ¢t y t’, cuando el instante t’ se
va acercando indefinidamente al instante t.

Leibnitz partia de la consideracién del llamado pro-
blema de las tangentes. Imaginemos una curva dada (fi-
gura 2), y preguntémonos cual es su pendiente con res-
pecto del horizonte en uno de sus puntos, P por ejemplo.
Para ello elijamos un segundo punto P’ y averigiiemos,
primero — algo por el estilo a lo que hicimos en el caso
anterior — la pendiente media de la curva entre los pun-
tos P y P'. Esta pendiente media se obtiene dividiendo el
tanto de altura PP’ en que se ha acrecentado la curva
al ir de P a P’ por la proyeccién horizontal P P’ del
camino recorrido, la cual indica cuanto se avanza en di-
reccion horizontal al ir la curva de P a P’. Verdad es que
tal pendiente media de la curva entre los puntos P y P’
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no es idéntica a su pendiente en el punto P (en el caso
de la fig. 2 la pendiente en el punto P es visiblemente
mayor que la pendiente media entre P y P’); pero eli-
giendo el punto P’ suficientemente préximo a P, se ob-
tendrd un valor bastante aproximado para la pendiente en
el punto P mismo, y tanto mas aproximado cuando mas
cerca se ha elegido a P’ de P. Es decir que — como en el
primer caso — si se va acercando indefinidamente el pun-
to P’ a P, la pendiente media. de la curva entre los puntos
P y P’ tenderd a un limite determinado, y este limite es
lo que se designa como la ‘‘pendiente de la curva en el
punto P"’. Definamos, pues. La pendiente del punto P es
el limite a que tiende la pendiente media entre los puntos
P y P’, cuando el punto P’ se va acercando indefinida-
mente a P’. Y se designa como tangente de nuestra curva
en el punto P a la recta que pasa por P y que tiene, en
toda su longitud, la misma pendiente que la curva en el
punto P.

La analogia entre este procedimiento para encontrar la
pendiente de una curva y el procedimiento analizado mas
arriba, para encontrar la velocidad de un punto movil,
salta a la vista. Y de hecho, la tarea de hallar 1a velocidad
de un punto modvil se resuelve en la de hallar l1a pendiente
de una curva en un punto dado, si nos valemos de un
procedimiento que han hecho familiar a casi todo el
mundo los planos graficos de los ferrocarriles. Senalense
sobre una recta horizontal (el eje del tiempo) los valores
del tiempo, de modo que cada punto de esta recta repre-
sente un punto determinado del tiempo; y sobre la recta
de la fig. 1 — sobre la que se mueve el punto en cuestién
— fijese un punto absolutamente cualquiera. Suponga-
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mos que el punto modvil se encuentra en el instante ¢
en el lugar Q. Levantemos luego sobre el eje del tiempo,
y por el punto que representa al instante ¢, una perpen-
dicular igual a OQ: el punto P obtenido (fig. 2) re-
presenta la posiciéon del punto mdvil en el instante t.
Imaginemos que esta operacién se repita para todos los
instantes: obtendremos entonces como representacién del
movimiento de nuestro punto una curva — la curva es-
pacio-temporal del punto mévil —, por la cual po-
demos conocer todos los por-
/ menores del movimiento de este
’ punto, del mismo modo que
o |p" podemos conocer los del movi-
miento de un tren consultando
el plano de su recorrido. Es evi-
dente que sélo la pendiente me-
dia de la curva espacio-tem-
B poral entre los puntos P y P’
Flg. 2. es idéntica a la velocidad me-
media del punto movil entre los instantes t y t’, y que,
por eso la pendiente de la curva espacio-temporal en un
punto P es idéntica a la velocidad del punto mobvil en el
instante t. Tal es la sencilla relacidn que existe entre el
problema de la velocidad y el de las tangentes; ambos
problemas no son, pues, conceptualmente diferentes.
Pues bien, la tarea fundamental del cdlculo diferencial,
es la siguiente. O bien conocemos el trayecto de un punto
moévil, y se trata de calcular en base de él su velocidad en
cada instante; o bien se nos da una curva, y se trata de
calcular su pendiente — su tangente — en cada punto.
En lo que sigue nos atendremos al problema de las tan-
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gentes. T'odo lo que digamos en dilucidacién de este pro-
blema cabe extenderlo sin mayor dificultad — por lo
dicho en el parrafo anterior — al de la velocidad.

Dijimos que a medida que el punto P’ de la curva aqui
considerada se va acercando indefinidamente al punto P
de la misma, la pendiente me-
dia de la curva entre P y P’
tendera indefinidamente a un
limite, el cual nos indica pre-
cisamente la pendiente de la
curva en el punto P. Pero
iocurre real y verdaderamen-
te que la pendiente media en-
tre P y P tiende a un limite
determinado al irse acercan-
do indefinidamente el pun- Fig. 3.
to PP al P? En todas las
curvas que se vienen estudiando desde antiguo: el circu-
lo, la elipse, la hipérbola, la parabola, la cicloide, etc.,
ocurre eso verdaderamente, segin lo muestra el calcu-
lo. Pero no en cualquier curva. Cabe verlo mediante
un ejemplo relativamente simple. (*).

Consideremos la curva esbozada en la fig. 3. Es una
linea ondulada que en las cercanias del punto P muestra
infinitas ondas. Tanto el largo como la amplitud de las
ondas van decreciendo indefinidamente al ir aproximan-
dose éstas al punto P. Vamos a tratar de hallar, por el pro-

(*) Los ejemplos que siguen los he explicado mis que tradu-
ducido. El sistema de letras que aparecen en las figuras 4 y 5 ha sido
introducido por mi. Dada la indole del tema, creo ser asi mas util al
lector que con una simple traducciéon, — (N. del T'.),
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cedimiento indicado mas arriba, la pendiente de esta curva
en el punto P. Para ello tomamos sobre 1a curva un se-
gundo punto, y determinamos la pendiente media entre
este nuevo punto y P. Supongamos que este segundo punto
sea, sucesivamente, P;, Po y P;. . ., puntos que se van acer-
cando cada vez mas a P. Si el segundo punto es Py, la pen-
diente media serd 4+ 1. (*) Si abandonamos P; y retroce-
demos sobre la curva para acercarnos mas a P, la pendiente
tra decrectendo; por fin, cuando lleguemos a P,, sera nula.
Si seguimos retrocediendo sobre la curva hacia P, la pen-
diente pasard de positiva a negativa e ird disminuyendo
de valor hasta llegar a valer —1 en P3. Si continuamos
nuestro retroceso hacia P, la pendiente media aumentara
de valor hasta llegar a valer otra vez 0 cuando nos en-
contremos en Py Y si de P, retrocedemos hacia Ps, la
pendiente pasara de negativa a positiva, e ira creciendo
hasta alcanzar otra vez el valor 1 en Ps. Y de continuar
adelante nuestro camino de retroceso hacia P, se repetird
el mismo juego. Cuando el punto modvil, al ir acercan-
dose a P, haya recorrido una onda entera de nuestra linea
ondulada la pendiente decrecerd del valor4-1 al valor—1,
para volver luego a crecer de —1 a 4-1. Si el punto mévil
se va acercando indefinidamente al punto P, tendri que
recorrer infinitas de tales ondas, puesto que nuestra cur-
va ostenta infinitas ondas a uno y otro lado del punto P.
En consecuencia, si el punto P’ se va acercando indefinida-

(*) En el supuesto de que las rectas PA y PB. formen ingulo
recto. Si no lo forman, la tangente en los puntos Py, P, P,.
irAin oscilando entre un valor dado positivo y su opuesto negatlvo.
pasando por O; el cual puede hacerse tan grande como se qu1era al
ir creciendo el 4dngulo ab, o tan pequefio como s¢ quiera, al ir
decreciendo dicho éngulo. (N. del T.),
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mente al punto P, la pendiente media entre P y P’ oscilara
constantemente entre los valores — 1 y +1. Siendo asi, no
cabe decir que se aproxima indefinidamente a un limite de-
terminado; ni tampoco cabe decir que nuestra curva tiene
una pendiente determinada en el punto P. Esta curva
carece, pues, de tangente determinada en el punto P.

Este ejemplo relativamente sencillo y facilmente acce-
sible a la intuicidn muestra, por consiguiente, que no es
forzoso que una curva tenga una tangente en cada uno
de sus puntos. Sobre esto no puede haber ninguna duda.
Pero antes no se pensaba asi.
Se creia que nada mas que
por excepcidon puede ocurrir
que una curva carezca de
tangente en algunos de sus
puntos: en todos es absolu-
tamente imposible que carez-
ca de ella. Tomando por fun-
damento la intuicidn, se
creia poder concluir que, ya
que no en todos, siquiera en
la mayoria predominante de sus puntos, una cut-
va ha de poseer una pendiente determinada, una
tangente determinada. El matematico y fisico Ampere,
cuya meritoria contribucién a la teoria de la electricidad
conoce todo el mundo, hasta traté de demostrarlo, pero
su demostraciéon es falsa.

Dada esta manera de pensar, grande hubo de ser el
revuelo suscitado entre los matematicos al hacer conocer
Weierstrass una curva que ni en un solo punto posee una
pendiente determinada, una tangente determinada. Lo

8

A C

Fig. 4.
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malo que los dificiles cdlculos por los cuales Weierstrass
dedujo la existencia de semejante curva no son para re-
producirlos aqui. Felizmente hoy podemos arribar al
mismo fin de Weierstrass mostrar que hay curvas que
carecen de tangente en todos sus puntos — por camino
mucho mas llano. Voy a tratar de trazar tal camino,
o al menos esbozarlo (%).

Nuestro punto de partida es la linea simple represen-
tada en la fig. 4, compuesta de dos rectas iguales, la una
ascendente AB y la otra descendente BC. Reemplacemos
la recta ascendente AB por una
linea quebrada compuesta de
6 rectas (fig. 5): AD, DE,
EF, FG, GH y HB, siendo de
notar que AD, EF, FG y HB
son ascendentes, y DE y GH
descendentes, y que la distan-
cia de los puntos D, F y H a
la recta AC, es igual a la mitad
© de la distancia del punto B a

la misma. Y reemplacemos asi-
mismo la recta descendente BC por una linea quebrada
compuesta por 6 rectas: BI, 1J, JK, KL, LM y MC, siendo
de notar que BI, JK, KL, y MC son descendentes y 1J y
LM ascendentes, y que la distancia de los puntos I, K y M
a la recta AC es igual a la mitad de la distancia del punto
B a la misma. Reemplazando ahora cada una de las
12 rectas de la quebrada asi obtenida por una quebrada
compuesta de 6 rectas obtenida con anilogo procedi-
miento, llegaremos a formar la quebrada de 72 rectas

A E L
Fig. 5.
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de la fig. 6. Y se ve que tal formacién de quebradas se pue-
de proseguir indefinidamente, creciendo no menos indefi-
nidamente el grado de complicacién de las mismas.

Ahora bien, cabe demostrar con todo rigor — si bien
nosotros no vamos a hacer aqui, como es natural,
tal demostracidon — que las sucesivas- quebradas cons-

truidas con el procedimiento indicado se van acer-
cando indefinidamente a wuna curva que goza de
la propiedad deseada: en ningin punto tiene una
pendiente determinada; por tanto, en ningin punto tie-
ne una tangente. Verdad que la
trayectoria de tal curva escapa
por completo a la intuicidn.
iQué! Si después de repetir un
par de veces la operacidén arriba
descripta ni siquiera nos es
dado seguir con la vista las nue- A
vas quebradas que se van obte-
niendo sucesivamente, menos
nos sera dado percibir con ella la curva a que estas 1ul-
timas se van acercando indefinidamente. Sdélo el pensa-
miento, el andlisis 16gico pueden avanzar hasta ella.
Véase como entonces, de habernos fiado de la intui-
ci6n, seguiriamos aun persistiendo en el error en la cues-
tién de las tangentes de las curvas. ;No parecia probar la
intuicidén, irrefragablemente, que es imposible que exis-
tan curvas que carezcan de tangente en todos sus puntos?
Este primer ejemplo de cdmo falla la intuiciéon lo
hemos tomado de los elementos del calculo diferencial.
Un segundo ejemplo podriamos tomarlo de los elemen-

Fig. 6.
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tos del calculo integral. La tarea fundamental del calcu-
lo diferencial es: dada una curva, calcular su pendiente;
dada la trayectoria de un punto modvil, calcular su ve-
locidad; dada una curva, calcular su pendiente. La tarea
fundamental del calculo integral es justamente la con-
traria: conocida la velocidad de un punto mévil en
cualquier instante, calcular su trayectoria; o conocida la
pendiente de una curva en todos sus puntos, calcular la
curva misma. T'area que, claro estd, sdlo tiene sentido,
s1 realmente la velocidad del punto modvil decide real-
mente de su trayectoria, si la pendiente de una curva
decide realmente de la forma de la misma. ;Codmo res-
ponderemos esta cuestidn: afirmativa o negativamente?

Pero planteemos atn con més rigor la cuestidon. Si dos
puntos que se mueven a lo largo de una recta parten
en el mismo instante del mismo lugar (*), concor-
dando en todo momento en sus velocidades, ;permane-
ceran forzosamente juntos, o cabe que se separen? Y
respectivamente: si dos curvas de un plano parten del
mismo punto, concordando siempre en sus pendientes,
ise superpondran forzosamente en todo su recorrido, o
cabe que una de las dos se eleve sobre la otra? Si nos
guiamos por la intuicidn, parece que los dos puntos mé-
viles habran de permanecer a la fuerza siempre juntos,
que las dos curvas habrin de superponerse a la fuerza
en todo su recorrido. Y sin embargo, el anilisis 1égico
ensena que no es necesario que sea asi. Concedamos que
para los movimientos y, respectivamente, curvas que se

(*) Y se entiende en la misma direccién. Y lo mismo digase
del trazado de las curvas. (N, del T.),
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toman en cuenta usualmente se cumpla lo postulado por
la intuicién. Cabe, con todo, concebir ciertos movimien-
tos complicadisimos, ciertas curvas complicadisimas en
que no se cumpla.

También en este problema resulta engafiosa la apa-
rente seguridad de la intuicién (®). Verdad que la falta
de espacio nos impide extendernos largamente en mos-
trarlo. Tenemos que contentarnos con ligeras indica-
ciones.

Los dos ejemplos de cémo falla la intuicién dilu-
cidados en lo anterior estaban tomados de las consi-
deraciones que sitven de base al calculo diferencial e
integral, terreno dificultoso si los hay; dificultad que
ya se transparenta en el solo nombre con que suele de-
signarselo: matemdticas superiores, entendiendo con esto
destacarlas de las partes elementales de dicha ciencia.
Siendo esto asi, como lo es,
no sera de escasa importan-
cila mostrar cdmo ya en ta-
les partes elementales es da-
ble comprobar la facilidad
de la intuicidn.

En los umbrales mismos
de la geometria nos encon-
tramos con el concepto de
curva. No hay quien no
crea tener una nocidén intui-
tivamente clara de este ulti-
mo concepto. Y esta nocidn veniase creyendo desde anti-
guo poder encerrarla en la siguiente definicion: curva es

Fig. 7.
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toda forma geométrica que se genera por el movimien-
to de un punto (%). jPero véase lo que son las cosas!

Fig. 8.

En 1890 el matemaitico
italiano Giuseppe Peano
— benemeritisimo tam-
bién por sus investigacio-
nes de ldégica — mostrd
que entre las formas en-
gendrables por un punto
en movimiento figuran
también superficies ente-
ras. Cabe concebir, p. ej.,
que el punto se mueva de
tal modo, que en un espa-

cto de tiempo finito recorra todos los puntos de una
superficie cuadrada. Y sin embargo, nadie querrd por eso
considerar una supetficie cuadrada como una curva.

Voy a tratar de ayudar-
les a Vds. a la luz de un
par de figuras a que se for-
men una 1dea siquiera
aproximada de cémo se
llega a un movimiento tal
de un punto (7). Dividase
un cuadrado en cuatro
cuadrados  parciales de
igual tamano (fig. 7), y
unanse los centros de estos
cuadrados por medio de

Fig. 9.

una linea quebrada, e imaginesc un punto que cn un
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espacio de tiempo finito, por ej., en la unidad de tiempo,
recorra con velocidad uniforme esta linea quebrada. Di-
vidase luego (fig. 8) cada uno de los cuadrados parciales
de la fig. 9 en cuatro cuadrados parciales de igual ta-
mano, y unanse los centros de estos 16 cuadrados
parciales, e imaginese que el punto se mueve de
modo que en la unidad de tiempo recorra, con velocidad
uniforme, esta nueva linea quebrada. Vuelva a dividirse
luego (fig. 9) cada uno de los cuadrados parciales de la
fig. 8 en cuatro cuadrados parciales del mismo tamano,
Unanse los centros de esos 6%

cuadrados parciales por una i %%ﬂ? ‘J—:ﬁ?%‘fg
linea quebrada, e imaginese %;E %%_% cg}:é

que el punto se mueva de mo- Ej’fj\r
do que en la unidad de tiempo EQ ?%gg = cm
recorra con movimiento uni- vS’wﬁ E?ﬁ d ﬂ
forme esta nueva linea que~ Eﬂ%\% “
brada. Se ve claro cdmo se Sﬁg "
puede proseguir esta opera- £ 5“ E,é Ej % Qfgi
cién. La fig. 10 mu.estra unos %_g;ig %5 :—ff:; n Qﬂo—é
de los pacos posteriores de la

misma, en el cual el cuadrado Fig. 10.

grande esta dividido en 4096 cuadrados parciales. Ahora
bien, cabe demostrar rigurosamente que los sucesivos mo-
vimientos tomados aqui en consideracidon: el primero,
en el cual el punto recorre en la unidad de tiempo una
linca quebrada que une los centros de los 4 cuadrados
parciales de la fig. 7; el segundo, en el cual el punto

recorre en el mismo tiempo la linea quebrada que une
los centros de los 16 cuadrados parciales de la fig. 8;

ﬁgﬁ
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el sexto, en el cual el punto recorre en el mismo tiempoO
la linea quebrada que une los centros de los 4096 cua-
drados parciales de la fig. 10, se van acercando indefini-
damente a un movimiento determinado, en el cual cl
punto recorre en la unidad de tiempo todos los puntos
del cuadrado. Claro estd que tal movimiento escapa a to-
da posibilidad de ser captado intuitivamente. Soélo el
b analisis 16gico puede captarlo.
q \ Contradictendo pues, todo
lo que parece mostrar la in-
tuicidon, hay formas geomé-
tricas a las cuales a nadie se
le ocurrird considerar como
curvas, por ej., un cuadrado,
y que, sin embargo, pueden
ser engendradas por el mo-
\1 vimiento de un punto. Pero
a ocurre también lo contrario.
Fig. 11. Hay formas geométricas que
uno se inclinaria a mirar como curvas, y que no obstante
no son engendrables por un punto en movimiento.
Considérese, por ej., la forma geométrica esbozada en
la fig. 11: una linea ondulada que en las cercanias de

la recta a b — que se ha de mirar como perteneciente a
dicha forma — presenta infinitas ondas de longitud inde-
finidamente decreciente, pero cuyas amplitudes — con-
trariamente a lo que pasaba en la fig. 3 — no van decre-

ciendo indefinidamente, sino que son todas iguales. No es
dificil demostrar que tal forma geométrica, a pesar de su
caracter lineal, no puede ser engendrada por el movimiento
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de un punto. No cabe concebir, en efecto, movimiento
alguno en el cual el punto recorra, en un espacio de
tiempo finito, todos los puntos de esta forma.
Naturalmente que esto plantea dos importantes cues-
tiones. Primero: ya que, por lo visto, la definicién suso-
mentada de curva, que goza del prestigio de una venerable
antigiiedad, es completamente inapropiada para encerrat
en una férmula la nocidn que nos formamos de
una curva, jpor cual otra definicidn, mas apropiada,
se ha de sustituirla? Y segundo: ya que, por lo visto,
no todas las formas geométricas engendrables por un
punto en movimiento son por fuerza curvas, ;cuales
son entonces las formas geométricas engendrables por el
movimiento de un punto? A ambas cuestiones se ha
contestado hoy satisfactoriamente. Sobre la contesta¢idn
dada a la primera volveremos més tarde. Sobre la se-
gunda digamos algunas palabras a rengldon seguido (®).
A esta segunda cuestidon logrdse dar respuesta merced a
un nuevo concepto geométrico: el de la conexidon en lo
pequenno o conexion local. Examinemos algunas figuras
engendrables por el movimiento de un punto, por ej.,
una recta, un circulo y un cuadrado (fig. 12). Tomemos
sobre cualquiera de estas formas dos puntos P y Q situa-

dos muy préximamente el
S

q N

uno del otro. Presupuesto g p

esto, podemos llegar de P a [° \

Q sin tener que salirnos de ;&\q\\x

la respectiva forma por un
camino que permanece muy
cercano a P y a Q: esta proptedad se designa — usando

Fig. 12.
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un lenguaje mas preciso — con el nombre de conexidn
en lo pequerio. La forma esbozada en la fig. 11 no goza
de esta propiedad. En efecto, considérense, por ej., los
dos puntos P y Q situados muy préximos el uno al
otro sobre la misma: si se quiere llegar de P a Q sin

Fig. 13.

que caracteriza esenclalmente

mentales.

abandonar la forma habria
que recorrer todas las infi-
nitas ondas de la linea on-
dulada que median entre
uno y otro; pero este cami-
Nno no permanece muy pro-
ximo a P y Q, por cuanto
todas las ondas tienen igual
amplitud. Ahora bien, la
conexion en lo pequeno es lo
las formas geométricas ele-

Imaginemos un mapa en que no haya mis que tres

paises limitrofes, los cuales

se limiten mutuamente en

forma tal que los tres se toquen a la vez en cualquier

punto limitrofe. Vamos a
procurar aclarar de algun
modo también esto, siquie-
ra sea a la ligera. Esta de-
mostracion la ha dado el
matematico holandés L. E.
J. Brager en  1910.
Partimos del mapa de Ja
fig. 14, en que se encuen-

N R
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Fig. 14,

tran tres paises: uno rayado, uno punteado y uno negro.
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En cuanto al resto del territorio figurado en el mapa, ca-
rece de dueno conocido. Ahora bien; el pais rayado re-
suelve buscar expansiéon por el lado de este territorio sin
dueno. Para ello se apo- == T

dera de una faja del te- SIiiiiii

rreno vacante que avanza TiiIiziiis

en todos sentidos hasta ||
un kilometro de las fron-
teras del mismo, pero que
— para evitar conflictos
— no toque a ninguno de
los otros dos paises veci- Fig. 15.
nos. Viendo esto, los del pais punteado se dicen: jpucs
podemos hacer también nosotros lo mismo! Dicho y he-
cho. T'ambién ellos se apoderan de una faja del territorio
vacante que avanza, en todos sentidos, hasta me-
dio kildmetro de las nuevas

iﬁﬂi SIiiniii fronteras de aquel, pero que
SESEREEEE: no toca a ninguno de los
| dos otros paises (fig. 16).
}r e En vista de estos dos prece-

Hif . 1 | dentes los del pais negro
piensan: jcualquier dia ha-

b ey v

A

-nn ~ | briamos de quedarnos atras
nosotros! Y poniendo en
practica su pensamiento, se
apoderan tambiéf cllos de una faja del territorio vacante
que avanza, en todos sentidos, hasta un tercio de kildmetro
de las nuevas fronteras del mismo pero que no toca a nin-

<«  Fig. 16.
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guno de los otros dos paises (fig. 17). Una vez suce-
dido esto, los del pais rayado se dicen: ;jNos han ganado
el juego! [No tenemos otro remedio que avanzar de
nuevo! Y vuelta a apoderarse de una faja de terreno del
territorio vacante que avanza hasta un cuarto de kild-
metro de las nuevas fronteras del mismo, pero que no
toca a ninguno de los otros dos paises. Y asi sigue y si-
gue la operacidon. El pais
punteado se apodera de
una faja cuya distancia a
cualquiera de los puntos
aun vacantes a'canza como
maximo un quinto de ki-
lI6metro. Luego el pais ne-
gro se apodera de una faja
cuya distancia a cualquiera

Fig. 17. de los puntos aun vacantes
alcanza como maximo a un sexto de kildmetro. Luego
vuelve a apoderarse de una faja de terreno el pais raya-
do, etc., etc.

Y ya que le hemos soltado las riendas a la fantasia,
dejémosle remontar el vuelo un poco mis. Supongamos
que el pais negro haya necesitado un afio para apoderarse
de su primera faja de terreno; que el pais rayado se haya
apoderado de su primera faja al cabo del semestre siguien-
te; que el pais negro se haya apoderado de su primera
faja al cabo del trimestre siguiente; que el pais rayado
se haya apoderado de su segunda faja al cabo del mes y
medio siguiente, etc., de modo que el tiempo que se em-
plee en apoderarse cada nueva faja sea la mitad del em-
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pleado en apoderarse de la faja inmediata anterior. No
cuesta mucho convencerse que al cabo de dos anos no
queda mas ningdn punto vacante, y que los tres pai-
ses se hallan distribuidos de tal modo, que en ninguna
parte se toquen dos solamente de estos tres paises: en
cualquiera de los puntos limitrofes se tocan los tres a la
vez. Pero por cierto que no es por via intuitiva como lle-
gamos a concebir una distribucién tal de los tres paises.
‘También aqui ha de entrar en juego el raciocinio. Vemos,
pues, una vez mas, como falla la intuicién. Con ser sen-
cillo y todo el problema que nos hemos propuesto, ha-
briamos incurrido en grave error, de fiarnos de ella para
resolverlo.

Las proposiciones que a los ojos de la intuicidn pasan
por seguras han ido revelandose como falsas al ana-
lisis 16gico; y esto no en una o dos cuestiones, sino en
muchisimas. A consecuencia de esto ha ido cundiendo
en las matematicas el escepticismo respecto a su valor.
Cada vez ha ido ganando mas terreno la conviccidn de
que la intuicidn es insuficiente para que de ella se derive
proposicién matematica alguna, de que sobre ella no cabe
asentar disciplina matematica alguna. Hay que eliminar-
la de raiz de las matematicas, hay que convertirla en dis-
ciplina légica, fué la exigencia que llegé a formularse.
Todo nuevo concepto matematico que se introduzca
debe ser definido en forma puramente ldgica; toda demos-
tracidn matematica debe llevarse a cabo con medios pu-
ramente [4gicos. Fueron los primeros campeones de esta
tendencia: Augustin de G_auchy (1789-1857), Bernard
Bolzano (1841-1848), Carl Weierstrass (1815-1897),



118 JUAN HAIIN

Georg Qantor (1845-1918) y Richard Dedekind (1831-
1916).

Ha sido tarea dificil y penosa ésta de convertir las
matematicas en disciplina puramente ldgica. Habia
que reformarlas de pies a cabeza. Las proposiciones acep-
tadas antes como evidentes intuitivamente tenian que ser
cuidadosamente demostradas. Un ejemplo entre los mu-
chos que pudieran traerse a colacién. Una proposicion
geométrica tan simple como la de que: ‘““Todo poligono
cerrado que no atraviese a si mismo divide al plano en
exactamente dos partes separadas’’, exige una demostra-
cién laboriosisima y artificiosisima. Y la dificultad sube
de punto en el caso de la proposicion aniloga para ¢l
espacio: ‘Todo poliedro cerrado que no se atraviese a si
mismo divide al espacio en exactamente dos partes
separadas’’.

Como prototipo de los juicios sintéticos derivados de
la intuicién pura aduce expresamente Kant la proposicidn
de que: “‘el espacio es tridimensional’’. Pero también esta
proposicion exige — seguin contemplamos las cosas hoy —
un penetrante analisis 16gico. Se ha de empezar por defi-
nir qué se entiende por nuimero de dimensiones de una

forma geométrica, de un conjunto de

OE puntos. Y luego se ha de demostrar. ¢n

® forma puramente ldégica, que al fuhda-

mentar esta definicidn el espacio de la

@ geometria comun, que es a la par ¢l de la

fisica newtoniana, es, efectivamente, tri-

dimensional. Esto se hizo recién cn los

ultimos afios (1921-22). y al mismo

tiempo, por el matemdatico vienés K. Menger y el ma-

Fig. 18.



LA CRISIS DE LA INTUICION 119

tematico ruso P. Urysohn, quien en el entretanto, en
el apogeo de su fuerza creadora, caia victima de un tra-
gico accidente.

Voy a indicar, aunque mas no sea a la ligera, cémo se
define el nimero de dimensiones de un.conjunto de pun-
tos (12).

Un conjunto de puntos se dice nulidimensional, cuando
para cada uno de sus puntos hay contornos lo suficiente-
mente pequefios para que no contengan dcntro de sus limi-
tes a ningun punto del conjunto. Asi, p. ej., todo conjunto
compuesto de finitos puntos es nulidimensional (Cfr. ia
fig. 18); pero se dan también muchisimos conjuntos de
puntos nulidimensionales muy complicados que constan
de infinitos puntos. Un conjunto de puntos que no sea
nulidimensional llamase unidimensional, cuando para cada
uno de sus puntos hay contornos lo suficientemente pe-
queflos como para que no tengan en comun con el con-
junto de puntos sino conjuntos nulidimensionales. La
recta, cualquier figura compuesta de un nimero finito
de rectas, el circulo, la elipse, en suma, cualquiera de las
formas que se designan cominmente como curvas, son en
este sentido unidimensionales (fig. 19). No lo es, empero,
menos la forma geométrica represen-
tada en la fig 11, que, como vimos,
no es engendrable por el movimiento
de un punto. Un conjunto de puntos 7
que no sea ni nulidimensional ni
unidimensional 1ldmase bidimensio-
nal, cuando para cada uno de sus
puntos hay contornos lo suficientemente pequenos como

Fig. 19.
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para que tengan en comun con el conjunto de puntos a

lo sumo conjuntos unidimensionales. Ejemplifican tal

tipo de conjunto el plano, los poligonos, el circulo, la

superficie esférica: en suma, todas las formas que se de-

signan comuinmente como superficies, son en este sentido

bidimensionales. Un conjunto de puntos que no sea ni

nulidimensional, ni unidimensional, ni bidimensional 114-

mase tridimensional, cuando para cada uno de sus pun-

tos hay contornos lo suficientemente pequefios como para

que dentro tengan en comun con el conjunto de puntos,

a lo sumo, conjuntos bidimensionales. Y se demuestra

— aunque a decir verdad tal demostracidn dista muchi-

simo de ser sencilla — que el espacio de la geometria co-
rriente es efectivamente tridimensional en este sentido.

Suministra asimismo esta teoria una definicién real-

mente satisfactoria del concepto de curva (*3). Como

rasgo esencial de las mismas aparece aqui su unidimen-

sionalidad. No se reduce, empero, el aporte de la teoria

que comentamos a la definicién de las curvas. Pone en

nuestras manos también un anilisis extraordinariamente

sutil de su estructura. Tampoco quisiera pasar en silen-

cto este aspecto de la teoria. Permitaseme, pues, dos

palabras sobre él.

Se dice que un punto de una cur-

va es final, cuando considerando un

contorno alrededor de ¢l pequeno a

placer, éste no tiene en comun con

la curva mas que un punto. Asi se-

ran puntos finales de la curva de la

figura 20 los puntos a y b. Se

Fig. 20. dice que un punto de una curva
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es de ramificacidn, cuando considerando un contorno al-
rededor de él pequefio a placer, éste tiene en comun con
la curva mas de dos puntos. (En la fig. 20 lo es el
punto d).

Ahora, la intuicidn parece ensenar que en las curvas
los puntos finales y de interseccion ocupan un puesto de
excepcidn, que en clerto sentido estos ultimos son conta-
dos; que es imposible que una curva se componga nada
mas que de puntos finales ni nada mas que de puntos de
interseccidon. Conjetura ésta que precisa y corrobora ¢l
analisis 16gico respectivamente a los puntos finales; pero
que refuta respectivamente a los puntos de ramificacion.
Hay curvas — lo ha demostrado el matematico polaco
W. Spienski en 1925 — cuyos puntos son todos de
ramificacion. Procuremos compenetrarnos de esto me-
diante un par de indicaciones.

Supongamos que dentro de un triingulo equilatero se
inscriba otro tridngulo equilatero (el rayado de la fig.
21). Borremos ahora con el pensamiento el interior de
dicho tridngulo, de modo
que no quede de él més que
su perimetro: en el trian-
gulo grande quedaran en-
tonces tres tridngulos equi-
lateros. Vuélvase a inscri-
bir un tridngulo equilatero
en cada uno de estos tres
triazngulos (fig. 22), vy
bdrrese con el pensamientoo
el interior de ellos: en el
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trizngulo grande quedaran entonces nueve tridngulos equi-
lateros. Vuélvase a inscribir en cada uno de estos trian-
gulos equilateros que quedan un tridngulo equilatero, y
bbrrese con el pensamiento el interior de ellos: quedaran
entonces en el tridngulo grande 27 tridngulos equilateros.
E imaginemos que esta operacidn se continile indefinida-
mente (la fig. 23 representa el quinto paso de esta opera-
ci6én, en la cual han quedado en el triAngulo grande 243
triangulos equilateros). Ahora bien, cabe demostrar que
los puntos del tridngulo primitivo que quedan al final
de la operacidn, esto es, que no pueden ser borrados
por ninguno de los infinitos pasos de esta ultima, for-
man una curva, todos cuyos puntos, excepcidén hecha
de los tres vértices a, b y ¢ del triAngulo primitivo, son
de ramificacion. De esta curva es facilisimo obtener
otra todos cuyos puntos sean de ramificacién. Para ello
no hay mas que desfigurar toda la figura de tal modo, que

los tres vértices a, b y ¢ del

c ., . . e
triangu'o prim‘tivo concu-
rran en un punto.

Pero dejémonos de ejem-

M
/‘w 'f'l plos, y resumamos lo que
b hemos venido diciendo has-

IHJ ”]l i ta aqui. Una vez y otra he-

i ;' — mos hallado que la intuicidn
"”h f ”“ es una guia en que no se
,__._._'!',._ AV ' puede poner ninguna con-
’ Fig. 22. ° fianza, aun para las cuestio-
nes geométricas mas simples

y clementales de suyo. Medio subsidiario tan incierto, mal
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puede proporcionar el punto de partida y los ci-
mientos para una discipli- c

na matematica. El espacio
de la geometria no es una
forma de la intuicidn: es !;!ul
una construccion logica. Si; )
pero construcciones ldgicas fil
caben muchas. Nada se il I
opone a admitir otros es- l all
pacios conformados de di- jistl st
verso modo que el de la g
geometria corriente. Espa- Fig. 23.

cios en que, por ejemplo, el postulado de Euclides 1la-
mado de las paralelas sea sustituido por el contrario: los
espacios no-euclideos; o espacios que tengan mas de tres
dimensiones; o espacios no-arquimedeos. Digamos al-
gunas palabras sobre estos ultimos aqui dejando la
consideracidon de los espacios no-euclideos y polidimen-
sionales para la conferencia siguiente, que estara dedi-
cada a ellos integramente.

La posibilidad de poder medir una recta medianté un
numero real, y la posibilidad, que deriva de la anterior,
de poder determinar la posicidon de un punto mediante
uno o mas numeros reales — sus coordenadas — descan-
sa sobre el llamado postulado de Arquimedes (%).
Este postulado reza: Dadas dos rectas, hay siempre un
multiplo de la primera que sea mayor que la segunda.
Pero si hacemos del espacio una construccidn ldgica, ca-
ben espacios en que el postulado de Arquimedes sea sus-
tituido por el contrario, es decir, en los cuales haya rectas

=

=
—

e —————————

b
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que sean mayores que cualquier maultiplo de una recta
dada, en los cuales, por tanto, una vez elegida una recta
como unidad de medida, haya rectas infinitamente gran-
des y rectas infinitamente pequenas, mientras que en el es-
pacio de la geometria corriente no se dan ni rectas infini-
tamente grandes ni rectas infinitamente pequefnas. Por
de contado que en semejante espacio no-arquimedeo cabe
medir rectas y cultivar la geometria analitica; eso si, no
con ayuda de los ntimeros reales de la aritmética corrien-
te, sino con ayuda de sistemas de numeros no-arquime-
deos. Estos nimeros difieren por fuerza de los numeros
reales de la aritmética corriente. Sin embargo, es dable
contarlos y hacer cilculos con ellos, lo mismo que con
los numeros reales (19).

Todos estos espacios polidimensionales, no-euclideos
y no arquimedeos seran, a fuer de construcciones ldgicas,
todo lo exentas de contradicciones que se quiera — tal es
lo que se oye objetar a menudo —, pero, no siendo, como
no son, (ntuitivos, resultan inutiles para ordenar nuestras
vivencias. Para ordenar estas ultimas la Gnica geometria
que sirve, es la tridimensional, euclidea, arquimedea,
por ser la unica intuitiva. jQué diremos de este reparo?

Cabria replicarles ante todo a los que asi razonan — y
no otra cosa tendia a demostrar toda mi conferencia —
que ni la geometria corriente es tan intuitiva como a ellos
se les figura. Absolutamente cualquier geometria — asi
la tridimensional como polidimensional, la euclidea co-
mo la no-euclidea, la arquimedea como la no arquimedea
— es una construccidon logica. El desarrollo de la fisica
ha traido consigo el que, para ordenar nuevas vivencias
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nos valiésemos de la construccidn légica de la geometria
tridimensional, euclidea, arquimedea, fin para el cual esta
ultima ha mostrado hasta hace muy poco prestarse exce-
lentemente. Por eso nos hemos ido acostumbrando a su
manejo. Y no es sino esta costumbre la que se designa
como la intuibilidad de la geometria corriente. Todo lo
que se aparte de aquella es tenido por no intuitivo, con-
trario a la intuicidn, intuitivamente imposible. ;Vaya, co-
mo si de tales imposibilidades intuitivas no estuviera afec-
tada también la geometria corriente! Y surgen en ella
— lo hemos visto — todas las veces que dejando el estu-
dio de las formas a que hemos terminado por habituar-
nos gracias a un uso prolongado, hacernos entrar en el
circulo de nuestras consideraciones otras en que hasta
ahora no se habia pensado nunca.

Para ordenar nuestras vivencias la fisica de hasta hace
muy poco aplicaba exclusivamente la geometria tridimen-
sional y euclidea. La fisica novisima, en cambio, ha visto
la conveniencia de admitir para el mismo efecto también
las construcciones 1dgicas de las geometrias polidimensio-
nales y no-euclideas. Pero como recién en fecha muy
reciente se ha echado por este camino no nos hemos acos-
tumbrado aun al manejo de tales construcciones 16-
gicas. No es otra la razén porque las tildamos de
contrarias a la intuicidn. Eso por lo que hace a las geome-
trias polidimensionales y no-euclideas. Lo que es a las
no-arquimedeas, no les hemos hallado, hasta la hora pre-
sente, en qué aplicarlas; lo cual no quita de ningun
modo que algin dia podamos hallarselo.

Con las nuevas geometrias pasa lo que con la teoria de
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la redondez de la tierra. Uno de los motivos que a menudo
solian alegarse para rechazar esta tltima cuando fuera for-
mulada por primera vez, era que la existencia de anti-
podas rifie con la intuictén. Andando el tiempo hemos
1ido acostumbrandonos, sin embargo, a esta concepcidn,
y hoy no se le ocurrira a nadie tacharla de imposible so
pretexto de que es antiintuitiva.

Construcciones 16gicas son también, lo mismo que los
conceptos geométricos, los especificamente fisicos. Y su
intuibilidad depende, lo mismo que la de los geométricos,
nada mas que de la costumbre. Los conceptos fisicos a
cuyo manejo estamos acotuinbrados se revisten de carac-
ter intuitivo; aquellos a cuyo manejo no estamos acos-
tumbrados permanecen inintuibles. Se verd claramente
lo que afirmamos fijandose en cualquiera de ellos. El con-
cepto de peso le es familiar a casi todo el mundo; hijo
de esta costumbre arraigada es el tanto de intuibilidad
que casi todos le asociamos a ¢él. Pocos son, en cambio,
los que manejan el concepto de momento de inercia: por
eso permanece éste inintuible para la mayoria. A los ojos
de muchos experimentadores y técnicos que tienen que
hacer uso de él continuamente este concepto se reviste de
cardcter tan intuitivo como el de peso para la generalidad
de los hombres. Analogamente, el concepto de diferen-
cia de potencial tendra caracter intuitivo para el electro-
técnico, no asi para la generalidad de los hombres.

Cuando las construcciones logicas de las geometrias
polidimensionales y no-euclideas se revelen convenientes
para ordenar nuestras vivencias, cuando nos hayamos acos-
tumbrado mas a su manejo, cuando se las haya incorpo-
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rado a la ensefianza escolar, cuando las absorbamos con
la leche materna — como sucede hoy con la geometria
tridimensional euclidea —, con toda seguridad que no
se le va a ocurrir entonces mas a nadie ponerles la tacha
de ser contrarias a la intuicién. Estas geometrias pasaran
por tan intuitivas como actualmente la geometria tridi-
mensional euclidea.

La intuicidén no es — como queria Kant — un medio
de conocimiento puro y aprioristico. Engéndrase con la
fuerza de la costumbre. La costumbre que, a su vez, tiene
por madre a la pereza mental.
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LA CUARTA DIMENSION
Y EL ESPACIO CURVDO

Por JORGE NOBELING

Gracias a las teorias fisicas modernas han ido acer-
candose cada vez mas al circulo de interés general vastos
dominios de la geometria cuya importancia no trascen-
dia antes de las matematicas. Nos referimos sobre todo
a la geometria polidimensional y a las no euclideas.

Sobre estos dominios — que han ido desenvolviéndose
sigutendo la senda abierta por los grandes gedmetras ale-
manes Gauss y Riemann — quisiera ayudarles a Vds. a

formarse una impresién; impresidn que no por ser im-
perfecta, como naturalmente habra de serlo, dejard de
contener por lo menos respuesta cabal a algunas de las
principales cuestiones que, dia a dia, le van suscitando a
estas maravillosas nuevas construcciones de las ciencias
exactas, gentes ajenas a estas ultimas, y que son fuente de
tantas equivocaciones.

He dicho geometrias — en plural —, cuando todo el
que no haya estudiado especialmente matemiticas y fi-
sica vive en la creencia — por culpa del grandisimo

atraso en que se ha quedado la ensefianza que se imparte
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en las escuelas con respecto del estado actual de la cien-
cia — de que hay una sola geometria: la tridimensional
euclidea. Creencia que, por lo demas, se encuentra toda-
via en Kant, quien atribuye certeza apodictica a las pro-
posiciones geométricas, y tiene al espacio tridimensional
euclideo por de necesidad intuitiva. Y hay mas: hasta
hace poco la fisica no aplicaba otra geometria para la
descripcidén de los hechos de experiencia. Y si hemos aca-
bado por zafarnos de tal espacio no ha sido por cierto pat-
tiendo de la experiencia, sino en alas de la pura especu-
lacién matematica: la corroboracidén empirica ha venido
mas tarde. Pero antes de entrar a tratar de las reflexio-
nes en que se funda el nuevo espacio, asi como sus apli-
caciones en la fisica, conviene que nos pongamos en cla-
ro primero sobre lo que significa para el matemaético el
espacio tridimensional euclideo.

Ya desde el colegio nacional sabe hoy todo el mundo
que cualquier lugar del espacio cabe caracterizarlo me-
diante tres numeros, las llamadas coordenadas, esto es,
indicando las distancias del lugar en cuestién a tres pla-
nos perpendiculares entre si. Asi, p. ej.: cualquier lugar
de una pieza esta inequivocamente determinado con indi-
car su distancia al piso, a la pared de adelante y a una
de las laterales. De este hecho — de que cualquier lu-
gar del espacio cabe caracterizarlo mediante tres nume-
ros, o, como suele decirse, mediante una terna de nime-
ros — arranca precisamente la geometria analitica del
espacio tridimensional euclideo, cuyos origenes se remon-
tan a Descartes y a Fermat.

Valiéndose de una terna de nimeros se pueden carac-
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terizar también los elementos de otras multiplicidades.
Una mezcla de tres gases, p. ej., queda inequivocamente
determinada por tres nimeros x, y, z, los cuales indican
que la mezcla contiene x unidades de volumen del
primer gas, y unidades de volumen del segundo y z
unidades de volumen del tercero. Lo mismo si una per-
sona A, estd en relaciones financieras con tres personas
B, C y D; la posicidn financiera de A queda inequivo-
camente caracterizada indicando que B le adeuda x che-
lines, C y chelines y D z chelines. Si x, y o z fueran
negativos, significaria ello que no B, C y D le adeudan
a A dichas sumas, sino que, al revés, A se las adeuda a
ellos.

Lo que distingue al espacio de la experiencia de las
demdas multiplicidades descriptibles mediante coordena-
das, es que clertas formas suyas — como lineas, super-
ficies planas, etc. — son de particular interés. Para cual-
quier punto de una superficie plana bastan las coorde-
nadas x, y, z — cabe comprobarlo efectuando la medi-
cidn —, de una ecuacidén lineal, es decir, de una relacion
de la forma: ax 4+ by + cz 4+ 1 = 0, cuyos coeficien-
tes a, b, ¢ son numeros constantes iguales para todos los
puntos de la superficie plana, o, generalizando, de una re-
lacidn de la forma: ax 4+ by + ¢z 4+ d = 0 cuyos co-
eficientes a, b, ¢ y d estan inequivocamente determina-
dos, salvo un factor comun, por la superficie. Las co-
ordenadas de los puntos de una linea recta satisfacen a
dos de tales ecuaciones lineales.

Estos hechos han dado pie para forjar los siguientes
conceptos puramente matematicos.
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El sistema de todas las ternas de nimeros x, y, z se
llama un espacio tridimensional euclideo; cada terna mis-
ma se llama punto de este espacio. Si x, y, z y x’, ¢, Z’
son dos puntos, el nimero

T Ve—x)2 + (v—v)* + (z—2)°
recibe el nombre de distancia entre ellos. Los diver-
sos numeros x, y, z, €¢ llaman también las tres co-
ordenadas cartesianas rectangulares del punto (terna de
numeros) x, y, z. T odo conjunto consistente en todos
los puntos x, y, z, cuyas coordenadas satisfagan a cua-
lesquiera cuatro ntimeros constantes a, b, ¢, d de la ecua-
cidén lineal ax + by + cz + d = 0 se llama plano. Dos
planos que tengan por ecuaciones ax + by 4 ¢z +d = 0

yax + by + ¢’z + d" = 0, respectivamente, se dicen
paralelos, si los coeficientes de estas ultimas se hallan li-
gados por la relacidén: a: b: ¢: d = a’: b’: ¢’: d’. La

interseccidn de dos planos no paralelos, esto es, de los
conjuntos de todos los puntos cuyas coordenadas satis-
fagan a la vez a dos ecuaciones lineales, se llama recta.
Dicese que dos formas G y G’ son congruentes, cuando
pueden copiarse la una sobre la otra conservando fiel-
mente las distancias, queremos decir, cuando a cada punto
de G se le puede hacer corresponder de tal modo un
punto de (G’, que entre cada dos puntos de G medie la
misma distancia que entre los dos puntos que se les hace
corresponder en G,

Designase con el nombre de geometria analitica al sis-
tema de todas las consecuencias de estas y otras parecidas
definiciones. Sirvan de ejemplo de tales consecuencias —
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para citar solamente algunas de las mas simples de entre
ellas —, la de que un plano y una recta no situada en
clla tienen a lo sumo un punto comun; el método para
ca'cular las coordenadas de este punto de interseccidn va-
liéndose de las ecuaciones del plano y de la recta; la de-
mostraciéon de que dos puntos determinan inequivocamen-
te una recta que pasa por ellos, etc.

A fin de entender los conceptos matematicos, es de
gran importancia tener claramente ante los ojos lo si-
guiente. Sin duda que el llamado valor intuitivo — en
que tan a menudo se insiste — de los citados conceptos
de la geometria analitica ha desempenado relevante pa-
pel para su hallazgo y descubrimiento; pero una vez que
ha alcanzado su plena madurez, la geometria analitica
no se ocupa mas del espacio de la experiencia o digase
intuitivo, sus formas parciales y relaciones reciprocas,
sino exclusivamente de las entidades aritméticas: las
ternas de numeros, los conjuntos de tales ternas y las
relaciones que los ligan.

Siendo esto asi, nuestra respuesta a la pregunta pre-
liminar de, ;qué significa para la geometria analitica el
espacio tridimensional euclideo? es como sigue:

Para la geometria analitica el cspacio tridimensional
euclideo es el conjunto de todas las ternas de nimeros en el
cual a cada dos ternas x, y, z y x', y’, 2’ le corresponde
el nimero 1/ (x—x")% 4+ (y—y")* + (z—2')* como
distancia, y en el cual se definen ciertos conjuntos parcia-
les, como planos, rectas y las relaciones entre ellos. La
geometria analitica del espacio tridimensional euclideo
es el sistema de todas las consecuencias de estas defin:-
ciones.
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Hecha esta dilucidacién, encarémonos con los concep-
tos cuyo campo de aplicacidn cae fuera del espacio tri-
dimensional, en primer lugar con los del espacio tetra
y polidimensional.

Desde luego que la descripcidn mediante. coordenadas
no se circunscribe a los casos en que se necesitan justo
tres coordenadas. Los ejemplos de mezclas de gases y de
calculos con sumas de dinero nos han patentizado que
no es forzoso que asi ocurra. En vez de mezclas con tres
gases, pueden considerarse mezclas de cuatro, cinco ©
mas gases, y caracterizar inequivocamente cada mezcla
mediante cuatro o, respectivamente, cinco o mas nuime-
ros. Parejamente, cabe determinar inequivocamente a cuan-
to asciende la fortuna de una persona que se halle en
relaciones financieras con tres, cuatro, cinco o méas perso-
nas, mediante cuatro O, respectivamente, cinco o mas
numeros.

Eso lo lleva a uno a pensar que se deba hacer otro tanto
con los conceptos geométricos, es decir, libertarlos de la
tetna de las tres coordenadas, y desenvolverlos para cua-
tro, cinco o mas dimensiones. Y este pensamiento le acude
a uno a la mente con tanto mas motivo, cuanto que cabe
muy bien desarrollar una teoria que oOpere con pares de
nimeros al lado de la geometria analitica del espacio
tridimensional, e histéricamente hasta se 1a ha desarrolla-
do — bajo el nombre de geometria bidimensional euclidea
o geometria del plano euclideo, — antes de la de espacio
tridimensiona'. Aun en la actualidad, por razones peda-
gbdgicas, acostimbrase en la ensenanza hacer preceder el
estudio de la geometria del espacio tridimensional por la
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del ‘plano, en la cual los puntos se explican por pares de
numero x, e y, llamandose x e y coordenadas cartesianas
rectangulares; y en la cual la recta se define como con-
junto de todos los pares de niimeros x, y que satisfagan
a una ecuacién linéal ax -+ by -+ ¢ = 0, mientras la
distancia entre dos puntos x, y y x’, y’ viene dada por el

nimero |/ (x—x") >+ (x—y’)2 Por lo demais, una vez
en posesion de una geometria analitica del espacio tridi-
mensional, se ve que es dable obtener 1a del plano, anu-
lando una de las coordenadas z, por ej., en las formulas
de aquélla; esto es, pasando a estudiar qué es lo que ocurre
en el plano de un espacio tridimensional.

" Definese analogamente el espacio tetradimensional eu-
clideo, diciendo que es el conjunto de todas las cuaternas
de numeros x, y, z, u, designandose cada una de tales
cunaternas de nimeros como un punto del espacio tetra-
dimensional y correspondiéndole a cada dos de tales pun-
tos, es decir, a cada cuaterna x, y, z, uy x, vy, z’, d,

como distancia el nimero |/ (x—x")2 4 (y—y')% -+

+ (z—2')? 4+ (u—u')2 Los nimeros x, y, z, y u
mismos llamanse las coordenadas cartesianas rectangula-
res del punto (cuaterna de nuimeros) x, y, z, u. En la
geometria bidimensional el conjunto de los puntos cu-
yas dos coordenadas satisfacen a una ecuacién lineal,
designase como recta. En la geometria tridimensional ¢l
conjunto de los puntos cuyas tres coordenadas satisfacen
a una ecuacidon lineal se llama plano, recibiendo en la
misma el nombre de recta el conjunto de los puntos cuyas
tres coordenadas satisfacen a dos ecuaciones lineales. En
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la geometria tetradimensional, en cambio, designase al
conjunto de los puntos cuyas cuatro coordenadas x, vy,
z, u satisfacen a una ecuaciéon lineal ax -+ by + ¢z +
+ du 4+ e = 0 como hiperplano; al conjunto de los pun-
tos cuyas cuatro coordenadas satisfacen a dos de tales ecua-
ciones lineales como plano, y al conjunto de los puntos
cuyas coordenadas satisfacen a dos de tales ecuaciones li-
neales, como recta.

Respondamos, pues, a la pregunta: ;Qué se entiende
en geometria analitica por espacio tetradimensional eu-
clideo?

Para la geometria analitica el espacio tetradimensional
no es sino el conjunto de todas las cuaternas de numeros,
habiéndose de definir de un modo dado la distancia entre
cada dos de tales cuaternas, los hiperplanos, los planos y
las rectas mediante ecuaciones lineales.

Sobre el espacio de la experiencia o intuitivo la geo-
metria tetradimensional no afirma nada. Pero qué, ;no
hemos visto que dicho espacio tampoco es objeto de la
geometria tridimensional euclidea? Asi como la geometria
analitica del espacio tridimensional euclideo no es nada
mas que un sistema de consecuencias ldgicas de ciertas
definiciones — la del espacio tridimensional como conjun-
to de todas las ternas de nimeros y la de los planos
y rectas por ecuaciones lineales —, asi a la pregunta de:
;qué es la geometria tetradimensional? cabe responder
analogamente?

La geometria tetradimensional euclidea es el sistema de
las consecuencias [6gicas de las citadas definiciones de es-
pacio tetradimensional como conjunto de todas las cua-
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ternas de numeros, de sus hiperplanos, planos y rectas
mediante ecuaciones lineales y de la distancia de sus pares
de puntos mediante la formula indicada.

Mas antes de proseguir, vayan unos cuantos ejemplos
de los resultados que ha dado por fruto la geometria tetra-
dimensional. (3)

En el espacio tetradimensional dos planos tienen en
general — conforme se demuestra — un solo punto co-
mun (cuyas coordenadas pueden calcularse si se conocen
las ecuaciones de ambos planos), contrariamente a lo que
ocurre en el espacio tridimensional, en el cual — es bien
sabido — dos planos que tengan un punto comin se
cortan segun una recta. En cambio, cabe demostrar que,
lo mismo que en la geometria del espacio tridimensional,
también en el espacio tetradimensional por dos puntos
pasa una recta y una sola. Otras de las cosas de que se
ocupa la geometria tetradimensional es el calculo del vo-
lumen de cuerpos tetradimensionales, enumeracién de to-
dos los cuerpos regulares, esto es, de los que gozan de
ciertas propiedades de simetria, etc.

Al modo como de las férmulas de la geometria tridi-
mensional euclidea se obtienen las de la geometria plana
anulando una coordenada, asi de las foérmulas de la
geometria tetradimensional euclidea se obtienen las de la
geometria tridimensional anulando una de las coorde-
nadas. Con respecto al espacio tridimensional se halla,
pues, el espacio tetradimensional en la misma relacién
que aquél respecto al plano. La tnica diferencia esencial
entre el espacio tridimensional y el plano consiste en que
en el primero se tiene mas libertad de movimiento que en



140 JORGE NOBELING

el segundo. Vamos a aclararnos esto, no con el espacio
tridimensional euclideo mismo de todas las ternas x, vy, z,
sino con el espacio de la experiencia, descriptible mediante
tres coordenadas; en el cual, por tanto, es dable seguir
todos los movimientos geométricamente, es decir, tradu-
cirlos en Tas férmulas de la geometria analitica.

Figurémonos un plano del espacio tridimensional po-
blado por seres bidimensionales ligados al plano. La for-
ma de tales seres seria, pues, como la de nuestras sombras,
o cosa asi. Sus casas semejarian los planos de las nuestras;
sus armarios tendrian forma de rectangulos; las paredes
de los armarios serian los lados de los rectingulos. Ima-
ginemos ahora que dentro de uno de tales armarios per-
teneclentes a nuestros seres superficiales se halle encerrada
un objeto.

;Como se las arreglarian para sacarlo de alli? Soélo
abriendo el armario, esto es, apartando, haciendo girar o
agujereando una de sus paredes. De otro modo les seria
imposible. Imposibilidad ésta que no subsistiria sin em-
bargo para un hombre tridimensional que diese en oOb-
servar este mundo plano, que para él acaso ocuparia el
plano X. Y de su sistema de coordenadas (el plano en el
cual z = 0. Como que tal ser tridimensional podria
sacar sin esfuerzo el objeto del armario sin ni siquiera
tocar las paredes de éste ultimo, y transportarlo luego
a cualquier lugar del mundo plano. La geometria ana-
litica tridimensional permite seguir fase por fase la ope-
raciéon requerida para ello. El observador tridimensional
no tendria mas que levantar el objeto que hubiese de ser
transportado por encima del plano que sirve de habita-

cién a los sercs superficiales; es decir, si, por ej., x, y
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son las dos coordenadas del objeto en el mundo plano,
mover el objeto de modo que en el mundo tridimensional
llegue a tener por coordenadas x, y, z (z crece de 0 a
I (*)) A continuacidon deberia desplazar el objeto en el
mundo tridimensional a lo largo del plano z = [ hasta el

punto x, y, I. Por altimo, deberia volver a colocar el ob-
jeto en el mundo plano, haciéndole recorrer a tal efecto

los puntos x, y, z (z decrece de 1 a 0). A los ojos de los
seres planos, a cuya observacidn directa sdlo es accesible su
plano, ese fendmeno apareceria como una repentina des-
aparicion del objeto del armario, y como una no menos
repentina reaparicién del mismo fuera de aquél.

O si no supongamos que los seres planos tuvieran dos
manos que fuesen cada una de ellas como el reflejo en un
espejo la una de la otra — segin sucede con nuestras
manos —, y cuya forma fuese como la sombra que pro-
yectan estas ultimas. LLos guantes, que entre nosotros —
gente de tres dimensiones — son de pieles finas, casi sin
espesor, y cuya forma es igual a la de nuestras manos,
se reducirian entre los seres planos a un hilo fino, casi
sin ancho, cuya forma dibujaria fielmente los contornos
de sus manos planas. Y nunca podria un ser plano meter
la mano derecha en un guante de la mano izquierda —-
a no ser que lo diese vuelta al revés —, como nosotros
no podemos hacerlo con nuestros guantes; pues no
habria en el mundo plano movimiento alguno capaz de

(*) Un suponer, porque z puede crecer de 0 a cualquier nu-
mero finito, debiendo luego decrecer — al volver a colocar el objeto
en el plano — en igual valor. (N. del T.).



142 JORGE NOBELING

llevar a hacer coincidir un guante plano de la mano iz-
quierda con guante plano de la mano derecha. Y otra vez
podria darse el gusto un observador tridimensional que
tuviese ganas de divertirse de sembrar la confusidn entre
los seres planos. Para ello levantaria los guantes correspon-
dientes a la mano izquierda y les haria describir un arco de
180° en su espacio tridimensional — tomando el dedo me-
dio, por ej., como eje —, volviendo luego a colocarlos en
el mundo plano. Los guantes en cuestién no servirian
entonces mas que para la mano plana derecha.

Cosa analoga sucede en el mundo tridimensional. Si
encierro un objeto en un armario de forma cubica, p.
ej., me es imposible sacarlo de él sin abrir o dafiar sus
paredes. Consideremos, por el contrario, a nuestro espacio
tridimensional tal como nos lo ofrece la experiencia em-
butido dentro de un espacio tetradimensional, es decir,
admitamos que fuera de los puntos accesibles a nuestra
observacidn directa haya otros todavia cuya descripcidn
exigiria cuaternas de numeros. Esto supuesto y admitido,
un observador tetradimensional de tal espacio podria sacar
sin esfuerzo el objeto del armario sin tocar las paredes de
éste, y colocarlo luego en un lugar cualquiera del espacio
tridimensional. LLa geometria analitica del espacio tetra-
dimensional permitiria seguir fase por fase la operacién
requerida para ello. Si x, y, z, son las coordenadas del
objeto que ha de ser transportado en nuestro espacio tridi-
mensional, el observador tetradimensional tendria que em-

pezar por hacer recorrer al objeto los puntos x. y, z. u (u)
crece de 0 a I. por ej.); luego moverlo a lo largo del
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hiperplano en cuya ecuacidén u sea [ hasta el punto de

coordenadas x, y, z, I; y, por fin, volver a desplazarlo de
vuelta hacia el mundo tridimensional, haciéndolo recorrer
para tal efecto todos los puntos x, zy, Z, u (u decrece de
I ad0). ,

De igual manera, un observador tetradimensional po-
dria, segun ensefia la geometria tetradimensional, trans-
formar nuestros guantes correspondientes a la mano iz-
quierda en los correspondientes a la mano derecha. Para
ello sacaria los de nuestro mundo tridimensional, les
haria describir un arco dado volviendo luego a colocarlos
en aquél. Estaria en sus manos, ademas, separar, sin to-
carlos, dos anillos entrelazados de nuestro mundo tridi-
mensional. Supongamos que se le haga un nudo a una
cuerda y que luego se sellen los extremos de ésta. Pues
bien, a nuestro imaginario observador tetradimensional
le seria dado desatar el nudo sin romper los sellos ni de-
teriorar la cuerda en ninguna parte. Todas estas opera-
ciones, irrealizables como es natural en el espacio tridi-
mensional, nos las ensena a seguir fase por fase la geo-
metria del espacio tetradimensional.

Las anteriores dilucidaciones nos llevan de la mano a
la cuestion: ;En qué relacidn se halla la geometria
tetradimensional, que hemos introducido como un siste-
ma de puros conceptos matematicos y sus consecuencias,
con respecto de la experiencia? Hemos visto que todos los
lugares del espacio de nuestra experiencia cabe caracte-
rizarlos mediante ternas de numeros. De otros puntos,
para cuya descripcidn se requeriria una cuarta coordenada,
no tenemos noticia; bien asi como los seres planos con-
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siderados mas arriba pueden caracterizar todos los puntos
de su mundo plano por dos-coordenadas, pero no cono-
cen en su mundo punto alguno para cuya descripcién
hagan falta mas de dos coordenadas. Claro estd que si
los seres planos comprobaran regularmente y en forma
inobjetable que ciertos objetos desaparecen en un lugar
de su espacio para volver a aparecer en otro, que otros
objetos cabe sacarlos de armarios cerrados, sin tocar para
nada las paredes de éstos, etc., no podrian menos de tra-
tar de buscarles explicacidén a tan — para ellos — nota-
bles fendmenos. Y una de las hipdtesis que podrian ocu-
rrirseles para explicarlos — sobre todo si sus gedmetras
hubieran ya formulado una geometria tridimensional co-
mo puro sistema légico —, seria de que su mundo bidi-
mensional esta embutido en un espacio tridimensional;
los puntos del cual situados fuera de su plano, si bien
escapan, por alguna razdén, a su percepcidon directa, no
dejan de servir para que por ellos puedan desaparecer o
reaparecer en ocasiones objetos de su mundo plano. Con
este espacio se explicaria satisfactoriamente cémo un guan-
te correspondiente a la mano izquierda desaparece para
volver a aparecer transformado en guante de la mano de-
recha: bastaria que después de abandonar el plano des-
cribiese un arco en tal espacio.

Apliquemos lo dicho a nuestro mundo. Si comproba-
ramos, regularmente y en forma inobjetable, en circuns-
tancias dadas, la aparicién y desapariciéon inmotivada de
objetos, el que es posible sacar objetos encerrados en ar-
marios sin tocar las paredes de éstos, separar anillos entre
lazados, deshacer nudos de cuerdas cuyos extremos estén
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unidos, y otros fendmenos por el estilo imposibles en el
espacio tridimensional, bien podriamos, para explicarlos,
formular la hipétesis de que el mundo tridimensional ac-
cesible a nuestra percepcidn directa se halla embutido en
un espacio tetradimensional. Y bien, todos los fendmenos
mentados los han tratado en efecto de llevar a cabo oca-
sionalmente los mediums espiritistas. Lo malo que como
ninguno de estos intentos ha sido suficientemente verifi-
cado, y de todos se sospecha si no seran juegos de presti-
digitacidn, la demostracidon de que el mundo tridimensio-
nal de nuestra experiencia esté embutido en un espacio te-
tradimensional — no de otro modo como lo estd un
plano en uno tridimensional — puede declararse fraca-
sada, y la hipdtesis de tal espacio tetradimensional como
superflua por hoy.

JEn qué relacion, pues, se halla la geometria tetrad:-
mensional con respecto de la experiencia?

Lo anterior nos permite contestar a esta pregunta asi:
Stendo la geometria tetradimensional misma un sistema
de consecuencias de ciertas definiciones, por tanto, una
construccion [bgica independiente de toda experiencia, la
cuestion acerca del numero de dimensiones del espacio es
de orden completamente empirico. Verdad es que cabe
imaginar hechos que se explicarian sin dificultad encua-
drando el espacio tridimensional de nuestra experiencia en
un espacto tetradimensional. Experimentalmente, empero,
no se ha demostrado la existencia de tales hechos.

Y sin embargo, en otro sentido la geometria tetradi-
mensional no ha dejado de encontrar aplicaciones fisicas.
Todo suceso ocurre en un lugar determinado del espacio
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tridimensional caracterizable por tres coordenadas, y en
un momento determinado del tiempo, que se puede pre-
cisar mediante un nimero. En total, pues, cabe hacerle
corresponder a todo suceso cuatro nimeros, esto es, un
punto de un espacio tetradimensional. Modo éste de re-
presentacidn de que hace uso, segin lo expuso el Sr.
Thirring en su conferencia, la teoria de la relatividad.
Huelga decir que como construcciones ldgicas, no
sélo se han desarrollado una geometria tetradimensional,
sino también geometrias pentadimensionales y polidi-
mensionales. ;Se quiere mas? Se contemplan en la geome-
tria espacios de infinito nimero de dimensiones, cuyos
puntos se definen como consecuencias infinitas de ntime-
ros coordenados. Si se considera una cantidad de gas que
llena una parte del espacio tridimensional euclideo y que
se compone de las n moléculas M, M,... M, la posi-
cién de cada molécula M; en un instante t esti detdr-
minada por tres coordenadas x;, ¥, 2., Yy el impulso
en el instante t — si m designa la masa y x, y, 2,
las componentes de velocidad de M; — por los tres nu-
meros mx, myi, iz, Los nliimeros sexenarios x, y, 2

me, myy, mez, (1= 1, 2, ..., n) caracterizan el es-
tado de movimiento del gas en el momento t. Y para

comprobarlo con otros estados, se le hace corresponder a
cada estado de movimiento — después de Boltzmann —-
un punto del espacio hexadimensional, el llamado espacio
fisico. El conjunto de todos aquellos puntos de este es-
pacio que corresponden a estados de movimiento con una
determinada energia total, es una hipersuperficiec de este
espacio.



LA CUARTA DIMENSION Y EL ESPACIO CURVO 147

Con eso ponemos punto final al examen de los espacios
polidimensionales euclideos — mas adelante volveremos,
sin embargo, brevemente sobre el problema general del
espaclo —, y nos encararemos con los espacios curvos.

Para empezar partimos, lo mismo que antes, del con-
cepto de espacio euclideo. Las definiciones del espacio tri-
dimensional euclideo como conjunto de todas las ternas
de numeros, de las rectas y planos por ecuaciones lineales
— tales como las da la geometria analitica —, no son
las primitivas de estos conceptos. El antiguo edificio de
la geometria, obra de Euclides, descansa mas bien sobre
axiomas.

Sean A, B y C tres sistemas de cosas cualesquiera. Su-
puesto caso que entre cosas medien relaciones que satisfa-
gan a clertos postulados (axiomas), los elementos de A
se llaman puntos, los de B rectas y los de C planos. Y
la totalidad de los puntos, rectas y planos, esto es, la
totalidad de los elementos de A, B y C, llamase un
espacio tridimensional euclideo. Formuladas las defini-
ciones, vienen los axiomas. Asi, por ej., a unas de la
relaciones entre puntos y rectas, entre puntos y planos,
asi como entre rectas y planos que se designa el estar en,
o estar situado en, ha de satisfacer los siguientes postu-
lados. Dos puntos estan sobre una recta. Dos puntos no
pueden estar a la vez en rectas diferentes, es decir, una
recta es determinada inequivocamente por dos puntos si-
tuados sobre ella. En una recta hay dos puntos por lo
menos. En un plano hay tres puntos, por lo menos, no
situados en linea recta. Si dos puntos de una recta r estan
en un plano, la recta r esta en este plano. St un punto esta
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en dos planos, hay un punto mas, por 1o menos, en ambos
planos. Si r es una recta y P un punto no situado en r,
hay en el plano que contiene a r y a P una paralela, y
una sola, a r que contiene a P, recibiendo aqui el nombre
de paralelas dos rectas situadas en un plano cuando no
existe ningdin punto del mismo que esté a la vez en las
dos. El postulado ultimamente mencionado es el famoso
axioma de las paralelas. (%)

Ahora bien, a efecto de entender los demdis conceptos
geométricos es de gran importancia tener claramente pre-
sente que la geometria axiomatica versa tan poco como la
analitica sobre el espacio de la experiencia, que antes bien
aquélla no es nada mas que el sistema de todas las con-
secuencias logicas de los axiomas. Pero mientras en la
geometria analitica del espacio tridimensional euclideo los
puntos, las rectas y los planos se definen como ternas de
numeros y por ecuaciones lineales, y todas las proposi-
ciones se deducen de las definiciones mediante el cilculo,
en la geometria axiomatica no se dan ninguna clase de
definiciones de las palabras: punto, recta y plano. Por lo
tanto, en ella tiene uno entera libertad en cuanto a la in-
terpretacién de lo que sean el punto, la recta y el plano.
Lo unico que postula tal geometria son algunas relaciones
entre ellos, que han de satisfacer a los axiomas, nada mas.
Por eso, para la geometria axiomatica nada hay tan evi-
dente por si mismo que no haya de ser formulado expre-
samente en forma de axioma; a menos que quepa dedu-
cirlo de los restantes axiomas. Asi, nada es mas evidente
para la intuicién que en una recta haya por lo menos dos
puntos. Verdad tan obvia, no obstante, es objeto expreso
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de un axioma en la geometria que vamos comentando.

En lo que toca al fin de la geometria axiomatica es-
triba éste en la elaboracidn logica de las afirmaciones
designadas como axiomas. De los axiomas se sacan con-
secuencias; derivanse de ellos, por deduccidén ldgica, otras
afirmaciones, las llamadas proposiciones. Asi, por ej.,
cabe deducir de ellos las conocidas proposiciones sobre
los tridangulos semejantes y la importante proposicion de
que en todo tridngulo la suma de los dngulos interiores
es de 180°. Como las proposiciones no son sino conse-
cuencias de los axiomas, todo el fin de la geometria axio-
matica viene a cifrarse en mostrar cOmo en un sistema de
cosas llamadas puntos, rectas y planos, entre los cuales
median relaciones que satisfacen a los axiomas, gozan
también estas relaciones las propiedades enunciadas en los
teoremas.

Pero si bien el que los axiomas correspondan a ciertos
hechos del espacio de nuestra experiencia, o el que sean
conformes a una llamada intuicién del espacio tuvo su
importancia, desde el punto de vista euristico, para llegar
a formularlos, no lo tiene para la geometria axiomatica
como sistema completo. Si se la considera en este ultimo
sentido, la geometria va avanzando de teorema en teore-
ma mas bien independientemente de toda experiencia y
de toda intuicién, en forma puramente ldgica.

Contempladas las cosas a esta luz la respuesta a la
la pregunta de: ;Qué es para la geometria axiomdtica un
espacio tridimensional? se formula como sigue:

Designase con el nombre de espacio tridimensional a
todo sistema de cosas ¢ualesquiera, [lamadas puntos, rectas
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y planos, ligadas entre si por relaciones que satisfacen a
algunos postulados fundamentales, los axiomas euclideos.
Y la geometria axiomdtica es el sistema de todas las con-
secuencias logicas de estos axiomas.

En cuanto a las relaciones en que se halle tal geometria
axiomatica con la geometria analitica examinada mas
arriba — primer problema que debemos resolver antes
de seguir adelante —, cabe formularlas asi. Por una parte,
las proposiciones que en la geometria axiomatica se pos-
tulan como axiomas, en la geometria analitica se demues-
tran por calculo para los puntos, rectas y planos defini-
dos por ternas de nimeros y ecuaciones lineales. Y por
otra, basindose en los axiomas de la geometria axioma-
tica cabe demostrar como teorema que los puntos, rectas
y planos — no definidos por dicha geometria — son
descriptibles por ternas de nimeros y ecuaciones lineales.

Siendo esto asi, 1a geometria axiomadtica y la analitica
aparecen como dos sistemas 1d6gicos equivalentes, o hasta
como dos modos diferentes de representar el mismo siste-
ma logico. (1)

Al examinar los citados axiomas de la geometria eu-
clidea llama la atencidén, por mas complicado que los
demas, el de las paralelas. Por tal motivo, durante largo
tiempo se did en sospechar si no seria posible deducirlo
quiza como teorema de los demas axiomas. Desde Eucli-
des hasta comienzos del siglo XIX los intentos de de-
mostrar este axioma se han renovado sin cesar. Pero todos
los esfuerzos han sido inutiles. Ha acabado por abrirse
camino la conviccidn de que el axioma de las paralelas de
Euclides no puede deducirse de los demds axiomas; de
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que, antes por el contrario, es independiente de ellos.
Conviccidn que hizo concebir a Bolyai y a Lobatcheff-
ski la atrevida idea de reemplazar dicho axioma por su
contrario.

Sea r una recta y P un punto del plano no situado
sobre ella. Pues bien, en este plano — tal postulan Bol-
yai v Lobatcheffski — hay infinitas rectas que contienen
al punto P pero que no tienen ningin punto comin con
r. Los demas axiomas de Euclides los conservaron. Mo-
dificado asi el sistema de los axiomas, pasaron a dedu-
cir de él — en un principio de modo puramente formal —
los teoremas de la nueva geometria. Excusado estd decir
que tales teoremas discrepan mucho de los de la geometria
euclidea. Uno de ellos reza: la suma de los angulos inte-
riores de un triangulo es menor que 180°, y difiere tanto
mas de 180°, cuanto mayor es la superficie del tridngulo.
Otro teorema reza: no hay figuras semejantes, esto es, fi-
guras de igual forma pero de superficie mayor o menor.
Todos estos teoremas forman un sistema deductivo ape-
llidado geometria no-euclidea o, con el nombre de sus
descubridores, geometria de Bolyai-Lobatcheffski. (%)

Respondamos, pues, a la pregunta: ;Qué es un espacio
tridimensional no-euclideo? Lldmase espacio tridimensio-
nal no-euclideo a todos sistemas de cosas llamadas puntos,
rectas y planos y ligadas entre si por relaciones que satis-
facen a todos los axiomas de Euclides, excepcion hecha
del de las paralelas, el cual es reemplazado por su contra-
rio. Y la geometria no-euclidea es el sistema de todas las
consecuencias de este sistema de axiomas.

El que estos axiomas no-euclideos se conformen o no
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a la intuicidén del espacio, es para el desarrollo del sistema
deductivo de la geometria no-euclidea, lo de menos. Tam-
poco al desarrollar la geometria euclidea — lo hemos
visto — se toma en cuenta ninguna especie de intuicidn:
se procede de teorema en teorema por pura deduccidn;
por demostraciones en que sdlo interviene lo afirmado por
los axiomas, no asi las intuiciones, sean cuales fueren, que
los acompanan. Carece igualmente de importancia para el
sistema deductivo de la geometria no-euclidea el proble-
ma, que nos queda por ventilar todavia, de las relaciones
de tal sistema con respecto del espacio de la experiencia,
ya que, lo mismo que la geometria euclidea, la no-eucli-
dea no trata del espacio de la experiencia. La geometria
euclidea y la no-euclidea son mds bien dos sistemas de-
ductivos que subsisten el uno al lado del otro.

La unica cuestidén que si importa dilucidar para la geo-
metria no-euclidea como sistema deductivo, — y que se
plantea debido a lo inusitado de sus teoremas —, es la de
st no contendra acaso contradicciones, queremos decir, la
de si no serd posible acaso deducir de los axiomas no-
euclideos tanto un teorema como su contrario. Tan
lejos esta de suceder esto para la geometria no-euclidea
como para la euclidea. En efecto, Klein ha logrado se-
nalar dentro del espacio tridimensional euclideo un sis-
tema de cosas tal, que si designan éstas como puntos,
rectas y planos, satisface a todos los axiomas no-euclideos

Para obtener este sistema se parte de la consideracién del
interior de una esfera del espacio tridimensional euclideo.
Como puntos designanse solamente los puntos del espacio
situados dentro de la esfera; como rectas, solamente los
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segmentos de recta situados dentro de la esfera; como
planos, solamente las partes de los planos del espacio
contenidos dentro de la esfera. Estos llamados puntos,
rectas y planos satisfacen a todos los axiomas euclideos,
menos al de las paralelas. Asi, por ej., dos puntos estan
sobre una recta, ya que como puntos del espacio euclideo
estan sobre una recta de dicho espacio, y el segmento de
ésta contenido dentro de la esfera es una recta r que con-
tiene a ambos puntos. Y ya que como puntos del espacio
euclideo pueden estar a lo sumo sobre una recta de dicho
espacio, queda asimismo determinada inequivocamente la
recta del modelo que los contiene a ambos. Analogamen-
te confirmanse todos los demdas axiomas euclideos refe-
rentes al punto, la recta y el plano; sélo que en vez del
axioma de las paralelas euclideo se cumple el axioma de
las paralelas no-euclideo. Sea, con efecto, a una recta cual-
quiera, esto es, el segmento contenido dentro de la esfera
de una recta del espacio; P un punto no situado sobre r y
a el plano que contiene a a y a P, el cual viene a ser la
parte contenida dentro de la esfera del plano o del espacio
que contiene a a y a a. El plano a contiene infinitas rectas
que contienen a P y cuyos puntos de interseccidon con a
estan fuera del plano «, por tanto no son puntos. Los
segmentos de estas infinitas rectas contenidos dentro de
la esfera constituyen infinitas rectas, que estin en a y no
tienen ningin punto comin con a.

(Para mayor claridad imaginemos una esfera cortada
por un plano, que llamaremos « en tanto que se lo con-
sidera dentro de la esfera, y o en tanto que se lo considera
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abstraccidon hecha de la esfera. Y consideremos en este
plano una recta, que llamaremos a en tanto que el plano

que la contiene se considera dentro de la esfera, y a en
tanto que el plano que la contiene se considera abstrac-

N\

\:~ 3
N

4

cién hecha de la esfera. Y sea, por fin, un punto exte-
rior a dicha recta, que llamaremos P en tanto que el
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plano que lo contiene se considera dentro de la esfera, y
P en tanto que el plano que la contiene se considera abs-
traccidn hecha de la esfera. En este supuesto habrid dos
sistemas: el sistema de los planos — ya que fuera de a
caben infinitos otros: B8, y, 8. .. —, el de las rectas — ya
que fuera de a caben infinitas otros: b, ¢, d. .. —, y el
de los puntos — ya que fuera de P caben infinitos otros:
Q, R, S... —; y el sistema de los p'anos — ya que
fuera de o caben infinitos otros: @, y, 8. .. —, el de las
rectas — ya que fuera de a caben infinitas otras: b, ¢,
d... —, y el de los puntos — ya que fuera de P caben
infinitos otros: Q, R, S. .. —. Podran entonces suceder
dos cosas. Por nuestro punto pasan infinitas rectas: b,
¢, d. .., que cortan a a, las cuales si se hace abstraccién
de 1a esfera, son rectas — b, ¢, d... — y cortan a a.
Por tanto, en cualquier de los sistemas por un punto
exterior a una recta pasan infinitas rectas que la cortan.
Pero por el mismo punto pasan también infinitas rectas:
b’, ¢/, d’. .., que no cortan a a, las cuales, si se hace
abstraccién de la esfera, son rectas — b/, ¢/, d'. .. — y
cortan a a. Por tanto, si bien en el segundo sistema por
un punto exterior a una recta pasan infinitas rectas que
la cortan, en el primero por un punto exterior a una
recta pasan infinitas rectas que no la cortan: contraria-
mente a lo postulado por Euclides). (Nota y dibujo

del traductor).

Supongamos ahora que en la geometria no-euclidea
quepa demostrar, indiferentemente, un teorema como su
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contrario. Se podrd hacerlo, por consiguiente, para los
puntos, rectas y planos de nuestro modelo. Pero como
estos ultimos los hemos definido valiéndonos de la esfera,
el punto, la recta y el plano del espacio euclideo, seran
formas completamente euclideas, y, en su consecuencia,
la contradiccidn de que se imagine afectada esta geome-
tria no-euclidea refluird de rechazo sobre la geometria
euclidea, a la que aquélla debe su origen. Y como no
es posible admitir que el sistema de la geometria euclidea
se contradiga, no queda entonces mas remedio que con-
ceder_que, si bien el sistema de la geometria no-euclidea
discrepa del de la geometria euclidea en un axioma y nu-
merosos teoremas, en si no se halla menos exento de
contradicciones que él.

Toda esta argumentaciéon no hace mella, sin embar-
go, en los no matematicos. Véase lo que suelen objetar.
La geometria no-euclidea, si de algo trata, es de los pun-
tos, las rectas y los planos. El modelo mentado, en cam-
bio, no comporta tal generalidad, ni mucho menos. ;De
qué se compone, en efecto? De muchos puntos del espa-

cio — los situados en el interior de una esfera —; de
ciertas partes de rectas — las contenidas en el interior de
la esfera — es decir, de superficies circulares. Verdad es

que los elementos de la esfera se llaman puntos, rectas y
planos, pero de hecho no son mas que clertos puntos,
segmentos de rectas, ‘partes de planos (las superficies cir-
culares). Y un punto que ha de cumplir un requisito
dado — el de hallarse dentro de los limites de una esfera
— no es el punto; un segmento de recta, no es la recta;
una superficie circular no es e/ plano. ;Cémo pretender
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entonces demostrar a'go acerca de la geometria no-euclidea
en base de tal modelo?

Objecidn infundada. Para reconocerlo es preciso tener
en cuenta que ni la geometria axtomatica euclidea ni la
geometria axiomatica no-euclidea formulan presupuesto
alguno sobre lo que son el punto, la recta o el plano, que
estos entes no son definidos en ninguno de los dos sistemas
deductivos. Lo unico que si, es que ambos sistemas pos-
tulan algunas relaciones entre dichos elementos, las cuales
han de satisfacer a los axiomas. Fuera de esto nada se
presupone sobre ellos. Por eso un espacio no-euclideo no
es sino — lo hemos subrayado mas arriba — un sistema
de cosas cualesquiera, ligadas por relaciones que satisfagan
a ciertos axiomas. Y como el sistema de puntos, rectas
(segmentos) y planos (superficies circulares) de nuestro
modelo efectivamente satisface — segin lo hicimos no-
tar paginas atrds — a todos los axiomas no-euclideos,
esto es, al axioma de las paralelas de Bolyai-Lobatcheff-
ski y a los demas axiomas euclideos, representara un espa-
cto no-euclideo y tendra su correspondiente geometria.

El axioma de Bolyai-Lobatcheffski, estd destinado en
las geometrias no-euclideas a hacer las veces del axioma
de las paralelas de la geometria euclidea. Pero a todas
luces no es tal axioma el unico que quepa sustituir al
de las paralelas. Obtiénese otro sistema de axiomas re-
emplazando el de las paralelas por el siguiente postulado:
en un plano no hay absolutamente rectas que no se cor-
ten. En particular, st r es una recta cualquiera del plano
y P un punto cualquiera del mismo, exterior a r, ninguna
de las rectas que pasen por P serd paralela a r. O dicho en
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otros términos: dos rectas cualesquiera de un plano tienen
siempre un punto de interseccion.

El sistema deductivo obtenido reemplazando el axioma
de las paralelas de Euclides por este otro postulado, pero
conservando los demas axiomas euclideos — y que posee
igualmente su modelo en el espacio euclideo — se desig-
na con ¢l nombre de geometria eliptica. La geometria
de Bolyai-Lobatcheffski, en cambio, es designada tam-
bién, a fin de distinguirla esta ultima, con el nombre de
geometria hiperbdlica. Una de las diferencias capitales
entre las tres geometrias aqui consideradas consiste en que,
en [a geometria euclidea la suma de los dngulos interiores
de un triangulo vale 180°; en la hiperbdlica, menos de
180° y en la eliptica, mis de 180°.

JEn qué relaciones se halla la geometria analitica con
respecto a estos espacios no-euclideos? Ante todo, es de
recordar que hay una rama de esta geometria, la geome-
tria diferencial, que se ocupa de ciertas propiedades de las
lineas y superficies curvas (7). Investiga esta geometria,
p. eJ., el largo de las lineas que se hallen sobre una su-
perficie, los dngulos que forman entre si tales lineas, el
area de superficies, etc. De estos ofrecen particular inte-
rés entre estos elementos las llamadas lineas geodésicas
de una superficie S. Son lineas tales, que si se consideran
sobre ellas dos puntos, el trozo de arco que los une cs
menor que cualquiera de los demdas arcos que corren en
las cercanias de aquél y que unen también los dos puntos.
En particular, si la superficie S es un plano, las lineas
geodésicas vienen a ser rectas; si S es una superficic es-
férica, las lineas geodésicas vienen a ser arcos de circulo



LA CUARTA DIMENSION Y EL ESPACIO CURVO 159

maximo, es decir, aquellos arcos de circulo que marcan
la interseccién de los planos que pasan por el centro de
la esfera con la superficie de la misma. La forma de las
lineas geodésicas de una superficie § depende en alto
grado de la forma de la misma. Consideremos, por
ejemplo, cuiles son las lineas geodésicas de la super-
ficie de la tierra. Si esta superficie fuera exactamen-
te esférica, las lineas geodésicas buscadas serian los arcos
de los meridianos y el ecuador, por ser unos y otro
circulos maximos; no lo serian, en cambio, los arcos
de los -paralelos, ya que éstos no son circulos maximos.
Pero como la superficie de la tierra, a causa de sus mon-
tanas y valles, no es exactamente esférica, los arcos de los
meridianos no son exactamente sus lineas geodésicas. Pues
st entre dos lugares A y B, situados sobre el meridiano
M, se interpone una escarpada montana, un ligero rodeo
en torno a la montana resultarda mas corto que el camino
directo a lo largo del meridiano pasando por la cumbre
de aquélla. Y este camino mas corto diferird tanto mas
del camino a lo largo del meridiano, cuanto mas alta y
escarpada sea la montana. De conformidad con esto, <i
en un mapa estuviera dibujada una red de lineas geodési-
cas, cabria, en base de ella, inferir 1a existencia de mon-
tanas; mas, incluso calcular su altura, por mas que estas
montanas mismas no estuvieran marcadas con tinta de
color o cosa parecida en el mapa. En general, de las pro-
piedades formales de una superficie § es dable concluir
el recorrido de sus lineas geodésicas, y viceversa. Por
ejemplo, la suma de los angulos interiores de un tridngulo
formado por lineas geodésicas sélo puede diferir de 180?
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en el caso de ser curva la superficie; y la curvatura sera
tanto mas pronunciada, cuanto mas difiera de 180° la
suma de dichos angulos.

Por superficie lisa entiéndese en la geometria diferencial
el conjunto de todos los puntos x, y, z, que satisfacen
a una relacién f (x, y, z)= 0, siendo f una funcién
diferenciable con respecto a cada una de las tres variables.

En particular, si f es una funcién lineal, esto es, si la
relacidn que define la superficie es de la forma: ax-by
+cz+d = 0, la superficie lisa es un plano. Toda super-
ficie lisa posee en cada uno de sus puntos — gracias a la
ptesupuesta diferenciabilidad de la funcidén f que la de-
fine — un plano tangente; cosa que no oOcurre necesa-
riamente en el caso de las superficies no lisas, definidas
por funciones del tipo f (x, y, z,) = 0 continuas, pero
no diferenciables. Tales superficies continuas pueden ca-
recer de planos tangentes, no de otro modo como también

en el plano — de acuerdo con el anilisis hecho por el
Sr. Hahn en su conferencia — hay curvas continuas sin
tangentes.

Una superficie lisa cabe describirla a trozos mediante
dos coordenadas. Queremos decir lo siguiente: alrededor
de cada punto de la superficie es dable limitar de tal ma-
nera un pequeno trozo de superficie, que a cada punto
de este ultimo puedan hacérsele corresponder como coor-
denadas dos numeros u, v, coordenadas que, a pesar
de la pequenez del trozo, diferirdin para cada punto del
mismo.

Todo punto del trozo tendra, pues, como coordenadas
un par de numeros. Pero claro que la inversa no se veri-
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fica: no a todo par de nimeros le corresponderad un punto
del trozo. Para introducir tales coordenadas en un trozo
de superficie se puede proceder, por ej., asi: se proyecta
éste sobre un plano situado convenientemente — sobre un
plano tangente al trozo, pongamos por caso —; se pasa
luego a describir este plano mediante dos coordenadas;
y por fin, se hace corresponder a cada punto del trozo
de superficie las coordenadas u, v de su proyeccidén en el
plano.

Gauss hallé que, describiendo de este modo un trozo
de superficie mediante dos coordenadas, cabe hacerle co-
rresponder a cada uno de sus puntos u, v tres nimeros
g1 (u, v), g1o (u, v), gao (u, v) — las tres funciones
dependientes de u, v, pues al variar éstos varian ellos en
consonancia —, tales que con su ayuda es dable expresar
para la superficie todas las relaciones meétricas arriba
consideradas: largo de arcos, magnitud de dngulos, areas.
En particular, si se consideran dos puntos u, v y u/, v
de la superficie suficientemente proximos entre si, el largo
del arco geodésico que los une diferird muy poco de la
raiz cuadrada de la expresidn:

g1 (u,v) . (u—u')? + 2915 (u, v) . (u—u') . (L—0V') 4
+ goo (u, v) . (vL—0")?2

Y la diferencia es muy pequena, no sélo en el sentido
de que en este caso son muy pequenos tanto el arco
geodésico como la raiz cuadrada de la expresidn su-
somentada, sino incluso en el sentido de que el cociente
del primero por la segunda se acerca mucho a I. En
particular, si la superficie considerada es un plano y se
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eligen para u, v las coordenadas cartesianas del sistema
cartesiano rectangular x, y, en el cual la distancia entre
dos puntos x, y y x’, vy’ es igual a la raiz cuadrada de
la expresion (x—x")2 4+ (y—vy’)?2, las tres funciones
g (X, y), g1z (x, y), gso (x, y) se hacen constantes,
esto es, son iguales para todos los puntos x, y de la su-
perficie: valen I, 0 y I, respectivamente. El arco geodé-
sico que une dos puntos x, y y X, y’ es en este caso el
segmento entre los dos puntos cuyo largo es igual a la
distancia de los mismos, esto es, es igual a

YV G—)+ (y—y)?
y esta es la raiz de la expresion para los puntos
x, Yy, v x’, ¢y, si se tiene en cuenta que

gu (x, y) =1, g12 (x,y) =0, g2 (x,y) =1

Partiendo de las funciones ¢y17 (u, v), ¢1» (u, v),
g2 (u, v) de una superficie cabe formar una funcidn
k (u, v), llamada la curvatura de la superficie en el punto
u, v, cuyos valores difieren tanto mas de 0, cuanto mas
difiere de 180° la suma de los angulos interiores de los
triangulos formados por lineas geodésicas de dicha su-
perficie. Para cualquier punto del plano el valor de la
curvatura k (u, v) es 0; para cualquier punto de una

superficie esférica de radior I k (u, v) vale :ri En gene-
ral en las superficies en las cuales la curvatura es constante-
mente positiva la suma de los angulos interiores de trian-
gulos formados por lineas geodésicas de aquélla es mayor
que 180°. En cambio, en las superficies de curvatura ne-
gativa dicha suma es menor de 180,
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Estas reflexiones de la geometria diferencial las ha ge-
neralizado Riemann para mayor nimero de dimensiones
(8). El punto de arranque de esta teoria lo constituye
el concepto que se designa hoy como espacio riemanniano.
Recibe este nombre una multiplicidad M cuyos elementos
se llaman puntos, si poseen las siguientes dos propiedades.
En primer lugar, M ha de poder ser descripta a trozos
por tres coordenadas x, y, z, es decir, si alrededor de cada
punto de la multiplicidad es dable limitar de tal modo
un trozo, que a cada punto del mismo quepa hacerle co-
rresponder tres numeros x, y, z, coordenadas que habrin
de variar para cada punto del trozo. En segundo lugar,
a cada punto se le han de poder hacer corresponder seis
numeros ¢i1, Joo, J33, J12, 13, go3, variables de punto
en punto, que sean, por tanto, funciones g; (x, y, z)
de los puntos. Gracias a estas funciones y basandose ¢n
ctertas fédrmulas cabe asignarle a cada linea de la multipli-
cidad una longitud; a cada dngulo formado por tales li-
neas, una magnitud; a cada cuerpo de M, un volumen, etc.
Merced a las seis funciones g (x, y, z) se establecen lo
que se llama las relaciones métricas del espacio riemannia-
no. A consecuencia de esto, modificando las funciones
g (x, y, z), pueden modificarse también las relaciones
métricas del espacio, esto es, las lineas pueden cambiar de
longitud, los dngulos de magnitud, etc. En particular, al
modificar las funciones g4 (x, y, z), una linea puede per-
der o adquirir la propiedad de ser linea geodésica.

Por un punto cualquiera x, y, z de un espacio rieman-
niano se puede hacer pasar una superficie S tendida por
el haz de lineas geodésicas que pasa por x, y, z, es decir,
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cuyas lineas geodésicas lo son a la vez del espacio M.
Esta superficie S tiene en el punto x, y, z una curvatura.
Ahora, si el espacio M posee la propiedad de que esta
curvatura sea slempre un numero constante R — elijanse
como se quiera el punto x, y, z en el espacio y la su-
perficie geodésica S que lo contiene a aquél —, el espacio
M recibe el nombre de espacio de curvatura constante R,
En particular, si el espacio riemanniano es el espacio eu-
clideo, la curvatura es igual a O, ya que en este caso las
superficies geodésicas son planos. Al contrario, bajo ciertos
sencillos presupuestos un espacio riemanniano de curva-
tura nula es un espacio euclideo en el cual las lineas
geodésicas son rectas. Casos especiales de los espacios rie-
mannianos de curvatura constante, negativa y, respectiva-
mente, positiva son los espacios hiperbdlicos y, respectiva-:
mente, elipticos, esto es, los espacios en que los puntos,
las lineas geodésicas, etc., satisfacen a todos los axiomas
concernientes al punto, a la recta, etc., que sirven de base
a la geometria hiperbdlica y, respectivamente, a la elip-
tica.

Un espacio riemanniano de curvatura constante es lla-
mado esférico, que es en el espacio tridimensional algo
analogo a lo que en el bidimensional es la superficie es-
férica. Igualmente que en ésta en el espacio esférico las
lineas geodésicas son circulos (circulos maximos), lo que
trae por consecuencia que en un espacio esférico muchas
lineas geodésicas tienen dos puntos comunes, asi como
en la superficie esférica cada dos circulos maximos tienen
dos puntos comunes, diametralmente opuestos. En vl
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espacio eliptico, en cambio, cada dos lineas geodésicas
(rectas) tienen a lo sumo un punto comun,

Pero estos espacios de curvatura constante son tan
s6lo un caso especial restringido del concepto general de
espacio riemanniano, puesto que por regla general las
superficies geodésicas de éste no poseen una curvatura cons-
tante. Lldmanse curvos por excelencia los espacios rieman-
nianos en los que la suma de los angulos de los trian-
gulos formados por lineas geodésicas difiere de 180°. El
motivo de esta designacidon reside en que en la superficie
de un espacio euclideo — la cual puede mirarse como
un espacio bidimensional riemanniano — la suma de
los angulos interiores de los tridngulos formados por
lineas geodésicas sbélo vale 180° cuando — lo hemos
mencionado — la superficie es curva; y en que la su-
perficie es tanto mas curva, cuanto la suma de dichos
angulos se aparta de 180°.

A los no matematicos la designacidn ésa de espacio curvo
no deja de chocarles cominmente. Estan acostumbrados
a emplear los términos de curvo y no curvo nada mas
que como predicados de formas parciales dentro del es-
pacio. Por eso cuando oyen hablar de espacio curvo, ex-
perimentan la misma sensacién que si se les hablase de bo-
tellas liquidas. Y no obstante, no cuesta mucho disipar
esta dificultad. Basta con tener presente a qué se refiere el
matematico cuando habla de espacio curvo. Con el tér-
mino curvo no quiere significarse sino 1z propiedad de los
espacios riemannianos de contener triangulos formados

por lineas geodésicas la suma de cuyos angulos interiores
difiera de 180°.
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Vayamos sacando conclusiones.

:Qué es, pues, un espacio tridimensional riemanniano?

Un espacio riemanniano es toda multiplicidad descrip-
tible a trozos por tres coordenadas, en la cual se dan seis
funciones con cuyo auxilio se definen la longitud de li-
neas, la magnitud de dngulos, el volumen de cuerpos, etc.

Y otra pregunta. ;Qué requisitos ha de reunir un espa-
cio para que el matemdtico lo califique de curvo?

Un espacio riemanniano [ldmase curvo cuando contiene
tridngulos formados por lineas geodésicas la suma de
cuyos dngulos interiores difiera de 180°.

En la geometria analitica se pasa del espacio tridimen-
sional al tetradimensional considerando en vez del
conjunto de todas las ternas de numeros el con-
junto de todas las cuaternas de los mismos. En virtud
de una consideracidn analoga pasase del espacio rieman-
niano tridimensional al espacio riemanniano tetradimen-
sional. Dicese que una multiplicidad de elementos —
llamados puntos — es un espacio riemanniano tetradi-
mensional, cuando cabe describirla a trozos mediante cua-
tro coordenadas, y a cada punto le corresponde un sistema
de numeros que varian generalmente de punto en punto,
gracias al cual toda linea es de una longitud dada, todo
angulo de una magnitud dada, etc. Y anilogamente se
definen espacios riemannianos de n dimensiones.

Pero la abstraccidn matematica no se ha detenido en
modo alguno en el concepto de espacio riemanniano.
Después de todo las geometrias de los espacios rieman-
nianos de tres o mas dimensiones no hacen sino generalizar
las relaciones métricas especiales del espacio euclideo es-
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tudiado por la geometria analitica. En aquéllos, no menos
que en éste, los puntos son caracterizados por — tres o
mas — numeros: sus coordenadas. Por eso Fréchet, dando
un paso mas adelante, hace abstraccidn de la indole es-
pecial de los puntos espaciales. Siguiéndolo a este mate-
maético, designase como espacio métrico un conjunto de
elementos cualesquiera a los que se da el nombre de pun-
tos (*), siempre que — unico requisito — a cada dos
de ellos les corresponda un numero, llamado la distancia
de los dos puntos en cuestién y que satisface a las siguien-
tes condiciones: Cada dos puntos diferentes tienen una
distancia positiva; la distancia que separa a todo punto de
si mismo es de O; si.consideramos tres puntos cualesquiera,
la distancia entre dos de ellos no es nunca mayor que la
suma de las distancias entre los otros dos pares de puntos
(del mismo modo que en un tridngulo un lado no cs
mayor que la suma de los otros dos). Valgan de ejemplo
de espacios métricos los espacios euclideos y no-euclideos
de cualquier nimero de dimensiones.

Claro esta, por otra parte, que cualquier conjunto par-
cial de un espacio métrico es a su vez un espacio métrico
(?). El haber englobado los espacios euclideos dentro de
estos espacios métricos generales se lo debemos a Men-
ger. (1)

Pero si Menger y Utrysohn han logrado dar con la
solucidon general del viejo problema del numero de las
dimensiones del espacio, ha sido ante todo gracias a que

(*)  Que, por lo demis, no se definen, como tampoco se definen
el punto, la recta y el plano en la geometria axiomitica,
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Hausdorff les ha preparado el terreno con sus espaclos
métricos y otros conceptos afines.

Veamos a qué prueba — puramente intelectual —-
somete Menger un espacio métrico cualquiera M, por ej.,
una porcidn cualquiera de un espacio euclideo, a objeto
de averiguar cuantas dimensiones tiene. Trata de sacar
de tal espacio un punto junto con su contorno entero.
Para llevar a cabo la cual operacién, si M es tridimen-
sional, por ejemplo, un cuerpo de madera, habrd que
ir recortando con una sierra formas bidimensiona-
les (superficies). Si M es bidimensional, por ejem-
plo, una lamina delgada de lata, habrd que 1ir
recortando con una tijera formas monodimensionales
(curvas). Si M es monodimensional, por ej., una curva
fina de alambre, habra que ir arrancando con unas tenazas
puntos diseminados sobre la misma. Concluyamos. Si
para sacar de un espacio métrico M un punto con su
contorno entero es menester cortar de ¢l formas de (n—1)
-dimensionales, M serd n-dimensional. De aqui se pasa
facilmente a la definicién general de nimero de dimen-
siones de un espacio de Menger-Urysohn de que tratd
el Sr. Hahn en su conferencia. (1)

Hemos pasado en revista los espacios no-euclideos tanto
desde el punto de vista axiomadtico cuanto del analitico.
Lo que mas especialmente nos importaba, era dejar firme-
mente asentado que las geometrias de estos espacios no
son otra cosa que sistemas logicos, derivados de axiomas
diferentes de los euclideos, o bien de definiciones aritmé-
ticas que discrepan de las del espacio euclideo. Y exacta-
mente 1o mismo se aplica, como es natural, a la geometria
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riemanniana. En este respecto, las geometrias no-euclideas
y la vasta geometria riemanniana no son, por lo tanto, ni
mads ni menos que la geometria euclidea: ;jno acentuamos
desde el mismo principio que ésta no pasa de ser un
sistema puramente loégico? Una diferencia parece haber,
con todo, en favor de la geometria euclidea: y es que
con ser ésta un sistema puramente logico, como lo es,
no deja de apoyarse — lo hemos hecho notar — para
formular sus axiomas y definiciones aritméticas en ciertas
entidades y relaciones del mundo de la experiencia, asidero
de que se ven privadas — aparentemente al menos — las
demas geometrias. Es oportuno, por eso, ventilar ahora
esta cuestidn. ;En qué situacidn se hallan las geometrias
no-euclideas y las riemannianas frente a la experiencia?

Es cosa clara, ante todo, que en el mundo de la ex-
periencia no hay ni puntos, ni rectas, ni planos. Si algo
hay en ¢él, son objetos observables. Si miramos por los
telescopios de nuestros observatorios astrondémicos, vemos
reticulos y rayos luminosos; si echamos una mirada ¢n
nuestros laboratorios, vemos delgadas varas, cuerpos ri-
gidos, etc. Siendo asi, jcomo aplicaremos al espacio de la
experiencia cualquiera de nuestras geometrias? Pues ha-
ciéndoles. corresponder a los puntos reticulos; a las rectas,
rayos de luz, etc. De esta manera los teoremas de la geo-
metria pasan a ser afirmaciones sobre objetos perceptibles.

Con esto no quedaria resuelta, sin embargo, nuestra
cuestién. Merced al procedimiento indicado los teoremas
de la geometria vienen a enunciar algo sobre objetos de
la experiencia. Si, ;jpero las de qué geometria?, visto que
hay muchas. Eso es lo que se impone dilucidar: ;cual
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de esas geometrias posee validez empirica. Dicho en otros
términos: St en las proposiciones geomeétricas reempla-
zamos las palabras punto, recta, linea geodésica, etc., por
otras que designan las correspondientes entidades per-
ceptibles por via empirica — como ser: reticulo, rayo lu-
minoso, etc. — obtenemos un cuerpo de axiomas y teo-
remas corroborable por la experiencia. Pues bien, tal cuer-
po de axiomas y proposiciones Jpatrimonio de cudl de
las geometrias viene a ser?

Un ejemplo para aclarar lo dicho. Nos hemos impuesto
que una de las principales diferencias entre las geometrias
euclidea, hiperbélica y eliptica la constituye el valor de
la suma de los dngulos interiores de los tridngulos. Pues
bien, preguntamos: si hacemos corresponder a los vértices
y lados de los tridngulos, objetos sobre que razona el
geometra, objetos del mundo empirico y medimos la dicha
suma, jcual de las tres geometrias resulta ser la cierta?
Consideremos, por ej., un triangulo trazado a regla sobre
un papel: la suma de sus angulos puede verificarse expe-
rimentalmente, digdmoslo asi, por medio de un transpor-
tador. Siempre resulta — salvo un margen de error — de
180°. Pero dijimos que también en la geometria para-
bdlica la suma de los angulos interiores de triangulos
pequenos difiere poquisimo de 180°: sélo en los tridn-
gulos grandes diverge considerablemente esta suma de los
180°. Por eso Gauss recurrié para medir el valor que
decimos a un tridingulo cuyos vértices eran cumbres de
montanas y cuyos lados eran rayos luminosos. La diver-
gencia, hallada por Gauss, no superaba, sin embargo, el
margen de error que implica toda observacidn empirica.
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La geometria euclidea salia, pues, incélume de la prueba;
en cambio, de arrojar la medicidén de los dngulos una cifra
diferente de 180°, hubiera quedado demostrado con ello
que no es esa geometria la que rige en la empiria. Claro
que, asi y todo, no cabia pronunciar la palabra defini-
tiva sobre este asunto. Por grande que sea un triangulo
que tenga por vértices las cumbres de tres montanas, siem-
pre sera pequefo en comparacidn de otro cuyos vértices
sean tres estrellas fijas.

Este problema quedd relegado a segundo plano hasta
que lo convirtid en foco de sus meditaciones la teoria
de la relatividad general. En efecto, esta teoria mira el
espacio de la experiencia como rtemanniano. Pero, segun
vimos, las relaciones métricas de un espacio riemanniano
recién es posible establecerlas una vez que se han elegido
de un modo determinado las funciones g,, cosa que
puede hacerse de muchas maneras. En la teoria de la re-
latividad se las elige de tal suerte, que las lineas geodé-
sicas determinadas por estas funciones coincidan con las
vias de los rayos luminosos y de los puntos de masa,
sujetas solamente a la gravitacidn. Esto se consigue defi-
niendo las funciones g, de modo que dependan de las
masas que se encuentran en el espacio, es decir, que para
un mismo punto del espacio varien los nimeros g,
cuando se acerca a ¢]l una masa pesada. En momentos di-
ferentes las funciones g; de un mismo punto pueden,
pues, ir tomando valores diferentes. A fin de comprender
exactamente esta variacidn temporal, el espacio tridimen-
sional y el tiempo se reunen en un espacio riemanniano
tetradimensional, que recibe el nombre de espacio-tiempo-
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mundo. Dependiendo las funciones g, de las masas que
se encuentran en las cercanias de un punto, depende-
ra también de ellas la trayectoria de las lineas geodésicas
determinadas por dichas funciones. Y como las lineas geo-
désicas coinciden con los rayos luminosos, siguese de esta
teoria que tampoco los rayos luminosos seguiran el mismo
recorrido en las cercanias de masas pesadas que lejos de
ellas. Esto se confirmd en un todo, cualitativa y cuan-
titativamente, por la observacién. Comprobdse, en oca-
sidn de un eclipse solar, que el rayo luminoso emitido
por una estrella fija se desvia en el campo de gravitaciéon
del sol. Y la consecuencia especial que de ello deriva es
que en los tridngulos formados por rayos luminosos la
suma de los angulos interiores difiere generalmente de los
180°, y que, por tanto, el espacio de la experiencia es
curvo. Pero no es eso todo. Dado que esa divergencia de
los 180° es mayor en las cercanias de grandes masas que
lejos de ellas, siguese de consecuencia que en el espacio
de la experiencia rige, no solo la geometria euclidea, sino
también la hiperbdlica y la eliptica.

Después de haber contestado madis arriba a la pregunta
de qué entiende el matematico por espacio curvo, con-
testemos ahora a esta otra: jPor qué califica el fisico al
espacio de la experiencia de curvo? Porque los reticulos,
los rayos luminosos, etc., de la experiencia se comportan
del mismo modo que los puntos, las lineas geodésicas, etc.,
de un espacio riemanniano curvo, en el sentido en que
entienden este ultimo las matemdticas.

Pero esta confirmacidén experimental no disipa del todo
las dudas de los no matematicos sobre la plausibilidad
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del concepto de espacio curvo. El que los rayos lumino-
sos se comporten como lineas geodésicas, no hay por qué
interpretarlo, segin ellos, en el sentido de que el espacio
sea curvo. El espacio es euclideo y lo que la experiencia
puede ensenar, cuando mucho, es que los rayos luminosos
no son rectos, sino curvos. Algo de cierto hay en lo que
dicen: y es que efectivamente seria posible describir los fe-
nomenos observados utilizando la geometria euclidea. Si,
pero lo malo es que, de hacer la descripcidn de acuerdo
con esta ultima, los rayos luminosos en vez de moverse
a lo largo de las lineas mas cortas, lo harian a lo largo
de curvas complicadisimas: en contraste con las sencillas
y armoniosas formulas de la teoria de la relatividad ob-
tendriase una fisica tedrica extraordinariamente compli-
cada. Y aun cabria invocar otra cosa en favor de la teo-
ria de la relatividad. No hay absolutamente modo de
ejemplificar en el mundo de la experiencia los conceptos
que desempenan papel primordial en la geometria eucli-
dea, p. ej.: el de recta. En el mundo de la experiencia
fisico-astronémica no se dan entidades que se hallen entre
si en las relaciones en que se hallan los puntos, rectas y
planos de la geometria euclidea. La teoria de la relatividad,
en cambio — y en esto estriba justamente uno de los pen-
samientos cardinales que le sirven de pauta — al ir des-
cribiendo las relaciones que se observan entre los objetos
de la experiencia, no deja de acoger algunos de los prin-
cipales de entre estos ultimos en el seno de la geometria
puesta como base de la fisica.

Otra de las afirmaciones de la teoria de la relatividad
que da lugar a no pocas falsas interpretaciones, es la de
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que nuestro espacio es cerrado, es decir, tlimitado y fi-
nito.

Empecemos por ponernos en claro el concepto de lo
cerrado (fruto de la rama mas reciente de la geometria:
la topologia (['2]) para superficies. Una superficie esfé-
rica, p. ej., podemos cortarla de tal modo — siguiendo la
linea de los meridianos y paralelos — en un ntimero finito
de trozos, que en cada uno de los bordes de los trozos se
toquen exactamente dos de ellos. Toda superficie que,
como la esférica, permita una descomposicién en un nu-
mero finito de trozos de tal modo, que cada borde per-
tenezca a dos trozos exactamente, recibe el nombre de
superficie cerrada. Como cada uno de los bordes de cual-
quier trozo pertenece a exactamente dos trozos, no apa-
rece, por consiguiente, en las superficies cerradas bor-
de libre — ningun limite —; por eso reciben tam-
bién las tales el nombre de finitas, Un disco circular
no es una superficie cerrada, pues descomponiéndolo en
un numero finito de trozos, aparecen siempre bordes que
pertenecen a un solo trozo, a saber: los bordes contenidos
en la circunferencia que limita el disco. Tampoco es una
superficte cerrada el plano. Verdad que cabe descompo-
nerlo de tal manera, que cada uno de los bordes de los
trozos resultantes de la descomposicidn pertenezca a exac-
tamente dos trozos — que no aparezca, por tanto, nin-
gun borde libre (ningin limite) —: pero el numero de
trozos habrd de ser infinito; nimero infinito que va im-
plicado en la infinitud propia del plano. Por analogia
llamase cerrado un espacio tridimensional, cuando cabe
descomponerlo de tal manera en un numero finito de
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trozos espaciales que en cada una de las caras que limitan
dichos trozos se toquen exactamente dos de ellos.

Ahora bien, la teoria de la relatividad admite que el
espacio (astronémico) de la experiencia es cerrado. Y
como quiera que cada uno de los trozos espaciales de que
consta aquél tiene un diametro finito (queremos decir que
para cada trozo espacial hay un nimero preciso, si bien
naturalmente grandisimo, que no es superado en ningin
caso por la distancia entre dos puntos cualesquiera de
dicho trozo), siguese que también el espacio todo es fini-
to, esto es, tiene un diametro finito. Por lo tanto, es im-
posible alejarse de un punto tanto como se quiera. Otra
consecuencia, es que sdlo existe un numero finito de estre-
llas y que la masa existente en el mundo es finita.

Si — de acuerdo con esta concepcidon — el espacio cs
finito, habra de terminar por ello en alguna parte, se
habra de llegar alguna vez en ¢l a un borde y a un fin.
Asi arguyen frecuentemente los no matemiticos. Con-
clusidon errénea la de ellos. ;No acabamos de ver que
las definiciones de superficie cerrada y espacio cerrado
implican justamente lo contrario: la carencia absoluta —
tanto en las unas como en los otros — de bordes en el
verdadero sentido de la palabra, o dicho en férmula mas
breve, la ilimitacidn espacial? Eso desde el punto de vista
puramente conceptual. Pero aun sin atender a definicio-
nes de conceptos, también la intuicidn nos ofrece, en la
superficie esférica, un ejemplo de una forma que, no obs-
tante poseer un didmetro finito, carece de todo borde.

Volvamos a los seres superficiales considerados al co-
mienzo, y supongamos que habiten, no el espacio eucli-
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deo, sino la superficie esférica. Su mundo ser3, pues, f{i-
nito; a pesar de esto, y muévanse en la direccidn que les
plazca, no arribarin nunca a sus linderos. Supongamos,
ademas, que en este mundo los rayos luminosos se pro-
paguen desde su fuente a lo largo de las lineas mas cortas
existentes en su espacio: los arcos de circulo maximo.
Supongamos, también, que los seres superficiales sean
muy pequenos en comparacidn con la totalidad de la esfe-
ra. En un principio — mientras sus exploraciones sobre
la esfera permanezcan circunscritas a un ambito reducido
— nuestros seres superficiales serdn de parecer que
en su mundo rige la geometria euclidea bidimensional.
Parecer harto razonable, ya que, estudiados dentro de los
limites antedichos, los rayos luminosos y reticulos se
comportan como rectas y puntos de la geometria euclidea.
Y lo que especialmente es de notar, es que para tales
seres superficiales la suma de los dngulos interiores de los
tridngulos no se apartard sensiblemente de los 180°. Pero
no bien empiecen a dominar porciones mas amplias de
su mundo esférico, no tardardn en percatarse de la cur-
vatura de su espacio, o lo que viene a ser lo mismo, que
en los tridngulos mas grandes que los que estin habitua-
dos a considerar l1a suma de los d4ngulos pasa de los 180°.
Mas no terminarian sin embargo aqui los justos motivos
de su asombro. Algo mas notable atin se les depararia. ;Y
es que un buen dia — cuando hubiesen aumentado hasta
tal punto el alcance de sus telescopios, que con ellos se pu-
diese abarcar su mundo todo — se verian a si mismos, por
detras, en el fondo de aquéllos, en medio del mundo de su
experiencia! Y se explica, porque los rayos luminosos des-
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criben en su mundo, arcos de circulo maximo y, por tanto,
prolongados suficientemente estos ultimos, lineas ce-
rradas.

Cabria pensar entonces que algin dia nos sucedera
otro tanto a nosotros hombres. Como nuestro espacio
es cerrado, esto es, como en ¢l los rayos luminosos se
comportan igual que las lineas geodésicas de un espa-
cio riemanniano cerrado, bien pueden, en circunstan-
cias dadas, retornar sobre si mismos. Quiere decir que
st enfocaramos con nuestros telescopios el cenit, veria-
mos — en la inteligencia, claro estd, que aquéllos tu-
viesen el suficiente alcance — detras de todas las es-
trellas los rayos luminosos provenientes de los lugares
habitados por nuestros antipodas, esto es, 1a mitad de atras
de nuestro mundo. Verdad que la percibiriamos, no
tal cual es ahora, sino como era en un pasado remotisimo:
hace 150.000 millones de anos, para ser exactos. En
efecto, el didmetro de nuestro universo es, segun se cal-
cula, de 150.000 millones de anos, luz por parte baja: los
rayos luminosos que llegasen a nosotros de la mitad de
atras de la tierra deberian, pues, haber sido emitidos hace
ese mismo numero de anos.

Pero puede ocurrir algo mucho mas peregrino todavia.
Vamos a consignarlo.- como remate de estas reflexiones
sobre el espacio.

Consideremos en vez de la superficie esférica una cinta
de Moebius. Originase ésta dandole una vuelta a una tira
rectangular de papel y pegando luego sus puntas, de mo-
do, pues, que los dos extremos de cada una de las diago-
nales coincidan. Figurémonos ahora esta superficie habi-
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tada por seres bidimensionales, que, lo mismo que nos-
otros, no sepan servirse sino de la mano derecha, y que
tengan el corazdén del lado izquierdo. Si los tales seres
son muy pequefos en comparacidon con la cinta, opinaran
desde luego que en su espacio rige la geometria euclidea
bilidimensional. En cuanto a la suma de los dngulos in-
teriores de los tridngulos, la estimardn de 180°: sdélo si
miden la de tridangulos mayores, advertiran alguna diver-
gencia con respecto de dicho valor. Imaginemos ahora
que uno de los seres que decimos logre recorrerse su uni-
verso — la cinta susomentada — de una punta a la otra.
Al volver no serd poca la sorpresa que cause en sus con-
géneres, que no se han movido del lugar, debido a la
extrana transformacién por ¢l sufrida. ;Cémo que vol-
vera zurdo y con el corazén del lado derecho! Y lo
bueno del caso es que ¢l no se cansard de protestar que
de camino no se ha modificado en lo mais minimo
anatémicamente, y que, por el contrario, — conforme
se lo muestra su observacidn — los zurdos y los que

tienen el corazdn del derecho son ellos, sus paisanos,
que se han quedado en casa. Y entonces, al oirle ase-
verar tal cosa probablemente experimentaran ellos a mas
del sentimiento de sorpresa que antes dijimos, otro de
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muy diversa indole: la sospecha de habérselas con un
loco.

Pues un fenémeno en cierta manera analogo al descrip-
to no deja de observarse en este bajo mundo. Eso si, no
concerniente al espacio, sino al tiempo. Y consiste en
que st un viajero que recorra el globo no tiene la precau-
cidn, al llegar a determinado punto de éste, de atrasar o
adelantar — segin sea la direccion que lleve — en un
dia la fecha de su calendario, la que este ultimo senale
cuando vuelva a su lugar distara de coincidir con la del
calendario de los que se quedan en aquél. Claro que
para que pueda efectuar tal cambio de fecha debe cono-
cer el punto preciso donde efectuarlo. A fin de posibi-
litarle este conocimiento hemos trazado en el Océano Paci-
fico una linea divisoria: cuando la cruce de Este a QOeste
ha de arrancar dos hojas en vez de una de su calendario;
en cambio, cuando la cruce de Oeste a Este, ha de dejar
pasar un dia sin arrancar una hoja del mismo. Una linea
divisoria por el estilo deberian trazarla en su mundo los
imaginarios habitantes de la cinta de Md&ebius, cuando los
viajes por aquél llegasen a ser para ellos cosa ordinaria y
corriente, como nosotros la hemos trazado en nuestro
globo cuando éste se hubo abierto al trafico regular. Una
linea bien clara, pasada la cual lo que antes era derecho se
llamase izquierdo, y viceversa.

La propiedad de la cinta de Mdebius por la cual las fi-
guras de ella metced a un movimiento dentro de la cinta
se transforman en otro que viene a ser cOmo Su imagen
en un espejo, lldmase su no-orientabilidad. Y se dan tam-
bién espacios tridimensionales cerrados, no-orientables.
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Cabe asimismo pensar que tampoco el espacio de nuestra
experiencia sea orilentable; que, por lo tanto, recorrien-
do en él distancias suficientemente grandes pueda uno
retornar con un aspecto que sea como la imagen en un

espejo del que tenia al partir y con el corazén — a juicio
de los que se quedan en casa — del lado derecho.
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LA NUEVA LOGITCA

Por CARLOS MENGER

En las conferencias anteriores de este ciclo se tratd del
papel que desempefan la experiencia y la intuicion en la
crisis y reconstruccidon de las ciencias exactas de nuestro
tiempo. En la del Sr. Mark se analizd como en virtud
de nuevos experimentos iba siendo cada vez mas honda-
mente sacudido el edificio tedrico de la fisica clasica. En
la del Sr. Thirring han oido Vds. cdmo estos datos ex-
perimentales — en que palpitaba un fermento de crisis —
condujeron a la reconstruccidén del sistema conceptual de
la fisica. En la del Sr. Hahn se mostrd como las mate-
maticas atraviesan por una crisis en lo que respecta al
valor de la intuicién, atendido que frente a ciertas formas
complicadas del espacio euclideo la llamada intuicién
geométrica resulta poco de fiar, razén que ha hecho ne-
cesario que se reconstruyera la geometria euclidea impri-
miéndole una orientacidon ldégica. Cémo, finalmente, ya
hace cien anos, a la vera de la geometria euclidea nacieron
otras geometrias — las llamadas no-euclideas — que no
querian ser otra cosa que construcciones puramente 16-
gicas, y cdmo recientemente han resultado aplicables en
la fisica, se explicé en la conferencia del Sr. Nobelling.
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La presente conferencia, con la que clausuramos el
ciclo, versa sobre la crisis y reconstruccién de la [dgica
nusma y de sus consiguientes repercusiones en la aritmé-
tica.

El enunciado de tal tema ha de haber sorprendido a la
mayoria de Vds. Que se hable de crisis donde intervienen
la experiencia y la intuicién, vaya y pase. Pero en la 16-
gica! Aun el que no se halle al corriente de los porme-
nores de la fisica y de la geometria puede figurarse que
nuevos descubrimientos empiricos son capaces de dar 2n
tierra con las antiguas teorias, incluso las mas respetables;
y que la intuicién debe volver sobre sus pasos cada vez
que, por haberse precipitado temerariamente en sus juicios
haya arribado a falsas posiciones. Pero la 16gica pasa por
algo 1nalterable e inconmovible. Por eso, el que quepa
también en sus dominios hablar de crisis y reconstruc-
cién, es una cosa que no sélo le suena a novedad por él
ignorada, al que no esta completamente iniciado, sino
que apenas puede concebirla,.

Y — confesémoslo — tiene sobrada razén en su
extraneza. Si hay una ciencia conservadora, es la ldgica.
Por espacio de dos mil afios ha sido ]la mas conservadora
de todas las ciencias. ;Como es posible entonces, en ella,
la renovacidén? Eso es lo que vamos a ver.

Por padre de la légica es tenido Aristdteles. Su punto
de partida es que todo juicio consiste en afirmar un
predicado de un sujeto. Los juicios se dividen por una
parte, en afirmativos y negativos; por otra, en universa-
les y particulares. ““Todos los gatos son mamiferos’’, es
un juicio universal afirmativo. ‘“Algunos mamiferos son



LA NUEVA LOGICA 185

gatos'’, es un juicio particular afirmativo. ‘‘Algunos ma-
miferos no son gatos’’, es un juicio particular negativo.
“Ningin gato es un pez’’, es un juicio universal negativo.
Los juicios asi definidos sirven de base a la deduccidn, al
silogismo en la terminologia de Aristoteles. Todo silo-
gismo consiste en derivar de dos juicios de esta forma un
tercero. Por ej., de que todos los gatos son mamiferos y
de que todos los mamiferos son vertebrados, siguese que
todos los gatos son vertebrados. De que todos los gatos
son mamiferos y de que ningin mamifero es un pez,
siguese que ningin gato es un pez. En tres figuras, que
comprenden 14 subtipos, resumid Aristoteles todos los
tipos de silogismo posibles a su juicio. En la Edad Media
se ampliaron estos tipos hasta abarcar 4 figuras con 19
subtipos, que se designaron con los nombres de Barbara,
Celarent, etc. (*)

También los tres principios que mas tarde se designaron
como los principios fundamentales de la ldgica: el de
identidad, el de contradiccidn y el del tercero excluso, ya
fueron formulados por Aristoteles, eso si — cosa digna
de nota —, no en sus escritos de ldgica, sino en su me-
tafisica. El nicleo de su ldégica lo constituia el trinomio
sujeto-predicado-juicio, de que hicimos mencién. Y no
otra cosa fué, en lo esencial, lo que durante dos mil anos
después de Aristételes se ha venido considerando como
légica pura.

(*) Cuando del hecho de que a todos los M, o, respectivamente,
a ningin M le compete un predicado P, y a todos los S les compete
el predicado P, se concluye que a todos los S, o, respectivamente,
a ningin S le compete el predicado P, se habla de un silogismo
segin el modo Barbara o, respectivamente, Celarent,
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En la catdlica edad media, es verdad, los sabios esco-
lasticos emprendieron variadas y profundas investigacio-
nes légicas; pero en la edad moderna, especialmente en el
periodo del iluminismo, fué generalizindose la costumbre
de tachar sus trabajos de sofismas, y sin preocuparse de
estudiarlos — antes dindolos al olvido — se los fué
reemplazando por otros, que les iban en zaga en profun-
didad. Por ello la légica de los escolasticos no prolongd
su influencia a la época posterior. No menos carecid de
ella, al menos inmediata, el esbozo de 1égica de Leibnitz,
con el cual éste se adelantaba tanto a su tiempo.

Leibnitz veia bien claro que no basta tratar en la 16-
gica de las diversas maneras cdmo puedan hallarse el uno
con, respecto al otro el sujeto y el predicado de un juicio.
A ello habia de agregarse como complemento una logica
de las relaciones. Ademas, tratd mas sistematicamente los
principios 14gicos y sus conexiones mutuas, y bosquejd
un proyecto de Ilingua characteristica, merced a la cual
todas las proposiciones cientificas son expresables en forma
precisa, v el de un calculus ratiocinator, el cual habia
de contener y tratar por el cilculo todos los tipos de si-
logismo.

Pero que también las ideas de Leibnitz, igualmente que
los trabajos de los escolasticos permanecieron sin eco, re-
salta con particular evidencia en las famosas palabras que
Kant dice sobre la logica en la introduccidén a la segunda
edicién de la Critica de la razén pura: “‘Que la ldgica
ha marchado por este seguro camino desde los tiempos mas
antiguos, échase de ver en el hecho de que desde Aristo-
teles no haya debido dar ningin paso atras. . . Es digno
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de nota ademas en ella, que hasta ahora tampoco haya po-
dido dar algin paso hacia adelante, y que, por consi-
guiente, por cualquier aspecto que se la mire, parece ser
cerrada y perfecta”. Y en la Ldgica de Kant se lee: “La
l6gica actual proviene de la Analitica..de Aristoteles. . .
Por lo demas, la 1égica no ha ganado mucho en contenido
desde los tiempos de Aristlteles, ni tampoco puede
hacerlo, dada su indole. . . Pues Aristételes no ha omiti-
do ningln elemento del entendimiento’ .

La chispa que desencadend la crisis en esta antigua 16-
gica broté de las matematicas. La construccidn por via
puramente logica de la geometria primero, y mas tarde
también la de la aritmética, no sblo condujo a que se
revisaran todos los presupuestos matematicos empleados,
sino también a que se procurara obtener claridad sobre
todos los principios de la deduccion que se aplican al de-
rivar los teoremas matematicos de los axiomas. Y cuando
se la hubo sometido a tal examen se puso de manifiesto
que la 1dgica cldsica no satisface a Jas exigencias de las ma-
tematicas modernas en punto a exactitud ni a perfeccidn.
Por este motivo fueron preponderantemente matematicos
los que emprendieron y llevaron a cabo la reconstruccidn
necesaria de la légica. Esta reconstruccidon se designa con
el nombre de logistica. Voy a ofrecerles a Vds. un sucinto
esbozo de las principales etapas por ella atravesadas. Qui-
siera, sin embargo, prevenirles desde ahora que en la ac-
tualidad esta logistica, por muchisimo que rebase de la
l6gica aristotélica, no deja, con todo, de poder incluirse
ya dentro del cuerpo de la ldgica clasica. Los verdaderos



188 CARLOS MENGER

problemas de la nueva logica recién los veran Vds. aso-
marse alli donde la logistica toca a su término.

El primer paso hacia esta reconstruccidén fué el desa-
rrollo del llamado cdlculo de clases — llamado tam-
bién algebra de la ldgica — por obra principalmente
de Boole, Pierce y Schroder, en la segunda mitad del siglo
pasado (1). La ldégica aristotélica se ocupa mas que de na-
da, segun vimos, de la cuestidon de: conocidas las relaciones
en que dos clases (esto es, totalidades; por ej. la clase de
todos los gatos y de todos los animales vertebrados) se
hallan con una tercera (por ej., la clase de todos los mami-
feros), ;qué podemos afirmar sobre las relaciones de las
dos clases entre si? El calculo de clases, en cambio, presenta
una teoria sistematica de las relaciones entre un nimero de
clases cualquiera. Y mientras en Aristdteles lo unico que
se investiga acerca de dos clases es si la una estd o no conte-
nida total o parcialmente en la otra (esto es, si todos o
varios elementos de la una son o no elementos de la otra),
en el calculo de clases se investigan, junto a estas llamadas
relaciones de subsumpcién, también muchas otras relacio-
nes entre clases y se ejecutan muchas otras operaciones
con clases. Por ej., se trata en ¢l sistematicamente de la
clase de reunidn e interseccién de dos clases A y B (es
decir, la clase de todos los elementos que estan contenidos
en A o en B, o, respectivamente, de Jos que estan con-
tenidos tanto en A como en B). Contrariamente a Aris-
tételes, que no la toma en cuenta, se estudia asimismo
en el calculo de clases la clase vacia, esto es, la que no
contiene elemento alguno. Por ej., la interseccidon de la
clase de todos los gatos y la de todos los peces es una
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clase vacia. Se comprende que las relaciones entre todas
estas clases son variadisimas. Pues el calculo de clases las
trata sistematicamente una por una, partiendo de unas
pocas proposiciones. Entre sus proposiciones hay 19 que
corresponden a los tipos de silogismo _qri-stotélico-escolés-
ticos. (2) IV

Pero en el cilculo de clases estas 19 proposiciones no
son las tunicas. Distan mucho incluso de ocupar en ¢l
un lugar de preeminencia. No figuran entre las propo-
siciones que le sirven de punto de partida, por la sencilli-
sima razén de que cabe fundar todo el cilculo de clases
en mucho menos de 19 proposiciones; de modo que las
19 proposiciones aristotélicas no son necesarids para la

fundamentacién del calculo de clases. Pero aun en el su-
~ puesto de que se quisiera admitir un nimero tan super-
fluo de proposiciones fundamentales, en especial las 19
de Aristételes serian absolutamente insuficientes para de-
ducir de ellas todo el calculo de clases. El calculo de clases
constituye, pues, en cierta manera un progreso sobre la
vieja légica de la subsumpcion.

El segundo paso en la reconstruccidn de la logica tras-
pone la esfera del calculo de clases. ;Qué es este ultimo,
al cabo? Una teoria deducida de pocas proposiciones fun-
damentales que tiene por objeto las relaciones entre clases;
no de otro modo como la geometria euclidea es deducible
de pocas proposiciones fundamentales — los axiomas —,
que versan sobre las relaciones entre puntos, rectas y pla-
nos (3). Quiere decir entonces que el calculo de clases no
es mas que una teoria matematica especial. Lo que es
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légica no se agota de ningin modo en amplias conside-
raciones relativamente a las clases. Cuando, por ej., de
ciertas proposiciones — de los axiomas de alguna teoria,
pongamos por caso — derivamos otras proposiciones,
efectuamos una operacién que se designa con el nombre
deduccion [dgica.

De reducirse la lbgica al calculo de clases, tal ope-
racién no tendria cabida en ella. Pero de hecho si que
la tiene. L.a deduccidn, en efecto, tiene por fin establecer
relaciones entre proposiciones, y no entre clases, ;y a
quién, si no a la ldgica, se acude en demanda de reglas
para la deduccién (para la transformacidén y combi-
nacioén de proposiciones para obtener otras nuevas) ? Por
este solo ejemplo se advierte que la 16gica rebasa del cilcu-
lo de clases. Por eso, seglin lo hicimos notar al comienzo
del parrafo, el segundo paso en el desarrollo de la logis-
tica consistié en dejar atris tal cilculo. Se lo sustituyé por
_el célculo de proposiciones, elaborado sobre todo por
Pierce y Schroder.

El cdlculo de proposiciones ensefia de qué modo pueden
ser ligadas las proposiciones por palabras como: y, o, no,
u otras particulas analogas, para que den por fruto pro-
posiciones compuestas verdaderas. (4) Sobre manera im-
portante entre las multiples maneras como cabe ligar dos
proposiciones, es la implicacion. Si p y g son dos pro-
posiciones y s1 g o no-p (esto es, la negacién de p) es
verdadera, exprésase esto brevemente en la logistica dicien-
do que p implica a q. Si q es verdadera, con seguri-
dad es verdadera la proposicion ‘g o no-p”’, sea p ver-
dadera o falsa. Por tanto, una proposicién g verda-
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dera esta implicada en cualqulera de las dos proposiciones
p. Si p es falsa, no-p es verdadera y la proposicidon
“q 0 no-p”’ es con seguridad verdadera, sea g verdadera o
falsa. Por tanto, una proposicidon p falsa implica cual-
quiera de las dos proposiciones g. De ello se sigue, por
eJ., que la proposicidon ‘“‘no-p implica a p”’ es verdadera,
si p es verdadera; y es falsa, si p es falsa; que, en conse-
cuencia, si p es verdadera, también “‘no-p no implica a p”’
es verdadera.

Entre las proposiciones compuestas por varias propo-
siciones ligadas por particulas 1dgicas son de particular
importancia las que son verdaderas en cualquier caso,
independientemente de si las proposiciones que las cons-
tituyen son verdaderas o falsas. Por ej., la proposicién
“llueve o no llueve’ es verdadera independientemente de
st la proposicidon “‘llueve’”, contenida en ella como ele-
mento, es verdadera o falsa. Las proposiciones de este
estilo, siempre verdaderas, se designan, a propuesta de
Wittgenstein, como tautologias. Uno de los objetos de
que se ocupa el calculo de proposiciones es el de sentar
tales tautologias.

Ahora bien, como lo ha mostrado Frege, también esta
parte del calculo de proposiciones cabe derivarla de al-
gunas proposiciones fundamentales simples, queremos de-
cir, todas las tautologias de unas pocas tautologias sim-
ples. Tal vez al oir esto pensaran Vds. que el cilculo de
proposiciones es la teoria de las transformaciones por las
que cabe hacer pasar estas ultimas mediante el empleo
de los tres principios aristotélicos: el de identidad, el de
contradiccién v el del tercero excluso. Sin embargo, no es
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asi. Antes bien, los tres principios aristotélicos desempe-
nan en el calculo de proposiciones anilogo papel al de los
19 modos aristotélicos de silogismo en el calculo de clases.
Los principios de identidad, contradiccidn y del tercero
excluso figuran a no dudarlo entre los principios del
calculo de proposiciones, pero no sélo no son las tnicas,
sino que ni remotamente ocupan en él un puesto rele-
vante. Y lo que especialmente es de notar, es que esos
principios no aparecen entre las proposiciones que se eligen
para servir de punto de partida de dicho cdlculo: para su
fundamentacidén no son, pues, necesarias. Tampoco son,
por si, suficientes. El calculo de proposiciones entrafia,
decididamente, clerto progreso sobre la antigua 1dgica.

He dicho que cabe derivar todo el calculo de propo-
siciones de algunos principios fundamentales simples. Lo
malo es que, por otra parte, los principios de dicho calculo
han de versar justamente sobre la derivacion légica. Esto
quiza les haga sospechar a Vds. que al pretender funda-
mentar el calculo de proposiciones se cae en un circulo
vicioso. Este peligro lo ha evitado, sin embargo, Frege.
Gustoso 1ntercalo un par de observaciones para aquellos
de entre Vds. que deseen se les informe mas circunstancia-
damente sobre el asunto. Queda entendido, empero, que
su conocimiento no es necesario para comprender el resto
de esta conferencia.

Los principios fundamentales del cilculo de proposi-
ciones son simplemente algunas formulas enunciativas:
algunas tautologias. Para tal objeto pueden elegirse, en
el sentir de Lukasiewicz, las tres siguientes:

p implica la proposicidon: “‘no-p implica a q”’.
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La proposiciéon “‘no-p implica a p”’ implica a p.

La proposicién “p implica a ¢’ implica la proposicién
siguiente: La proposicion “g implica a ¢’ implica la
proposicion “‘p implica a ¢”’.

De estas tres formulas expresa la primera el hecho
susomentado de que una proposicion falsa implica cual-
quiera de las dos proposiciones; la segunda corresponde
al hecho ya senialado de que, si la proposicién “‘no-p im-
plica a p”’ es verdadera, también la proposicidon p es ver-
dadera; la tercera expresa el sorites siguiente: Si de p se
sigue la proposicién g y de g se sigue la proposicidén r de
p se sigue la proposicidn r.

Pues bien; el calculo de proposiciones es la totalidad
de las férmulas enunciativas que se pueden obtener de
las tres de arriba mediante el empleo de las reglas engen-
dradoras de férmulas. Y tales reglas consisten simple-
mente en que, en primer lugar: en las férmulas enun-
ciativas, o en las obtenidas de ellas, se sustituyen los
simbolos p, g, r... por otros simbolos, eventualmente com-
puestos; en segundo lugar: si la proposicion p y la
proposiciéon “‘p implica a g”’ son dos férmulas del calculo
de proposiciones, se incluye también a g entre las fér-
mulas de dicho cdlculo. Por ej., de la primera férmula
fundamental sale, sustituyendo p por la proposicidon “‘r
implica a s”’, la siguiente férmula que se debe incluir
en el calculo de proposiciones de acuerdo con la pri-
mera de las reglas engendradoras de férmulas: La
proposiciéon “‘no- (r implica a s)”’ implica a gq.

Como ven Vds. entonces el calculo y la deduccidon que
lo va desarrollando sistematicamente son mantenidos ne-
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tamente separados el uno del otro. El cdlculo se expresa
por el desarrollo que se va efectuando por dos reglas en-
gendradoras de férmulas. Ven Vds., ademas, que tanto las
férmulas fundamentales como las dos reglas engendra-
doras de férmulas estin determinadas con rigor. Estas
reglas son considerablemente maés sencillas que las co-
rrientes de la 1dgica. '

Después de esta digresidén sobre los pormenores del
nuevo desenvolvimiento de la 16gica volvamos a sus lineas
directoras. Ante todo debemos comprobar que la mayoria
de las proposiciones corrientes, especialmente en las ma-
tematicas, fuera de las palabras y, o, no, implica, con-
tienen otras particulas ldgicas, principalmente las pa-
labras: todos-as y varios-as o hay. Las reglas exactas
para el manejo de las proposiciones, que contienen tam-
bién los llamados cuantificadores 16gicos, las suministra
un tercer capitulo de la nueva légica, el cual desde Peirce
y Frege aparece junto al cdlculo de clases y al de propo-
siciones y se designa con el nombre de cdlculo de fun-
ciones. La razén histdérica de esta designacidn es la si-
guiente.

Al lado de las proposiciones en parte verdaderas, como:
“este pizarron es negro’’, en parte falsas como: ‘‘este piza-
rrén es rojo’’, se dan combinaciones de palabras, como “‘x
es negro’’, que no son proposiciones, y que recién llegan a
serlo, cuando en vez de x — lo que se llama el lugar va-
cante de ellas — se pone el nombre de un individuo de-
terminado de cierta esfera, o bien cuando a la x se antepone
un cuantificador. Tales combinaciones de palabras se de-
signan como funciones proposicionales. V. gr., 1a funcién
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proposicional “x es negra’’ pasa a ser una proposicidn vet-
dadera, si en vez de x pongo ‘‘este pizarrén’’; pasa a ser
una proposicion falsa, si en vez de x pongo “esta tiza'’;
pasa a ser una proposicion universal falsa, en el caso de que
yo elija como campo de variabilidad de la x todos los ob-
jetos que se encuentran en esta sala, y anteponga a la x el
cuantificador ‘“‘todos’’, pues entonces se origina la pro-
posicidén falsa ‘“‘todos los objetos de esta sala son negros’’;
pasa a ser, finalmente, una proposicién existencial verda-
dera, si antepongo a x el cuantificador ‘‘varios’’, pues
la proposicidon ‘“‘varios objetos de esta sala son negros”
es verdadera.

Son ‘objeto de 1a ciencia, en ultima instancia, las
proposiciones: las individuales, las universales y las exis-
tenciales. Como reglas de las operaciones ldgicas con estos
dos ultimos tipos de proposiciones han sido derivadas de
una teoria de las funciones proposicionales, la teoria de
las operaciones con proposiciones universales y existen-
ciales recibe el nombre de calculo de funciones.

Pero el calculo de clases y el de funciones, asi como
las partes del calculo de funciones consideradas hasta aqui,
con ser artificiosisimos, no alteran substancialmente la
l6gica antigua. Lo unico que se puede admitir es que la
precisan y aguzan. En cambio, el cuarto paso dado por
la nueva ldégica, de que vamos a tratar-a continuacidn.
si que entrafia una ampliacion sustancial de aquélla.

El impulso para este cuarto paso partid asimismo de las
matematicas. LLas proposiciones que forman el objeto de
las matematicas — que Peano fué el primero en expresar
mediante un conjunto de simbolos rigurosos — sdlo en
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pequefisima parte son proposiciones sobre la pertenencia
de ciertos individuos a ciertas clases o sobre relaciones
entre clases o proposiciones, consistentes en proposiciones

ligadas por las palabras “y’’, “0”’, “implica’”’, ‘‘todos”,
“varios’’. La mayoria de los juicios matematicos trata
mas blen — segin lo advirtiera ya Leibnitz —, de re-

laciones. Cuando digo ‘3 es menor que 5, enuncio
una relacidén entre dos nimeros; cuando digo ‘‘el centro
de cualquier segmento de recta estd entre los puntos ex-
tremos del mismo’’, enuncio una proposicién general
sobre una relacién entre ternas de puntos de la recta.

Por tanto, si se quiere que un sistema légico le sea titil al
matematico, ha de versar también — y muy principalmen-
te — sobre relaciones. Asi como a todo predicado le corres-
ponde una clase: la de todas las entidades a las cuales com-
pete el predicado en cuestibn — por ej., al predicado
“‘negro’’ le corresponde la clase de todas las cosas negras
—, asi a toda relacidn entre dos cosas, o, como se dice en
vez de esto, a toda relacion de dos cifras le corresponde una
clase de pares de cosas: la clase de todos los pares de
cosas en las cuales el primer elemento del par se halle con
el segundo en la relacién en cuestién. Por ej., a la rela-
cidn ‘‘mas pequeno-a, que’’ le corresponde la clase de todos
los pares de nimeros cuyo primer nimero es menor que
el segundo.

La ampliacién de la légica a que nos referiamos con-
siste, pues, en dar lugar al lado de las proposiciones ¢n
que se afirma un predicado de un sujeto a otras cuyo
objeto son relaciones. En conformidad con ésto, cabe tam-
bién caracterizar esta ampliaciéon diciendo, que gracias a
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ella se investigan en la ldgica, a mas de las clases de in-
dividuos, también clases de pares de individuos, clases
ternas de individuos, etc. También esta doctrina parte de
unas pocas férmulas fundamentales, derivando de ellas,
con ayuda de unas pocas reglas engendradoras de formu-
las, exactamente determinadas y simples, todo un sistema
de férmulas.

No obstante lo extraordinariamente grande de esta am-
pliacidén sustancial de la ldégica, no basta para expresar
todas las conclusiones que se sacan en las matematicas
modernas. Para seguir en sus desarrollos a las matema-
ticas novisimas, sobre todo en la teoria de los numeros
reales y en la de los conjuntos, habria que crear otro
calculo de funciones ampliando el ya existente; el cual
nuevo calculo se ocuparia también de clases de clases cua-
lesquiera de individuos, de clases de clases de clases, etc.
Y esta nueva y por todo extremo importante ampliacidon
de la lbégica no sbélo es necesaria para poder seguir los
desarrollos de las matematicas modernas, sino que —
como vamos a mostrarlo con un somero esbozo —, es
al mismo tiempo suficiente para fundamentar la matema-
tica toda. (%)

Estando en posesion de dicho cdlculo de funciones am-
pliado, es dable definir ante todo cuando dos clases A y B
se llaman equinumerales o equipotentes. Reciben tal nom-
bre — a partir de Jorge Cantor — dos clases, cuando
cabe irlas copiando univocamente la una sobre la otra,
esto es, cuando a cada elemento de la clase A se le puede
hacer corresponder de tal modo un elemento de la clase
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B, que en esta operaciéon a cada elemento de B le corres-
ponda un elemento de A y uno sélo.

Un ejemplo. Son equipotentes las clases de cruces y
puntos de la figura adjunta, puesto que la clase de las
cruces puede copiarse sobre la de los puntos, haciéndole
corresponder, v. gr., a cada cruz el punto que se halla
verticalmente debajo de él. No son equipotentes, en cam-
bio, la clase de los puntos y las de los asteriscos, pues
hagase corresponder como se quiera a cada uno de los
puntos un asterisco, siempre quedard un asterisco al que
se le habrd hecho corresponder mis de un punto.

+ 4+
L S R

Por lo demas, de hecho los nifios y los pueblos primi-
tivos cuentan las clases compuestas de pocos nimeros ha-
ciéndoles corresponder univocamente — sea por contacto
o de pensamiento — los dedos de sus manos. No a otra
razon obedece el valor particular asumido por el nimero
10 en nuestro sistema numeral.

No se crea, empero, que este concepto de la equinume-
ralidad presuponga el del niimero o una operacién de
contar. Yo puedo, por ej., sin contar cuintos oyentes o
asientos se encuentran en esta sala, comprobar que hay
tantos oyentes como asientos; que cada asiento esta ocu-
pado por un oyente, y que cada oyente tiene un asiento:
con lo cual se establece la correspondencia univoca reque-
rida para la equinumeralidad. Antes por el contrario, es
sobre este concepto de la equinumeralidad sobre el que
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se apoya el de numero. Un numero se define, en efecto,
como la clase de todas las clases que son equipotentes
con una clase determinada. Por ej., el 5 se define como la
clase de todas las clases que — tales las de las cruces y
puntos de la figura — son equipotentes con la clase de
todos los dedos de una mano. Y Cantor ha descubierto
— descubrimiento que es preciso contar entre los capitales
de la teoria de los conjuntos — que también cabe reunir
en una clase todos los conjuntos equipotentes con un
conjunto infinito M, esto es, que contiene infinitos ele-
mentos, la cual se llama el nimero o la potencia de M,
obteniéndose de este modo diferentes numeros infinitos,
ya que no todo conjunto infinito es, como pudiera pen-
sarse, equipotente con todo otro conjunto infinito.

Los nameros finitos o naturales — 1, 2, 3. .. — se
definen haciendo uso nada mas que de conceptos logicos,
principalmente del llamado principio de la induccidn
completa. Esta dice que si una proposicién, verdadera
para el nimero I, en caso de ser verdadera para cualquier
numero n, lo es también para el siguiente n+-1, sera ver-
dadera para cualquier nimero. Una proposicion demos-
trable con ayuda del principio de induccidn completa y
valida para todos los nimeros naturales es, por ej., la
que afirma que todo nimero natural puede representarse
inequivocamente en forma de producto de nimeros pri-
mos. En general, el principio de la induccidn completa
resulta uno de los medios demostrativos mas importantes
de la aritmética.

En el campo de los niimeros naturales la suma y la
multiplicacidén se puede proseguir indefinidamente, no asi
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la resta y division. A cada dos numeros naturales a y b
les corresponde un nimero natural a-}-b que viene a ser
su suma, y un nimero natural ab que viene a ser su pro-
ducto; mientras que s6lo se dan nimeros naturales a—b
y a=~b en el caso de que b sea menor que a 0 respecti-
vamente, divisor de a. A objeto de que también la resta
y la divisidon quepa efectuarlas para cualquier par de nu-
meros, se definen como partes de nimeros naturales el O,
los numeros negativos: 1, —2, —3 . . ., asi como los
numeros racionales (los quebrados). Por ej., —3 se de-
fine por los pares de nimeros naturales a, b y se simboliza

. 2 .
con: a—>b, siendo a+-3 —b; - se define por los pares

de nimeros enteros a, b y se simboliza con a, siendo 2b

—3a. Aunque entre dos quebrados cualesquiera — y -5

b d

puede intercalarse siempre, en orden de magnitud, un
- a+rc , .

tercer quebrado, por ej., ;o—, quedan vacios entre los

quebrados, cosa que nace de que en el campo de los que-
brados cabe proseguir indefinidamente la suma, la resta,
la multiplicacién y la divisidn (salvo la divisién por 0),
no asi, otras operaciones, por ej., la extraccidn de raices.
Es facil de demostrar, v. gr., que no hay ningin que-
brado % cuyo cuadrado —Z; sea 1gual a 2, cosa que se
expresa también diciendo que Y/ no es un nimero ra-
cional. Esto no obstante, hay quebrados cuyo cuadrado es
menor en tan poco como se quiera de 2, y quebrados
cuyo cuadrado es mayor en tan poco como se quiera de 2.
Entre estas dos clases de quebrados — la clase inferior,
compuesta de todos los quebrados cuyo cuadrado es me-

nor que 2, y la clase superior, compuesta por todos los
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quebrados cuyo cuadrado es mayor que 2 — hay en la
clase de todos los quebrados un vacio, ya que no existe
absolutamente ninglin quebrado cuyo cuadrado sea 2.

Para llenar estos vacios, a la vez que para hacer fac-
tibles muchas otras operaciones fuera de las citadas (ex-
traccion de raices, solucidn de todas las ecuaciones no
lineales y otras), se introducen los numeros irractonales,
los cuales llenan precisamente los vacios en la clase de
los quebrados, es decir, que con ellos esta dltima queda
dividida en cierto modo en dos clases parciales. Una vez
que se han introducido todos los numeros racionales e
irracionales o, como suele decirse, todos los nimeros reales,
puede definirse finalmente en forma puramente ldgica el
concepto, basico para toda la matematica superior, de valor
limite y, por ende, los de continuidad, diferenciacidén e
integracion de funciones, asi como el concepto de espacio
n-dimensional (como la clase de todos los conjuntos de
n niumeros reales), sobre que se asienta la geometria ana-
litica.

Por ultimo, a fin de hacer resoluble la ecuacidon x? =
— 1, se introducen los numeros imaginarios y, en general,
los nimeros complejos: pares de numeros reales gracias
a los cuales, y de acuerdo con el llamado teorema funda-
mental del algebra, se hacen resolubles todas las ecuacio-
nes, teniendo cada ecuacidn de enésimo grado n raices.
En la geometria se define el concepto de proximidad de
un punto, y con esto se arriba al concepto general de
dimension mencionado en las conferencias de los Srs.
Hahn y Nobeling.

En una palabra, en virtud de la configuracién impresa
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a la 16gica por el calculo de funciones ampliado, las mate-
mdticas — segun lo expresa Russell — se han convertido
en una parte de la [6gica. Y afirmando ésto no se amplia
antojadizamente el significado corriente de la palabra 14-
gica para que quepa en ella la matematica toda. Histé-
ricamente las cosas sucedieron mas bien — lo hemos
VISto — como sigue.

Estudiando solamente las conclusiones que se sacan en
Jas matematicas superiores, y tratdndolas como trata el
calculo de proposiciones las conclusiones mas primitivas
(esto es, derivando todas estas conclusiones de algunas
formulas fundamentales con ayuda de unas cuantas re-
glas engendradoras de formulas), se llegd a ciertas for-
mulas fundamentales, que no sdlo permiten derivar las
conclusiones matematicas, sino que bastan también para
“deducir de ella misma la matematica toda. *

Con esto se consideraba acabada —por el afio 1900—,
la logistica, flamante edificio levantado en menos de
medio siglo por los matematicos, después de salir la 16-
gica del estancamiento en que habia yacido durante dos
mil afos. Nada quedaba por agregar, ya que el ma-
tematico de entonces hallaba en ella respuesta a todas las
cuestiones logicas que pudieran plantearsele. Debido a eso
una conferencia sobre 16gica pronunciada alrededor de di-
cho ano hubiera podido terminar aqui, consignando tan
dichoso resultado.

Lo malo que a comienzos del siglo presente las cosas
tomaron, en forma enteramente inespcrada, un giro de
efectos fatalmente destructivos para la logistica. Y fué que
se introdujo la operacién indefinida con clases y con
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clases de clases, fuente de paradojas; si, de verdaderas
paradojas. Y si una contradiccién interna ya es intolera-
ble en una teoria especial de una ciencia particular cual-
quiera, ifigurémonos lo que serd en la légica! En la
logica la existencia de una contradiccidn en su estructu-
ra significa algo realmente catastrofico.

Pero antes de entrar a discurrir sobre estas paradojas
de nuevo cufno, no he de pasar en silencio que ya la
légica antigua tenia las suyas. Es conocida la del men-
tiroso, llamada también el silogismo del cretense de-
bido a la fama particular que de mentirosos gozaban los
cretenses. ‘"T'odos los cretenses son mentirosos, etc.”” La
mejor forma de hacer ver lo que de ldgicamente paradoé-
jico involucraba este razonamiento para los antiguos, y
hacerlo con el rigor requerido en los tiempos modernos,
es aplicar tal razonamiento a las tres proposiciones si-
gulentes que voy a escribir en el pizarrdn:

(:2 —I— 2 — 5”’
“446=3"

““T'odas las proposiciones escritas en este pizarron son
falsas”.

Estas tres proposiciones ;json verdaderas o falsas? Las
dos primeras son manifiestamente falsas. La tercera no
es — me propongo demostrarlo — ni verdadera ni falsa.
Supongamos, en efecto, que sea verdad que todas las pro-
posiciones escritas en este pizarrdn son falsas: lo sera,
por tanto, en particular, la tercera. La tercera proposicién
es falsa, y como las otras dos también lo son, resultara
que todas las proposiciones escritas en el pizarrén son
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falsas: por tanto, la tercera proposicién es verdadera. En
consecuencia, si Se supone que la tercera proposicidn es
verdadera, se sigue que es falsa; si se supone que la ter-
cera proposicion es falsa, se sigue que es verdadera. Dicho
con otras palabras: tanto el suponer que la tercera pro-
posicidén es verdadera cuanto el que es falsa llevan a una
contradiccidn: la tercera proposicidn no es verdadera ni
falsa: resultado paraddjico, ya que segin el principio del
tercero excluso toda proposicidn es verdadera o falsa,
quedando excluida una tercera posibilidad. Cierto que un
analisis riguroso muestra que en esta paradoja entran,
como parte esencial, palabras que no son de naturaleza
logica, como: ‘‘Las proposiciones escritas en este piza-
rrén’’; por lo cual ésta y otras paradojas por el estilo se
designan, a propuesta de Ramsey, con un nombre espe-
cial, para distinguirlas de las puramente ldgicas: se las
llama paradojas epistemoldgicas.

Pero lo que desaté una grave crisis en la 16gica fué el
haberse descubierto en 1901 por Russell — a quien ha-
bia precedido en este terreno Burali-Fortis — una para-
doja puramente légica, esto es, una paradoja en el cual
sélo figuran conceptos del cilculo 1égico de funciones,
sobre todo el concepto de clase. Si M designa la clase de
todos los hombres, resulta: a) todo elemento de M es un
hombre, y b) todo hombre es un elemento de M. Como
M misma no es ningin hombre, sino una clas: de hombres
— en razén de a) — no figura entre los elementos de
M, no de otro modo como la clase de todos los triin-
gulos del plano no es ningun tridngulo, y por eso no
figura entre sus propios elementos. Se dan, pues, segura-
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mente — como se desprende de ésto y muchos otros
ejemplos — clases que no figuran entre sus elementos.
S1 designamos ahora con N la clase de todos los no-
hombres, resulta: a) todo elemento de N es un no-hom-
bre, y b) lo que no es un hombre, es un elemento de
N. Como N mismo no es un hombre, sino una clase de
no-hombres, figura — en razén de b) — entre los ele-
mentos de N. Otro ejemplo de una clase que figura entre
sus propios elementos lo suministra la clase de todas las
clases. En efecto, si designamos a esta ultima con K,
resulta: a) todo elemento de K es una clase, y b) toda
clase es un elemento de K. Como K misma es una clase
(la clase de todas las clases), figura — en razdn de b)
— entre los elementos de K. Sea ahora L la clase de todas
las clases que no figuran entre sus propios elementos.
Resultara entonces:

(a) Toda clase que es elemento de L no figura entre
sus propios elementos (las mentadas clases N y K por
ej., no son, pues, elementos de L).

(b) Toda clase que no figure entre sus propios ele-
mentos, es un elemento de la clase L (por ej., la clase
M de todos los hombres y la clase de todos los tridngu-
los son elementos de L). )

Vamos a examinar ahora esta clase para ver si L figura
0 no entre sus propios elementos. Afirmo, primero: que
es imposible que L figure entre los elementos de L. Ya
que si L fuera un elemento de la clase L, contendria como
elemento una clase, L, que figura entre sus elementos,
cuando — segin (a — toda clase que es elemento
de L, no figura entre sus elementos. Es imposible, pues,
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que L figure entre los elementos de L. Afirmo, segundo:
que es 1mposible que L no figure entre los elementos de
L. Ya que st L no fuera elemento de L, L seria una clase
que no figura entre sus elementos y, sin embargo, no
seria elemento de L, cuando — seglin (b) — toda clase
no contenida entre sus elementos, es un elemento de L.
Hemos demostrado, por consiguiente, que es imposible
tanto que L figure entre los elementos de L, cuanto que
L no figure entre los elementos de L: la proposicién “L
figura entre los elementos de L’ no es, pues, ni verda-
dera ni falsa: resultado paraddjico, ya que segun el prin-
cipio del tercero excluso toda proposicidn es verdadera o
falsa, quedando excluida una tercera posibilidad.

El primero en buscar una salida de la crisis en que
fuera precipitada la 1dgica por culpa de esta paradoja,
fué su mismo descubridor, Russell (). Su solucién con-
siste en lo siguiente.

Ante todo, hay que poner como base de las construc-
ciones que aparecen en las matemadticas un cierto nucleo
fundamental de individuos. Junto a estos individuos se
consideran clases de individuos, las cuales, empero, no
han de confundirse con los individuos mismos; y luego,
las clases de clases de tales individuos, que se designan
como clases de segundo tipo, y que no han de confundirse
con las clases de individuos (las llamadas clases de primer
tipo) ; y. en general, las clases de enésimo tipo, siendo n
un numero cualquiera. Todos estos diversos tipos de
clases deben mantenerse bien separados, y — lo que
importa singularmente —, cuando se habla de todas las
clases, es menester indicar siempre si uno se reficre a todas
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las clases del primero, del segundo o del enésimo tipo. En
segundo lugar, no es licito formar una clase que contenga
clases de distinto tipo como elementos. Teniendo en cuen-
ta estos requisitos negativos, un concepto como el de
“clase de todas las clases’’, que aparecia en la paradoja
de arriba, no ocurrird nunca: no figura en la jerarquia
de los tipos. Y tampoco ocurrira el concepto de la clase
de todas las clases que no figuran entre sus propios ele-
mentos. Por manera que estos conceptos, que dan lugar
a las paradojas susomentadas, se eliminan gracias a la teo-
ria de los tipos. Claro estd que esta teoria no ofrece nin-
guna garantia de que mediante ella se desterraran las pa-
radojas, aun no descubiertas, que eventualmente lleguen
a formularse. Un pastor en son de preservar a su rebano
de los lobos rodea de una tapia el lugar en que pace: pero,
ipuede estar absolutamente seguro de no haber encerra-
do un lobo dentro de la misma tapia? Esta es la duda que
planteaba Poincaré con motivo de un asunto parecido al
que da pie a estos comentarios, y que podriamos también
plantearnos aqui nosotros.

De hecho, sin embargo, con la estricta observancia de
las reglas de los tipos no se ha descubierto hasta ahora
ninguna otra paradoja mas. Un segundo camino seguido
para descubrir paradojas, es el formalista o metaldgico
de Hilbert.

El pensamiento sobre que se asienta esta teoria puede
resumirse como sigue.

Al tratar de cualquier teoria matemaitica o ldgica es
preciso indicar, en primer término, como se designan en
ella los conceptos fundamentales que aparecen en sus



208 CARLOS MENGER

razonamientos, y cOmo sus proposiciones se van elabo-
rando, sobre la base de tales signos fundamentales, en
series de signos. Por ej., los conceptos fundamentales
sobre que versan los axiomas de la geometria euclidea,
se llaman — lo saben Vds. por la conferencia del Sr.
No6beling —: punto, recta y plano. Una de las relaciones
fundamentales en la misma es la de ‘‘estar en’’. Una
de las reglas para elaborar, sobre la base de estos signos
fundamentales, proposiciones geométricas es, por ejem-
plo, la siguiente: siempre que antes de las palabras
"esta en’’ aparezca el signo de un punto, después de las
palabras ‘“‘estd en’’ aparecerd el signo de una recta o de
un plano. En segundo término, se han de formular los
axiomas de la teoria, queremos decir, poner a la cabeza
de ella las series de signos, correspondientes a ciertas pro-
posiciones, para que hagan las veces de féormulas funda-
mentales, como procuramos hacerlo para el calculo de
proposiciones. En tercer término, se han de indicar las
reglas engendradoras de férmulas, es decir, las reglas de
calculo para derivar de series de signos, que corresponden
a proposiciones de la teoria, nuevas series de signos,
cuyas correspondientes proposiciones son acogidas en el
seno de aquélla, como lo hicimos igualmente para el
calculo de proposiciones enumerando las reglas que éste
aplica para hallar nuevas féormulas. Con esto la teoria se
convierte en un calculo, y la teoria de este calculo 1lamase
la metateoria pertinente.

Esta metateoria se ocupa de cdmo convienen entre si,
y de cdmo salen las unas de las otras las proposiciones
de la teoria primitiva, cudles proposiciones son demos-
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trables o refutables en virtud de los axiomas, etc. Mientras
en la geometria euclidea, por ej., se demuestra — es
decir se infiere de los axiomas con ayuda de las reglas
engendradoras de férmulas — que la suma de los dngu-
los interiores de un tridngulo es de 180°, debate la me-
tateoria la cuestidn de cuales axiomas euclideos son im-
prescindibles para deducir este teorema. Es de orden
metageomeétrico, por ej., la comprobacién de que el
axtoma de las paralelas es independiente de los de-
mas axiomas. Cometido especial de la metateoria de
una teoria. dada es demostrar que esta ultima no esta
afectada por -ninguna contradiccién, esto es, que en ella
no cabe demostrar nunca una proposicién y su contraria.
Por consideraciones metatedricas se demuestra — lo men-
cioné el Sr. Nobeling en su conferencia — que, si la
geometria euclidea se halla exenta de contradicciones,
también se hallard exenta de ellas la no-euclidea. Se ha
podido demostrar, ademas, por consideraciones matema-
ticas que si la teoria de los niimeros reales se halla exenta
de contradicciones, se hallara exenta de ellas la geometria
euclidea. En vista de eso, Hilbert esperaba poder demos-
trar en una metaldgica o, respectivamente, en una mate-
matica codmo se hallan exentas de contracciones la logica
0, respectivamente, las matematicas; y de este modo, no
sOlo salvar a ambas de la crisis en que las han preci-
pitado las paradojas descubiertas, sino preservarlas para
siempre de semejantes crisis, probando concluyentemente

la imposibilidad de cualquier clase de contradicciones en
dichas ciencias.

Mas antes de adentrarme en el estudio de los frutos
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cosechados por via metaldgica en este respecto, he de citar
algunos de los resultados generales suscitados por el mé-
todo metaldgico.

Asi como en geometria, partiendo de axiomas distintos
de la geometria euclidea se han deducido otras geometrias,
cada una de las cuales forma, no obstante, un sistema
cerrado; asi se han construido también varias ldgicas,
que difieren entre si, pero cada una de las cuales forma
un sistema cerrado. A titulo de ejemplo citaré las llama-
das [dgicas polivalentes, ideadas por Lukasiewicz y
Post (8).

En la 16gica corriente todas las proposiciones se dividen
en dos clases: la de las llamadas verdaderas y la de las
llamadas falsas; de manera que toda proposicién perte-
nece a una u otra de dichas clases, cosa que halla su ex-
presidén en el principio del tercero excluso. Pues por ana-
logia con esta ldgica se ha desarrollado otra, en la cual
las proposiciones se dividen en tres clases, y rige el prin-
cipio del cuarto excluso. Y del mismo modo que la hipé-
tesis de que por un punto exterior a una recta pasan varias
paralelas, no ha dado por fruto meramente un edificio
tedrico abstracto, sino que es susceptible de ser represen-
tada en clerta manera intuitivamente valiéndose de mo-
delos; asi cabe hacer accesible aproximadamente a la in-
tuicion esta ldégica trivalente, dividiendo, p. ej., las
proposiciones en positivamente verdaderas, inciertas y po-
sitivamente falsas. Generalizando, para cada numero na-
tural n hay una légica n-valente, en 1a cual las proposi-
ciones se dividen en clases, y rige el principio del (n 4+ 1) -
simo excluso. Y la ldégica corriente con su biparticiéon de
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las proposiciones entra en esta clasificacion en calidad de
légica bivalente. A cada una de estas logicas n-valentes
les pertenece una matematica; verdad que hasta la hora
ésta s6lo la perteneciente a la ldégica bivalente ha sido
estudiada con amplitud.

Pero no importa. El sélo haber llegado a admitir la
existencia de diversas 16gicas y de matematicas a ellas pet-
tenecientes ya constituye de por si un paso interesante.
La prueba mas clara de lo que significa este paso esta en
que hasta hace poco no mas se las descartaba: todavia
Poincaré las tildaba, explicitamente, de imposibles.

Fuera de esta conexién con las matematicas en general,
posiblemente las ldgicas polivalentes se hallen en intima
conexién con el calculo de probabilidades. Diremos mas:
es de esperar que mas de un punto oscuro de los funda-
mentos de la teoria de las probabilidades se esclarezca
precisamente a la luz de la loégica polivalente. (%)

La metateoria de una teoria tiene por misién, entre
otras cosas, demostrar que esa teoria se halla a salvo de
contradicciones, queremos decir, que no figura en ella
ninguna proposicion que sea tan legitima como su con-
traria. Pero para que pueda cumplirla ha de reinar ante
todo claridad en cuanto a los medios demostrativos permi-
tidos para tales consideraciones metatedricas. Todas las
veces que se trate de alguna geometria u otra teoria es-
pecial, la cosa no ofrecerd gran dificultad; en caso ne-
cesario se podrd utilizar naturalmente como medios de-
mostrativo el cuerpo entero de la ldgica. Donde se
suscita la dificultad es cuando dicha demostracidn se
ha de hacer para la l6gica misma y para las matematicas
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que se resuelven en la légica general. Aqui no cabe aplicar
todas las especies de deduccidn 1dgica, porque eso seria ha-
cer intervenir en la demostracién aquello mismo que se
trata de demostrar. Por medio de la deduccién légica ha-
bria que demostrar que el sistema de los principios de la
deduccién ldégica no presenta contradiccién alguna. Tal
demostracidn careceria, pues, de valor. Para que lo tenga,
s6lo es licito emplear una parte de la ldgica. Con un
minimo de medios demostrativos metaldgicos tratase de
probar la falta de contradicciones para la parte mds
grande posible de la 16gica y de las matematicas. Por ej.,
Herbrand logré demostrar la falta de contradicciones del
calculo de proposiciones y de una parte de la teoria de
los nimeros naturales, empleando la induccién completa,
pero sin recurrir al principio del tercero excluso.

Pero habia que ir mas lejos atin: extender esta demos-
tracién a la matematica toda. Este era el problema cardi-
nal ultimo que se imponia resolver: valiéndose de una
parte de la logica y de la matemdtica demostrar la falta
de contradicciones de la légica y matemdtica toda.

T"al era el estado de la ciencia hace muy poco; hasta
que en el ano 1930 se realizé un descubrimiento comple-
tamente inesperado, prefiadisimo de significacidén; y quien
lo realizé fué el joven matematico vienés, Kurt Godel.
Y consistid en solucionar el susomentado problema car-
dinal, pero en sentido negativo. Demostrd, con efecto,
Godel, por via metaldégica — haciendo uso nada mas
que de la teoria de los numeros naturales — que con
una parte de la [6gica y de la matemdtica no se pucde



LA NUEVA LOGICA 213

demostrar la falta de contradicciones de la [ogica y de
la matemdtica toda. (1°)

Naturalmente que esto plantea en seguida la cuestidn:
ino sera hija acaso tal imposibilidad de alguna falla de
que se resienta el sistema axiomatico de la ldgica, corre-
gida la cual quepa demostrar de veras que la ldégica se
halla exenta de contradicciones? No; la imposibilidad
que decimos es de orden mas profundo.

Godel, en efecto, ha demostrado la siguiente genera-
lisima proposicién: Es imposible demostrar la falta de
contradicciones de ninguna teoria formal que abrace la
teoria de los numeros naturales con ninguna especte de me--
dios expresables en [os términos de dicha teoria. Por consi-
guiente, sean cuales sean las modificaciones que se le
hagan sufrir al sistema de ldgica, mientras permanezca
lo suficientemente amplio como para que baste para fun-
damentar la teoria de los numeros reales, serd imposible
demostrar su falta de contradicciones con los medios ex-
presables en los términos de dicho sistema. Pero si a los
medios demostrativos metalogicos se les agregan otros,
no formulables en los términos de la teoria ldgico-mate-
matica cuya falta de contradicciones se trata de demostrar,
entonces si que se hace posible la demostracién. Eso si,
en este caso los medios demostrativos rebasan de la teoria
de referencia. Cabe, por ej., demostrar la falta de con-
tradicciones de la teoria de los nimeros enteros, si se pre-
supone como medio demostrativo la operacidn con cual-
lesquiera clases de ntimeros naturales, esto es, esencial-
mente, la operacidon con numeros reales. Lo que si resulta
imposible, es demostrar con una parte de las matematicas
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la falta de contradicciones en la matemitica entera o de
una parte amplia de la misma. Claro que con una parte de
las matematicas cabe demostrar la falta de contradicciones
de otra parte de las mismas, pero a condicién de que la se-
gunda sea mas reducida que la primera. O dicho con otras
palabras: para demostrar la falta de contradicciones de
una parte de las matemdticas, necesitase en general de
una parte mas amplia de aquella cuya falta de contradic-
ciones se trata de demostrar.

Este resultado es fundamental. Pero tal vez haya quien
créa que no hace falta tanto razonamiento para llegar a
¢l. No nos extrafiaria que los no matematicos de tenden-
cias filos6ficas nos salieran advirtiendo que a ellos jamas
no se les habria ocurrido esperar otra cosa. Si hay
algo que al filésofo le resulte claro, es que una teoria
no cabe fundarla sobre una de sus partes, como no
se haga entrar en su elaboracidn elementos superfluos.
No obstante, al querer aplicar tales principios gene-
rales a los problemas metaldgicos, no ya se revelan
como no evidentes, sino como falsos. Asi, p. ej., —
segin se menciond — basdndose en los axiomas de la
teoria de los nuimeros reales, se puede demostrar que
la falta de contradicciones de dicha teoria trae consigo
la falta de contradicciones de la geometria euclidea y de
la no-euclidea n-dimensionales, aunque la teoria entera
de los numeros reales no pase de ser una parte, un caso
especial — la geometria monodimensional] — de la geo-
metria n-dimensional. De la investigacion de Godel s
desprende, en cambio, lo contrario: y es que, p. ej.,
basandose en los axiomas de la teoria de los numeros
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naturales — para la cual Peano fué el primero en poner
en pie un sistema de axiomas — es imposible demostrar
que de la falta de contradicciones de la teoria de los ni-
meros naturales se siga la falta de contradicciones de la
teoria de los nimeros reales. Tampoco es dable demostrar
con clertas partes de la teoria de los nimeros naturales
que, Si estas partes estan exentas de contradicciones, toda
la teoria habri de estarlo.

Por este par de ejemplos contrapuestos se echa de ver
que eso de que ninguna teoria quepa fundarla sobre una
de sus partes, no es una cosa evidente por si, que tiene
su razdén de ser en ciertos principios generales. No; esta

verdad no es evidente por si, sino — tal es el sentido
del descubrimiento de Goédel — una proposicidbn mate-
matica de raices escondidas, que puede y necesita ser
probada.

Ilustra bien la fuerza de los métodos metamatemati-
cos la segunda parte del descubrimiento de Godel. Pero
para explicarles a Vds. con mas detalle este tltimo, tengo
que tomar las cosas de un poco mas atras.

Fué uno de los mayores descubrimientos de Euler que
las proposiciones que tratan de los numeros naturales 1,
2, 3, 4,... cabe también demostrarlas con los llamados
medios auxiliares trascendentes, es decir, con ayuda de
consideraciones que se salen de la esfera de los nimeros
naturales y que dejan atras el principio de la induccidn
completa, pues emplean los conceptos de valor limite y
de continuidad, asi como la operacién con nimeros reales
y funciones cualesquiera. Por ej., la proposicion — ha-
llada y demostrada de modo elemental por Fermat —
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de que todo numero primo de la forma 4 n4-1 es repre-
sentable por una suma, y una sola, de dos cuadrados de
numeros naturales, ha sido demostrado también con me-
dios auxiliares trascendentes. Pero a despecho de la gran
admiracion suscitada por este descubrimiento de Euler —
del cual se ha desenvuelto una rama especial de las ma-
tematicas: la llamada teoria analitica de los nudmeros
—, persistié Ja creencia de que todas las proposiciones
sobre nimeros naturales se pueden demostrar con medios
elementales. Y aun cuando se encontraban proposiciones
elementales que sélo se estaba en condiciones de demostrar
con ‘medios trascendentes, atribuiase ésto a la circunstan-
cta de que hasta entonces no se habia dado todavia con
las demostraciones elementales de tales proposiciones.

Pues Godel ha probado por via matematica que existen
seguramente proposiciones sobre los ntmeros naturales,
que no cabe demostrar en forma elemental: para demos-
trarlas es preciso echar mano a medios trascendentes (1°).
Ni se debe ello — es el caso de repetirlo — a alguna
imperfeccidon de que se resintieran nuestros supuestos acet-
ca de los nimeros reales; antes es un caso particular de
un teorema de validez general que reza: En toda teoria
formal que abrace la teoria entera de los numeros natu-
rales, existen problemas no dirimibles en el seno de la
teorig en cuestion. Asi como hay proposiciones sobre los
numeros naturales sélo demostrables con los medios au-
xtliares tomados de la teoria de los numeros reales, asi,
hay proposiciones sobre los numeros reales sélo demos-
trables con los medios auxiliares tomados de la teoria
de los conjuntos de nimeros reales, y hay problemas sobre
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conjuntos de numeros reales sélo dirimibles mediante
hipdtesis sobre conjuntos de potencias superiores. Y lo
que es mas, en toda teoria formal que abrace la teoria
entera de los nimeros naturales hay proposiciones no
dirimibles hasta entre las referentes a los nimeros reales.

En otras palabras: una l1égica universal, que, arrancan-
do de unos cuantos principios zanje todas las cuestiones

imaginables — con la cual sonara Leibnitz — es impo-
sible que exista.

L.a metamatemadtica ni estd en aptitud de demostrar
que las matematicas se hallan a salvo de contradicciones,
ni de poner en nuestras manos un procedimiento para
decidir todas las cuestiones que puedan presentarse. Pu-
diera tal vez creerse entonces que ha fracasado. No es asi
sin embargo. Pues aun prescindiendo de los preciosos fru-
tos obtenidos por ella que tienen valor por si, no hay que
olvidar que ha sido precisamente el punto de vista meta-
matem?itico creado por Hilbert lo que le ha permitido a
(Godel lanzarse a hacer sus descubrimientos. Antes que ha-
ber fracasado, la metamatematica ha dado pruebas de ser
hasta ahora el Anico camino por donde quepa penetrar y
conocer algo de las bases de la 16gica y de las matematicas,
por mas que estos conocimientos se reduzcan en parte a
la destrucciéon de ilusiones.

Y con esto paso a hablar del tercer camino por que
se ech6 — los dos primeros fueron la teoria de los tipos y
la metamatematica —, al ser precipitada la ldgica en una
crisis por las paradojas descubiertas en los albores de
nuestro siglo. Verdad que el camino ya existia de antes;
no se hizo mas que elaborarlo. Quien lo habia abierto
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fué el matematico Kronecker, alld por el afio ochenta y
tantos del siglo pasado, quiere decir, con antelacién al
descubrimiento de las paradojas dichas. Los continuadores
de Kronecker lo designaron con ¢l nombre de intuicionis-
mo. (11)

Russell hace de las matematicas una parte de la ldgica:
Kronecker estd por la primacia de las matematicas sobre
la 16gica. La construccién matemética le es, pues, lo pri-
mario. ‘‘Los ntimeros enteros — dice — han sido hechos
por Dios; todo lo demds es obra humana’’. Tan es asi
que la construccidn matematica es lo primario, que la
pura deduccién légica puede, cuando no la acompafian
construcciones matemadticas, llevar a proposiciones mate-
maticamente incorrectas. Lo que sobre todo ataca Kro-
necker son las demostraciones indirectas, las cuales del
hecho de que se demuestra que la no existencia de una
entidad con ciertas propiedades es contradictoria, con-
cluyen la existencia de una entidad con las propiedades
en cuestién, sin suministrar, no obstante, un procedi-
miento para construir la tal entidad. Un ejemplo ilus-
trara esto.

Supongamos que se lograra hacer patente por algu-
na via que la hipdtesis — designada como de Gold-
bach — de que todo nimero par es representable por una
suma de nimeros primos, encierra una contradicciéon: ;Qué
concluiria el matematico clasico? Pues que existe un nu-
mero par no representable por una suma de numeros
primos. Lo que es Kronecker, no iria hasta formular tal
proposicion existencial, a no ser que se le indicara real-
mente un numero par que no sea suma de dos nimeros
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primos, o, por lo menos, un procedimiento que permitiese
hallar, recorriendo un numero finito de pasos, semejan-
te numero. De demostrarse, por ej., que entre los ni-
meros de 1000 cifras existe un namero de la especie de-
seada, habria seguridad de encontrarlo si se fueran exa-
minando uno por uno, de menor a mayor, todos los ni-
meros de 1000 cifras, para ver si son o no representables
por una suma de nimeros primos. Cierto que procedi-
miento tan largo no podria ponerlo en prictica hombre
alguno; con todo, después de un numero finito de pasos
no dejaria de conducir al fin propuesto. En cambio, la
mera demostracidon indirecta de esto — el inferir que ha
de haber un nimero par que no sea representable por
una suma de numeros primos, basandose en que es impo-
sible que no exista — careceria en absoluto de viabilidad
a los ojos de Kronecker, puesto que no se tendria con
ello ningin procedimiento para hallar tal ndmero.

Poincaré, de su lado, dirigidé sus ataques contra lo que
él llamaba definiciones no predicativas. Son las defini-
ciones en que entran como clases las mismas a que perte-
nece la entidad que se trata de definir. Ejemplo tipico
de semejantes conceptos no predicativos lo constituye el
de la clase de todas las clases, que da pie a paradojas.
Son asimismo no predicativos los conceptos, de impor-
tancia para toda la matematica superior, de nimero ma-
ximo y de limite superior de un conjunto de nuimeros.
Por eso Weyl, en su libro sobre “El continuo” (1918) ha
arribado a la conclusidén que hay que desechar estas enti-
dades, salvo en el caso en que también sean susceptibles
de determinacién metddica, por tanto, de definicidén no
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predicativa. Las proposiciones que si tienen valor con-
cluyente, al entender de Poincaré, son las que da por
fruto la induccidn completa: son proposiciones sintéticas
a priori, en el sentido de Kant.

En los ultimos decenios Brouwer ha ido sacando las
consecuencias que implicaban las tesis de Kronecker, y
mostrando cdmo extensas partes de las matematicas mo-
dernas descansan sobre demostraciones existenciales indi-
rectas, y que quitandoles este punto de apoyo viene a
faltarles su razén de ser. La induccidn completa findala
este autor sobre una intuicion primigenia, de la cual toma
asimismo su concepto de conjunto; pero de este concepto
no se sale; las investigaciones tedricas sobre los conjuntos
que vayan mas alld de este concepto rechdzalas como
carentes de sentido. LLa 1dgica expresaria las regularidades
del lenguaje de la deduccidn aplicada a conjuntos finitos;
trasladarla a los conjuntos infinitos fuera absurdo. En
especial modo no seria aplicable a los conjuntos infinitos
el principio del tercero excluso, fuente de las demostracio-
nes existenciales indirectas.

Kronecker habia limitado el uso de la palabra existir:
existe lo que puede ser hallado recorriendo un numero fi-
nito de pasos. Brouwer hace suya esta tesis: de ahi que
impugne la validez de la alternativa: una de dos: o todo
numero par es representable por una suma de dos nu-
meros primos, o existe un numero par que no es la suma
de dos niimeros primos. Mientras no se demuestre, o
refute, uno de los dos miembros de la alternativa la
hipétesis de Goldbach, no sélo permanece envuelta en
oscurtdad la solucién del problema — es decir: es inse-
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guro cudl de los dos casos sea el cierto —, sino que ni
hay seguridad de que sea soluble; de suerte que ni si-
quiera es posible formular a priori la alternativa — es
decir: no es licito afirmar que uno de los dos casos sea
el cterto. La alternativa sélo se podra formular a pos-
teriori. Recién después de efectuada la demostracién, ©
refutacion, que deciamos se podrd ver a posteriori que es
cierto uno de los casos afirmados en la alternativa. Por
otra parte, tampoco a priori cabria afirmar — siempre
a juicio de Brouwer — que el problema de Goldbach,
o cualquter otro problema determinado, sea insoluble.

Contrastan con estas ideas de los intuictonistas las de
los matematicos de tendencias clasicas. En el sentir de
estos ultimos, una proposicién como: ‘“Un nimero que
tenga la propiedad P cabe hallarlo después de recorrer
un numero finito de pasos’’ — proposicidon que no se iden-
tifica con esta otra: “Existe un nimero que tiene la pro-
picdad E”” — no es la contraria de la proposicidén: ““To-
dos los nimeros tienen la propiedad no-E’’, de modo
que para el matemaitico de tendencias clasicas estas dos
proposiciones no forman ninguna alternativa. El hecho
de que haya cuestiones indecisas no tiene, pues, para ¢l
nada que ver con el principio del tercero excluso. Ni
siquicra queda afectado en su sentir este principio por
los problemas indirimibles que plantea la metamatema-
tica. Hemos visto, en efecto, que en todo sistema de
axiomas que abrace la aritmética, cabe enunciar propo-
siciones, cuya verdad o falsedad es imposible de probar
con los métodos formulables dentro del sistema de axio-
mas de referencia. Parecer este iltimo no compartido por
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el intuicionista, quien opina que algin dia podrd dirimir
esas cuestiones; ya que él no expresa sus métodos de de-
cidir los problemas matematicos en un sistema de axiomas
determinado, sino, como veremos todavia, les deja un
margen de libertad.

iCémo defender la matemadtica clasica de los ataques
de los intuicionistas? Un analisis desapasionado del in-
tuicionismo nos lo hara ver.

Es menester distinguir entre lo que los intuicionistas
pretenden y como lo cumplen en sus exposiciones orales
o escritas. Segun los intuicionistas las matematicas se ago-
tan en la actividad constructiva del espiritu. Lo unico
que le es dable al matentitico en su exposicidn es su-
ministrar al oyente o al lector indicaciones mas o menos
imperfectas con que este ultimo pueda reconstruir en su
espiritu lo que él, el matematico, ha construido previa-
mente en el suyo. Detengdmonos a examinar tales exposi-

ciones. Imperfectas y todo — como manifestaciones mera-
mente exteriores que son del pensamiento — constituyen
— no hay que decirlo — el Gnico elemento de juicio

de que dispone el critico que quiera juzgar desapasiona-
damente del intuicionismo. Dos ingredientes cabe discernir
en ellas: uno de indole matemiatica y otro de indole
epistemoldgica. Consiste ¢l primero en construcciones,
pero también en demostraciones, que se valen con toda
regularidad de ciertos modos de silogismo. Consiste ¢l
segundo en afirmar la plenitud de sentido de los modos
de silogismo basados en la intuicidn, y la carencia de ¢l
de los modos de silogismo que se salen de aquélla.

Al aseverar: ""Tales modos de silogismo tienen sen-
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tido; tales otros carecen de él’”’ no se hace sino traducir
una impresidon subjetiva o un gusto personal. Afirmacio--
nes de este tenor sélo tienen interés para el que haya de
trazar la biografia de la persona que las formula. En la
légica o las matemdticas no hallan cabida. Son juicios
de valor, frente a los cuales la Winica actitud que cabe es
la fundada en lo que le dictan a uno sus propios senti-
mientos. Se ha de decidir por un acto de voluntad que tales
modos de silogismo se han de emplear y tales otros no;
pero porque si, no porque quepa encatarlos como fuentes
de conocimiento, susceptibles, por tanto, de recibir el
calificativo de verdaderas o falsas. Eso por lo que hace
al ingrediente epistemoldgico involucrado en las exposi-
ciones de los intuicionistas.

Purificadas del mismo, jqué queda de ellas? Pues la
deduccién de clertas proposiciones con ayuda de ciertos
métodos y modos de silogismo: un sistema de silogismos
de acuerdo con ciertas reglas. Pero no otra cosa son tam-
poco las matematicas clasicas. Los intuicionistas, es verdad,
protestan de que la totalidad de sus construcciones sean
reducibles a un sistema formal, sean precisables en cuerpo
de axiomas. No obstante, como es posible agrupar los si-
logismos desarrollados por ellos con plena regularidad,
a juzgar por sus exposiciones, y reducirlos a unos pocos
— vy efectivamente Heyling ha formulado tal axiomatica
del calculo de proposiciones y funciones del intuicionis-
mo —, esta afirmacién de los intuicionistas sélo puede
tener evidentemente el sentido de que ellos se reservan el
derecho de utilizar eventualmente otros silogismos fuera
de los contenidos en un sistema cualquiera de axiomas.
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De hecho, empero, los silogismos desarrollados por los
intuicionistas son reducibles en cada caso a sistema formal.
Por ej., hasta hoy los intuicionistas no han sacado en cl
calculo de proposiciones y funciones ninguna conclusién
que no figure en el sistema de Heyting. No obstante esto,
st algun dia, en base de vivencias reveladoras de evidencias
de especie no conocida hasta ahora, llegaran a hacerlo,
pues habria que proceder al ensanche del sistema de axio-
mas: y nuevamente se tendria entonces un sistema formal
que tradujese los datos existentes. En consecuencia, en I
intuicionismo la parte formalizada esti limitada, por
ast decirlo, hacia abajo, esto es, constituye un cierto mi-
nimo que no admite con seguridad merma: sdlo hacia
arriba esta abierta, esto es, no cabe fijarle un maximo.
Por lo demas, tampoco la matematica clasica exige ¢n
modo alguno una rigidez absoluta en el sistema de los
axiomas fundamentales, sino que también ella se reserva
el derecho de introducir nuevos axiomas.

Con el fin de ilustrar mas de cerca este asunto, haga-
mos mencién de los conceptos de asignabilidad, construt-
bilidad y demostrabilidad de que se habla cn el intuicio-
nismo, pero de los cuales no se han precisado hasta el
presente todos los casos en que cabe aplicarlo ni todas
las reglas pertinentes; en particular, se lo ha hecho ¢n el
sistema de Heyting. Los intuicionistas se aferran te-
nazmente a sus construcciones y rechazan las argu-
mentaciones no constructivas que sc salgan de cllas,
sobre todo en la teoria de los conjuntos: cosa en que yo
me pondria de parte de ellos, mirandola como de con-
secuencia para las matematicas, con una condicidn: si no



LA NUEVA LOGICA 225

hubiese sino un dnico tipo de postulados de constructi-
vidad; y eso — con seguridad — no ocurre. Hay pos-
tulados de constructividad gradualmente diferentes. Lo
que hace el intuicionismo no es mas que realizar una de
estas multiples posibilidades, forjando un sistema de
postulados confusamente delineado en muchos puntos, y
a buen seguro no el mas riguroso que quepa concebir.
Con todo eso, aun entre algunos matematicos de ten-
dencias no intuicionistas reina la opiniéon de que el in-
tuicionismo, parte de la matematica clasica — la parte
de ella que no contiene el principio del tercero excluso ni
sus consecuencias — es mas seguro que aquélla tomada en
toda su amplitud. Pero Godel ha encontrado hace poco
que, no so6lo la matematica intuicionista es una parte de la
clasica, sino que todo el calculo de proposiciones clasico
entero y toda la teoria clasica de los nimeros junto con
el principio del tercero excluso pueden ser mirados como
una parte del intuicionismo, ya que por medio de un
diccionario sencillo se puede traducir cualquier propo-
stcidn clasica de los campos mentados a una proposicion
intuicionista (12). Una de las reglas para tal traduccidén
es la de que, siempre que en las proposiciones clasicas
aparezcan las palabras “p o ¢’’, hay que poner “es impo-
sible que p sea imposible y q sea imposible’’. En verdad,
pues, el rechazo del principio del tercero excluso no trae,
por consecuencia ninguna limitacién en las proposiciones
clasicas — ya que los intuicionistas admiten imposibili-
dades para las proposiciones universales —, sino tan
sdlo una modificacion en los enunciados de las mismas.
Como si puede comportar limitaciones reales el intuicio-
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nismo, es rechazando — como hacia Poincaré — las de-
finiciones no predicativas, limitaciones que afectan en-
tonces a la teoria de los conjuntos. Puesto que, en lo
tocante a los conceptos especificos de esta Gltima, yo he
indicado hace ya algunos afios un diccionario que permite
traducir todos los conceptos intuicionistas en conocidos
conceptos especiales de la teoria clasica de los conjuntos.
La diferencia en este punto entre el intuicionismo y las
teorias clasicas estriba en que el primero se circunscribe
dogmaticamente a los conceptos especiales, calificAindolos
de plenos de sentido y constructivos, mientras a los con-
ceptos clasicos que se salen de aquéllos los tacha de ab-
surdos. Pero con este proceder el intuicionismo deja de
pisar terreno matematico, y se lanza a pronunciar los
juicios de valor de que ya dijimos paginas atras.

Eso por lo que respecta a la critica del intuicionismo.
Seguro que cabe en lo posible — por mis que yo no lo
tenga por probable — que se pueda llegar a una ldgica
restringidisima y a una matematica realmente finitista (la
cual, claro esta, seria entonces mucho mas restringida que
la llamada matemZtica intuicionista), contemplando las
relaciones de la légica y las matematicas con lo que nos
ofrecen las proposiciones empiricas. En las proposiciones
matematicas que se rigen por la empiria no figuran los nu-
meros reales ni el concepto de continuidad. El Sr. Hahn ha
senalado el hecho de que no hay modo de comprobar por
medicién si el didmetro de un pedazo determinado de
tiza es racional o irracional, y en otra ocasion ha sena-
lado el hecho de que en las proposiciones puramente em-
piricas no aparece tampoco ¢l cuantificador ‘“‘todos-as”
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Tal vez pueda desarrollarse una matematica restrin-
gidisima asi, no lo negaré; con todo eso — y sin prejuicio
del interés que pueda tener epistemoldgicamente — para
la inmensa mayoria de los matematicos no ofrecerd otro
interés que el que, pongamos por ejemplo, para un ged-
grafo la geografia de su lugar natal.

Se han enterado, pues, Vds. que la 1dgica y las mate-
maticas no son ni inalterables ni inconmovibles; que la
l16gica aristotélica ha revelado ser insuficiente, y ha sido
sustituida por el nuevo edificio de la l6gica matematica;
que esta ultima ha venido a parar a un atolladero por
culpa de las paradojas descubiertas en su seno, del cual
han buscado una salida por diversos caminos la teoria
de los tipos, el formalismo y el intuicionismo: se han
enterado Vds., en resumen, que también la logica y las
matematicas se hallan — lo mismo que las demas cien-
cias exactas — bajo el signo de crisis y reconstruc-
cién. Bien; acaso pregunten Vds. entonces cdmo salen
libradas la 1dgica y las matematicas de todas estas vicisi-
tudes porque han tenido que pasar.

Lo que al matemdtico le interesa y lo que hace, es,
exclusivamente, deducir ciertas proposiciones de ciertas

otras — que debe enumerar antes de proceder a la deduc-
cién, pudiendo, por lo demds, elegirlas de diversos mo-
dos — con el auxilio de ciertos métodos — que también

debe enumerar antes de proceder a aquélla, pudiendo, por
lo demds, elegirlos también de diversos modos.

En cuanto a la légica, emprende la formulacién y el
primer desenvolvimiento de las reglas generales de la
deduccién. En eso se cifra la actividad tanto del 1dgico
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como del matematico; actividad que no es susceptible, ni
lo necesita, de fundamentacion: todo lo que — a mi enten-
der — esta en manos del 16gico y del matematico, es com-
probarla simplemente como hecho. Cuiles proposiciones
fundamentales y métodos de deduccidn haya de elegir el
matematico o el 16gico; en qué relaciones se encuentren
con la llamada realidad y con las vivencias reveladoras
de evidencias, etc., son preguntas que pertenecen a otras
ciencias, menos exactas.

Las matematicas no estdn inmunizadas contra contra-
dicciones: en cualquier momento pueden declararse en
su seno. Eso es lo que quiere dar a entender Poincaré
con su metafora, que.en sus manos significa todo un
reproche contra el caracter de la certeza matematica. El
pastor, en son de preservar a su rebano de los lobos
rodea de una tapia el lugar en que pace: pero, ;puede
estar absolutamente seguro de no haber encerrado un
lobo dentro de la tapia misma? Y el solo motivo que lo
mueve a formular este reproche, es que él exige que la
certeza matematica, sea, no soélo gradualmente mayor, sino
esencialmente mayor.

Claro que si quisiéramos tratar en todos sus detalles
la profunda transformacidén sufrida por nuestra manera
de concebir la légica y las matematicas, nos saldriamos
mucho del marco de esta conferencia. Vamos a Iimitarnos a
precaver contra un error, en que mas de uno podria incidir
ateniéndose a nuestra definicidn de las matematicas: v
es el de figurarse que la mera transformacidon de propo-
siciones cualesquiera de acuerdo con reglas cualesquiera, no
constituye una ciencia, sino un juego.
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Hay sin duda en las matemadticas un aspecto de mero
juego, que encierra para el que las entiende cualidades
estéticas andlogas a las de la miusica, a la que nadie le
reprocha, sin embargo, el que no trasmita conocimientos,
sino que sea solamente un juego. Verdad que mientras
poquisimos hombres estin destituidos del todo del sen-
tido para la musica, el goce estético de las matematicas
le esta vedado desgraciadamente a la mayoria. Pero eso
no quita la justeza de la comparacién. La capacidad para
gustar 'de las matematicas no es mas rara que el oido
musical. Si la primera se halla tan poco difundida, no se
vea en ello sino las deplorables resultas de una mala
ensenanza. Entendamonos: la capacidad de gustar de las
matematicas podria hallarse mas difundida con una buena
ensefianza, no el don de invencidn matemaitica, el cual
es tan poco comun como la fuerza creadora del com-
positor.

Pero las matematicas son algo mas que juego. Lo haré
ver a la luz de un solo ejemplo. Y lo aduzco, no porque
me parezca la aplicacion mas importante de las matema-
ticas, sino porque pone de manifiesto con toda brevedad
lo que queremos aclararnos, y por serles a Vds. familiar
por la conferencia anterior. ;Qué podria haber tenido,
hace cien anos, mas el caracter de mero juego a los ojos
de un observador superficial que la hipdtesis de que en
un plano por un punto exterior a una recta pasa mas
de una paralela, y sus consecuencias? Y sin embargo,
sabemos hoy que las vias de los rayos luminosos y de
puntos de masa bajo el influjo de la gravitacidon vienen
a ser esas paralelas multiples. De modo que tales especu-
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laciones matematicas, tan ajenas en un principio a la
realidad y al parecer tan de mero juego, dirigen nuestra
atencién sobre una multitud de relaciones entre objetos
observables en la experiencia que antes no sospechibamos,
y a la par nos suministran medios para fiscalizar cuan-
titativamente nuestras hipdtesis.

Concluyamos. Si bien las matemiticas, tienen que
moderar — debido a los descubrimientos hechos por la
nueva légica — sus pretensiones en cuanto a poder re-
solver todos los problemas que se les plantean (recuér-
dese -al respecto el teorema de GGodel, citado mas arriba),
y en cuanto a hallarse en absoluto al abrigo de contra-
dicciones, con todo, las partes superiores de las mismas
se han ido desenvolviendo y elaborando en estos ultimos
anos en forma tal, que llena de admiracién especialmente
a los que penetran en las conexiones légicas mas hondas.
Por eso nosotros sustituiriamos la decantada metafora de
Poincaré del pastor y del lobo encerrado en la tapia por
esta otra, mas fiel a la verdad de los hechos.

Nuestras casas estin desde luego expuestas a que cual-
quier dia las destruya un terremoto. Pero no por eso, sin
embargo, se resolveran los hombres a la larga a renunciar
a la construccidn de casas, y a las comodidades consiguien-
tes para irse a vivir en cavernas. La vida del troglodita,
sobre ser incdmoda, no ofrece una proteccidon absoluta con-
tra los efectos de los terremotos. Lo que si hacen, es es-
forzarse en construir casas cuya estabilidad y firmeza las
pongan a resguardo de semejante peligro.

Pues igual problema se plantca ¢ igual solucidén se im-
pone — a lo que me parece — en lo atanedero a las
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matematicas clasicas. Los matemadticos construyen casas,
el vivir en las cuales, no sdlo les resulta placentero, sino
que les reporta beneficios, en el sentido de que los capa-
cita mas para la interpretacién de la naturaleza. Lo malo
que el dia menos pensado se les pueden venir abajo:
siempre hay el peligro que en el seno de sus teorias surjan
contradicciones que las invaliden. ;Qué hacer? ;Se cru-
zaran por ello de brazos, y dejaran sin terminar las casas
cuya construccidn tienen empezada, o de construir otras
nuevas? No; lo que habran de hacer, sera esforzarse —
después de cada terremoto — en construir casas capaces
de resistir los terremotos mas firmemente que las des-
truidas.
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