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R P. Cesco: Sabrelos Solucanes Homagriicas de Probems de los Tres Cucrpos 5

Del sitema (3) reula, multiplcando escalarmento la. primers ccuacidn por Py la sogunda por Q@
¥ teniendo en cuenta s (4

PP= 0+ ool + anascoss
®
@ = 95+ aad + avaaycons

 multiplcando I primer d I () por Py 1 segunda por Q'

PP e P00
©

Qe P =0

Consideremos primero el caso escaleno ¥ o cl sfecle IV con o, = . Se tendrt entonces vy # 0
¥ a0 Por ser P/ 40 (0 bien @ 4 0) xise cieto intervalo =, ) en el cual debe tenere P 0
Q' % 0y que de I contrario e n algin intervalo, @' = 06 P = 0y e virtud do () P X @ = 0
contra I segunda biptesis. Supongamos que en dicho interval (-, =) sea P -Q = 0 en cuyo caso
s tambita por (@) P -Q' = 0. De () sigue

Popte0 @0 =0
de donde

Pt Q7 cont
¥ por )

@ 5 = € = const.

ecuacion difrencal que pormitird, conoido C hallar con 5(0) = 1y 4(0) rbitesso, = 50y por
tanto « = (0,

i en cambiofues P - @ 0, n cuyo cao et ambidn P - @ 0, s d (5, e viead do 4)

P P Q=0
© integrando
P =y = const.

Pero de 14 (5)y do esa Gtima s0 obtiene

(onat + s + K =y
donde
K = auanoi + anaans + 2asonaios cos .
Luego
8= asa + a0

Valdea I 7), como en el caso anterio, con C = (y—K)/3, ¥ serfs P'.Q = 0 conten In hipbess
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Pr=a?; Q=a; [P—Q=a
P.P'=0, P*+P.P'=0;
Q-@=0 Q'+0Q-¢"=0;

P.Q+P.Q =0, P'.Q+P.Q"+2P .¢=0.
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auP’ P’ +a,:,Q -Q" =0

anP'* + a1,Q"* = v = const.
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(an10:® + a2as®)p’p + K = v
K = a110210:* + 02201202* + 23120210102 COS ©

0 = ana:® + a0 # 0
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P'? = const. Q'? = const.

p*p = C = const.
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4.8 par el contrario es 8 = 0, o cual implica ay o, e cbtien de las (5 y de § = 0:

P4 0/Q" = (5 o+ anarar
de donde

'
= b an)

-
® 3@+ @]
P

Pk ) a0

©

EPI AT P

De squt results, en virtud de Jas (4 y 5 = 0

a0 P

wP.Q

Se tiens P -Q 0. En clecto, 5 P Q = 0 resuta P’ -Q' = 0y por tanto P Q'+ P'- Q" = 0.
Pero por (9) s

PP .

R O ) A BRI

5 y8 que I condicidn § = 0 mpiica sgn 50, e P Q= 0

de donde P Q = 0 lo cusl por (4)

s 0y por tanto gy —
corapatible con P+ Q' = 0.

Derivando (10)
WPQ (e P

Pero do (8), 9) y = 0 sigue
KPP0 Q= i PO

Inego
200 Q) (P Q) =

¥ de st i fuce P Q' 4 0 resltata
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P

Q"

= (p*p + an)ar® + G210z cOS ©

= (p*p + a)a® + anaia; cos ©
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‘SOBRE LAS SOLUCIONES HOMOGRAFICAS DEL PROBLEMA
'DE LOS TRES CUERPOS ()

Por R P. Cosco

‘Surmary. The abjec o this paper i t prove th folloing theorm: The ol homayraphic sl-
ons of the tree-body pralem of clsiel mchanics with a L of ataction inersly proportional o
any power 7 of th disane » re: (1) The pure dilations. (1) The collincar oltions. (L) The equ.
Lateralslutons. (1Y) The soeeles soluions of Baxscuiewirs for a = 3, and_(V) the slen ol
omsgien i this e, la for . = 3, thefirt hreFinds bing the nly plans slutions forany value of .

1. Now proponerson demostrar en et nota que 1a daicas soluioncs homogrficas dl problema
e s res cuerpos de I mesdic coeste,con ey do atsaceid inversamente proporional  cuslqier
potencia = do I distancin 1 son: I, Ias diataciones puras; 11, las solucions colneales; I, las sol-
ciones aquiiters; 1V, las souciones isdeeles do Busacutewire, para = 3 3 ¥, las solucones
esclenas consideradas & continuaci, también para a = 3

En virtud de un teorema recente de Kuatn (), cads solucidn homogrdica dl problema de o
trs cuerpos, con Il de ataccidn mencionads, e lana para todo a 3. Tambi puede demas-
trarse hcimente que para cunlier valor do 1 Unicas soluiones homogrfica planas son 1as do
o8 tipos I, 1 y TI1. $6 ofco alguna difultd In determinacicn do s condiciones do existencia
do solucones homogrficas —dosde Jueg ni planas i con @ 4 3 do los tipos 1V V.

2. El sistema.do ccuacones diereninls de movimiento al cusl deben sutistace las solucones
homogréficas puede escrbire para a = 3 en In forma

#ht i +an =0
[0}

ot o+ a0

donde 1, y y on loa vectore de posicidn de los puntos-uass m, y myrespecto do un sistema “helo-
céntrico” con origen en e punto-masa m = 1 —m, — my y donde los codficente ,, st daos por

(et s = et — o)
@
(L mar o ma o = mat )

) Prntad & I T, Rt do I Asociuidn A Argin dospicsbre 105
0 T . On Luune' g sl of U prn ot L, . Nth, VIE (1967
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p'Ty + aury + ara = 0

P73 + anri + aary = 0





index-116_2.png
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p = p(t)> 0 con p® = p(0) = 1, la dilatacién.
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siendo
=it a=ll; asint—nd

5= 50> 0 con # = 50) = 1, I dilatacin.

Pongamos en dicho sistema. (1)
ne=r nen

sendo P = P(0)y @ = Q) vectores de mdios constantes:

1Pl ==l =5 101 = Il = a0

P—a

1
Sin=nl=a

de donde
P Q= o con = comt.;

 cambiemos I variable independients ¢ por otrs < defrida por la expreién

PR T

Bl sstem. (1) s tranaforma.entonces e el siguiente:

P @) PranQ =0
® .
@ tonP e Q=0

donde los acentcs indican derivacidn respecto do ¥ Tos puntos dervacion respecto do 1
Por ser
»

i@t Poghe e
e obten, deivando
Ppa0 Prap.Pie;
® Q@=0 ¢ He@-0;
PLQEPQ -0 PP 2P0 =0

5. Pars no comsidear sino sohcione homogrdicas do s tipos IV V sponremos

1+ P 0 6 en @ 40, con el i de excie o dilataione pure.

2 P X Q%0 para exclui Jn solciones colnale

2 Que l il de lados o, o no s cqulters,






index-116_4.png
Pl=<pl=a; 10 == Inl-a
3 P

1
[P—Ql=—In—rl=a
P





index-116_3.png
T]=pP

T2 = pQ





index-113_1.png
OBSERVATORIO ASTRONGMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

SERIE ASTRONOMICA ~ Tomo XXV, N' 2

SOBRE LAS SOLUCIONES HOMOGRAFICAS
DEL PROBLEMA
DE LOS TRES CUERPOS

Por

R. P. CESCO

LA PLATA
1959
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

103
1950

Doctor DANILO CARLOS VUCETICH

Doctor CONSTANTINO BRANDARIZ

Doctor JULIO MARIO MARTIN

Lic. CESAR AMILCAR DUMM

Doctor JOSE DOMINGO MENDEZ

Decanos: Ing. Agron. Edgardo Néstor Camugl, Ing. Alberto

R. Gray, Dr. Enrique M. Barba, Dr. Amilear A. Mercader,

Dr. Constantino Brandiriz, Dr. Tumberto Giovambatista,

Dr. Federieo E. B. Christmam, Dr. Simén Jansenson, Dr.

Sebastidn Guarrera y Dircctor del Observatorio Astrons.
‘mico: Dr. Reynaldo P. Cosco.

Delegados de los profesores: Tng Agr. Htalo . Constantino,
Tng. Juan Sibato, Prof. Joss M. Lunazi, Dr. Rail Dumm,
Dr. Edilberto Fernindes Ithurrat, Dr. José Méndez, Dr. Ri.
cardo R. Rodriguer, Dr. Samson Leisorson y Dr. Angel L.
Cabrera,

Delegados de los graduados: Tng. Agr. Luis G- Cornejo, Agr.
Octavio de Ia Colina, Prof. Juan M. Sadi, Dr. César Ves
Losada, Dr. Vicente A. Autonini, Dr. Pedro J. Aymonino,
De. Neéstor 0. Ladd, Contador Angel . Mugetii y Dr. Cons:
tante P. Moneda,

Delegados de los alumsos: Oscar de Cordova, Eduardo Me-

drano, Jorge Alfredo Crospi, Humberto Maxwell, Enzo

Recia, Roberto Manucl Catévalo, Hugo A. Crogo, Heriberto
Zardini ¥ Roberto Carpinetti.
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A Watness, Teoi sabre laacumulcion de s peibelis y o de s astorides 11

Para pasa shors 1o muevas variblesbay e reliza s siguientes ransormaciones

® e, P, (@0 =
et cosa (@) = 2 wf + 5P () E )
(o 4580 ()

3]

) (- )

)= G 456

5

() 4 G )

&)

En las firmula cliscas o sparcce I ongitad del peribelio 3, sino sio : w=3 -+
1 diferencia ¥~ cs del 3%rada por lo meno respect de las clinaciones orbisls; por ol desarollo
st ol § grado inclsin, resula I expresiin

a0

Lo

© mem drmatgbetg -0 -

Este desuroll scannaof 69 grado, y que I magei
mis bjo, con el iemino do 2°geado ¢ . 'cos (5 o).

La maguitad de—v—, ademis (—c) dependicatss do las varisbes inclinacin,
forma siguieat, st e 4 grado inelusiv -

el tirmino del grado

FO )+ =

® - §la=r - -l

L@ = ar-pry

Finalmente obiénese respecto delcosliciente ; y sus potencas, sliendo de s Grmulas bisi

el ringulo eféico correspondient formado porlos odos de s dos il y u punto de inerece

©

(= 1+ (4= 1Y)+ 510 4= =

S == P

0+ ==

Tl =2 @ =V o=

gl =t - P
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oo = C()

P’? = const.,

Q=P .Q=0,

Q'* = const.

P .P"=@Q.Q" =0
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=

F= B, 0T =Py, e cos (i —5) = B !, ce sin ('
#etcos 2 ('~ ) = 2 (n +58)" = (8 +7) (57 +4%) = (' +38)° — (' —a¥)"

et sen 3 (&~ &) = 2 (' +8Y) (v~ &)

& cos (i~ ) = (544 (o' +
& sen (i — ) = (§+4%) (+
e eos (& — &) = (5% +4) (n +53)

e sen (' ) = (§*+47) (¥~ &)

€% cos (@ — ) = (3407 (57 +4?) (3 +wr)

e sen (& - @) = (3 +7) (¥ +57) (8 — &)

&)

~5
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3
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'
S
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6. Si reemplazamos abora en (1) P por su valo (11) y ¢ por € nos queds:

2+ (€0 00+ R) +an =0
a

@4 a0Q+R) + (C+aQ =0
de donde, aliminando Q'+
) TONQ = (€ + au— ek
sendo

TO) = 0 + (o — @A — o

En virtd de la hipgtess P X Q 0 debe ser & 0.y @ X # 0. La (13) exige por tanto que sea
0 =0

an
Ctan—dan=

en cayo caso, como s v sin difcultad, s C ra de I ecuacidn do segundo grado.

Cha o

a5

Ot
Bl disriminante de esta ecuacion es poiivo ¥ puesto que
@30, 0> 0, Gt auan> 0
ambes rafees son negativa.
Pero la segunda de las ocuacones (12)
o) Q7+ (o + O 0 = —ank
nos indica que por ser Q| = const,es preciso que sea

@+ Chan>0
o, por (14

PR

3 para esto, que " sa 1 rse que coresponde I doterminacitn positiva del radical Con dicho valor
e C, con 1 de X obtenido de (11) y con & = P~ X se halla Q itegrando la (1) y P mediaate.
a )

Ahora bien, reemplazando en ls (5) %5 por el valor hallado de C se obtiene

Pr= (O oo+ asascos i Q= (€ + on)ad + duaycos s
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Q" 4+ (au\ + C + a22)@ = —anR
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azl'>\ + C + (122> 0

1
C+7(au+a22)>0
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1 1 1
- ajay + - azfay; = e (a:? + a?) [mas = 1
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Wo=a?P P+ a2 Q . Q" = 20007 P . Q'

2a0*(P - Q) (P - Q) = — (au—an) P . Q'
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R P Cescos Sobr s Suluciones Homogrifcas del Probema de os Tres Cuerpos 7

A oo e
e donde, s oo i vl 2 3 o s vl i e 1a cprsi
§ = =Y + mad —a =0
ot G+ ma) a4 maara

encontraramos tras breve cdlculo

¥ puesto que 1—m> my, 1—m> miy

' ' ' .,
e e = @+ oo 3 1

et corw > 1

Debe ser puss P/ Q = 0, uego tumbién P Q' = 0y en virtud de (6" P =0, Q' -Q" = O s
dcir, como antes: P = const., @ = const. ¥ %5 = const.

5. En resumen en pucs en cusuiers de o dos cason § % 0.

) 5 =)
) Pr= const, @ = const
© PgeP Q=0 PLP=0.0 =0

Multiplicando shors vetorismente s (3) por Py Q respoctivamente queds

PXP 43aPXQ=0, QXQ'—auPX Q=0

lugo los vectores , @, Py @ son, para cada < parleos  un misno plano sy puesto qus por (0
3108 (@) son P’y @' perpendiculare 3 dicho plano podemos esciis ' = \Q' con X constante ea
vitud de (5), © integrado

an B

R

donde el vector constante R queda determinado, conecido . por las condicones niciles.

T Gt a5 = C o 3) oty st K 4 o v . T i e
o Sl 5 R ST I L G R T
sy orea Y pu 2
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8 = ma*(ay* — @) + maar?(azt —a™t) = 0

at = (mag? + maas®) (myay? + maap?) lar’az?
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P + aQ"? = (2p*p + ay + ax)a’a?

" 1
pp = iy (an + a2)

-G+ )]

1
P+ (I-t + B (au 1122)) P+4+a:Q =0

1
Q" + anP + (u -5 (@ — au)) Q=0





index-122_1.png
0 omservaTono astaosdico b Lo U

- Tog @V[C1 ¢+ 1)
2ylel
B 2 Con mm 0.1 = 0. 700507 4
el = L SIS = 00 = 0. 508030 = 0. 0050 = — 0. C2720; 0 = 0. 0SS0
e o s prsigue como n e implo anterior

;a2

N ' ' ;
B3 Conms e m e ame = VE

relta
o = 1304 e = 3B A=l Cm =52
B pues
P=itjens0et keenr
i cosr + sen
on 0 - VIEE

7. Consderemos finalmento las retantes soluciones homogrdfias isdceles do Baxacazwrr,
o 50 los casos en que @, = @ y por 4o iz = 0 6 bien oy = a do dondo ay, = 0.

Si 0 = 0 sigue de (6): P/ P = 0 de donde P = const, Es pues
5 = const, Q= const, @+ Q" = 0 de donde P Q' =0

Tuego P Q = 0.y ol raaonamiento sigue como antes.
s shora 5 0;
TO) = Naw + o —a) =0

Ctan—tam=0

Supongaraos primero
A= do donde C=—ay
Le D) da
PR const
7 ao:
@ (om0 Q = —ouP

con e au> 0 por ser Q] = const.
i tomamos pues

Peai
reslta

i+ aj cos e 4 ksen Q)
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P =1.987283i + 0 - 225179 (j cos Qr + k sen Qr)
Q = —0.003402i + 0 - 999996 (j cos Qr + k sen Qr)
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P=ai

dut i + a(j cos Qr + k sen Qr)
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T(\) = Maah + a2 —au) =0

CHau—>Na=0

A=0 de donde C = —ay
P = R = const.

Q" + (82s—an) Q = — anP
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P =i+ jcosQr + ksen Qr
Q =—i+jcosQr + ksenQr
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ay = Gz = 13/64; @ = an = 3/64; A
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R P, Casco: Sabre Lo Solciones Homograficas del Problema de los Tres Cucrpos 11

donde

0= o au; au—an = 2 ¥ por tanto e = M ¥ o = " —af4> 0

Mientras quo s consideramas la otra rais

A= (o — s de donde €

1 (1) adopta I forma

@m0 Q= -kt

0 oy an>0.

Si tomamos pues 2 = P 3 = v, nos qued integrando dicha scuaci diferencil

0 - a4 k)
de donde

P =0 Gen0r + kenr)
sendo

@ e o @ = = /2 de donde my = my como en el caso anteio, ¥ »° = 405 0.

B4 S
e U U @1 ma?
B e
W a6 = 15068 A2 Cn 1
Tooando
'
P VY
it
Rer—se-
B e

P = jeosr b ksen e

@

L=
VB G ksen )
donde @ = /TSZ; y tomando 50) = 14 resulta

P ¢

OBSERVATORIO ASTRONOMICO.
L Plata, octubre 18 do 1950
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onst., @ - Q" = 0 de donde P . Q'

o*p = const., Q" =
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an> 0, ax> 0, and— a1262,> 0
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T\ =0

C+an—Mau=0
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R P, Cesco: Sobre b Solciones Homograficss del Problema de los Tres Cusrpos &

¥ puesto que P = Q" y que, en virtud de (14)y (15) s

c
M Ta T T

remilta

an [ ——

En particular, s o, = o st condicid exige que soa i = ¥ por tanto my = i

s 10 (1) o . i 07— 2 i

ecuacion de terer grado en < = o'

(0mst—m3 ) (0t 0

R Py

+ 4 o) a7 =)

Bi 1S m 0.7 m=0.L;
La ecuscion de terce grado en

amy mel

0.859—3.005—0.1054+0.90 =0

de donde
£ 4 SANGT luogo o= 2130157
Es pues
= 0. 050605 =0 100385 0= 0.0014475
= 0001808 A=0.2580 =009

Tomando respeto de una. terma fundamental de vectores uniaris i, j, k

P TS 0. 251705
@ = 0003402 + 0. 099940

R=Poag -1 sssoi0d
¥ por tanto.

P a1 G788 0. 25170 (] cosr 4+ K sen Or)

Q = 0008402 + 0. 90099 (j coo Or + ksen )

con Q= 000701 3 mando 560 = VICH s tiene = |V 7 1 de donde
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A"+ (C+an) (M@ +R) +aQ =0

Q"+ aa(A@ + R) + (C + a:2)@ = 0

TMQ = (C + an— daa)R

T(\) = an)? + (@22 — @)\ — a1z
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((1 —mi) az' — (L—ms) a;‘) 2— ((1 —my) aragt + (1 —my — 2ma) a3t

— (1 —2m — mp}ai* — (1 —my) a;‘ﬂx’) 24 (m—m)z

+ (m + my) (s — a7®) = 0.
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C +an [t

A C+ ax

(an — a95) 185 €08 © = a0’ — a1202?
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ay = 0 - 059605 @ = 0 . 190395 az = 0. 0014475
0 - 904803 A =0.225180 C =-0.059279

@z





index-121_4.png
0.8522—3.9022—0-1024+0-90 =0

z =4 .563167 luego a = 2 .136157





index-121_6.png
Po =11 .987283i 4 0 . 225179 j
Q =—0.003402 i + 0 - 999996 j

R = P°—\Q* =1 .988049 i





index-129_2.png
x =Ciz;,—X%,
Yi=3581z—Y;
Yo—Xotghy = Xptg. b, — Y, (1)
x3 =C323—X;

Vs =S3z3— Y,





index-129_1.png
Modificacién del método de Wilkens para la determinacién
de 6rbitas de cometas, con hipétesis parabélica

Por C. A. ALTAVISTA

suae

On s¢ propose dindiquer quelques modifications de caractére pratique de lo méthode de
Witk poor Ta décermination des orbises de comites dans [hypobhise paraboligue, sendart o
Jorier les application. Avee cets présetation 1 méthode apparai s smplie, On detr
Tine Is distance gioceniigue p. pour Vinsant & appluTuGnt wi ystéme des Egustions fonds.
enias 1o et ds s Sofrion 45 1o Doronse” . !

1. En su trabajo “Determinacin de érbitas de planetas y cometas”, publicaciones del Ob
servatorlo Astronomico de La Plat, Serie Astrondmi, Ko XV, A, WiLatxs desaerolla un me
fodo muy signiciativo para el cileulo de una orbite G un comets en 1a NIpAtests de excentr

cldad unitarts.

Nos proponemos aqui indicar algunas modifcaciones que estimamos convenientes para sim-
plificar €1 proceso_caleulistico y asimismo hacer una observacion sabre 1y forma ¢h cloe s
for encara i planteo para Ia sojucién del sisema de ccuaciones fundamentalcs.

En la publicacidn de referencia Witans utiliza como ccuaciones de partida las siguiente:

X =Cin—X,
n=Sim—Y
xstghs = Xt w

= Ciz =X
i=Su—Y

EI plano fundamental de referencia es 1a Eecliptica; x, v, 2 son las coordenadas helioein
tricas del astro para los instantes . Ias primeras dos coordenadas pueden tomar los Subindices
1,2,3;1a ditima 1 y 3 solamente.

€., S, dependen de las coordenadas esféricas del cometa con (i = 13); X, ¥,
son cordenadas solares

Para obtener ¢l sistema de ecuaciones fundamentales, se desarrollan las coordenadss co-
respondientes 4 los instantes L y & on series de potencias del tiempo, tomando como origen
el imstante correspondiente & 1y primera observacion, y teniendo. en cuenta uego 1t dos pri-
iers Ccsucones el istoma (1), Lo desarolo e Seie mencinados pueden ponese n 1

.2.9)

U £y gy (1= 23) donde £ y g son series que dependen de r, 7, Fy 1/r

—s—
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s (35" ya g todos los Fctores mencionados ctin fectados por la 213 §¢ potencia do
salienlo del ieming do

3o con =3

sen den

ecidade, Sucesivameate se oblenen los desrrollos en la forma. s

oo mis bejo: ¢ cos(&~w) = ¢ cos(@—3) + e sen

Sicndo ya por fos epresenacions anerors

e e

Ehw Y s

-~
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@ Bt = = B+ -
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S = PG )
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w o ) = 1 A )+ HE N = B )

o e o) PG )
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HE O =)+ (= )+ 5 G
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) (P

e cos () — 0) =

e eos (2 — 20) = 2
+2(3% = 73)

20) = 2 (3 + 77) (3

) = D E )
+ ) = )

W)
+ ) (5 +
o) = (5 ) (57 o+ )

)

e

e cos (2 = 20) = 2

Sebcos (3 — Bv) =

¢ cos 27 €03 21 4 ¢* son 2dy? son 2%

cos (20— 27)

== Gll=Y = o=p) + g+ = (=100
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Asi resultan ceusciones en que lss componentes de 1a velocidad quedan expresadas como
Tunciones lineales do la distancia 2 al piano.de la ecliptica

AT despejar los érminos que contienen dichas incognitas, WILKENs tiene en cuenta <ol
mene, en 1o primeros miembros, & aquellos terminos de las seres g con potencias lineales de
71 incluye erroneamente, & nuestro Juicl, loa do mayor grado, en los términos Independien.
iés para. efectuar las aproximaciones siguientes.

La”exposician del método que haremos & continuacién salvar esta omision.

2" T determinacin de una drbia en e cao de ipiess parsbiia e mis simple que
en el caso geners

En electo, 1 adoptamos tal supuesto, a teoria condiice a una ecuacitn algebraica de sexto
rado en la incognita elegida, mieniras que suponiendo una excentricidad arbiiraria. (menor
e Is unidad) se Tega & und ccuacion algebraiea de oetavo grado,

Fecordemos' que, por 1as propledades.de las scuaciones del movimiento referidas al bari
contro e sistema en 1 problema de los dos culorpos, e obtiene 1a Jmula ue Expresa 1t cons.
tancia de 1a suma de las encrgias potencial y cinétics

LEoeMYr— —kMIa

1 signo de a define ol caricter de Ja rbita que describe ¢l cuerpo secundario alrededor del
asteo central. Si a < O, 1a drbita es una hipér bola; sia > O, es und clpse.

La condicion por 1 pardbola es a == s , e tal manera que en cada instante 1as dos energias
son igusis

XgbE

e M )

Por otra parte podemos escriir, consderando el tridngulo formado po el cometa con <l
Sot 3 o e P “ e

=Pt R 2ZpReosy = L. @

Los formulas (1) y (@) mucstran como debe encarase e problema
¢ ve, e ofect, que abtendeems 1a soucion analiis 5 hallamos expresiones de las ve-

locidades en Tas cuals st sean Funcione ineales, por ejempl, de 13 Sstanea eocémirica

el comea por e “
Fongamos:

k=atap
y=ntrp )
a=vivp

donde a o' 2, 4 ¥ son expresioncs & determinsr.
S ntroducimos ¢l sistoma de ecuaciones (3 en la (1), obtenemos:

aip @

Podemos identifcar el sistema fundamental (2), (4), con el que corresponde al método de.
Leuschner, s bien en ambos casos, los coeficientes ionen sygnificados may. distintos. (Crate.
ford, “Detérmination of orbits of comets and asteraids”). Me Graw.Hill. New York.

Busquemos, pucs, las expresiones anliticas correspondientes a1 sstema (3.

Antes, ndicarems las modificaciones que crecmos convenienies para abreviar 1a exposiciin
¥ consiguientemente Ia resolucién numerica del método de WiLKexs.

Primeramente, de acuerdo a las normas actuales, hemos adopiado coordenadas esfericas
ecuatorisies

La variable o determinar serd

distancia geocéntrica para Ia segunda observacion; esta
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my=my =1/4; m=1/2; a1=1; ar=

an = 17/32; a2 = 1/16; ax =15/64; N =2; C=—1/16

P = jcosQr + ksen Qr

— 1
Q= ——;—]/15i+7(jcosﬂ~r+ksenﬂ7)
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inaugelogien Terme sof Grund der Ansichung aller gofen Planten mach Stockwell, sermitelt der
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' jodes weteren, i Grade hiberen Koclientenpares ne Verbesserung. der
o 5, sodap die Vesbessrungen

e als incars Kunktion der ersin.

cirafulien, chenso in Do auf i Froy
shrittweise von immer habeeém Grade worden.
Der . Toil uasees 1. Schrtes besteh n Aologie s 1. Tl in dom Verglech der Koelliente

sorbergehenden Lion

7 (1640) onceks Ableitung der Korfientn e, w5 dicse Nocli

r
vomsin A in 5% wnd cos A

oten st i unser fraberen 1 Losung i $ 1, indem s, sin A und y.
.0, i tatn garnicht auf. Jea abr in di Gleicy

aucl au lle baberen Term in den Diflerentnllechungen dic Koclli
1nit Rachaich auf ll Naheeungen. Ju deecrsen Naberuvg reduciren <ch die Gleichun,

¥ cos A war, die Wer.
cen s Biieren, die ewcinen, s mit Bachsicht

0 (1648) anl
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icht. Deshal wollen wit  diesen Zovecke cine exskte ntegation mit Rockscht auf die Hauplorme
vornehmen. Zor Vecinfachung dee Glechungen (13§) wollen wit die Lingen von dem Punkie b,
der wieschon (b, in Bezug auf den Froblingspunkt die Linge 3500 ha, sode = ¢ und 1/

Jen wie unter (125) gegeben. Nach Homogeniserun aof Grand von (1250) mitels
126)luten i neen Diffrentialgeichnngen in Bexog uf . . p nd g e (127).
deren Lisung aof Geund des Ansoaes (1270)erfolg, der bei Sustitotion s in dea Konsanten 4, B, C
und D homegene. Gleichungssystem (1284) 1o Foge hat, Da mindestens ein disser Konslsnten von
o verschieden sin o, mu e Dtcrminant desSystms verschwinden und daait die Glichum (1386)
und (129) don charakteristischen Koeffenten < lser. Die explste Form (i29) fabet daon or
secinfchten Form (1301) dec Detervinnte, wobei ¢s)de Bedeutun (130b) bt und e KoelTzicoten
(=0, 1,3 and 3)durch dio Ausdrcke (1 3or)definiet s,

Auf Grund der dueh (130u) nd (130e) xierten Besichungen swishen den beiden KoefTinten-
Uppen €, . dy 06, o 5. exgeben sich noch wesentiche ereinfschungea dor Kocfieaten,
o nter Vershwinden von g, und gy di fr  defsiive Form (133) dee Glechung ctsabt. I
Minblick anf di Losung von (130s) st 20 beschien, 1 ash vom Gradeo nd der Ondaun; 2 st wabreod
ound g, bede vom Grade , s 7, on der Ordung §, 9 von der Ordnung 3, wobei sber 5" vom
Grade § und der Ordung 4, wio g, st Folglich egib sich nach (135), 4o "+ =+ /=5 g7
Gead 2, Ondnung 2 s, sodo unsere bokannte,obre Rachsicht uf < (s besthende 1. Nherungalosung

(Grado. Ordaung 2) bei Bericksichigun von « um Terme des Geades 3 und der Orlung >
o Korriiaren st Substitoker man desalb die 1. Nubsrungslosung <= —ay i ¢ (1), den Zuste
hoberen Grades as 4, 0 olgt ausder Darsiellung (133), 445 ¢(5) =g+ 9" >0, sodsp die drcl
(132) sere Summe positivee Teeme. nue mitels eines Komplesen # glich o s Aann, nden sl
ER— by 1. Noberungswert .= D jen

missn - Aet Aen! con g +15in ), bemsa y, pund g gedimpfle Schwinguagen mit

o o also oo 4 Bmit a7

daellen i g she nabe leich dom ersten Nabesungowert ¢, wabrend , mit

€ vershwindet. Dle Subsitation von 1=, +s, in die Glichung (1300 fr s egibt dann mittel dee
Glichungen (133) bis (142) die Darselangen von o, und. g, mitels (141) und (16a), wobi 5, vom
Grade o und der Ordnung 1, ensprechand der 1. Niberangslosung far s, wibread dee durch 10
hersorgebrachte KocTiient g, om Grade 3, sbee auch von der Ocdong 1 it Die den Vsiablen . 3,
p uod g entsprechenden Lisungen, aufgetrennt in den rellen und imaginiren Teil, fxert dss Sy
(184). und die avischen den Konstantn besiehenden Besiehumgen cnthaien dic aus (1280) herorge-
Hienden Systeme (1§5) und (1 §6). Debachie mandie Konstanten ', B, € und I s die § willarlchen
Stegeaionskonstantn, o folgen die djungierien Konstanten A, B, €, und D" mitiel (113),
entsprchend dee Lisng 5, +ic,, sodad aldann die abeigen Losongen gems§ (143), d. b
t0,io, unte Permutation der Voraschen von 5, und g, nd Beracksihiigung der Besichungen
(448) und (130),in (1) und (151) esichulic sind. Die sehlelich aus der inearen Zussmmensetaung
der  parikulieen Lisungen hervorgehenden Gessmlsungen snd i (151) dargestell. Die Darstllung
der § Jntegrations Komstanten durch die Anfangselemente e, 5, 3, und 6, geben die Besehungen (152)
Entwickelt man den ssymptotschen Koefzinten ¢4, nach Potenen von o, o et sich, dof
der asymploischa BNkt durc sikularo Zusaiacme dargestelt wied, die mindesteos 3 Grade hler
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e xsen Naberang eschlich wae, cglech uner Feslegung ds wachsenden Gesdes der Konfigenten
Die obige Darstellung e sskulaen Exaentisitsvarisblen mites Fe
ent 51+ § frdert dae s, ine
e Neggevarisblon orenchmen. i dalurh iretenden Terme, an Grond e il
chungen (1) sind n den Gleichung
(139) nd (162) wiodergegeben.
i Veealgemeinerang besiht dann in sinee Darselang der skulasen Bvaenriitts.und Neigungs.
sariablen il der Fourierelien nach 2 Argumenten A und B, wo A = 5. + Bund B = — 143
abe it nach der allgemcinen Theorie der Sukularstsrungen bekanot, do o sch nabe glich s st und
o orsicheninderung von tin A uad 1 darsuf berubt, 453 die Poibelien voran-, die Knoten aber
rackwirtslaufn
Aber wieschon oben am Schluh i §.§ auf Geund dee Ausgangalosung
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Rsnorischer Ausgangselomente und Kanonischer Transformationen s nach Poincarés
Vorgang ene periodische Darstellung der sikular gemischten Strongen milich.
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i ammitelae die ntbarching st de llgemeinen Fll des planren Strunge, nde i von
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chongen ue die prodichen Sieange durch di gonomelriche For der Sokolatirangen ertt
erde. 0 dieDiviorendo perdinchen Stiungen b o Ilgrationde Glechane v i
Argumens Knderungen efhrn.die sinr Derichschigung von Termen 3. Ordnang der. trenden
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Fere it ino Anwend wnd Erweerang der Theors the dio Keinen plantre Exmtctten
 irper it gofn Eeneiilo,spsl i peidichen Komoln. o die Enenrs
v 0.5 bis ot e Bt glen o, moglch. M it st snee Poteentichelong doc
Sirungstankion wnd s Abungennach den Nefngsvaribin sne st
icklung nach denSceangen 5, .3 o & ceodelic, um dndrch sl Form ds. Diflrn
Salgecungen i im lanlrn Fall 12 blin, wenn auch e die RocTiete . b .. llge
dr g Exceticen ich e ach ot ds 5,5 p i el sind, sondecn
G mechanisches Qundatas llemein s Fonreniben ch den il Lingendes Kot
desirnden Kperscnwiekl s, B e Tl ds Roenien
i i da i kometare Flle dilb For der Diferenillichungen (190 wie i Pl
Lenreblm, e aul b don Planeien din Enickelung 1l de £, 7, p wnd 9. . Kometetall
nach den 3,6 and g o sich e, D dise lektren Terme i3 k., aoch it Koclieten
Yo de Onlnungdo orendn Mase muign sin, o oder Term der Diflvntlgeichung von
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i don bl Koefsieten ¢, wnd 5,

 Amirn

mogenes Sysem, dessen Determinante dicselbe wie i

¢ 100, sods die Koclxiaten c, und 57 von o

b erscovidn snsen, weil sonst. e weitre unabbangige Kon
santencben den schon vorhandonen bebden Jtegrationskonstanten , nd §aulsten winde, sodf aha

‘Zur Ablitang eitcre Kosentendicut i e folgendor 2. Schrit dr Vergeich der Ko

e 4
e von o 20 in 5 o sin 2A i — %
el die Determinaoe 4 enteprochenden homegenen Systems &, o — £+ = = 30k 0, weil
4 ag = o, deshall i der 1. Nalberung serslowinden massen. Dagegen flgt aus dem hores
P P
farsin 2 in 5w con 20 in = %
Reluktion icsos Systems auf e inbomogenes System, desen nhomogenes Teil auf Grand de Rest-
licdersom 3. Grado int und dessen Detrminante such glich 3, 4o i, de wnbekanatcn Koclsin-
ionsn der o erten St berschon bekann

(465) sur st der Koelientn & wnd 4

dicrenden Systemin B

9,167

1op il

e wn ¢, deshally vorn 3. Grade s and avae
5w, sl von 5, alin. Deshal gt sich schon bt ubcrsclen, 5

en Kool e weiteren

Kocfienen immer sl Fanktionen der schon, vorhee shgelitien Koellienten darsclbae sad, sho

folglich ls Fanktionen von s, allin. Die Fortetnun dos obigen Algoithmus lifertdann di in (135)

segshene Znsammenstelung der Koefsienen, deren eknnion erschlich i,
Kehaen wiejtt nach Erledigung der 1. Annsherung m den Ausgangsglichungen (165 a) e
suenck, am di 2. Naherung vorunchmcn, ndem wi di als Restglicdr besechncten Terue jdr Gl
chung besacksichiige, o ergibt sich das olgendo Bid. Jn den Gleichimgen ment fo £, wnd ¢ die
beide vom 1. Grad sind, it sih, dsp die Retglieder aaf Grond der 1. Noberung dor abeleteten
Koefinten mindesens vom 2. Grade siad nd stets i die Unbekannten 5, wnd ¢, moltplet. sind,
Soweit s micht 0 sid, weil oftiner der Fabtoren dor Restermo anf Grond der . Nahecvong st Jm
ersteren Fall aven sich i Restgioer infolgo de Faktoren 5, nd o it den Hauptglicder n ,
¢ rusammensichen, sods wie in der erten Naberang auch et n der 3. Naherung 2 homogene Glc
& entstchen, deren Determinante D, ~ 9, wo Dy gegendber der Darsllung doe 1
Nihersog e um Terme 3. Geades oregiert ot sodod die Wariel v Term 3. Grades esbesert
i, chenso wie dic Unbekamnien s, e, jo nach dee Wah der cinen oder anderen Groge ls Jni
it
gene Gleichung cnsiht, wobei die e

chungen s,

s Sysem dee Korsespondicrnden Rocllicnten e,

rtionskonstante. Das Ausloge 5,

s aul Torme 5.

(465 1), indem wioder cine hon
Gralesdiecbe st alo ine Kisine Gesge im volegenden Falle, sods deswogea dic Unbekannten o,
£, verslovinden mscn, aach in dem Flle, 45§ man die Determinante sl seschwindend amic,
Soda die Unbekannten son o srscli o Kimoten, sber doch, wner Befsndigung der Gleichungen,
lich o sein masen, weil sontsine e Konstante aber die schon vorhandenen beiden Jntegatons.
Lonstanten hinaussingefbt wirle
Aslog verfube man mit den weiteren Glichgsparen .
dem Untershide, ds§ die Detecminanien e Systemo: D = 751 ot ¥, 0 stots, il von ot 3
=2, 3..., und fermer bei dom einen Par die Resgleder o, bein anderer sbr osind, sodo dos cine
System homogen, das ander inbomogen i, olgih algemein die unbekannten Koeffienten des
inen Pares 0, die dos anderen = o sind, wie schion aus der obigen Kocllzentensbelle auf Gruod
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der . Ordonag der stenden Masse, wabrend de v den 25 et., unsbhingige onstante Teil jder
leichang nue von de 1. Orlaung it wnd dic Sikulartarungen 1. Ordung vermitet, Deshalb st
iger Bectckrich

alledings vom praktischen Gesichispunktauscine tenge Jntgrston unter gleich
ek, incaren Terme nicht notwendiz, wobl sber vom theoetischen Gesichi
lten dee Bxzeteiitaten wie d Tl

bt

Ggung decin

sngen e griers Zetriume.

DIE ERGEBNISSE ZUM LUIRXTIONSPROBLEN DER PERIIELIEN
UND ANOTENLINIEN DER ASTEROIDEN

Dic Anmendung dosensten, infaclisen Keiterium zoe Exitns sinee Libraion dev Peibelien der
1543 Asteoiden,die bis 190 bekannt waren, rgib, unter allinger Anrichung des geofen Plancten
Jupiter, §3 Fll inee Libration, d. b. nur rund 3, aller Plonetoiden. Beracksichtgen wie weiter die
Ansichung durch il groen Planetn und Bewsglichkeit des Jupiterperbel, o beibt nur nch
Plancoiden der Fall ine Libation um das beegliche Jupitsperibel besehen. Scblilich verblebt
e Berthiichigung der periodischen Sarungen be dor Konstanenbestimmrn e e inige Plnet,
e Librationsil der sbersuch noch sweilbatt b, wei dos Kriteriom, mume.
aberhaupthein Librationsfsl bestht
g moch besgtin Bexog auf die Froge
Knotenlinin, ndem sich nue § Falleciner Libeation der Knoten um das bewegl
Jupite egeben, nachdem dic erst Naberung i 33 Planeten cine Knotenlibesion ergeben b
Demgogeniber blib sber die Wi de Periblien der Planetodem v die Peibellage Juptes
s tatsisch durcl die Beobachtung simwandivei festgoselis Ergebui bestehen wnd swa s der
Jange Zitsume hindurch bestehenden Grsvitationswiskung Jupiters und der andecen grofen Planeten.
s st ieraus die Moglichketr folgn, 45 beider Auaalme cine gleicuei erfolgten Entstehung
des grofen Plancten Jupiter wid der Planeciden, ont Grand dessllen hosmogonishen Ereignises,
dic Perihelrichtungen msmmentieln wnd Librationen der Peribelo um das Jopiterpeibe cintaten und
ich weiter cntickel, ode aber im Laufo der Zeitn infolg der sakularen Graviatonswirkung aller
vcBen Planstn in Rotationen transormiert werden. Ebenso berechigt eschein ber il die Moglich:
Ket, da bei rspranglic willlicher Vertclung dee Periblien die uberwiegende sakulare Anci
g duecl Jupiter mit de Zeit ine Anbiufng de Peciblien um die Peritllge Jupitors brvorgebracht
ot verbunden it sinee aber ert in sehr frner Zakunf an crwarenden Librationsbenegung dec
Peribelin der Planetoiden, wasals Ausdeuc.des Resulnes der obizen Untersuchungen wnd als
‘punkt neer Unersnchangen u betcachien st

cier Libration der
be Knotenlinie des
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Por simple eliminscion algebraica encontramos las expresiones deseads para e sistema ().

Para I resolucién numiérica, ponemos primeramente , 1, g, =7.; y caleulamos dos ta.
blas de valores de los polinomios que forman el sistema bisico

Buscamos luego el ntervalo para el cual s diferencias entre £, y #/2.% cambian de signo
o que indica 1a cxistencia de wna rale.

‘Utlizamos después el método de la variacion de la distancia para obtener mediante lss
(2), @) ¥ @) un valor mis exacto para p..

En las aproximaciones sucesivas introducimos los términos de segundo grado de as seris £

Corregidos Ios tiempos por aberracién, si es necesario, s consideran Ios restos.

L titima parte se reduce a calcular las constantes orbiales v las efemérides de verifca.

‘Daremos aqui, antes de finalizar esta expo
s de cardetr teérico.

Nuestra preocupacién ha sido buscar la manera como las circunstancias geométricas ¥ di
nimicas se manifistan en el problema de la multiplcidad de lus soluciones. Lamentablementc
s expresiones oblenidas 1o permiten una Interpretacion inmediats.

En primera aproximacién esta multiplicidad depende de las componentes de Ja velocidad
estirica'en forma muy sensible, como también de 1as componentes de 1a velocidad de Ia Tirra
¥ de s coordenadas eérieas del cometa.

La formula que expresa tal posibilidad es de tercer grado en p,si bien para un cileulo pre.
liminar e puede Fecurrir & una expresion de segundo grado.

Hemos reproducido, salvo, ligeras modificaciones, Ia discusion que ha sido dada por C.
Shatzy (On the Number of Solutions i Leuschner's Direct Method of Determining Parabo-
e Gebit, Lick Observatory Bull, 14, 10:14, 1921

Hemes fectuado una aplicacién del método, utilizando observaciones relativas al cometa
Burnham, obtenidss de lss “Anouncement Cards” No 1397 y 1401, del Harvard College Ob

6, un sesumen sobre algunas consideracio-

servatons”
1958 T U. « )

(1) Febrero 2021283 5520025 10° 08 247 45

(m BIGIT 505 11° 10 2% 60

am W P Ns 1216w 6

Para verificacion se utilizh una cusrta observacian,
(V) Febrero 2504658 54 4112 11 08 1 4

Los clementos oblenidos resultaron:
Lo o= 16 |

i 1574108 145° s7382
T Abril 1639906 T. U. 1958
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Xo = Po b — X,
Yo = py o — Y,
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A = cotgd.senay; C == cotgd;cosu;
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X 4+ Xi = p, cos a; cosd;
Yi+ Yi= p;sena; cosd, (i=10,3)
z,+ Z, = p,send,;
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cleccin es mis conveniente que, po cjemplo, Ia de la coordenada . tal como lo ha hecho
Wikxans. Ademis, Sivo e un Bar de cason a5 ecuaciones Diicks generaimente presentan
o e e, s 0 1y cuslc 5 iempre negativ, PO Sel 1 erind independitnte de
cctacin s e Obiene Sliminands en | siserma fundamental 8 dstanci £ B a5 de cua:
o Solucones reales o5 excepeions
Utilizaremos pars. 1a series de potencias del tempo, I forma indicads por Lacaascr que
73 hemos. mencianado. Son sumarienie cbmoass pata o cilulo 0t s reios
Para 1a soucion numrica del sistema bisico utlizamos el método de a variscin de 1a
distancia geocentrica, Qe deermina smultineamente todas ae contdades necesrias para 13
Gbtencion drfniiva. de 1 consianies obiales. Adermis ste método permite ums verihcacion
el procso
Finalmente diremos que 1 adopci de p como incogaita simpliica considersblemente s
expresioncs teorcas 3 el Silclo i, didmimuyendo s posbiidad de cometer errore:
Las observaciones proveen

pucosa, cos,
pisena, cosd,

Para llegar al sistema fundamental, comencemos por eliminar 1a distancias py y pi. ¥ ob-
tenemos:

e Nt
DI combeosw; L coghysena, =19
Wiz Wtz

En la hipdtesis hecha de excentricidad unitaria, quedan cinco elementos para determinar.
Como los datos de abservacién. son seis, debemos chminar una de 138 Tunciones de 125 coor
denadas. Hemos elegido s tal efecto cotg b,

En general esta condicién se impone 4 14 segunda observacion. Pero el teorema referente o
11 convergencia de Tus serics de potencias, e fe usan como solucion de las ecusciones .
Jerenciales del movimients, nos periite, dado ademas que so lrata e los casos corrienes e
Chservaciones separadas por intervalos pequenos e tiempo, tomar oira cualquiera a tal fin

Desarrollando_ahora las coordenadas hellocéntricas del cometa para los instantes &, v 1
cegin Jas series de potenciss mencionadas, abtenemos:

fi¥o+ @Yot Yo =tga (o + gk + X
P N
Eyeb g Yo A (Gnd gkt 2

el subindice o, corresponde & la observacion intermedia; y ademis se ha puesto

A cotghsens; C = cotg, cosu

Pero ademis tenemos:

gxpresines que seomplazames en o ssema. (5, de donde se educen ucgo e smpes tran
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