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TEORIA SOBRE LA AGUMULACGION DE LOS PERIHELION
Y NODOS DE LON ASTEROIDEY

Como primeras palabras de la presente memoria, el aulor desea expresar sus agradecimientos mus
profundos al Director del Observatorio Astronémico de la Universidad Nacional de La Plata, Capi-
tin de Fragata (R) Guillermo O. Wallbrecher, por su amable interés y el deseo de hacerla imprimir
cuanto antes facilitando toda la ayuda posible, y permitiendo, también, la adicion de un apéndice en
alemdn para la mejor divulgacion en el mundo cienlifico.

Ademds el aulor desea manifestar sus agradecimientos mds cordiales a la seiorita [Hulda Alicia Hart-
mann por la ejecucion de la mayor parle de los cdlculos numéricos ; a su amigo doctor F.
Pingsdorf por la concienzuda revision del texto castellano, y al sefior Antonio Guillén por su

escrupulosa 17)‘8[)(“'(1(7[(511 de la memoria para la i/npresidn.

En virtad de superar la masa del gran planeta Jupiter no solo la de cada uno de los grandes
planetas, sino también la masa lotal de todos ellos, mas del g5 °/, de las perlurbaciones en el sistema
solar se deben a la alraccion de Japiler, y por consiguiente la atraccion secular de dicho planeta regula,
en grado preponderante, las Orbilas de todos los olros planelas. Un efecto de esta influencia sobre las
Orbitas es, quizds, el fendomeno, conocido desde cerca de o afios, de la acumulaciin sorprendente de las
direcciones de los perihelios de las oOrbilas en torno a la diveccion del peri-
helio de Jupiter. Pero, por falta de una base teorica del problema, no sabe-

Perihelios
mos todavia si esta acumulacion observada se trata de una concentracion

o de una disolucion.

Por una composicion de los elementos de los asleroides del tomo 1940

|

[.ongilml l’ n
. . . . . .y - . !
del Berliner Astronomisches Recheninstitut en su publicacion « Kleine Pla- |
|

193°—1233 104
neten » resulla la siguiente cuenta de las longiludes — perihelios de los 253 —313 238
plancloides conocidos hasta entonces; la planilla tiene por argumento las S13 — 13 | 393
longitudes eclipticales de 60° hasta 60°, correspondiendo la longitud 13° al 12 :1173?: | ig;
perihelio de Jupiter y n alt nimero de las longitudes — perihelio contenidas 033 193 ‘ 147

cn cada intervalo de 60°, es decir ndmero de planetoides. (Ver cuadro adjunlo).
Obsérvase una reparticion casi simélrica de los 2 en torno a la longitud-perihelio 13° de Jupiter,

con una disminucion simultinea considerable a los dos lados. Los dos primeros intervalos en torno al
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perihelio de Jdpiter ya contienen 765 asteroides, es decir un poco mas que la mitad de los 1513 casos.
La otra mitad estd repartida sobre un intervalo doble de 240° de longitudes respecto de la extension-
_ longitud. Por eso una acumulacién de los perihelios en torno del perihelio de

Nodos Jupiter esta bien pronunciada. Respecto de las longitudes de los nodos resul-

tan los siguientes datos en la planilla siguiente, siendo la longitud del nodo de

Longitud n , . . o .
Jupiter igual a 100°. (Ver cuadro adjunto).
280°— 3400 237 Aqui sorprende en seguida que la reparticion de las longitudes de los no-
340 — 4o 277 dos es casi completamente igual en los dos lados del nodo de Jupiter hasta
bo -—100 277 + 120°, solamente enlonces ocurre una disminucion perceptible de los n
IZO —160 222 en los dos lados, de modo que, en cuanto a las lineas dc los nodos existe una
I O _—220 2 7 -t * r -
220 — 280 203 acumulacion mucho menos pronunciada en torno al nodo de Jupiter que

en el caso de los perihelios.

Una primera condicion aproximada en el caso de una libracion de los perihelios de los asteroides
la formulé 44 aios antes Charlier, en el Nr. 12 de los Meddelanden fran Lunds Observatorium, del
aflo 1904, reproducido en sus Vorlesungen zur Mechanik des [limmels, Tomo 1, pag. 420. Conocién-
dose entonces casi 450 asteroides, resultaron solo g casos de libracion, es decir solo el 2°/, de todos
los asteroides, con una oscilacion de los perihelios de una amplitud de menos de go°® en torno del
perihelio de Jipiter. Todos los olros casos son de rolacion, es decir los perihelios adelantan secular-
mente con la velocidad constante de rotacion.

Una invesligacién analoga respecto de una libracién o rotacion de las lineas de los nodos en torno
a la linea del nodo de Japiter, no ha sido realizada hasta ahora, y serd el objeto dela siguiente expo-
sicion.

Anticipando que de los 1500 planetoides conocidos en el afio 1940 resultan en la primera aproxi-
macion, solo 43 casos de libracion respecto de los perihelios, es decir solo el 3°/, de todos los plane-
toides, la frecuencia del fendmeno de libracion aparece como de poca importancia frente al hecho de
una acumulacién pronunciada de los perihelios. Por eso desde ahora deslacase, cspecialmente desde
el punto de vista cosmogonico, la pregunta respeclo a la justificacion de la conclusion de que las libra-
ciones y la acumulacion de los perihelios fijen, no el comienzo sino el final de los dos fendomenos, que
radican en el pasado o en el porvenir infinitamente distante, pero que han sido destruidos mientras
tanto en el tiempo por la inestabilidad de las drbitas en base a la alraccion secular de todos los demis
planetas del sistema solar. Frente a tal estado del problema corresponde solamente un examen mas
preciso de la cualidad de los movimienlos de los perihelios, por lo que, primeramente, hay que exien-
derse en una ampliacion esencial de la condicion aproximada de un fenomeno de libracion. St resultara
que por la investigacion, existieran hoy dia, principalmente, solo [enbmenos de rotacion de los perihe-
lios y nodos, sigue luego la conclusion de que la acumulacion de los perihelios de los asteroides repre-
senta, por el momento, un proceso de dispersion, pero en el pasado o futuro infinitamente lejano repre-
rentardn un fenémeno general, el cual, en el primer caso estaria relacionado con cl origen de los
asteroides y la orbita de Jupiter, y en el segundo caso se basaria cn la atraccion secular preponderante
del gran planeta Jupiler.

Ya que la primera condicion aproximada relativa a una solucion de libracion solamente se refiere
a los términos mas bajos, e¢s decir a los términos del 2° grado de la parte secular de la [uncién pertur-
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badora respecto de Jupiter, hay que considerar, con el objeto de profundizar la cuestion de la estabilidad,
los términos de grado més alto, no solamente agregando la atraccion secular de todos los grandes planetas
del sistema solar. Hay que destacar que los términos del proximo grado mas alto de la funcion pertur-
badora respecto de la atraccion por Jaipiter, son del mismo orden que el efecto secular producido por
todos los olros grandes planetas, de modo quec la decision pueda depender simultineamenle, también de
los términos del grado mas alto de la atraccion ejercida por Jupiter.

Por eso nuestra tavea se identifica con una representacion lo mas éxacta posible de una solucion del
problema de las perturbaciones seculares, en el caso del problema de los tres cuerpos asteroidicos
y mediante una representacion general de las perturbaciones seculares por medio de series de Fourier,
en analogia a la forma de las perturbaciones periddicas, de modo que la solucion sea aplicable también,
en general, a las perturbaciones seculares de los planetoides, fuera de la finalidad de esta memoria.

§ 1. LAS ECUACIONES DIFERENCIALES RELATIVAS A LAS VARIABLES-EXCENTRICIDAD
Y SU INTEGRACION

Vamos a considerar al formar las ecuaciones. diferenciales que en primera aproximacion el gran
planeta Jupiter sea el inico cuerpo perturbador y que sus elementos sean constantes. Entonces valen, en
base de las ecuaciones diferenciales conocidas relativas a la excentricidad ¢ y la longitud del perihelio
®, las nuevas ecuactones diferenciales relativas a las variables-excentricidad 2 = esen g, f = e¢cos d,
analogamente respecto a las variables inclinacion correspondientes p = sen ¢ sen 8 y ¢ =sen ¢ cos 8 (¢ =
inclinaciou y 6 = longitud del nodo de la érbita), aplicando las mismas designaciones para el gran

planeta Jupiter, es decir & = ¢’sen &/, @ = ¢/ cos &’ y p’ = sen @’ sent, ¢’ = sen ¢’ cos §':

¢

N ]

(1) df  Yi—e*R Ji-¢¢ & R R
= e o — e —————.
dt na® na* [ pyr—e?d:  na2fr—e?

dt — na® 2% na® 14— 2

o "
nafr—e? 9

I
- = fo —
dr, /1 —edR VI — ¢t 7 B_R_ P v ﬂi
oz

o1
dp _ cosgp R N P(I" tg ECP)

(Tt——naz'/l_e?ﬁ \

(DR R DR)
.,i____ +

rb‘i—"b_‘r; d:

dt — pa2fr—e2op ana?f1 - ¢?

(I gt cp) '
{ S R © R 3 dR
-— (_(l — COLCP a + ( — 2 ‘ (.‘ - + )

, : 2R ., : .
donde hay que representar todavia la derivada b—:P—como funcién de p y ¢, mientras que los términos

)R . . : .
respecto de 3; S¢ eliminan en la teoria de las perturbaciones seculares. Las variables-excentricidad § y +,
G
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~

y asimismo las variables-inclinacién p y ¢ son elegidas como variables en lugar de e, & y ¢, 6 para
evilar la existencia de polos en las ccuaciones diferenciales y sus soluciones respecto de ey @, si e y ¢
son valores pequeiios. En lo demas significan a y n el semieje mayor y el movimiento medio de los
planctloides. Primero elegimos la ecliptica como plano fundamental. Ademads significa = la longitud

media de la época, y hay que considerar las relaciones :
Dot =E 4 2 y 't = B 4 o2

Nuestra primera tarea es el desarrollo de la parte secular de la funcién perturbadora R hasta los
términos del 6° grado en las variables-excenlricidad e inclinacion. Por eso hay que transformar la forma
clasica de Laplace-Le Verrier respecto de su dependencia de e, ¢, 0, & y v =seniJ (J = inclina-
cion mutna de las orbitas del planetoide y Jupiler), ademas de < y </, las longiludes de los puntos de in-
terseccion de las dos Orbilas, y (inalmentle de = & + v — 1, de modo que, entonces, R es una funcion
de %, 4, p, ¢, &, «/, p’, ¢'- Segdn la forma de Le Verrier en el tomo X de los Annales de L’'Observaloire
de Paris, pag. 38, pero limitada al 42 grado de v y por eso ampliada en esla memoria a los términos
del 6° de ~ en base a las invesligaciones de Le Verrier en el primer tomo, pigs. 277-99 y las Additions,

I, pig. 358, se obtiene :

(2) R = k2m [Cy+ Cy(e24¢2) + Cpet 4 Cle* + Crete”

+ (Cyee’ + D¢’ + D/ec®) cos (6" — w)
D,”e%¢’? cos (28" —20) + D72 + DV (24 4% )
Dy vt + DY ee'y? cos (&' —w) + D V'e?+* cos (20 —27)
D,vutee’~2 cos (6 + w — 21') + D™ e2+? cos (20 — 27)
Eye’ + Eg7ele® + Ly e*e* + BV e
(Gy'ed¢ + Gy ePe® + Gyee®) cos (&' — 0)
(He*e’® + H”c?e) cos (20— 2w)
J,ete cos (36— 3w) + Kety? + K722
Kmdﬁl.‘ﬂ + l\'IV\i,-i + KY (32*{4 + kvt 6'2*{'1 + [\’vn.‘,G
L’eS¢’+? cos (&' — w) + L7ee”~* cos (&' — w)
Lee’~* cos (&' — w) + Me?e#+® cos (20" — 20)
M”et+? cos (2w —27') + M7 e?e?4? cos (20 — 27)
Mve?st cos (20 —27) + Nede'~2 cos (& + 0 —27)
N7reer+2 cos (&' + v —27) + N"ee’* cos (&' + © —27)
O'e2e’2+* cos (20 --27) + O”¢'' 2 cos (23 —27)

Qe+t cos (20— 27) + P/ed¢’y" cos (- 3w~ 27)

+ + + + + + F + + + + + + o+ o+ +

P”ec’3~{2 cos (3(1)'*- w— 27).

Los coeficienles tienen, como funciones de las transcendentes de Laplace, el siguiente significado :
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Co= A%, Ca= (A0 +A), C,=>(A0+ A0
0 9 ’ 2 A 1 2/ 4 16 3 4

Co = (A0 4 3A8 + 3A0 4 A)

Gy =5 (AL + 78 + 124, + GA)

Cy = — (A = AT = AY)

D, = — x (28,1 + Al + 64,

o

D,/ = + -é(AOl — A — 11A — 15A, — 6A,Y)

3 |
D,/ = 6 (A,°2 — AP+ A+ A7 + 2A7)
D”’——-IEO va___l_(]ro+E0) DV———I-GO

4 5 ) 4 4 -1 2/ 4 2
Dyt == (=~ Ef + B! + E), D= %(3801 + 3B + By)
Dy =2 (B — B — By), D= g (B! — B, — By)

5
Eg = g;—(Abo + A°)

E/ = §15(18A3° + 78A,0 4+ 105A,° + 45A,°)

B, = 2= (38,0 + BgAL + 1AGAL + 22880 + 16540 + 434,7)

E = 3i2 (5A,° + 25A,° + 50A,% + 5oL + 25A0 4+ 5A,)

G/ = — %(9%\41 + 25A," + 15A,)

Gy = — —¢ (O + B7A; + 1ATA + 135A + 457,

Gy = — (A — AL — 29A,' — 86A,! - 109A,! — 657, — 154,

Hy = 2= (A — AP+ A2 + 4% + AAAS + 70A5 + 30A.7)

0 = é(SAOZ’ — 3A2 4 3857 + 7202 + 144A2 + 11042 + 30A%)
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J, = I_IG(A03 — AP+ A2 — AP — 13A3 — 15A2 — BAP)
K= G(=3E=3E), K= Z(-2E —14E~24E—128)

K7 — L (=3E0 —gE L'~ 3E,), sz_-ic.o

16
K' = 2(G+6), K= (G246,  Kw=— 110
2

L' = 2 (4B 4 18E + 12 Ey)
L/ = %(—2E1+2E1‘+22E21+30E31+‘2E41)

L = —(26'=2G,'=2Gy)

M — %(_3E2+3E12—3E22——12E32—6E42)
M = %(Bl_Bll—B;+AB3l+zB4‘)
M7 = = (6B, +18By'+18B;' + 6B,Y)

MY — ; (—3L°—3L,"- 1Ly,
4]

N = % - 2B,—9B,’—6B,°%)

N = — (B'—B,°— 11 B~ 15B,"— 6B,?)

6
N7 = (=2l 2Ly 421y
(
I ,
O = m(‘GBul‘l‘UBs])

(B! — B, 4B, + 4 Byl + 2B,Y)

I L

O‘// —

(=p

1

| =

0" = — (—L2+L;2-L,%

o

1

P — L6(2 B*—2B2—8B,2—7B,2—2B,?

1

l)", == IL6 (B2'— B]2+ Bzzh B32_ 2 B42)
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Para pasar ahora a las nuevas variables hay que realizar las siguientes transformaciones :

(3) e =E24q2 % =E%4+2 e cos(d/—o)=EE+vy, e sin(d'—o) =185

e cos 2 (& — ) = 2 (5 +EE) — (& +7) (§7+4?) = (a' +58) — (50— &)’
¢ sen 3 (& — &) = 2 (w’ +8) (v&' — &)

% cos (& — o) = (8 +47) (' +E2)

e’ sen (&' — ) = (8*+7%) (%' —&r)

ce cos (& — &) = (§%+4") (ne’ +EF)

ee’ sen (&' — &) = (E2+ ,‘f2 ) (n’ — Eqf)

e3e3 cos (&' — &) = (E2412) (B2 +4'2) (2 +1¢)

¢ sen (&' - &) = (*2+n ) (E2+77) (oF — &)

En las formulas clésicas no aparece la longitud del perihelio @, sino sélo : w=&41+—=, donde
la diferencia v —t es del 2°grado por lo menos respecto de las inclinaciones orbitales ; por el desarrollo

hasta el 4° grado inclusive, resulta la expresion :
’ I I / ’ .2 I 2 I ’ ’
(4) 7—1= A =2 g ptg @ sen (6 —0) — tg 5cptg 5 ¢ sen 2 (6'—6).

Este desarrollo alcanza el 62 grado, va que la magnitud ©/—1t estd unida en el término del erado
grado, ya q 8 8

mas bajo, con el término de 2° grado : e. ¢’ cos (&' — w).
La magnitud At=t'—=<, ademdas (<'—rt)* dependientes de las variables-inclinacion, tienen la

forma siguiente, hasta el 4° grado inclusive :

Az (qp —r7) + 3 = (g0’ P?)(1’2+92+P'2+‘1’2)

\ I 2 2 ! /?

() | ~ gl =p)py- "")pq]
(A7) = % (4p'=p7)?

Finalmente obtiénese respecto del coeficiente ~ y sus potencias, saliendo de las formulas basicas en
el triangulo esférico correspondiente formado por los nodos de las dos orbitas y su punto de interseccion :

I 2,12
(6) VEglp =Y+ (g =g+ et == P

=) -

+ %[[ﬁ + {12 _p/2 _ ([/2]2[p2 + (]2 +P2/+ (I/2J
1 I
iy SV (O N (RO i o (V el 0 B Ul D NV e o Bl Sl

V= 617. [(p =P+ (g = qPP
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formando ademas, por medio del mismo triangulo, las formulas correspondientes a: sen J sen < y
sen J cos 5 como funciones de ¢, ¢/, 6 y &, se obliene asimismo las expresiones correspondientes a :
v¥sen 27y ~?cosaty?sen 27, v*cos 27 y finalmenle v*sen (=" + <) y v?cos (' + <), desarrolladas segiin
potencias de Az =2° grado, de modo que, desarrollando hasta el 6° grado, es suficiente un desarrollo sélo
hasta (A<)? ya que lodos los factores mencionados estin afectados porla 2 6 4* potencia de las excen-
tricidades. - Sucesivamenle se oblienen los desarrollos en la forma siguiente, saliendo del término de

grado mas bajo: e. ¢ cos(&/ —w) =c.e cos (&' —d) + Aree’ sen (& — o) — - (A<)?ee’ cos (&' — ).
2 .

Siendo ya por las representaciones anlterioves :
e dcos (B —5) =EE tur y  e.dsen (& — &) = qF — &,
resultan por medio de los desarrollos de A<y (A<)? las siguienles expresiones :
N[z " Lox ’
(7) e. ¢’ cos(d — o) =22 + p + -((/P PYIE = ) + g — w3 X
{gp" = pg) (PP + @+ p? 4+ %) = (= p) 'y + (¢ — p*)pg |

I \8
— gl = ey (8 + )

(8) 05 (& — 0) = (3 + 1) (& + ) + 3 (0" — p1) (E5 = 78 (2 + )
(9) e cos (i~ @) = (7 + ) (5% + wt) + S(E7 4+ ) (& = WD (0’ = p)
(10) ¢’ cos (@ -~ 0) = (5% + 41)* (88" + »1")
(Il) et cos ((1) — w) (5 2 ("'2 + 7}’2) (”" + )
(12) 0015 COS( ) (r/z + rl2)2 + qu’)
I 2.2
(13) e’ eos (o = 0) = 2 (8" + ) [(p—=p)* + (g =471 + _0 ") (PPok = =)
! = hot AY "2
+ s = pg) (Fe = 7D [(p =V + (=)
(1) et eos (30 — 20) = 2 (35 + )t — (8 ) (3 o )
+ 2 (3 = 75 85 + ) (qp" = py)
(15) ele?eos (26" — 20) = 2 (37 + 42) (35 + -fl-r')2 — (8 + -}“f)z (52 + )
(16) e cos (20 — 20) = 2 (5% + ) (5% + ) — (B2 + ) (B2 + )
(17 e eos (3" — 3v) = 283 + 47)* — (82 4 ¥ (37 + ’2) (55" 447
— 2 (Fn — 5 + )
(18) e*? cos (20 — 27') = e*y?cos (25 — 21) = ¢% cos 2077 €Os 27 4 ¢2 sen 2apHy? sen 2<

= I 1\ & \D I 7 ’ ’
= (7*—3%% Z[((/—fz = (p=p)|+ AL +pp) [—=(p=p)p
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+ (g—q")q] + —<P’”+f1’2) p=p)p—A(1—9)1]

+ = lg=q) = (p- P)] + 23 r.é p=p) =)

1()

‘ | S
+ (f/f/ +pp) [(p=p)yq + (q—9") p] = Z(P’“+f/‘)><[

Lo v

[(p=p)a + (1=0)p) + g (0 =) =) [g =17 + (p=p

ee’v?cos (& + w—27) = ee’vPcos [& + o — (7 4 )] = e’ cos (&' + o) vPcos (7 +7)

+ ee’sen (& + o) v¥sen (< + <)
3 I, 739 ! I 174’ ’
= (=& 7 g = = (p =PV + 7 llgq" + pp) >

1 . . , o
[+ (y—q) g~ (p—p)pl+ Z(z)" + ¢ p=pYp— (4= q]

1 { : I ? ’ . / 4
+ 3G (g — )= (p—p)] — ALy Yp=p)(g—1q >('

I 1
+ (8 +18) 2- p=r)qg—1q) +7 (q0"+pp) [(p—p) g

N

1 i
+ (-7 p] — 7 (p?+¢*)(p=p)g+ (¢ —4)p]

(gp” = py' Y g =)

o1

(p=p) = g—=qV +(p=p)P]+ 5

ml-—-

= (p=p)]
2.2 ~ 7 1y — pr2 YN -1
e’*?cos (26" —27) = e'? cos 26/~ cos 27/ + ¢ sen 26/ sen 26

= (7*—&") § 7: lg—q) = (p—p)] + }I(W'erp’) =44

—(p=p)pl+ [I—l( PEH)Up =) p—(g—1") ,,'|

+ 31—6 [(g= ' = (=) = ; (g0 =pg) (p=p") (g - 7.

+ 25y S (0= (q—7) + %(7(/” + ) (p=p) g + (=) p]

- %(17'2+(/’2) [(p=0)g + (4—¢Ip1 + P—P Yg—=)[lg—=1) + (p=1')’]

+ %(fm’— p) [lg=q') = (p—p')] t

13
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(21) ¢y ? cos (& — w) = ¢* . ce’ cos (&' — ) . y*

D (8 ) B +an) [(p—p') + (g =17

r\l._‘

(22) ce2 cos (& — w) = ¢2. e¢’ cos (&' — &) . o
= }l (8% +47) (88 +u0) [(p—p)* + (4= ¢')"]
(23) e’ cos (&' —w) = ee’ cos (&' — &) .y
= —16 (&' + ') - [(p—p)* + (g—¢ )P

(24) e%?y? cos (26’ —2w) = e%¢? cos (26 — 1) . ¥

= v?[2 (88" 4+ ) — (B2+4%) B2+ = V158 +n)? — (B —43)%], wo

_p—p)? + (4= 1))

T4
(25) el~?cos (20 —27') = €. e? cos 25 . y% cos 27 + €. e?sen 2y sen 2t
=17 P (@) (=8 [( =0 = (p—p'] + & (457 (p—p') (9= 1)

(26) e cos (2w —27) = ¢’2. €% cos 2Hy® cos 27+ ¢%e? sen 25y sen 23

= E ) (=2 [lg =P = (0= 1) + ) 5 (p=1) (= 1)
(27) eyt cos (20— 27) = v%e? cos 2 o2 cos 27+ v%? sen 25v? sen 2t

= L= = =) (=) + 2 5 (=) (1= 1) (p=pP*+ (g =1

(28) ede’vE cos (&' +w—2t') = e . e’ cos (o' + B) y? cos (v +1)

+¢e?.ee’ sen (' + &) yEsen (v +1) = %(§2+‘02) (rn' =88 [(g—¢')?

— (p=p¥]+ (& +1°) Fn+ %) (p-p) (4= ¢)
(29) ee"y? cos (& + w—27) = e%ecy? cos[& + H— (v + 1)]
=3 2 (5 4 ) (=) [ =) = (p—p)) + = (87 %) (% + w5 (p—p) (4= )

(30) e¢’tcos (i) + w— 27) = 2. ee’vicos [ + & — (< + )]

= -'g [(g—)— (p— PV ] (i = &) + 2 [(p—p)? + (= ¢ 1 (p—p) (g~ q) % + %)

ocy
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(31) e?e'®y? cos (20— 27) = € . ¢ cos 20, 42 cos 27 + e%e? sen 25y-/% sen 2+’
= 2 E+ ) =) =P = (=1 + @+ ) (p=p) (1=1)% o

(32) ¢*2 cos (20 — 27') = ¢%¢? cos 23y? cos 27/ + ¢%¢® sen 20'y? sen 27

i(’i’°+a'2)( =8 (== (p=p V1 +E*+ ) (p—p)(qg—q) 57

(33) e'?ytcos (20— 27) = +%. ¢2cos 26 . vEcos 27’ + y¥¢Fsen 24/ sen 27/
1 : , I , , o ,
= < @ =E) [ (p=p)'+ (=) + 787 [(p=pP+ =01 (-7 — 1)
(34) e3e'v2 cos (&' — 3w + 27') = e cos [ - 3d + 27— (¥ —7)]
= ¢'¢® cos (&' —35) v? cos 27— ¢/e? sen (&' — 35) ¥ sen 21

[(g=4'V = (p=p'PIEE + 47) (6" = 2°) + 234 (S0 —"2)]

=] -

- 22' (p—p) (g —¢)V[(Eq—18) (*~EF) — 2 (38" + 1) &)

(35) ee’y2 cos (36 —w — 27") = ee™y?cos [6— 3& + 27 + (¥ —7)]
t 2 v / 72 ’ zr.! ’ ’
=7 =gV~ (p=pPHHE A+ ) (0% =8%) + 23 (&'~ |

B i(l’.‘P’) (=) LG —E) (628" =2 (EY + we) - 57/ |

(36) 62\{2 — 2(&2 + (22) , (P__p ) + (q_(/ - (p + 1 _1)12 //2)2 E
(37) o= @ ) (p=p) + (=) + 7 (p o)

los términos deducidos, de los cuales 10 lérminos son en su-expresion original del 2° y 4° grado, han
sido desarrollados lodos hasta el 6° grado inclusive ; como funciones de &, %, p, ¢ 5 7, py 7.
Para controlar sean agregados los desarrollos respeclo de v?sen 2t etc. (38-43):

(38) ' sen 25 = é(p =) (1=¢) + %(pp'ﬂq') p=p) g+ (4=¢)p]
- %(1>’2+ 7*) [lp—p) g + (4=¢) p] + (r—p) (- )p=p) + (1= )]
(39) P cos 21 = %[(q—q’)‘* = (p=p)+ %(pp’+qf1’) e—=1)9— (p—p)p]

F ) (=) p— (4= 1)) + S [9=9)* = (p—p)¥
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(ho) vPsen 27 = é(l’ - (=) + 2(1>1'"+ ) p=p) g+ (1= 4)p]
- %(l"“’+'/’2) p= g+ (=) p)+ g (0 =1) (4= ) [p=p' P+ (g =)
+ [1'(71"-1"/’) [(g—q) = (p—1')]

(41) ~2cos 27 =

[(g~—¢"V — (p—p)] + 71' (pp"+a9) [y =gy y— (p—p") ]

o~ -

I 9 o\ I ’ ’ ” I A% Y
+ ) [(p=p)p— =) g+ U= = (p=p')]

1
= a0 =p) (p—p) (4= 1')

(A2) JEsen (v47) = %(’p - g—q) + i (pp' +99) [(p—p) g + (4= 1) p]
— W [p=p) g + =) 0]+ 5 (=) (=) [(p=pF+ (g =)
+ é('zp’—w’) (g—q) — (p=p')]
h3) 2 cos (+41) = /11 (=) = (p=p)1 + ,ll(m?’+ 1) =11 — (p—p)p

+ /1'(]’;'2-}.(1/2) [(P_p')p_ (7“/') (]] + I_I(j[((/_(/)l._ (P —1")4J
— /il((”)/_[)’/‘) (P_pr) ((1_(],)

En base a los desarrollos mencionados, resulta, aplicando los coeficienles Gy, Gy, cte., la nueva
forma de la funcion perturbadora segiin polencias de las nucvas variables: &, 4, &,+4, p, ¢, p’y ¢'; pero
no parcce necesario componer, explicilamente, esla nueva forma.

Respeclo a las ecuaciones diferenciales referentes a las variables £ y v resullan en la primera aproxi-
macion, es'decir, por limitacion de los segundos miembros a los Lérminos del 1°" grado respecto de 2 y 4

provenientes de los lérminos del 2° grado de la funcion perlurbadora, las siguientes ecuaciones (44) :

dz
( TR ay + a5 + agq

(44) oy
dy

( “T:b1+b2§+b3“]

) dt

siendo los coeficientes ag y by, del grado o; con relacion a &' y v/, son iguales respecto al grado o, como

se verifica por la expresion de R. Los coelicienles a, y b, son ambos del grado 1, el primero respecto de

7/, 'y el olro respecto de &, ademis los coeficientes ¢, y by son del grado 2, es decir, dependientes del
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. . R -

producto & . v’ y son iguales por la definicion : a, = 5, b, respeclo de todos los grados de 3’y 7 .
291

Por eso resulta que los lérminos ayr, y b5 son los términos principales en las ecuaciones diferenciales ;

ademds las conslantes a; y b, son también el 1*" grado. Simultincamente lodos ltos términos son del 1*

orden de la masa perturbadora m’. Los coeficienles mencionados estin definidos por las siguientes expre-

siones, inclusive los lérminos del 4° grado de R: (45)

(45)  a,=f{Cq +Dq (52 +47)], ty=4/D,"3, ay=[12C,+2C," (57 +47%) + 2D," (4 — 57)]
b= f1C/Y+DE E2+47)),  by=/[2C,4 20" (87 +42)+ 2D (5% —+")]  b;=4/D4"5 . ¢

: , : k2o : : .
siendo definido el coeficienle f= ——— ¢ aplicando la 3" ley de Kepler, es deciv [2. (14 nm) =« . n*:
nia
s nam’
T +m

Para eliminar las partes inhomogéneas de las 2 ecuaciones diferenciales (44) se pone: (46) 3=
x+ Az, =y+ Ay, de modo que las 2 ecuaciones diferenciales pierden sus parles conslanles, si Aw

y Ay son calculadas por las siguienles ecuaciones (47)

(47) a, + ay Ax + asdy = o
[)1 + l)QA.'L‘ + 035)’ = Q,

~de modo que:

Ax = 1%(?(11(!2 + bay), Ay = If(— aby + a,b,)

donde la determinante N estd definida por N=a,2— azh,.

En base al grado de los coelicientes, {ijado anteriormente, resulla entonces en la primer aproximacion:

(48 pe= o G e
18) = p=— Y =17 gado
)] 2
a Gy
Ay == 2= = o
3 2

respeclo de ¢’.
Sustituyendo eénlonces, por la solucion de las ecuaciones diferenciaies, la sigutente forma relativa
axey: (48): w =rcpet y =yt (¢ = base de los logaritmos natarales) resulta por delinicion del

coeliciente caraclerislico s de la solucion :

I ‘ L g
(h9) § = — 5([13 —a,) + ‘/7 (bg—ay)? + ay by — b, ay
'} .
Siendo en general by —ay == 0, s puede ser real o complejo, es deciv s=s,+ sy, de modo que las so-
luciones x e y [ijan una solucidn asintiolica o mixta-secular de la forma @ esit. cos sof, es decir ineslable en

cada caso. Pero en nueslro caso especial de las perturbaciones seculares aparece el caso extraordinario de

que la parte real de s 1 5, = — = (by—ay)=o0, vy, como ya hemos demostrado, respecto de todas las poten-

SR
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2R
o5
representa como periddica pura, por ser (50) — s?= + g?=azb, —~ab;>0, de modo que los dos valores
de s son imaginarios, ya que a3 y b, son iguales respecto de los términos del grado o, y poreso azh,>o0 y

cias de & y v/, por ser a,= b, en general. Por cso la solucion de las ecuaciones diferenciales se

del grado o, mientras que a,b; = 4° grado. Cambiando nuevamente el coeficiente real ¢ con la letra s, la

solucion periodica de las ecuaciones diferenciales tiene la forma (5r)

(br) x = asenA,
$ a
y=a—cos A —a-ZsenA.
a, as

donde el argumento angular es: A=sfi=3, fijando las dos magnitudes « y B las dos constantes de inte-
gracion. El periodo del sistema es determinado por el coeficiente s, deflinido por la igualdad de ay y b, :
s=ay+ lérminos del grado 2, elc. (funciones de &’ y /). Por eso el coeliciente — en el 1°* término de la
s
definicion de y lienc en la 1" aproximacion el valor 1, hasta términos de 2° grado, mientras que el coeli-
, a _ . :
ciente -2 del 2° término de y es del 2° grado hasta términos del 4° grado, siendo a, del 2° grado respecto
a.
3
de £ y v’. Siendo ahora: §=e¢secn w=x4Ax y n=c.cosd=y+ Ay del 1* grado, asimismo las cons-

: . . s ‘ ,
lantes Ax y Ay ; el coeficiente a en x =a sen A es del 1°" grado ; por eso el coeliciente @ —=1°" grado + tér-
| a,
3

minos del 3° grado, elc.; pero el coeliciente a:—2 = 3°" grado + terminos del grado He.
3

En el caso de que ¢’=o0, poreso ay=0b,=0, las soluciones respeclo de x ¢ y son definidas en la 1*
aproximacion por =« sen A e y=a cos A.

El punto principal del resultado es que la 1* solucion aproximada es una solucion periddica por
estar cumplida la condicion ay==0b;=0. — En cuanlo a la cueslién relativa a la estabilidad, la pregunta
esencial es, si en la ampliacion de la solucion por la consideracion sucesiva de términos de mas alto gra-
do de la funcion perturbadora los nuevos coelicicnles ay’ y by siguen cumpliendo la condiciéon fandamen-
lal de la solucion periddica.

Interprelemos primero la solucion periddica del 1 paso de aproximacion. Prescindiendo primero
del término del 3¢ grado en la representacion para y, y estableciendo, enla 1* aproximacion, (—;— =1, re-

3

sulta la siguienle y sencilla integral :
(52) 2+ =0 o (E—Ax) 4 (r—Ay)F=0f

es decir la Orbita de los & y 4 es un circulo ; siendo E=e¢ sen & y ,=¢ cos & ; las coordenadas polares son
la excentricidad e y el dngulo go —@&. Ll radio del circulo es r=a y las coordenadas del centro son los
valores Ax y Ay proporcionales a la excentricidad de Japiter. Por el centro del circulo como origen, pasa
cl sistema x, y, paralelo al sistema ¢, 5 ; siendo x=a sen A ¢ y=0 cos A, el iangulo polar en ¢l centro
corresponde a go® —A. Al tiempo (=o, corresponde A=A;=f, de modo que el dngulo polar go®—j

corresponde al punto P, respecto t=o0. En el caso de que sea ¢’=0, resulta Axc=Ay=0, es decir, ¢l cen-
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tro del circulo coincide con el origen de las coordenadas & y , de modo que la excentricidad, por la ecua-

cion e?=E24n?=0a” resulta una constante secular; respecto a la longitud del perihelio resulta; ya que

ahora £=e¢sen d=a sen (s{4B) y n=e cos =a cos (st+f) y por ello @=st+f, una rotacion en

: . , . I 27

torno al origen. La velocidad de rotacion es s, por eso el periodo de la revolucion del perihelio P = —.

$

Siendo los valores de los semiejes de las orbitas de los planctoides, en la mayoria entre 2 y 4, el coefi-

ciente s varfa entre 20” hasta 500” por aiio, de ahi que el periodo de la revolucion de los perihelios se
_halle entre 64800 y 25920 afios.

Considerando, en general, la representacion exacta de la coordenada y pontendo : — =1 + térmi-

ay

-

: a A ‘ , :
nos del 2° grado, y asimismo -2 = 2°, resulta, en lugar del circulo P (%r) una elipse transformada senci-
a
3
llamente por los términos del 2° grado.

Si no coincide el centro del circulo con el.origen de los 4, es decir, si ¢=4=0, de modo que la distan-

cia d de los dos sistemas de coordenadas sca d=V(Ax)2+ (Ay)?, el criterio de la existencia de una libra-

cion o rotacion de los perihelios depende de la desigualdad d 2 r, siendo r=« el radio del circulo; en el
caso de d > r, las direcciones perihelios estén encerradas en cl dngulo entre las langentes desde el origen
de las &, 4 al circulo, de modo que hay libracién, mientras en el caso de d < r, la direccion-perihelio
describe un circulo en torno al origen de las &, v, de modo que tiene lugar una rotacion del perihelio.

En el caso de que haya que deducir la curva exacta del punto P (§+), considerando todas las poten-
cias de las excentricidades, hay que salir de las ecuaciones diferenciales- originales (1), las cuales admi-

ten, como es visible en seguida, una integral exacta, si prescindimos de las variables-inclinacion. Resulta

: : R )R . . .
directamente de las ecuaciones (1) : SE dg + - dq = o, por eso, por integracion se tiene :
> " '

(b3) R (&, 1) = const. = R,

Esla integral se reduce, limjtando el desarrollo de R a los lérminos del segundo grado de las i, y, a la
oOrbita circular del punto P (&, 1) deducida anteviormente : (5— Ax)?+ (n— Ay)® = const., donde Aax, Ay
tienen el significado ya deducido anleriormente, siendo 2— Ax=x; y 5~ Ay=y. Ln el caso general,
considerando todas las polencias de % y 1 en Rk resulta numéricamente muy sencilla la construccion de la

orbila del punto P.
: . d R
Los puntos singulares de la curva R (€, 4) = R, = const. resultan por las condiciones : =50
3 1
por medio de las cuales se obtiene las magnitudes especiales &, y 4y, cuya substitucién en la ecuacion
R (%, v)=R, permite la deduccion de los valores singulares de R,. Ya sabemos que por medio de la limi-
w1 i o P ] 0 . |
tacion del desarrollo de R, segin polencias de & y 4, a los términos del grado mis bajo, los puntos sin-
gulares correspondientes tienen las coordenadas : 8,=Ax y 7,=4J4y, de modo que el centro de la orbita
circular fija, aproximadamente, el punto singular buscado. Otros puntos singulares no hay, en general,
. : R R -
ya que la determinante de las dos ecuaciones = = o, 57 = 0t distinto de o, generalmente. El valor
(4259 T" :

singular especial de R, se reduce por eso a R (Ax . Ay) = G, y.depende de la razon de los ejes mayores
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de las oOrbitas del planetoide y Japiter, ademids de la excenlricidad ¢’ de Japiter. Limitdndose la drbita

pertenecientle a P a nn dnico punlo, la excentricidad del planetoide queda constante, es decir, la distan-

cia del punto singular al origen de las coordenadas, de modo que e=d= const.= J(Ax)*+ (Ay)? y ladi-

reccion del perihelio del planctoide lambién queda constante, coincidiendo con la direcciOn del perihe-

lio de Jupiler, fijado por la linea que une el origen de coordenadas con el centro del circular orbital. En

el caso de que exista una conmensurabilidad de los movimientos medios, una conmensurabilidad mayor

del 2° grado, de modo que los Lérminos que se hacen seculares por la conmensurabilidad, no ganan

influencia en los términos del grado mds bajo, la érbita hallada singular del planctoide corresponde a-
una solucion periodica del 2° tipo de Poincaré, considerando lodavia las ubicaciones iniciales de los dos

cuerpos perlurbante y perturbado.

En el caso general R =const., la curva correspondiente desviara siempre solo de la Orbila circular
anteriormente deducida, en cuanto las excentricidades, pueden ser consideradas pequeiias, del 1°F grado;
entonces habrd libracion, si ¢l origen de coordenadas csld fuera de la curva. La magnitud méxima de la
oscilacion de la diferencia de los perihelios & — & resulla mediante la definicion de & por medio de tg &= -

[
d dy, dz R _dq oR

por la condicidn 7T £=o0, de modo que, aplicando las ecuaciones diferenciales
¢ ¢

dt " YT T

... R R

resulla que la nueva forma de la condicion : 3 gT 1 g—
: 7

Esta condicidén hay que relacionarla todavia con la integral R=consl., para deducir las dos coor-

= 0.

denadas 2, y %, que corresponden a los valores extremos de la longilud del perihelio & o a la diferencia
de los perihelios 6 —&'.
Pero los valores de e que resultan de eslos valores de +. no son valores extremos. Los extremos
] >

MR . . ey (l’; (l'/‘
de ¢ resultan en base a la definicion e2=E524 42 por medio de la condicion : ET; + lit‘ = 0; poreso con-
( (
) ) : . . W R 2R
siderando las ecuaciones diferenciales respecto de & y 7 la condicion definitiva es: E\_ —f3E =0 hay
a1 0

que tomar cn cuenla la inlegral R=consl., para obtener el valor extremo de ¢ y un valor correspondiente
de la lTongitud & del perihelio que coincide cast con la direccion del perihelio de Jupiter, como ocurre
cn el caso de las pequeiias excentricidades, siendo la orbita del punto P (Z, 4) un circulo.

Una consecuencia importante de la existencia de la inlegral R=C =const., siendo R una serie de
polencias convergenle ; en el caso de pequeiios valores de los parametros £ y «, es la siguiente ; si la
constante C licne un pequeiio valor en cualquier momento, por ser pequeiio el valor de e==1°" grado, el
parimelro e siempre permancce pequeiio, del 17 grado. Por eso resulla que, si la solucion sucesiva en base
de una consideracion lambién sucesiva de nuevos Lérminos ascendentes de § y 4 origina perlurbaciones se-
culares o Lérminos de Poisson mixtos-seculares de la forma £, sen A o . cos A, estos Llérminos de ineslabili-
dad pueden acrecer sin limite, con el tiempo ¢, de modo que representan un engaiio por las aproximacio-
nes sucesivas y resullan inadmisibles en cuanto a mayores mlervalos de liempo.

Volviendo ahora, en el caso de pequenas excentricidades, al critecio fijado anleriormente respecto a
una libracién o rotacion del perilichio, es decir d 2 r, si queremos transformar la condicion, en cuanto el

radio r, en el ridngnlo formado por el origen O del sistema 3, «, en el punto P del circulo y su centro,
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se puede expresar como funcién de d, de la distancia PO=e¢ y del dngulo entre d y e, es decir, & —&':
r?=c%+ d% - 2ed cos (& — &'). Por eso resulta, en base a la desigualdad r3Sd, la nueva forma del criterio

como funcion de eclementlos de la orbita: €2> 2¢. d . cos (& — @), forma que sblo es posible, sicos (& — &) >0
< ) q .

’ ’

e s : , , I e Cq
es decir (@ — @) < 9o°. Siendo ademds d = J(Az)24 (Ay)2 = — 2 ¢, resulla finalmente : CZ;:‘ . € COos
. A > -
S 2 2
~ ~ 7 C2I < ! ' . a :
(& —&'); el factor -2 = K depende solo de la razdn de los ejes mayores & = —, de modo que por eso, en

Cy a
el sistema de los plancloides, con Jupiter de cuerpo perturbante, @ cstd entre 1. 2 y 2. Esta simple for-
ma de la primera aproximacion ya la di6 Charlier en sus Vorlesungen zur Mechanik des Himmels, tomo I,
pag. 422 y Meddelanden fran Lunds Observatorium Nr. 12. Pero como ya vamos a ver, esta primera
aproximacion cs insegura, porque puede ser influenciada en una forma decisiva, por los lérminos del
grado proximo mds alto y las perturbaciones periodicas respecto a la deduccion de las constantes de inte-
gracion, de modo que una libracion de primera aproximacion puede ser transformada en una rotacion,
Aplicando el criterio sencillo, no* esta permitido, como Charlier lo hizo, sustituirlos elementos oscula-
trices, sino los elementos liberados de las perturbaciones periodicas, es decir, los elementos seculares,
especialmente Z==¢ . sen & y n=¢ cos &. La parle especial de la funcion perturbadora que origina las per-
turbaciones periddicas, resulta lo més sencillo en basc a los desarrollos de la funcion perturbadora de
Le Verrier en los Annales de I'Observatoire de Paris, lomo 10, pdg. 41. Transformando estos desarrollos,
pasando delos ey &, ¢/ y & a los & y4; & y«, se obtiene hasta los términos del 2° grado de estos

parametros inclusive, para llegar, en las ecuaciones diferenciales, hasta los términos del 1" grado :

1=-4oc + 20
bh)y  aR=k2.m % g Za’Ai cost (' —1) + —;— (B2 2B 4% 2 (— A’

+ oe
" . . A :
+2a’A 4 2d’A) cos { (I'—=1) + ;—Z( — 2/ Al a’A )| [ cos [il! — (i — 1) (]

+ o
+Zsen [ —(1—1)]}+ %Z[(gi—{- 1) a’Ai @A [ cos[(i+ 1) I —1l]
+ 00
C+Esen[(i+ 1) —ij{+ %2[(4[2— DY AN+ (hi—=2) A4 200N} (62 =32 ¥

cos [il' = (i—2) ]+ 2% sin [l — (i —=2) ] | + /I_IE; [(A2+ 20) AT

— a0 i— 20'AG| (5% +) cos (i+1) U= (i 1) (] + (Zr— %) sen |
+ o0
[+ 1) =+ )i+ i—E[(—[n’2 —-20) A (= Ahi—2) dA [ —ad’A ]

—_—

H(an' =88 cos [(i+ 1) U= (i= 1) 1] + (o3 +3) sen [(i+ 1) '~ (i = 1) I]]
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]
+ %E [(482+ Qi+ 4) @Ai4 (hi+ 6) @A i+ 2a’A]|[(n2—E) cos [(i+2) -~

—_—aC

— ] + 2&" sen [(z+2) "—il)} —acos (I'=1)+ (§2+'r,2+5’2+1;’2) X
acos (I —1) —a (g’ +EE) cos (2l —2l) + (Eq—/5)sen (20— 21)]
— écx [ cos (I'—2l) — Esin (I'—2l)] + -z-oc [ncosl'+& sen l'],

donde los términos finales dependientes explicilamente de & = — tienen- su origen en la parte comple-
a

mentaria de la funcion perturbadora R. Los términos dependientes de las inclinaciones orbitales no se

, : . R R
tomaron en cuenta, ya que ellos comienzan con el coeficiente v* y originan por lo tanto en £ Y57 tér-
s 1

minos que por lo menos son del 2° grado en & y n y de los cuales hemos prescindido en las inlegrales
respectivas. En cuanto a las perturbaciones del grado o que resullan en nuestro caso especial, y que pro-
vienen de las perturbaciones de 1°" grado en R, nos concretaremos a fijar los términos p (3) y p () que

son del grado o:

i=+o0
- B o nsen [ — (i —1)1] 1 n , ,
(55) P (E)b_ocm 2( 2ia’A Al) T 5% gy sen ({ —-2[)5 +
- 3 n
+ —a—sen /
2 n
te=-oc
' AL oyt S 1 s (=
p (n)=am’ 2(—2zaA a’A, ) (l_l)zcos [/ —(i—1)]] + @ ——co (& —2al)
+a — Cos l's
2 n
La solucion total es la siguienle :
(56) E=x+ Ax + p(E) =asen(st + B) + Az + p(§)
1=y + Ay + p(n) = acos (st + B) + Ay + p(n),

de modo que las constanles de inlegracion a y 3 resultan por medio de los valores & y 4 que corresponden

al tiempo t=o0:

(57) asenf =5, — Ax — p ()
% cosf,= vy — Ay — p (no).

En el caso que consideramos, las perturbaciones seculares de los grandes planetas, los valores Aw

Ay yano son constantes, sino que deben ser reemplazados por la representacion secular de las variables-ex-
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centricidad de los grandes planetas, de modo que en lugar de Ax hay que sustituir: ¥ a;sen (sil + Bi), yen

h .
1

lugar de Ay : Jaicos(sit+pi) donde: a; = (Charlier, Mechanik des Himmels, tomo I, pag. 415 ; y

s —8i
de esta memoria las formulas (119) y (120)), siendo el indice i=1, 2, ..... , 8; fijando especialmente s,
el movimiento medio secular del perihelio de Jupiter. Formando en este caso general, por aplicacion de

los factores correspondientes, las funciones e sen (& —s;=3;) y e cos (& —s;~B;) se obtiene la nueva

r

ecuacion decisiva respecto de libracién o rotacion : 1g (& - s;t—f) = N’ siendo la significacion de Z y N :

(58) Z=uasen[(s—s;)t +8—0;] + Yoisen[(si —s;)t +Bi —B;] +
+ p (8) cos (st + B:) — p (n)sen(s;L + B;)

(59) N=o; +acos[(s—s;) ¢t + B — Bi] + T aicos[(si — s;) L + Bi—By)] +
+ p(8)sen (st + B;) + p(n) cos (s:¢ + B;)-

El acento del signo-suma expresa que =7 no viene al caso, por reducirse el término correspon-
diente a s; el primer término del segundo miembro. Entonces la condicion relaliva a una libracion del
perihelio & del planetoide en lorno al perihelio movido de Jupiter, con una velocidad angular s;, exige

que el denominador N debe ser distinto de O, siempre, es decir, tiene lugar la condicion :

(60) o | > [e] 4+ 2@ + ECu| + 2

Sik }
Los coeficientes Gir y Sir resultan del desarrollo de p (%) y p (r), stendo :
(6oa) p () = ¥ Sasen(ill + kly; p(n) = L Cicos (il! + ki)

Limitando el cdlculo de las perturbaciones periodicas-p (%) y p(%) alos términos principales, es

decir los del grado o, ya f{ijados anteriormente, hay que calcular, respecto de las trascendentes de
: : L S L, «

Laplace, s6lo los coelicientes b’y bi), ya que a’Ai=0biy a’Aij =0}, sOlo dependen x= — de modo que
a

pueden oblencrse comodamente por medio de las tablas de Runkle (Smithsonian Contributions to
Knowledge 9, Washington 1857, Appendix 1885).

Finalizando esle capitulo, vamos todavia a represenlar la excentricidad y la longitud del perihelio
del asteroide en forma analilica como funciéon del tiempo f, en cuanto se trata de la primera aproxi-

macion. En este caso hemos fijado la forma:

E=csenw = x + Ax = asenA + f¢'seno /

(1) f,=ecosw =y + Ay = a&cosA + f¢cosq |

)

1 Gy :
donde f= - — (J—l es una magnitud del grado o y orden o, y A = st+§.
2 L

Aplicando ahora los multiplicadores correspondientes respeclo de las ecuaciones (61) para pasar

~ 7

a la diferencia & — &', resultan las nuevas relaciones :
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e sen (o — ') = asen (A - &) /

ecos(d—a')=f.¢+acos(A—a) |

(62)

de modo que:

. Lsen (A —a)
1+ Lcos (A—a)

(63) 1Z (& — @)

.~

donde L = O por f.¢/=d, a=r también: L = —l< 1, encl caso de la libracion. En-
(

a
f.("

tonces el denominador nunca desaparece, de modo que |&—a'| < go® por cso la diferencia &—a' es

desarrollable, por un teorema bien conocido, en una serie periddica segiin miiltiplos de A — &' y cuyos

coeficientes, simultineamente progresan scgiin potencias de I., de manera que :
vy ~ —~ -7 I ., ~ I J ' et T
(64) o»—a =Lsen(A—a') — -LZsena(A—&') + EL' sen3 (A=) F ...
2 .

Asimismo el logaritmo de la excentricidad ¢, siendo
et =2 + [ 4 2afe’ cos (A — W)

puede desarrollarse en la siguiente serie periddica :

(65) loge = Mine = M| Lcos(A—&) — §L2cos2 (A—o) + %Lacosf’} (A=) F ...

siendo log el logaritmo decimal, In el logaritmo natural y M el médulo del logaritmo decimal. En eslas
soluciones que significan una libracion, el movimiento del perihelio secular del asteroide es nulo, siem-
pre que el perihelio de Jupiter se considere fijo, pero debe distinguirse bien de las variaciones de longi-

de de

tud del perihelio y de la excentricidad momentanea, a saber R pueden desarrollarse ficil-
¢ (
mente en base de las ecuaciones
E=-escno y 7, = € COS O

que las definen. i
Vamos a establecer desarrollos analogos en el caso de la rotacion de los perihelios, por saber ya

que, también en este caso, existe una periodicidad de la excentricidad aunque el perihelio eslé rotando.

En el caso de la rotacion vale (66)

’

e> =2 . ¢ cos (&— )

C, ]
comenzando el paso de la libracion a la rotacion en el momento que el circulo tipico de la solucion pasa
por el origen del sistema de coordenadas (§7). Ln este caso se pone r=d=f.¢ y |&— w'| alcanza el
méximo, cuando |&—&'| = go° y la excentricidad disminuye a 0, mientras que el valor maximo es:
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e=2r=2d=2f.¢. Inmediatamentc antes y después del pasaje por el origen mencionado, la longitud
del perihelio varia bruscamente en 180°. Siendo cn este caso L=1, resulta por la formula anteriormente

deducida respecto de & — &' : tg (w— ') = sen (A —¢&’) [1 4 cos (A-w)]"' =1g ; (A—&') de modo que:
.., 1 o 1 I -,
(67) ®—O =5(A—w')=ast+2(f3—w)

y de ahi que ¢l movimiento secular del perihelio es 1s, y por eso necesita la rotacion del perihelio el

: hr . : ., . , 27 _— .

tiempo P, = — mientras que una libracién necesita ¢l periodo de : P, = —. La contradicion se disipa
s $

por el hecho de que la posicion del perihelio realiza en el origen, siendo ¢ = o, un sallo de 180°, de

modo que el arco aclualmente recorrido por el perihelio es s6lo 180° y por eso la duracion necesitada
es Tﬂ:— =2 P,.

3 $

Finalmente, el origen estd dentro del circulo, de modo que solo es posible una rotacion de los peri-
helios, y entonces puede establecerse un sistema analogo correspondiente al caso de la libracion, pero
con una interpretacion complelamente distinta, aplicando primero el sistema de multiplicadores cos A

y —sen A, y segundo: sen A y cosA, en el sistema (61), y asi resultan las ecuaciones :

(68) \'esen(w—t):j'.e’sell(a’fz\)
lecos(w—1t) = a+f. ¢ cos(w'—A)

de modo que : |

(6g) e? = a? + f2* 4 2afe cos (&' — A)

y

(70) tg (65— A) = Rsen (&' — A)

1 + Rcos (a'—A)

: e d . : . ,
siendo R = [e_¢ < 1, el valor reciproco de L y por eso se obtiene una forma de la solucion ana-
”

loga al caso de la libracion. El desarrollo de & — A en una serie periodica segin multiplos de & — A, es,

andlogamentle :

(71) o®—A = Rsen(v' —\) — gl{%‘.en 2 (0 —A) + %1{3 sen J (0 —A) F ..

Asimismo resulla respecto a la excentricidad, la serie correspondiente :

(72) log e = Mine = M| Rcos (a*—A) — 2112 cos 2 (&' —A) + %Ra cosd (&' —A)F ...

Ya que el argumento A tiene la forma A = st + f3, se obtiene

o =st+ 3+ Rsen(d'—A) — ...
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de manera que el perihelio tiene exactamente el movimiento medio secular s, pero simultineamente, segiin
(70), tiene lugar una oscilacion periodica entorno a la direccion A que adelanta uniformemente con el
tiempo, resnltando la media oscilacion enlorno a la direccion A, siempre menor de go°, ya que R < 1.

La semi oxcilacion maxima, en el caso de la rotacion, entorno a la direccion A, resulta por la

I

formula correspondiente, cambiando solo L con R = <+ de modo que :

L
fe
o
fe'\e
I —— —_—
a
lLa sigu.enle labla demuestra los valores numéricos del maximum de y=|d —&'| e y=6 — A
respectivamenle, en el caso de la libracion o rotacion en cada caso. Segun
Tabla . . asenx .
_ __ la formula bésica lg y = —————— resulta el maximum de y por la formula
— I + acosx
«
' ) a : ., o
lg (y max) = / =* En el caso de la libracién de a =f—'< 1yen el de la
1—a ¢
0.0 0° o
0.1 5 44 Y I . : o
' rotacion a =*— < 1, es que, poniendo @ =sen¢: y (max) = ¢, el maxi-
0.2 11 31 o
0.3 17 37 mum y resulta por la tabla comin del seno. (Ver cuadro adjunto).
o.4 23 35 .. . . . . .o .
Si simplificamos ahora las ecuaciones diferenciales, primitivas para 3
0.5 Jo o
0.6 36 5a y  en cuanlo a los lérminos en p y ¢, es decir, las variables inclinacidn,
0.7 ik 26 debemos dejar constancia de que los términos correspondientes segun la cons-
0.8 53 8 . . . . _—
0 64 1o truccion de la funcion perturbadora, lienen su origen en los érminos del 4°
1.0 90 © R R

grado, en R, de modo tal que las derivadas 3 por lo menos son del

y p»
grado; los términos agregados del grado mas bajo, es decir el 1° grado en p y ¢, deben ser afec-

30
tados dec los términos del 2° grado respecto de &', /, p’, ¢’. Las ecuaciones ampliadas ticnen entonces
la forma :

) J;=al+a2ac+a3y+02p+c3(‘/\<

(74)
/ [ —y =b, + by + byy + dyop + dgq |

cuya integracion la podemos ejecutar recién después de la integracion de las ecuaciones inclinacion.

§ 2. LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE LAS VARIABLES-INCLINACION
Y SU INTEGRACION

dp dy

Para calcular las derivadas - —~ nos limitamos por el momento a los términos lineales en

dt y dt

Py ¢ como en el caso de las variables-excentricidad, y obtenemos las ecuaciones lineales siguientes ;
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dp _ , . o
=Wt apt ‘1392
(74a)
= g = b = e+ byq )

(75) a = K¢’ : a) =by =— =K=12° grado; af=-— K,
bl,: Klpl , b2':~— KI'

La igualdad a4 = by vale s6lo dentro de los términos del 2° grado respecto de &, v/, p’, ¢’, andlo-
gamente al caso de las variables excentricidad, mientras que la relacion ay/ = by’ es correcta respecto
a todos los grados de los parametros mencionados. Hay que fijar respecto al grado de los coeficientes :
a/ =1 grado ; ay = by = grado o ; ay y by = K = 2° grado al menos, respecto de p’ y ¢’.

Comparando los coeficientes a’ y b’ con los correspondientes en el caso de las variables-excentricidad,
obtenemos el resultado esencial a/= —a;, y bg’:—b; (véase p.e. Tisserand, Traité de Mécanique
céleste, tomo I, pagina 406, o Charlier, Vorlesungen tiber Mechanik des Himmels, tomo I, piginas 342,
413 y 41D, considerando el significado de los elementos). Por la sustilucion de nuevas variables
para homogeneizar las ecuaciones diferenciales (74a) por medio de p=p,+Ap y ¢=¢, + Ag, resultan las

siguientes definiciones :
I 1
(76) Ap = N[—'a’l/bé’., + bxlaa/J A Ag = N [ —ay'b) + a,'by]

siendo la determinante N=ay’b,/ — ag'by’. Considerando solo el 1** grado, obtenemos aplicando las defi-

niciones anteriores Ap=p’ y Aq=¢q’. La solucion de las ecuaciones diferenciales acepta entonces la

forma :
p=¢send =a'sen (—K,t + ) + Ap’ \
(77) q=Pcosh= ac’as—,cos(— K¢+ 8) —a’%sen (— K¢+ 8) + A¢’
3 3
significando s'= — K, y «’. y §’ las dos constantes arbitrarias, ademds valen las relaciones a’ —s—, =a'=1e¢r

ag

K .
grado y —a’%’—, = a. K= 3er grado, porque K = 2° grado y K, = grado o. Por eso valen hasta los
3 1

términos del 1* grado, las relaciones :

.8 p=g¢send =a'sen(—K;t + ) + ¢'sentV
(78) q=o0cost =a cos(—K,t + ') + ¢’cost

de modo que existe la integral :

(p—ApY + (1—49)* = a?
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Fijemos ahora, analogamente al caso de las variables-excentricidad, un sistema de coordenadas del
punto P con p y ¢ como abcisas y ordenadas, la curva de los puntos P es un circulo cuyo centro tiene
las coordenadas Ap y Agq, el radio del circulo es a’. Por eso las coordenadas polares del centro del
circulo coinciden por la definicion de los valores Ap y Ag con los pardmetros ¢’y & de la orbita de
Jupiter ; ademas las coordenadas polares del punlo P son por definicion los pardmetros ¢ y go—0 de
la Orbita del asteroide. Por eso en el caso de la libracion, eslando el origen de los puntos p, ¢, fuera del
circulo y por ende &’ < ¢’, los extremos de la inclinacion estdn definidos inmediatamente por los cortes
del circulo y la recta por el origen de los p, ¢, y el centro del circulo, mientras que los extremos de la
longitud del nodo estin definidos por las tangentes desde el origen al circulo.

Las formulas convenientes que corresponden al caso de libracion resultan por aplicacion de un sis-
tema de multiplicadores, de modo que :

psen (0—0)=a'sen(—K;t+p—0)

(79) :pcos(ﬁ—@’);cp’+oc’cos(~Kt+ﬁ’—6’)

Por eso la ecuacion caracteristica del movimiento del nodo es definida por

L’sen D
1 + L/ cosD

o . . . .
donde L7 = — <1, de modo que el denominador nunca puede ser o y en consecuencia la diferencia
¢

de los nodos |0 —8| siempre es menor de go°, es decir vale ¢l caso de Ia libracion. Fijando ¢, y 8, la
inclinacion y la longitud del nodo para "{=o0, sc oblienen las conslantes de integracion «’ y §’ por
medio de las formulas :

\ o/ sen = ¢ senty— ¢ sent

(81) ! 2 cos ' = ¢,cos 0, — ¢’ cos b

De ahi que o’ esta definido por la relacion a2=¢ %+ ¢ — 29,9’ cos (8, — ') de modo que la condicion de
libracion anlerior o’ < ¢’ pasa a la nueva forma : ¢ 2 — 29,9’ cos | 6, —0) < o, de suerte que otra forma
de la condicion es la siguiente :

%o
8a) %,
( 26’ cos (0,--8)
siendo siempre |8, — 0’| < go°. Esle criterio sorprende por cl hecho que, contrario al criterio respecto de
las variables-excentricidad, aparece tolalmente independiente de la funcion perturbadora, es decir inde-
pendiente de los coeficienles K, y K, en las ecuaciones diferenciales, dando la impresion de que sc trata

de un efecto geomélrico-cinemilico puro, lo que debemos estudiar todavia mas adelante. Primero desa-

rrollaremos la diferencia de longitudes de los nodos, segun (80) en una seric periddica cuyo argumento

: : G '
depende del tiempo / en ¢l caso de la libracion, si L = — < 1 ;
¥

(83) 0--0 = L'sen D— '-I)-L"-’scn 2D + —;;L’” sen 3D -- ...
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: - . . — 27T .
siendo cl avgumento D= — K t+ ' —3/ de modo que el periodo de la oscilacion del nodo ¢s P= K—' sin
1

movimiento secular del nodo del asteroide. Ademas resulta por (79) la ecuacion necesaria para el desa-

rrollo de @ y 8 en una scrie periodica :

(84) ¢ =o' + ¢ + aa'p'cos(— Kt + f—0)

’

, . o <y
de manera que, cn analogia al desarrollo de log ¢, pero sustituyendo L’= —, obtenemos la relacion :
?

- I Erw  or
(83) Lge = Mlng = M [L/cosD — 5 [ cos 2D + SL"’ cos 3D — ...]

Los extremos de ¢ corresponden, segl'lh (84), a los argumentos D=0y D=180°, en lal forma que

@ (max) = ¢’ + &’ y ¢ (min) = ¢’ — &’ y segun las formulas (78) solo en los puntos que corresponden

a—b8=o0; por estar excluido el valor 6 —0'=180° cn la libracion enlorno a &. Los términos relalivos

a los extremos de 0 resultan por medio de (80) en base a la coundicion cos D= —L’, de manera que
_ I _
D= --K .+ + =Dy por cso es respeclo de los momentos de los extremos: (.= K (f'—6FD).
t
Los momentos de los extremos de la inclinacion ¢ calculanse en base a las condiciones D=o y D=180°,
I ’ A L ! ’ o N
de modo que : t,;= —(f'—0) o L= e (f’— 0" —180°) respectivamente.
1

K,

El valor nominal de la oscilacién del nodo 6 en torno a 6 resulta en base a la condicion ya deducida

de que debe ser: cos D= —1L1/, y asi es que, scgiin

: o’
86\ L“- (8 - 8, = ":_q__—_"
( ) ° ) VL"‘ —

Las inclinaciones, @; que corresponden a eslos valores extremos de H — 8, resultan por medio
de las ecuaciones (79), por eliminacion de los lérminos en £, de modo que: a* =9+ ¢’*— 299’ cos
(0—6) y de ahi ¢, =J¢”? — a2

Consideramos ahora, en el caso del fendmeno del movimieuto de rotacion, primeramente el caso-li-

o’ i
mite: L’=— =1, es decir: o/=¢’, obteniendo en base de la ecuacion (8o) la formula: g (8-6) =
I R S , 1 o v, I, )
tg =D yporeso 6—0/=-D 6 0—-0=-D + 180°, de suerte que: =~ [0/~ - K{+ '] por cuya
2 2 2 2 2

causa el nodo realiza un movimienlo de retroceso secular — = K| sin ninguna oscilacion. Sustituyendo
2 . )

las magnitudes a'=¢’ y 6-60'= =D en la relacion mencionada anteriormente : % = ¢*4¢”2 — 2¢¢’
2

2

cos (0 —0), resulla ¢ =29’ cos ;— D. Por medio de laecunacion 6 —6' = ~; (— K (+p'—6) oblenemos para

el momento {=o, es decir =0, la relacion 6,—8 = - (8’ — 0') siguiendo luego :

(SR
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(86) ¢=2%’ cos (— -;- K,! +90—9’) y andlogamente 0=¢0 —% Kt+ ;({3’— ) =06, — -;—Kl St

lo que significa que, en el caso-limite, la velocidad secular del movimiento del nodo, en analogia al
caso-limile del movimiento del perihelio, es — = K, es decir el promedio algebraico del movimiento
2

nodal o en el caso-libracion y el movimiento —K en el caso de la rotacion. Por el movimiento nodal
I I 27T

— — K, = —s aparece la duracion de la rotacion como el doble del periodo K
2 2 ) Ny

en ¢l caso de la libracion,
pero esla contradiccion es solo aparente como en el caso analogo de la libracion del perihelio y el correspon-
diente del paso, ya que en este caso que corresponde el paso del circulo de P por el origen del sistema

de coordenadas tiene lugar un salto de 180° respecto de la longitud del nodo que realmente recorre sblo

. . . . T a7 . , .
180° por el periodo, y por eso resulta un periodo de solo — = — es decir un periodo que equivale al
1 N
de la libracion. 5°

Pasando ahora al caso de L/ > 1, es decir &’ > ¢, tiene lugar una rotacion. Analogamente a la rola-
cion de las lineas de los apsides, resulta, aplicando el sistema correspondiente de factores, la formula

correspondienle basica :

R” sen (8 —D)

- o (0—-DY=
(8/) Lo( D) 1 + R” cos (BI_D)
siendo el argumento D= — K,;{+ ' y el factor R”"= Zi—, < 1, ¢l denominador no puede desaparecer nunca

y el angulo |6 — D | siempre menor de go®, realiza un oscilacion-libracion. La serie periodica correspon-

diente al angulo 8 —D es la siguienle :

(88a) 6 —D=R"sen (0/—=D) — ; R”% sen 2 (0/—D) + %R”"‘ sen 3 (8- D)—...

de donde resulla la expresion relativa a la longitud del nodo

(88h) 0= - K, (+F+R"sen (/- D) — 1) R"2sen 2 (0'=D)+ ...

Por eso la linea del nodo ejecuta un movimienlo secular de retroceso — k¢ por una parte, pero por
. . . . . , 27T

olra parle ejecuta una oscilacion enlorno a la direccion D en el periodo P = K rotando D secularmente
1

con la misma velocidad — K, de la linea del nodo. La inclinacion ¢ es desarrollable en una serie perio-
CPI
dica analogza al caso de la libracion, pero ahora, ya que R” = =~ < 1, con el argumento : D — 0 resulta :
o] ' o o]

(89) lgg=M lIne=R"cos(D-6) — %l{”“’ cos2 (D-0) + éR”s cos 3 (D=6)— ...



“D

A. Wikens, Teoria sobre la acumulacion de los perihelios y nodos de los asteroides 31

Las oscilaciones de la inclinacion orbital ¢ estin entre los valores extremos ¢ (méax) = r” + ¢’ y ¢
(min) = r” —9’, ya que los puntos correspondientes, sobre el circulo del radio r””=a’ estan en los extre-
mos del didmetro del origen del sistema de coordenadas, de modo que la oscilacion total es 2¢’. Anali-
zando ahora el tridngulo esférico formado por los dos puntos-nodos 0 y 6 sobre la ecliptica y el corte de
las dos Orbilas, cuya inclinacion mitua es J, resulta la relacion @ cos J=cos ¢ cos ¢’+sen ¢ sen ¢’ X
cos (8 —~ ). Considerando ? y 9’ como valor pequeiio de primer grado, lo es también J en general, y des-

arrollando las funciones de la ultima ccuacion hasta el 2° grado, inclusive, resulta la nueva ecuacion :
2 .

(90) J?2 = ¢ + ¢? — 249’ cos (0 — ©).

Por otra parle ya conocemos la relacion siguienle, deducida de las integrales anteriores :
(goa) a'? = ¢’ + @ — apg’ cos (B — 0),
de modo que resulta inmediatamente por la comparacion de las dos allimas ecuaciones (go): J = 2’ =
const. es decir, la inclinacion mutua de las Orbilas de Jupiter y del planetoide es constante, ¢ : la incli-
nacion orbital de los planetoides es una -constante secular, sila orbita de Japiter esta libre de perturba-
ciones ; y si prescindimos de los términos de la funcion perturbadora mayores del 2° grado. LEn lo que
sigue vamos a demostrar que, considerando también los términos mayores del 2° grado, puede ser sosle-
nida la forma trigonométrica de la solucion. Ya que ahora, en el caso de la libracion de la linea de los
nodos, vale la desigualdad &’ < ¢’, resulta por J=a’ como nueva forma de condicion de una libracion de
las lineas del nodo (goa): J<¢’.

En el caso de que la 6rbita de Jupiter sea el plano fundaniental, resulta, por ser ¢’=0 v ¢g=J cn

hase a las inlegrales generales mencionadas :

Jsen 0 =a’ sen (—K;¢ + §),
(o1) \ 1 M
9t [J cos = acos (—K,t + B

de modo que valen las relaciones : J=a’ y tg 6 = g (—K,{+P’) es decir :
(gra) 0= -Kit+p o 06=—-Kkt+p + 180°

Por eso resulta que el movimiento del nodo de un planetoide sobre la 6rbita de Jupiter, es indepen-

diente del caso de una rotacion o libracion y tiene lugar con una velocidad constante secular :

s,
dt

~ K,

En consecuencia, el nodo de la Orbita del planctoide, sobre el plano de Japiter, recorre toda la orbita de
Jupiter, mientras que el nodo correspondiente sobre la ecliptica recorre, en el caso de una libracion,
s6lo una parte de la ecliptica, pero en el caso de una rolacion, recorre la ecliptica entera. Resulta que la
condicion deducida respecto a la libracion del movimiento del nodo es nada mas que una condicion cine-
matica pura sobre una base geométrica, independiente de toda limitacion de la funcion perturbadora,
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stempre que el movimiento secular del nodo del planeloide sobre la Orbita de Jipiter esté asegurado
respeclo a lodas las potencias de las variables en la funcion perturbadora.

Considerando de nuevo el tridangulo esférico formado por los dos nodos 8 y & del plancloide y del
de Jupiter sobre la ecliptlica y el corle S de las dos oOrbilas, el lado 8/S=K e¢s conocido, segun el resulla-
do obtenido mis arriba respeclo al movimiento de S sobre la Orbita de Jipiter, de modo que &S es pro-
porcional al tiempo ¢. Entonces resulta en el tridingulo S66’ el siguiente sistema de ecuaciones :

| sen p sen (0 — 6’) = sen J sen K )
(92)

sen @ cos (8 — 6) = cos J sen ¢’ 4+ sen J cos ¢’ cos K
de suerle que:

(93) lg (B—6) = + tg J sen K

sen ¢’ + tg J cos ¢’ cos K

donde K es la Gnica magnitud variable. Por eso hay libracion solo en ¢l caso de que el denominador no
sea cero, de modo que siempre es [0=0| < 9o°, y por eso sen ¢’ > tg J . cos ¢, es decir si J < ¢’. Por
cllo la condicion anterior J < ¢ deducida ya anteriormente es idéntica, limitdndonos en la funcion per-
turbadora a los lérminos del 2° grado, a la condicion exacta deducida por un método puramente cinema-

lico. Enlonces la condicion :
2 =% + 3% — 299’ cos (0 — ) < 92

también es 1déntica con la olra

(94) 9—22 cos(B—-b) <o

si1]0—0"| < 90°, de modo que el caso de una libracion condicionada por |6—8| > go® no es posible,
como ya hemos demostrado geométricamente.

Completando nuestras deduciones vamos a demostrar que una libracion bajo la condicion
|6--6"| > go° no podra ser posible, sino que por ¢l contrario para el caso|6—6]=180° se produce una

rotacion, es decir siempre que [0 —0| > go°. Parlicndo de las ecuaciones basicas (g2) se deducen las

siguientes posibilidades, para cuando J >4’ detal modo que el caso |8 —8| = ¢go° pueda ser posible, en
eslos casos especiales :

(I) K=0; entonces resulta por la primera de las ecuaciones mencionadas : a) 8§ —8=o0, por eso por
la 2 ecuacion @ sen g =sen (¢’ +J), esdecir 3=¢'+J>0 (: 9>29" por ser J>¢’; pero en el caso b)
0—0'=180° resulla por la 2" ecuacion: —seneg=scen(s’+J) >0, lo que debe excluirse por ser
imposible. '

(II) K=180°; de donde resulta por la 1* ccuacion : «) 8—-6=o0, por eso por la segunda ecuacion :
sen g =sen (¢’ —J), es decir g =¢'—J < 0, lo que es imposible y debe excluirse, mientras que en el caso b)
6~ 6'=180° resulta por la segunda ecuacion que: —sen ¢=scn (¢’ J), de donde ¢==J — ¢’ >0, lo que
es admisible. Ademds hallamos que 6--6'=0°, en cuanto, segin (93), el denominador sen ' +1gJ
cos ¢/ cos K=o, y por eso para K=K, se tiene un angulo obtuso, mientras que en el caso h=qo° el
dngulo 6 —0 es un dngulo agudo. En sumario resulta la imagen siguiente respecto de los valores

correspondientes de K y 6 —6:
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K=o -6 =0
K = dngulo agudo B -- 6 = dngulo agudo
K = go° i —0" = dngulo agudo
K = K, (dngulo obluso) -6 = go°

. K = 180° f--8 = 180°

y analogamente hasta K=360° de modo que, encl caso J > @', siempre resulta una rotacion de los
nodos y no es posible una libracion, si [§=6| > go°.

Ademis de la condicion que debe ser J < ¢/ en el caso de una libracion, hay que deducir ahora la
condicion exacta respecto de la inclinacidon ¢ misma. Resulta por el tridngulo esférico ya mencionado
que : cos 9=cos ¢’ cos J —sen ¢’ sen J cos-K, de modo que, en el caso K=o, resnlta el maximumde ¢, es
decir 9,=J +¢’, pero en cl caso K==180° el minimum de ¢, es decir @,50=F+JF¢’, fijando ¢l signo
superior el caso de la rolacion y el inferior el de la libracion.

Ademas resulta por ¢l mismo tridngulo cos J=cos 9’ cos ¢ + sen ¢’ sen ¢ cos (6§ —0'), de modo que,
en base a la condicion-libracion exacla: J < @’y por eso cosJ > cos o’ : cos ¢’ cos ¢+ sen ¢’ sen § cos

(8—0) > cos ¢, debe ser tamhién: cos ¢’ (1 — cos @) < sen ¢’ sen 5 cos (6 —08) v en definitiva:
(99) tgg s < lgd/cos(0—6)

es la condicion exacla necesaria respecto a la existencia de una libracion de los nodos. Si las inclina-
ciones son pequeiias y st despreciamos los términos del 3¢ grado en 5 y +/, nos queda la formula aproxi-
mada ya deducida ¢ < 24’ . cos (6 — ).

In el caso de.la rolacion, es decir J > ¢/, se deduce en general, sin considerar el orden de Jy ¢/,
aplicando los correspondientes faclores al sistema de salida (g2), el nuevo sistema con el argumento
-6 —-K:

(96) | sengsen (8- —K) = — cosJsen ¢ sen K + senJsen K cos k(1 —cos¢’)

' ( sen g cos (0 —6'—K) = cosJ sen o’ cos K + sen J [sen?K + cos?K cos ¢/

Respeclo del sistema solar, en el cual la inclinacion de la drbita de Jupiter »’=1°20, es pequeiia, mientras
que J respeclo de los plancloides puede ascender hasla 50°, resulla por la ultima formula, bajo la con-
dicion de que a=ctg Jsen ¢’ < 1, v despreciando los lérminos del segundo grado, la [ormula ya antes

deducida :

(96a) e (0— B — K) = — sl

E I + acos
Por eso se deduce, en este caso especial, J < ¢/, mientras que J tiene cualquier valor, pero siendo a < 1,
la designaldad |8 —6"—K| < go®. Por tal motivo la longitud 8 del nodo desvia periddicamente siempre
menos de go° de la longitud 6’4+ K del punto K que progresa, sobre la orbita de Jupiter, con una
velocidad uniforme. Ll maximum de esta desviacion periodica se realiza, si cos K= —«, de suerte que la

desviacion correspondiente resulta por la ecuacion :
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o sen ¢’

et Vtg2) —sen?e’

Mix |tg (0—6"—-K)|

Ademds se obtiene, segiin los desarrollos analogos anteriores, la serie periodica siguiente relativa

a la desviacion mencionada :

(97) 8— (0'+K)=— asenK + -rl;a2'sen 2K — %a3sen 2K — %ae’ sen 3K + ...

La planilla anterior puede ser aplicada también en el caso presente, siel argumento a tiene el significado:

a=seng’ctgld.

§ 3. LA CONSIDERACION DE LOS TERMINOS MAYORES AL SEGUNDO GRADO
EN LA FUNCION PERTURBADORA

Hasla ahora hemos considerado, en los segundos miembros de las ecuaciones diferenciales de las
variables-excentricidad e inclinacion, sOlo los términos lineales respecto de 2,4 6 p y ¢ respectiva-
mente. Ademas se considerd, en los coeficienles a; y by, solo los términos del grado o respecto a los
parametros £, 6 p’y ¢’ respectivamenle, en a, ¥ b; los lérminos que empiezan con el segundo
grado de los parametros mencionados ; finalmenle, en «, y b, los téeminos del primer grado de los mis-
mos pardmelros. Segin ya hemos comprobado, la forma periodica de la solucion se sostiene solo, si
primeramente, al considerar los términos del grado mayor que 2, en la funcion perturbadora; la dife-
rencia de los nuevos coeficientes a, y b,, es decir : ay — by = 0; por eso los términos nuevos que
se agregan a a, Y by se eliminen por su igualdad ; también, mas general, en el caso de que consi-

deramos términos del 3¢ grado en E®, elc., apareciendo lambién términos de la forma ¢.a o d.y

, : . . ) dr dy )
respectivamentle, en las ecuaciones diferenciales relalivas a I v [—‘Z, de modo que deberia ser ¢ = ld,
dt 7«
: ., . . ' . - : US R dy,
para no peligrar una solucion periodica. En nueslras ecuaciones diferenciales e (/D— T
' ( oo ) (

ol .. . . . .. .
q — el lérmino a2 o a,x respeclivamenle, se origina, en la primera ecuacion, por el término &7 de la
N » 29 2 l ! D ’ ’ [
Al
funcion R, analogamente el término byr o byy, en la 2" cenacion, por el mismo éamino &4 por lo que
los coclicientles @, y by, independientemente del grado respecto de 2 y «/, siempre son iguales, es deciv
R

iwuales a . o
O
<3§bn

) . Iislos coelicientes a, v by no pueden comenzar con los términos del grado o,
f=r=0

) 1 . . . . L
siendo su forma en R : % = — ¢2sen 24, es decir un término-seno, mientras que la funcidon perturba-
=l 9 4

dora, en basc a sus caracteristicas puede ser compuesta sélo por Lérminos cosenos respeclo a sus argu-
menlos-dngulo ; por eso e?sen 2& debe completarse con un factor dependiente de ¢, ¢s decir un término
seno del 2° grado, al menos respecto de ¢/, y mas alla del grado 4, 6, etc. por’ lo menos el factor

e'? sen 24y .
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Considerando que la suma de los coelicientes numéricos de w y & en los argumentos de R siempre
debe ser 0, resulta el término buscado del 4° grado al menos :

D4"028'2 cos (2(!) — 2(;)’) —_ D4n [2 (E.E/ + .'.m/)2_ ?:;2 + T‘2) (E/‘.’ + .r‘l2)] — D4// [('.‘2 -_ 32) (7;/2__ 5/2) + ,Ig'ﬁa’rl’J

de modo que entonces los coeficientes a,=b, aceptan el término, ya fijado, del 2° grado. El proximo
término, contribuyendo con los términos lineales a,5 o byr respectivamente, y ahora del 6° grado en R
origina, segun las calidades de IR, del término ya mencionado del 4" grado bajo adicion de los factores e
o ¢ respectivamente, de modo que se mantiene la condicion a,=b,. Por otra parte, la igualdad de ag=10,

. _ . , : >R
vale, segdin nuestras definiciones anteriores, solo hasta ¢l 2° grado de R, siendo a; = 0(3—2
7" Jt=r=o

PR’ , . . : .
by = ¢ (W) donde el coeficiente ¢ es el mismo en las dos relaciones. Por eso la diferencia a;— b,
s /E=r=o0
es del 4° grado. Segtin la representacion analitica, los términos del 4° grado: agy b,, tienen el mismo
valor absoluto, pero signo contrario.
Considerando ahora los términos hasta el 4° grado en R, es decir hasta el 3°" grado inclusive en las
ecuaciones diferenciales, éstas lienen la forma :

(I g—i =1 — e [a; + ag5 + a®+ aF + a5+ ag® + az (82 +4%) 4] ,'
(98) dr —_— . \
(.H) - d—t‘ = VI — ¢t (bl + 1’25 + ba’ﬂ + b4§2+ bs&'ﬁ + bs’ﬁ2 + b7 (52 + "72) E]

donde :

3 I
ay=/Dyy; as=2fDE"; ag=3fD;’; b,= S %) b,=2a,; b6=§a5; a;=b;={fC,=az=10,4

Sustituyendo el factor /1 —e? por su desarrollo segiin potencias de e hasta el 4° grado, de modo que

- I I : . , L
fi—e? =1 — -2-62 — ge“, y sustituyendo ademas: £=x+ Ax y n=y+ Ay, aiiadiendo finalmente los

términos del 5” grado, originindose del 6° grado de R, sin aplicar en esle caso la serie de potencias de e,
obtenemos el nuevo desarrollo de las ccuaciones diferenciales hasta el 5* grado inclusive. Pero vamos a
simplificarla de antemano, reduciendo el factor £2 4 Z?=e=(x + Ax)*+ (y + Ay)*® que aparece en los Lér-
minos del 3" y del 5° grado, considerando la integral de la primera aproximacion x?+ y?=a%=const.,
a la forma lincal respecto de x e y: 2+ 42=c*+2x. Awe+2y. Ay donde *=a? 4+ (Ax)?+ (Ay)%. Poresa
causa los términos de 3°" grado de la forma (E24+4%) 7 y (5%++%) 5 respectivamente, aparecen como tér-
minos de primer y segundo grado respecto de x e y y por ende son unidos con los términos del primer
y segundo grado. Andlogamente, los términos del 5° grado: (5244227 y (524+%)?Z2, como todos los
otros términos del 5° grado, como resulta por la diferenciacion de R segun £ y «, se redinen con los tér-
minos del 3 grado en x e y. De ahi que las ecuaciones diferenciales aceptan la forma nueva que aparen-
temente solo conliene los términos hasta el 3¢ grado, pero que en realidad contiene términos hasta el

5° grado inclusive, respeclo de x e y :



36

(99)

OBSERVATORIO ASTRONGMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

% - % =a) +agx+agy +a/w? +afxy + ¢y + a)fn + ATy + ay'cy? + agy’y’
- g}‘ = — ;Lj_i' = b/ 4 by 4 by'y + b/x? 4 by + by 4 by'x® + b2y + bywy? + by

Si es necesario prescindir de la integral sblo aproximada x?+4y*=a®, sc puede volver a restableces
la forma original, suslituyendo ¢®=ux?+ y2+ (Ax)?+(Ay)? y extendiéndose entonces el desarrollo hasta
el 5° grado de z ¢ y. Antes de realizar otra simplificarion esencial de los coeficientes, vamos a represen-

tarlos explicitamente (100) :

(100)

ay= A + a3 Ay + a, (A + azdxdy + ag(Ay) 4+ @Ay — é ac?

1 1 1 I t I
_—— 4 d g 2\ - — Ny 20\ )\2
— =AYy — —at— A — (s a,+ — gy ety a2 (A

o TRV g 5 7 (8 g R )

I , o« ;
— — a4y PAr Ay — = a; Ay 4 OE /' Ay + AL X574 172) Ay
2 T2

+ B (37 4+ 07y + Gy'e? [4 (F A +4"Ay) Ay + |
+ G (57 +7) [2 (Fdw 7/ Ay) Ay + 27 ]+ G (57 + 7))

+H 24y f2 (Fdx 47/Ay) = 2 (22 +0) ]+ L (Fdr + ' Ay)
=28y (57 +0) ] 4+ 2l (2 +47) [20 (T2 +7/Ay) = Ay (B% 44|
i [2 (FAB+7/A) — (FAy =7 Ax) = 2 (22 +42)]

+ s (FAx ' Ay) [A (€47 +4'Ay) =5 (Tdy —'Aw) — 24y (52 + )]

a)=day+ 21, Ax + a;Ay — ;A —a;diedy + 20, Ny — é a,etAr
— Eag [2 (Ax)®+ %) — hc®AxAy (% (; + é (‘17) —a, [2Ax 4+ (Ax)
— % a5 [c? 42 (Ar)?] Ay — adw (Ay )2+ 24E/AAir Ay + 8E 7 (572 4 47%) Ay
+2G/ [2¢2 (' Ay +4/Ax) + Axcf A Ay (5'Axr + 07 Ay) + %Y
+ 26" (574 47) (FAy +4/Aw) + 211/ {22y [ 2T (FAx +4'Ay) — Aw (572 + 4]
20 4 280 oy (F 0w/ Ay) — Ay (22 ) ]+ AL (22 ) B
+ Aot A 132 Ax + 237 Ay — 02 Aw | — 2 (32 447) A
0% (127 (FAe b Ay) — 65 (FAY —/die) =2 (2472 Ay
ay =g+ g 4+ 20, Ay + ;2 4 20, (Ay)2 —a Ay — -I; agle? 42 (Ay)?)

— %alcg.‘.\y — Ay — (é- ay + -;- “1) (" HFAEQAY)) - (Ar)? Ay
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—_ -;- a5 (FAT+ 242 (AY))) ~ ag (24 (Ay)®) Ay + 6E/c? (2 + 4 (Ay)?)
+ 45" (B2 +1'2) (¢ + 2 (8y)") + Eg25," (874477 + G/ [¢? {58 + 7/ Ay)
+6qAy} +2Ay {4 (EAz+Ay) Ay + 2]
+ Gy (2 417) [2 (YAw+ wAy)+ A’ Ayl + U [4 (FAx 4+ Ay)
+ 42y oAy + 28 Az — (87 +47) Ay | + 2062 (2 — 1)
+4Ay 2 FAz+9/dy) 0 — (82447 Ay 1] +2H" (5% 4+ 07%) (47 = 57)
(

I . .
a)=a,— ;al(Aaf)Q—ag_\m—_ﬁ (Ax)?Ay (§ as + —2[(17) — %u.{ (244 (Ar)?)

— apAwdy + 205y (AP Ay + 4G, [T Ay 4 (A1) + AH/E [FAy 4 27 As]
+ 2Jgy (5’2 - 72/2) + 8J 5%

I

S a5+ g <¢7) (2 +2 (Ay)?) A

a) =a, +2a; N — a;dx —a, AxAy —a,Ay— 4 (
—2a,AzAy - %a [+ 2 (Ax)?+ 2 (Ay)°] - 20,820y + 24Ey A [ 4 2 (Ay)]
+8Ey” (824 4'%) Ax 4+ 4Gy [¢*E' + 2/ (Ax) + 27/ Aw Ay + 2 (5Ay +4/Ax) Ay
+ a5/ AxAy] +2G” (82 +4%) &+ 4Hg [A37 Ay + (37 - %) AJ‘.
bl (28 +Aw) - (54 17) Aa) 4 61,F (3 E7)

ag' = ag+2a;0y —azAy — éal (By)P—4 (é ay+ g “7> [¢*+ (Ay)*| Ay
—azAxAy — % ag[®+ 4 (Ay)?) 4+ 2AEy [* 4+ (Ay)] Ay + 8By (52 + 4% Ay
+ -/IGG, [02'Q’+ 25’.&.’13.5}'-*- 5_'2/ (Ay)2] + 2G6” (;1:/2 +.ql2) .r‘f

+ 4Hg [372Ay — 2524y + 28 Ax] + 4J¢w (v —257)

[ .

= -2 (;l a;+ a7) (Aw)2 — a, Ay — a;Adx 4 2AE (o) 4+ 8GYE Ao + 4 H 252

aw'=—4 (7[; aa+a7) AwAy— ady — a, Az + 48E;dardy +8Gy (FAy +7/A) +8H, 2!
' = =2 (/1' as+ a7) (Ay)® —ady + 24y (Ay)*+8Ggw Ay + AH
by 4+ b+ b,Ax 4+ Ay + b (Ax)? + bgAx Ay + by (Ay)* + b;PAw

1, 5, I, 0, .1 | LT
-5 bye® — : byc? A — 3 bt + 5 (—.?‘-_b2+1)7) tAiwe — " byc*Ay
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— % b.c? (Ax)?— —;- by’ AxAy — % bge? (Ay) + OE/c*Ax +AE,” (82 ++4/2) 2Ax
+ 2By (407 82+ Gy [§ (¥ +78y) Aw+Ee] + G (E2+77) |
2 (FAz +v/8y) Ar +¢] + G (82 +47) . 4 2Hy [Axc {2 (FAx +474y)?
— (4 A Edo b dy) ¥ @ ) Acl)
+ 20y (240 [25 (FAz+1dy) — (B4 1%) Aw] + Jg% [2 |(EAa +7/Ay)?
— (FAy—wAz] — (F447) ¢ + 23 (Fdx+¢Ay) |2 | (FAT 4/ Ay) E
+ (FAy - Az) 7| — (% +7) Az

by'==by+ 26, + byAy + byt + 2b; (Ax)— b, Aw — = by[? 42 (Ax)’]

_ _2I.blc‘2Aa:+ é(— %b2+b,)[c4+4c2 (Ax)?] — byAzAy

— b,[e? Az + (Az)]] — £b5 [+ 2 (Ax)?] Ay — bgda (Ay)?
+ 65y [4 (Ax)? 4 ) 2+ AE" (82 4+ 4% [2+ 2 (Ax)?| + 2B (52 ++%)?

[ 14 (BAx+7Ay) + 65Ax} 4+ 2Ax {4x (FAz +4/Ay) + 222
+2.G" (5244 [FAx+ 7/ Ay + 25 Ax] +2H [2 (FAx+/Ay)? — (8% +472) 32
+hAx oY FAz+Ay) — (2 +07) Aw] +¢ (E2—17)]
+oHy” (52 +42) (57— %) 4 2 & |4 18 (E'. Aw+9'Ay) +7' (§Ay —7'dx) Ao

—2 (8% +7%) Ax] +2J (FAz +v'Ay) (87— 34)

by =by+ bsAx + 2658y + 2b,Ax Ay — b Ay~ byAxdy— iblc2 - Ay

—a (b by c* Ay = 2 bgle?+2 (4] — by (80 &y

— = by [+ 2 (Ay)7) Az~ by [+ (A7) Ay + 2By Aady
+8Es” (E2+7%) AwAy +2G¢ |2¢2 |8 Ay +q'Ax ] + Ay j4Ae (EAx +4'Ay) + §'¢*]
2G5 (E24 %) (80 +wAx) + 411 [\ {2/ (Fda +0/dy) — (3 +77) Ay
FEe Ay |28 (A 4y ay) = (F2+0?) Al AH € 407) E
+ 235 (20 (FAx +4'Ay) + & (7'Adz —§'Ay) — (5% +47) Ay]
+2Jn’ [6% (§'Ax +Ay) + 24 (§dy —n'Ax) — (§7417) Ax]

by =b,+2b,Ax— bAx — %bl (Ax)? —2 (% by+ b7> [¢*+ (Ax)?] Az

- -;b4 [+ 4 (Ax)) — byAwdy + 24Ey [ 4 (Ax)?] Ace
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+ 8BS (57 +4%) Az + 4Gy [5T (M) + ¢ + 27 A dy] + 26" (F2+72) ¥
+ AU [352A% — 2 Az + 23 Ay + 4], (B2 — 2572) &/

!
8
—bgdx—2b,AxAy — by [(Ax)2+ (Ay)?]— 20,Ax Ay + 246, [¢? + 2 (Ax)?| Ay

by =by+2b;Ay—by. Ay —bAx Ay —2 ( 1)2+b7> (242 (Ax)?] Ay

+8E6” (E'2+'ﬁl2) A:}’+ [IGGI |6§’AwAy+ 2.,2/ (/_\a:)2+ czn/+ 2.0; (Ay)2]
+2G¢" (82 +4) ' + 24HEq A+ 675 (352 — /%)

by’ =bg— % by (Ay)* -2 (71; by + b7) Az (By)? —bsAy — bsAxAy

=~ bs[¢*+ 4 (Ay))+ 24F Az (8y)+ 4Gy (F'Ay + 27Az) Ay

+ 40y (28 Ay +9'Ax) o + 235 5y —E2) &
I

by = —2 (4 b, + b7) (Ax)2—b,Ax +24Gy (Ax)’ +8GyE Ax + 4HE?

I

by =—4 (Z‘ by + b7) AxAy —b,Ay —b;Ax + 48EyAxAy +8Gy (5’ Ay ++/Ax) + SH 5+

by'=~3 (zll by+ bv) (A7)~ by Ay —beAz + 2By (Ay)2+ 8G/r' Ay + 4L

b= —bsAy.

Siendo la parte secular de la funcion perturbadora R, una funcion par de los pardmetros &, «, 2,
7', py ¢, p’s ¢’» los segundos miembros de nuestras- ecuaciones diferenciales son, por ser derivadas
segun las variables &, «, p, 4, funciones impares de los pardmetros mencionados y variables. Los coefi-
cientes correspondientes ai’ y b’ de las variables fijan las series que progresan segin polencias pares de
los parametros &', «/, p’ y ¢’. Los coelicientes uy, a;, a; y a; comienzan con un término del primer grado,
como asimismo b, b,, by y bg, pero az y b, con el grado o y a,, ay, ayy, a4, a5y by, by, by, by; y by, con
el grado dos. Equivalentes a los parametros son las magnitudes Az y Ay, en cuanto no alteran las carac-
teristicas de los coeficientes, ya que presenlan, como ya hemos demostrado, magnitudes del primer grado
al menos respecto de &' y /. _

Para control y simplificacion de las investigaciones, scan fijadas ahora las relaciones que exislen en-
tre los coeficientes mencionados, primero los coeficientes va considerados respecto del primer grado cn

’R

Zyag = (5?) = b,, siendo por lo menos los dos coelicientes del segundo grado. \demas, res-
Nos/E=r=o0

R

' .
3£y = by vesulla una velacion que se
s INjE=r=0

obtiene inmedialamente por la difenciacion de las ecuaciones diferenciales anteriores ; de igual modo la

y (B"P\ )
relacion a; =

b&brf fF=y=0

pecto de los términos del segundo grado de Z y 4 : 2q, = (

= 2b;. Respectlo de los términos del tercer grado en % y v resulta analoga-

mente :
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. >R . >R b o (¥R il
(l) = b_ ;7:7:__(,7 2 Hoo ')‘”10 = (52—23}? .. ”’;‘”:-. 2 M os .211“ = m N = 00,

o]
37/

Finalmenle existe una simple relacion entre o, y b, siendo :

R ' | R
" \1; f=n=0 } = (\3_5)5-“-7'-:0

donde a,=Fv v andlogamente h;=FE'. de modo que: — = o= I, donde K es solo una funcidn de %/
: " ,

y 1/, y comienza con el grado cero. La razon es que la parte secular de R tiene la formasiguiente respecto
del término lincal en § y v : E¥'+47’, proveniendo del término ¢. ¢’ cos(w — &'), originindose lodos los
términos mas altos por recibir los factores consecutivos c’2, 3, ete., de lal manera ue la forma general

de este término es: (B8 +47') . (E2++2), donde n=o, 1,

Respeclo a los nuevos coeﬁcwnles a’ v b/ (i=1,2 .. .), ue se obtiene multiplicando los coeficientes
ai y bi por}1 —¢2, las relaciones simples mencionadas ya no valen en “gencral, puesto que, despuds del
desarrollo segiin potencias de x ¢ y, hemos puesto: 2+ y2=a?; por consiguiente : 224 ¥ =2+ (Aw)’+

(Ay) 4 2xAx 4+ 2yAy. Por eso la definicion relativa a los nuevos coeficientes es :

' 5 IR 5, o
/1 — 2 —
g = ’ (' e bf‘_) Y by = < T b; )

ax buv J':)’ =0

I=y=n

Por la diferenciacion explicila resulta, considerando lasrelaciones §=x+ Ax y n=y+ Ay y e?=52++7:

E.v BR /'_—— 32]:{
fom | —— s — /1 — % ——
Ao = III - ¢ B‘I}‘ thr—e 60X | r=v=0 '
, R >R
b3 - VI b: + VI ¢ ag ‘ by r=y=0

i=dz y q=4yy

de modo gne se obtiene suslituyendo en todas sus parles x=y=0 Yy por ecso:

Qo = V1 — (Az)—(Ay)*:
Az (m) <32R) \
{12' = e— —— — + QO SN
P dd.r i
Qo 2% /0 (o C donde el indice o, equivale a: x=y=o0

, __ Ay (R PR
bs - Q, ( ) *Q (353‘0)0 /

111a)

3

Siendo ahora segin (I) de (g8):

(gqﬁ) = o +adotadyta@nitt.
0 s

111b)

R .
(aa—g)o = b+ by A+ byAy+ b (Ax)* + . .. \
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y nulos los segundos miembros por la condicion anterior relativa a la determinacion de Ax, Ay, y
siendo respecto a las otras derivadas :

2R \
(b ) = ay+30,Ax + a;Ay + 20;Axdy + . . . ’
0

mMox

>R bt b
bf;by)o = bg+ b;Ax + 2bAy + . . . |

las expresiones relativas a a’; y b’; se reducen a los siguientes términos :

a’y = Qqla, + 2a,Aw + azAy + 2a;0xAy + .. .)%
b's = Q, (b + byAx + 2b;Ay +2b;AxAy + .. .)

Por esto, considerando todavia las relaciones : ay, = by, 2a, = b5, a5 = 2b;, a; = b;, etlc. resulta :

a’y — b’y = 0, que prueba el objeto propuesto. Luego, agregando también el factor J1—e? a las ecua-
ciones diferenciales, se mantiene la condicion fundamental respecto a la existencia de una solucion
periddica de las nuevas ecuaciones.

Comparando las expresiones explicilas relalivas a «’, y &5 segun su representaciéon anterior, con
cl objeto de controlar la condicién a’y — b’; = o, hay que observar que no se consideraron las condi-
ciones anteriores (II1Ib) en las represenlaciones explicitas respecto a : a’y y b’5, de suerte que, para

controlar, es necesario substituir las expresiones (II1b) en las ecuaciones (Illla) y sustituir, ademas :
=02+ (Ax)’ + (Ay)E = a® + y2 + 2xdx + 2yAy + (Ax)? + (Ay)?

- resullando que, por ejemplo, las magnitudes a’;, @,, elc., contienen todavia, en virtud de la susbsti-
(ucion mencionada, lérminos de forma «, y, x?, y* etc.

Por esta causa, el control se dificulta, pero se sostiene el hecho decisivo que la condicion ey - by =0,

sc mantiene, considerando el factor |1 — ¢? en las ecuaciones iniciales. Todas las otras relaciones, como
2a,=b, etc., no se sostienen, por ser 2a,” == b,;’, aunque sin influenciar la forma de la solucidn, pero si
hace mas dificil el control de los coeficientes.

Vamos a demostrar la desigualdad respecto del par a,”y by’. La definicion de estos coeficientes en
base de las ecuaciones anteriores es la siguiente :

Ry p—)

% —W(VI—L 371‘)0 /

[Va) . \

,_ O (=R \

° T dxdy %/,
Por medio del cilculo resulta :

, 1 R &2 R 2% R MR |
2= [U J Mo 73'5“ - q ¥ + mdx?|,

En QR 7 2R & ¥R PR

= e ey sy
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donde cl factor ¢ = J1—e? =) 1—5—x2 y cl sistema de magniludes x=y=0 corresponde otra vez al

sislema 2= Aw, n=Ay. Respecto a los dos iiltimos términos en los segundos miembros, ahora vale,
segun 1 y 11 (98):
, PR PR \
V) (bnb.v2>o - (570—-—3:32)0 =24+ 2y (
V) ( MR ) _ (ﬂi) =20, + 2a,A s
. Yamay)y  \EBm), e Y

de modo que que resulta V="VI climinandose los dos \ltimos términos de (1Vb) en la diferencia 2a,"— by’
v considerando las dos ccuaciones 1 y I, se origina finalmente la siguiente expresion de la diferencia

investigada : -

Az)? |
VI sayf—by=— (i 4 J;))[a1+(12;\:r)+(13;\y+a4(;\;1;)2 +oo]-

To Yo
24 ) Axdy ,
- 3(/ ‘L[.(12+2‘l’4A'I+”6A.)'+ SRy ;13‘) [b)+ 6,84 b0y + b, (Ax)* 4. .. [+
0 0
Ay Ax ’
7—[1)2-}- 20,A0 +b,Ay+ .. .| + ( [bs+ b0 + 2bsAy + ... ]
0 0

Esla expresion permanece == 0, aunque desaparece el primer término del segundo miembro, por
desaparecer el parénlesis a; 4+ ¢y + ... segin la suposicion relativa a la determinacion de Ax y Ay.

Ahora, bajo las suposiciones expresadas, y considerando los términos de mayor grado que 1°, la
solucion de las ecuaciones diferenciales se desarrolla en la forma siguiente. Respecto a la forma defini-
tiva de nueslras ecuaciones diferenciales, considerando los lérminos del 3¢ grado aparente, es decir :

. = o e d-
a;’ (B2 +1%)7n en (Tz y b7/(E 4433 en —d—?v

hay que observar que los términos mencionados se reducen a términos del 2° grado, em base a la susti-
tneisn de ta intezral de la primera aproximacion :

£2 4 2 = af + (Ax)? + (Ay)? + 2xAx + 2yAy
anadicndo ademas los factores % y . Por otra parte, por medio de los términos del 1°" grado ori-

ginados por la operacion mencionada, resultan términos del 3¢ grado, por el multiplicador general

1 : . . , \
Vi—e?* =1 — —¢® + ... Luego las ecuaciones diferenciales obtienen la forma (101) :
2

d&  dx ) ) , . -
= O = Wy fa/athalay +agy
(ror)
d { \)
— = = = bbby b ey by

donde los coeficicntes a; y b/ ya han sido (ijados anteriormente. Primeramente, la solucion se realiza

en base a los nuevos coelicientes, como antes, considerando solo los términos lineales en & e y, después
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de haber homogencizado las ecuaciones, por medio de las condiciones de que a,’ y b, se eliminan, por
lo que resulta la determinacion de las constantes Ax y Ay. Por tal motivo, la primera solucion tiene
ahora la forma :

r = asen A

/

|
(1010) y_occosA—a—senA\
/

donde: A=st+f y s’=agby—a,/by. Sustituyendo ahora: E=x+ Ax=x,+x;+ Ax y analoga-
mente n=y+ Ay=y,+ys+ Ay siendo: x = x;+x; ¢ y=y,+y,+dy, donde z; e y, son los nuevos tér-
minos del tercer grado, resulta esta nueva forma de las ecuaciones anteriores :

dg  d(x,+x,)

- di- ay +ay’ () + 23) +ag’ (y1 + ys) +a (@ + 732 + a (2 + a5) (v, +¥35) +ag’ (v, +75)?
(102) '

ik d (v, +vs) , ) ) ’ ‘ ,

= = = IO b by (g )+ b (1 Ys) + B 0+ by (2 + 201+ Vo) b (7 o)

Considerando la primera solucion aproximada, hay que transformar los términos del segundo grado en
x ey, de modo que primeramente, respecto del término a/ (x, 4+ x5)?=a, (x,2+ 2a,2;+ x;*) resulta la

. . . , . I : I . , .
expresion del primer término en x,2: a,/x,® = ; o®a,’— -2-a2a4’ cos 2A, y mientras que este término es del

tercer grado, los olros términos a,/xx; ¥y a/x,® son del quinto o séptimo grado respectivamente, pudién-

. - 1 P
dose omitirlos por el momento. La parte constante;oﬂai’ del término a/x,? debe sumarse a la parte

constante a,’ de las ecuaciones diferenciales, mientras que el término periodico del tercer grado determina
una nueva parle inhomogénea de la ecuacion.

h AR A 1 . 1 1 . —a! ’ [ ’

El proximo término a transformar es cl siguiente: asxy=as'xy, + ay/x,y,+ a5y, + a5'zy,, de

: : ., I
modo que, sustituyendo la primera aproximacion, resulta ay/x,y, = 5a2a5’ sen 2A de donde resulta que

los tres ultimos términos son del quinto o séptimo grado, respectivamente, y por eso pueden omitirse en
la segunda aproximacion. Finalmente, el tltimo término a considerar en este grupo es:

ag' (1 +ys)=a (y*+ 20175+ ys)= -; alay + é a*ag’ cos 2A =3er grado;

analogas expresiones tienen los lérminos correspondientes de la segunda ecuacion diferencial con los
coeficientes b/, by y by. Hay que reunir las partes constantes de estos términos con las partes cons-
tantes a,” y b,/, mientras que las partes periddicas contribuyen a formar las partes inhomogéneas de las

ecuaciones. De este modo resultan las siguientes ecuaciones diferenciales :

dz { \
= (—1(?(301+ac3).= a,” +ay”’ (x, +x5) +ag”(y,+7ys)+ %oﬂ(—-a;-{-aﬁ’) cos 2A + -;—a“’aﬁ’ sen zA/
(103) d d . .
T
— d_t‘ = — a(3’1+ys)=bx"+b2/'(1‘1+x3)+b3”(}’1+.)’3)+ ;“2(" by +by) cos 2A + ;“21)5'56“ QA)
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o~
o~

Por eso las nuevas ecuaciones tienen, en su parte homogénea, la misma forma que las ecuaciones
originales con los coelicientes ¢ y b los que han sido sometidos s0lo a una correccion por términos

del iercer grado, mientras que los olros coeficientes no han sido alterados, de tal manera que :

r = (22”, (13" = as’, [)2” - bv., ) 11)3” == b3l.

2

dg
Los nuevos coeficienles a,” y b,”, como {uncioues de los cocficientes «,” y b, tienen el siguiente
significado :

1 I . 1, ., I
a = a/ + -a/at + —aot by = b/ + - b/a? + —bgal.
2 ! 9 ¢ 2 9

Las nuevas ecuaciones vuelven a ser homogéneas, al ponerse :

oyt wg=x4+Ar Ty oy +y;=y+ Ay

v entonces :
a,” + a"Ax + a’ Ay =
b + by"Ax + b"Ay =

o 0

por la deduceion de Aw y Ay.

Queda por ahorala integracion de las ecuaciones diferenciales, considerando las parles inhomogé-
neas relativas a los términos periodicos en sen 2A y cos2A. Hay que prever que, en el paso siguiente
de la integracion, aparecen lérminos con el argumento 3A, etc., de modo que importa deducir la integral

general de las ecuaciones diferenciales siguientes :

dac = a,x+azy + G, cosnA + S, sennA )

‘ dt
(rof) PR
— (7%, = byx + bgy + C, cos nA + Sysen nA)
donde n =1, 2, 3, ... elc. ; ademds los coeficientes C;, S, C;, S, son del tercer grado, quedando

cumplida nuestra suposicién anterior de que a,”—by” = o,

En el caso de n=1, el periodo de la oscilacion libre coincidiria cou el periodo de los términos agre-
gades, de modo que la solucion particular de la parte inhomogénea de las ecuaciones diferenciales con-
Lienc también Lerminos-Poisson de la forma: ¢ cos A y I sen A, es decir lérminos mixtos-seculares por
los que la eslabilidad anlerior seria destrnida. También en el caso de n == 1 se originaria, como ya sabe-
mos, una solucion inestable en base a la parte homogénea, si a,— b, == o.

La soluci6n de fa parte inhomogénea resulta por la forma :

x=y,cos nA+o,sennA y y=-v,cosnAtagzsennA  (n3=1)

y sustituyéndola en las ccuaciones diferenciales, resulta entonces un sistema de- ecuaciones lineales e in-

homogéncas para el cdlculo de las cuatro incognitas : vy, vy, 9y, gy, con la determinante ;
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(g, ag, -~ ns, 0
) ns, o, a,, a,
{10d) A=
b,, b, 0, ns
0, - ns, by, by

su desarrollo da fa siguiente torma :

A= —(azh, — n%?)? — 2,20, — n?? (2,2 + b3?) + 2a,a;b,0,

liu base a nuestras deducciones anteriores respeclo, al grado de los coeficientes, ¢l primer término de la
determinaute, es decir el término principal, es del grado cero, siendo el segundo término del grado ocho;
y el tercer y cuarto término del cuarto grado. Por eso resulta, que, en general, la determinante es distin-
ta de cero, excepto el caso de n=r.

Suponiendo en la primera aproximacion a, = by, = 0, ya que estos coeficientes son del 2° grado

al menos, rvesultan los siguientes valores aproximados :

N ~. 0 — — a.0 N\ 0 _ (K . ’
(106) Novi® = (nsS; — a5Gy), Ny6," = — (Sea3 + nsC)) l
) Al
' Nove? = -- (nsS, + b,G)), N,os’ = — (0,8, — nsC, |
donde Ny = | — A = agb, — n*s*.
Poniendo, finalmente, en la primera aproximacion el coeficienle caracleristico ag=by=3, las olras

formnlas de aproximacion son :

1 I

w0 —_C [ 3

g1 SO =9 nS;—GCy) gy T (- nd) (nGy + Sy) ’
(107) . l

) = o (G £ nS) 6N = — — S —nC,

' s(1—n? ((“ t nb_) 9 s(1— 11_2)( L nCy)

En base a estas formulas, el caso especial n=1, se caracteriza por la aparicion del polo n=1, originado
por anularse los denominadores para n=1. Respeclo a los olros casos, n=1, 3, elc., resulla que todos
los coeficientes v v o son del lercer grado, y del orden o, ya que tlodos los coelicientes G y S son del
lercer grado y del primer orden de la masa, y ademds ay, b, y s, del grado cero y del primer orden.

En el caso especial n=1, es decir en ¢l caso de oscilaciOn-resonancia, que ocurrira todavia, se obtiene,
reduciendo las ecuaciones diferenciales anleriores respecto de ¢ y, a una sola ecuacion del segundo
orden, la siguiente ecuacion diferencial

e

(108a) IE = —s% 4+ ficos A + fysen A

Ji= - 05 + 55, + 6,G, " | 1
. considerando que «,=b,.
Jo = — a8y —sCy + 58, |

l.a solucion particular relativa a las parles inhomogéneas respecto a fy v f,, es la siguiente ;

v 02 -
donde : s2=uyb,—ayb, \
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(1o8h) o= asen\ 4 gilsen A 4 gylcos A

/l 2 . . . . o g
N g2 = — %« Al susliluiv esla expresion en la segunda de las ecnaciones dife-

donde: gy =) ¢ os

renciales anteriores resulta entonces, respeelo a y .

LY
y = - acos A4 cosA4gsen N+ hlsen A+ hytcos A
3

Jdonde los coclicientes significan ¢

; y Ty 3
(109)
!l ) N («l
hy=— 2y — 4 hy = =g, — 3¢
1 : - . 2
":t',l ";1J" ? "y /1 an
. . . N . . oy
v donde en el primer rmino respecto de cos A, el factor — = 1 en el caso de la primera aproximacion.
) (IR
3

En nuestra caxo especial se tiene ahora primeramente respecto a los términos n 4= 1 y del tercer grado,

- ~ . -\ I . I
para n=1: Cy=8,=0, ademiis: §;=y,"= > ay'a?; Cy=rcy’= > (b, — b)), de gpodo pues que v,'=a,/=0;

:)Sl—(‘ --Ql+2c2 . . ) .

Vo= gy 8y = — —————7 dounde podemos poner en la primera aproximacion, con una
o 3s s -

exactitud suliciente © s=ay" = b,"

Por eso resulla, en nuestro caso, la solucion correspondiente total, hasta el tercer grado :
r=rit+rey=asen A4 'cos2\ ¢ y=y +y;=acosA+oy sen2A
donde los coelicientes +, v g, son del tercer grado y de orden cero, y entonces:
I=ayta;+ Ay n=y+ys+4y

No existiendo lérminos de resonancia del tipo n=1 respeclo de los términos del tercer grado en las
ecuaciones diferenciales, podemos pasar ahora a la deduccion de los términos del quinto grado, usando
no solo el grupo a,/w?+ a;'cy +ay'y?, sino también los términos directos del quinto grado, luego de la
deduccion de &y, oy, ¥, € v;, es decir después de la deduccion de x=a+x; ¢ y=y,+y;, como fun-
ciones conocidas del tiempo /.

Antes de la deduccion explicita de los términos del quinlo grado, vamos a realizar ahora una simpli-
ficacion esencial de todas las formulas, basada sobre la cualidad de la funcién perturbadora de ser inde-
pendiente del punto cero de las longitudes, ya que depende solo de las dislancias mutuas de los tres
cuerpos. Podemos aprovechar esta eleccion arbitraria del origen de las longitudes para fijar la longitud
del perihelio &’ de Jupiter, apareciendo ademis, en el problema plano, solo la longitud del perihelio
del planeta perturbado. Fijando & = o0 0 go°, se eliminaria & o %’ y seria efectivo un corte esencial
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de las cxpresiones relativas a los coeficienles, como lambién respecto al cifculo numérico. Por eso tam-
bién la parte secular de la funcion perturbadora que en esla investigacion solo viene al caso, puede de-
pender inicamente de la diferencia de las longitudes de los perihelios y de la diferencia de las longitudes
de los nodos. & — 8. Como se puede ver, por ejemplo, en los dnnales de I'Observatoire de Paris,
tomo X, pags. 38-39, la funcion perturbadora R parece depender, respeclo a las variables-dngulo, de los

nultiplos de & — w, donde w =& + </ — <, mienlras que los factores dec las funciones trigpnomé-

tricas dependen de v* = sengg J, fijando J la inclinacion mutua. En los lérminos que dependen de +?

v son del cuarto grado, %2, ~¥ce.¢ y %, los argumentos de las funciones trigonomélricas liencn

también la forma :

’

20 — 27, ' +w—27 y 28 — 27, elc.
Las magnitudes <" y < fijan las longitudes del corte de las dos orbitas planelarias sobre la esfera,

conlandose <’ sobre la orbita del cuerpo perturbante (Jupiter) y = sobre la orbita del cuerpo perturbado.

’

Segun la definicion anterior resulla entonces —w =0 - — (=), donde <—=< segin una ojeada
al triangulo esférico, formado por el punto del corte de las Orbitas y los dos nodos orbitales, depende
solo de las inclinaciones ¢ y 9’ y la difereneia ¢/—0, ya que el lado +/— 8 sélo depende de las mag-
niludes mencionadas, asimismo como el lado z—40, de modo que la dilerencia 7 —06'— (r—0) =
7 —1— (0/—0), depende solo de la diferencia 8 — 8, por eso también < — <, lo mismo que &' —w
dependen tinicamente de la diferencia de los perihelios & — w, la diferencia de los nodos & — 6 y las
inclinaciones de las 6rbitas ¢ vy ¢, y asimismo lambién los multiplos de &' — . Respecto al orden de
magnitud de ' —z, hay que observar que, desapareciendo la diferencia de longitudes < —< en el caso
de ¥’=0 como también =0, la magnitud ' —=< debe ser del grado del producte, es decir del segundo
grado de las inclinaciones. Ademds, siendo +/--7 = 0, en ¢l caso de que coincidan los dos nodos, la
diferencia '—< debe ser proporcional a sen (8 —6).
Ademds aparecen en R los otros argumentos a transformar :

20—27=2(H—x), &Fo—2U=—-7+(0—73), 20—27=2(a"-7)

argumentos que por eso en los tres casos dependen solo de los dos argumentos 4 —=<y ¢’ —<"; y por con-
siguiente dependen solo de las distancias del corte de las orbitas a los dos perihelios, es decir, magnitu-

des, que son independientes del origen de los nodos y las longitudes de los perihelios.
Finalmenle, el factor 72 =sen® = J, por depender solo de la inclinacion mutua, es una funcion de los
2

pardmetros ¢, ¢’ y de la diferencia 8 — 6 exclusivamente, segin el triingulo mencionado. Por tal causa
resulla en general que la parte secular de la funcion perturbadora puede ser representada, en una forma
sencilla, independiente de la posicion del origen de las longitudes, lo que es muy 1itil respecto a la expre-
sion de R por las variables-excentricidad ¢ inclinacion, luego de haber clegido arbilrariamente el origen
de las longitudes.

Siendo util eliminar una de las variables-cxcentricidad por una cleccion correspondiente de & y
anularla, sea 7/ =0, luego &'=9o° 0 270° = — y0° de lal modo que lalongilud &’ —go° y &'+ 0°, resp.
corresponden al nuevo origen de las longitudes en el sistema anlerior, cuyo origen es el punto vernal.
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La segunda forma donde &' =270°, viene al caso si el argumento de la latitud del perihelio de Jupiter
s &, > 90", de lal'modo que el nuevo origen de las longitudes ya no esli mas sobre la ccliplica, sino
sobre la orbita de Jipiter, miendras quc en ¢l caso de ser &,"<9o°, ¢l nuevo origen permanecc sobre la
ecliptica. La longitud del peribelio 6 obtiene cnlonces en el nuevo sistema los valores : &, = — (&' — 90°)
=H—0'+90° 0 & =d+270— & = d— & —9o° respectivamenle.

A gausa de la nueva eleccion del origen se originan cnlonces las sigutentes simplificaciones. Las

condiciones respecto a la deducion de Aw y Ay fueron las siguientes :
124 !’ I /.1 I 1.9 rgr . 3
o=aq,"=a,/+ —a/a?+ —a/a*+ Términos en x? elc.
2 p)
" ’ 1 a2 1 Iar2 A o " 3
0=0,"=b/4 - b/a*+ - bj/a?+ Térmnos en z° elc.
2 P)

Sustituyendo entonces v'=o, en )/, b/, clc., resulla, como consecuencia de las representaciones
anleriores, la climinacion de un gran nimero de Lérminos por anularse. Enla primera formula de defini-
cion para «; aparece como primer término un coeliciente, que, segin la definiciéon a, = (—37)' )

i/ ==
pucde proventr solo de lérminos de R multiplicados con 7/, ya que R se compone solo de términos tales,
cuyo produclo origina lérminos-coseno respeclo a los argumentos angulares y Gnicamente de un grado
par de las excentricidades o de las variables-excentricidad respectivamente, si cn lugar de la representa-
cionpor 3, v, &, %, p, ¢, p’, g usamos: e, ¢, &, &', ¢, ¢, 0, 0. Correspondiendo ahorar=e.cosaaun

. _ 2R : :
lérmino-coseno, un término conslante ¢,.= (b_‘r,)o’ puede eslar afectado, en cl término del grado mas ba-
Jo, es decir del segundo grado, solo del factor 4 y se anula por eso con 4" =o.

Respeclo a los términos de mayor grado en a,, se agregan todavia y dnicamente potencias de ¢2=g"
+ %, por lo que no hay cambio respecto de la climinacion de ¢, por 4'=o0. El prOximo lérmino de «’,
2R

es a,Aur, stendo dy == (3_3—"
19+

) cn forma andloga proporcional a 2, anulandose por eso también con v'=0".
(1]

9
Otro término es a;Ay, donde ay = (\—2) fija, en grado menor, una constante independiente de &y .
0

o

g L ’R . .

Kl proximo término es ¢, (Ax)® donde 2a, = (W debe lener necesariamente ¢l factor vy por tal
: , . , L 2R : .,
molivo se anula con ¢'=o. Otro lérmino azdzdy, esla afectado, porser «; = dEIr2 y el factor 2’ es

97/

distinto de o, st '=o0, pero hay que deslacar que este Lermino, distinto de o : qzAwAy, tiene la magnitud
Ay de faclor comun, asimismo como el término a,Ay deducido anteriormente y distinto de o. El término

’R

siguiente es : a, (Ay)?, donde 2q, = (
i

) y y por cso liene, necesariamente, ¢l factor v, de modo que se
0

anula con v’=o0. El término siguiente a;¢?Ay tiene por ¢y un factor constante de grado mis bajo e inde-
pendiente de & ¢+, mientras que el factor C?=a%+ (Ax)*+ (Ay)? depende de las incognitas Aw v Ay.

Nuevamente hay que observar que también este lérmino nuevo, distinto de cero, liene la magnitud Ay

o . i . . oy P 1 .
de factor. El siguiente Wermino — p a,¢? tiene el factor ¢ y se anula con ¢l Bl siguiente Wrmino — 3“302-3.)’
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es distinto de cera v tiene a Ay comao factor. El proximo 1érmino nuevo, — Qalr‘ liene a ¢" de factor
¢

y desaparece con ¢, ¢s deciv: En general todos los Lérminos multiplicados por Ay, tienen coelicientes
tales que, si ¢’=o0, son distintos de cero; mientras que los demds ticnen a 4’ como factor v por eso se
anulan para 7' =0. Luego @, tiene la forma general :

a) = Ay. [+ 1y, \) b/ = Xaeh 4+ 27 1

. . . . A I . I ,
\demis aparecen en la expresion anterior relativa a «,” los términos = «/af 4+ — a/2> (ue, segun
2 ) '

las definiciones correspondicnles para a/ v a;, se componen de Wrminos proporcionales, por una
parle a: % y por olra parleca : Ay v por eso se unen con los términos va tratados de a,’. Asimismo
los términos by y by, que aparccen en b,”, se componen de lérminos gue tienen como facloves por
parte sblo &y por otra parte A, por ello es de la misma forma que b, el primer lérmino de b7,
pero cabe deslacar que los Lérminos mencionados «,/, a; b/ y by, originan, por el factor a® términos
del tercer grado al menos. Pero la primera solucion aproximada relativaa Az y Ay resulla por los
términos del primer grado en las dos ecuaciones @,” = o y b;” = 0. Por esto resulta de estas dos ecua-
ciones que, si v’ = o siempre es Ay = o, mientras que Az == 0.y proporcional a 2. Las definiciones

de b/ y by simplificadas por la sustitucion ' = Ay = o, son las siguientes :

(r10) b = by + 20;Ax — byAx — —;~b1 (Ax)? - 4 (é by + %b,) (¢ 4+ (Ax)?) A —

- 51,4 (c? + 4 (Ax)?) + 24E/ (¢ + (Ax)?) A + SE/&2Aw +
+ 4Gy (5% (Ax)® + %) + 26727 4+ 12HE2Ax + 457

b = by —

.2 L8
t l)bc - QJG" )
donde ahora es ¢ = a* + (Ax)®.
La economia de trabajo obtenida es considerable, como resulta de las representaciones de los coeli-

cienles a,, ag/, elc., de modo que, desde ahora, haremos siempre la suposicion de que &' = go°, es

3

lecir 2 = ¢’ v ¢ = De 1 ficiente ; 1 los lodavi: tmero se tiene @ dy = ——bR

decir ' = ¢ y ' = 0. De los coclicienles no mencionados lodavia, primero se tiene @ da; = 35572
=¥

que se establece proporcional a & de'modo que ;" =0 y entonces :

111) a.! = a, + 2a,0x — a.Nx — 4 —[—a. + la7 A~ 105 [e? + 2 (Ax)*] +
) 1] ] 1 3 8 3 N 2
+ 20E/AAx + SEE2Ax 4+ 4Gy [ + »5 (Aw)?] +

+ 2GGIIEIE} - 6‘]6213

Bajo Jas mismas condiciones el proximo coeficiente @ se iguala a cero, porque a;=o, y asimismo todos
los olros lérminos que aparecen en a'. Los olros coeficientes a;, ag, b; ¥ by, estin sometidos a la relacion
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a;=ag=>0,=1bg, siendo todos los coclicientes, en la primera aproximacion, del grado cero, segin resulta
de la representacion anterior y no exislen coeficienles a;, ag, b’ y by ya que los términos en a,
etc. hasta bg se reinen en las ecuaciones diferenciales por la existencia de la integral &2 + 42 = ¢? +

+ 2xdx + 2yAy v respecto de los Léeminos lincales en x e y, con los términos del primer grado al

menos.
I.os otros coelicientes que aparecen en nucslras ecuaciones diferenciales son, primeramente :

8
(112) + 24BE,/2Ax 4+ 8L/ 82 Ax + 4Gy (% + 25 (Ax)?) +

I I I
ay =a; 4+ 20;de — @Az — ) (— ay+ a7> ctAax — ;G (242 (Ax)) +

2GGN&/3 . (‘)Jﬁgl:l
(lﬁf:o, Yaque: ¢g=0; ademas b'=0y a)/=a,'=a,,’=o0, pero:
o= —4 ((é ay+ g fl7) (Az)* = a;dx+ 2415 (Ax) + 8G/E Ax + AHE?,
andlogamenle resultan las representaciones correspondientes :

b= — [ b, +b7h$ £)? b, Az + 24E)/ (Axr)* + 8G 2 Ax + 4 HZ?,
(113)

[)10’:0, ()“: —:-[)GAJ_', [)12:0_

Ademis hay que investigar ahora la influencia de los términos del quinto grado en los coelicienles
de las ecuaciones diferenciales y las condiciones a,” - by”=o0, si sustituimos la solucion de la primera
aproximacion en los términos mencionados. Ilay que considerar los t1érminos signientes del quinto gra-
do, que en base de la integral ya mencionada se Lransforman en términos del tereer grado respecto
dexey:

aluday ety ay eyt Fa/yt oy byt L b Sty + b eyt by

donde ahora todos los coeficienles «’, «;)/ ... hasta §/;, segtin resulla por las definiciones anteriores son
del segundo grado, en cuanlo no se anulan por la condicion ¢'=o. Realmente solo los coelicientes um’,
by y b“ , son distintos de cero, de modo que hay que considerar exclusivamente los cocficientes %y, 2

y xy®. La subslitueion de la primera aproximacion r=a sen A, y=x.cos A produce, entonces :

VL ‘
— ot S (cos A — cos 3\)

22y
gLy = /'

. L. ) L. .
by = 7 o’y (3sen A — sen3A) v b an? = 701“1'.1’ (sen A + sen 3A)
i |

de modo ¢gne resaltan contribuciones sélo inhomogéneas. Los términos periddicos del tercer grado va

deducidos por la condicion 4’ = o, se reducen a los términos siguientes ; en
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dux I dy

; I . I .
pTIRl —as/atsen 2N ycen — —b/atcos 2A + —b/atcos 27
l 2 2 :

dt )
Los términos del guinto grado que resultan de los dos grupos
i g | ¢
a/c? + agey + afy? oy bla 4+ bluy + b'y?

originan, después de la substilucion de @ =z, + »y; ¢ vy =y + v, de los lérminos <iguientes,
counsiderando nuevamente ' = o:

dx . dy
en ‘l‘l_ . (lc,, (-”-‘1)'-; + \’1393) yen — (—/L/) : 2’)4,;171{[73 + 2[)‘;/\’1 < Vi,
‘ Jd J18, J . .

de tal modo que primeramente tenemos que representar los términos x, e y,, usando la reducciéon ya
considerada de todos los coeficienles respecto de ' = 0. Entonces la segunda solucion de las ecuaciones
diferenciales se reduce a los términos :

d= d .

j; = d_t (x1+a;3) = (L3’ (yl_l_y3) + a5l (1'1+IE3) (yl+y3) ,
(113) dn d , , 2 , 0 \

Tdt T ('!‘[(,.’)’1‘*‘}’3) = by (z,+ay) + 0 (+x)* + b (vi+7,)

donde los coelicienles a, b/, y b,, son del primer grado, pero a;’ y by del grado cero ; los prime-
ros coeficientes resultan por ello términos del tercer grado por medio de los términos :

. I
ag'c,y, = 5 ag'a® sen 2A

1

I 2
b/x,

I

I I
—b/a? — —b/a?cos 2\
2 2

I I
by'y,? = = b + —b/a® cos 2A
2 2

va que han sido consideradas las parles conslantes de estos lérminos en b,” y a,”. Pero, por anularse

en las formulas los términos a, ay y b, por ser ¢ = o,. las ecuaciones se reducen a : -

dx \ 1 ‘
= ay"y + §,” sen 2\ $," = —aja? = 3 grado
: 2 -
J donde
Y ", . N 4 " 1 ’ AW -er ppn
---(W=l)2 x + ¢y cos 2\ [ e, :—;(b_l—bu)a =3 grado

y donde los coelicientes ag’, b, y by son proporcionales al parimetro 5. La solucion de las iiltimas ecua-
ciones ha sido desarrollada anleriormente (Form. 104), etc.

Respecto a la identificacion de los coclicientes resulta, en este caso de n=2.
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¢ ’ 1 I . ]
(r13a) C, =8, =o, ademas: S, = 3,/ = 9 ala’s, Cg = ¢, = = 2% (b -- b))
] 4 ’ I ~ ’ 2 -y
de tal modo quees: -/ =6/ =0 v v/ =— T(gsl~(42)7 G, = — 3—(-— S, + G,) donde hemos
- ’ ' ) Jds 28 -

suslituido, en la primera aproximacion satisfacloria s=ay” =b,”. De esto resulta la solucion total corres-

pondiente, hasta el tercer grado inclusive, siempre considerando que '=o0:

=, + iry=asen A + v, cosaA |
Yy =y, + y, = acos\ + g,/ sen 2A \
donde: Z=c¢send = x, + x; + Ax; = eCoSw =Y + Y3
Iin consecnencia ahora podemos pasar a la deduccion de los términos del quinto grado, considerando
dy,

primero los términos en las ecnaciones anlerioves rvelativas a: =2y ——= es deciv: ay (w)y, + v,ay)

([I v ([/ ) 1J3 J13
=
!

, . 1 . ‘
AL ryag, ypey, s oag (wyy +yl;:;'.,):-‘;om5' [0,/ (cos A —cos JA) 4+, (cos A +cos BA)], 2b/xixs+ 20y, v, =

A

. » dq . )
en v oooblae, + 2y, v, o — ik de modo que resnlla, sustituyendo las soluciones respecto
. Y [T ( -~

=o|b/, (sen 3A —sen A)+bc,’ (sen 3A 4-sen A)] se ve que aparecen acd, por primera vez, también los
términos de resonancia respeclo, de cos A v sen A, conviniendo llevar las expresiones anleriores a la forma

siguiente :

de 1 , . 1 _
pars —; = ;aa’5 (a3 + v, )cos A + 5 aay (v, ~— 65) cos 3A
dy , _
pars — 7“:— =o(~b/" + bla/ysen N 4+ o (b~ + b/ay’) sen 3A
y :

A\ estos Lérniinos se suman aun los Lérminos del quinto grado, los que ya hemos deducido anteriormente
v tendran pues, ordenados segin los términos de resonancia que aparecen aqui también, la forma
signienle :

dx

1 i ‘ ,
pars - = 7 a2 cos A — 7 dyyad cos 3A
¢ ! !

dy 3 ! . '} 1 .v .
pars| — =)= =0+ - b/} 2P sen N+ {5 b, — 5 b} adsen 3\,

ol Ao A h
Primeramente buscaremos las soluciones particulares (que corresponden a los términos generales, en

. . ., de .. . ,
este caso al argumento 3A. Ya que la expresion de gy en los dos grupos de términos inhomogdéneos, con-
' (

: , . . dy L . .
tiene sOlo un término respecto a cos 3A, ¢ — - s0lo un término respecto a sen 3A, hav que substituir

dt

segnin las designaciones en las ecnaciones normales Iratadas anteriormente : 8;=Cy=0, y ademiis :
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M- L 1or3 ! ., r ’ q___l b.. — by a® '[/.,’.*_[,’ ')
‘x-—'"7‘“m +;°‘“5 n'—ay), ‘2—7‘(11"’9)"‘ +a (0,7 ¢ G2 )
De ello resulta seguin las formulas deducidas anteriormente en el caso de n=3:

Oy =7/ =0 Y

-'\

U :
(C +38;),  o/= 8—‘;(3(J1+S2)
de modo que obtenemos definitivamente la expresion :

, r=, 4+ x5+ ;=0 sen A+, cos 2A + g,/ sen 3A }
(114) ,

y=Yi1+Ys+y;=a cos A+ gy sen 2A 4+’ cos 3A \

Los términos de resonancia relativos a cos A y sen A que aparecen aqm por primera vez, son los
siguientes, scguin calculos anteriores :

/ /
& pars (,i{—f = C,'cos A . Gl = g aag (o +v,')+ -:;a3aw’
?’ donde *
d , . 3 U,
\ pars | — (TI) Se! sen A a\ Syt=a (bgoy/ — by, )+ ad (/-l by + P bu)

El indice superior 1, se reliere al caso de n=1, los coelicientes gy, -, ya se fijaron anleriormente, asi-
mismo los coeficienles S, y C,, de los cuales dependen gy, ~,’. Siendo en nuestro caso especial los coeli-

cientes S,"=o0 y C,'=o0, los coeficientes de la solucién inhomogénea se reducen a los valores siguientes :
1
Si=by" .Gt fi=—5(8,'+GY) de modo que: g, = a5 b,"Cl=o0, vaque: b, =a,” =0, por ser:
't : L(S1aC1y=po J2 ,
by =ay/=o0 y ademas : g,= = (5;'+C;*)=05° grado v orden 1, de tal modo que: yyl=sl.< =x.1.y,
_ 2 \ : VE . \
donde : ¢,/ ‘/2 = )° grado, pero de orden cero, va que s = grado o y primer orden, mientras que el

coeficiente s . I=grado o y orden 1. Respecto de v, ponemos:

/ ¢ ' / 02H
y = — ”;_;:;!/‘.’—-.(/2 ) ly= - (7.;"‘(/2—

a que a,” =0, de manera que por cllo x solo contiene ¢,/ . cos \ e y silo fiyf sen A, donde h; =3° grado
y 2 , fue | g: ) 1 , 1 g

v orden uno, entonces f,t==s.(. /', donde /’=5° grado y orden cero. \demis, en los términos perio-
dicos, el grado y el orden de los coclicientes es el siguiente :

il

8 Go . . -
—a =1 grado y orden 0 ; J2 _ 50 arado v orden o ; ' =52 crado v orden o

‘" 113 ’ - ,

a, ‘ . S .

—a=0, va que /=0, /1» =% grado v ovden o ; e arado v-orden o.
(‘l‘.l N J ’ ) (l:_‘ ' '
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Por eso los tél‘[l‘lillOS-POiSSOn de nuestra solucion son del 5° grado y el rimer OI'(]CI], mientras que
o)
los términos periodicos sucesivos de la solucidon son del grado 1, 3, 5, elc. del orden cero, €on los
I o)

) 2T 2T
periodos P = —, —, elc.
' s 2s

Ahora conviene deducir la constantle de integracion & contenida en todas parles, y al mismo tiempo
también la constante B de la fase. Substiluyendo en las expresiones relalivas a nuestras soluciones t=o,

(quedan los términos siguientes, siempre con /=0 :

Eo=ay+Ax=asen B+ Ax 4+,  cos 2B + o, sen 38

fio=Yo=2c0s B+ a5’ sen 2B 4 v,  cos 3+ cos B+ g sen

al mismo tiempo hay que fijar la ecuacion que determina la magnitud Az, es decir:

I I )
b, =0=0/4 = b0+ - /o>
2 2

donde by =0, by =50, si4'==0; la magnitud b contiene nueslra incognita Ax, siendo por nuestra

represenlacion anterior de by, si’=Ay=o0y por ello: ¢?=a?+ (Ax)?:

b/ =0+ bgAx 4 by (Ax)’+ . ..

donde s6lo los dos primeros lérminos del segundo miembro son del primer grado, lodos los otros del
grado lres y mas aun. Los lérminos del tercer grado contienen A explicitamente, y ademas implicita-
menle a ¢? y ¢!, de modo que hay que deducir Az por aproximaciones sucesivas, después de haber calcu-
lado también « por medio de las condiciones iniciales, es decir en base a las condiciones :

§o = €gsen (&) = asenB + Ax + términos del tercer grado

1y = €, €08 (&) = @ cos§ + Lérminos del tercer grado \

donde los términos del tercer grado fueron fijados con anterioridad. Hay que considerar que la longitud
del perihelio (&,) se cuenta, por ser 4’ = 0, desde la longitud P, = &’ ¥ 9o°, si &' y &, se consideran
desde el punto vernal, de modo que de cllo resulta ser : (&) = &, — P = 0w, — &) + 90°. De aqui =c

liene primeramenle :

S¥Y

1 .
. senfd = — — A — 3% arado)
u? = (& — A — 3 grado)® | ( i oc( 0 o

+ (o — 3¢ grado)? - (

0

1 .
cosf = « (o — 5 grado)

ue hay que sustituir en ¢* y ¢' en la expresion relativa a b/ y asimismo en la ccuacion b,” = o. Con
esto se obliene la ecnacion definitiva para determinar A, y por la sustitucion de pocas aproximaciones
resulta entonces el valor {inal de Az hasta los términos del quinlo grado inclusive.

Corresponde ahora a fin de ampliar la tcoria de las perturbaciones seculares mis alla de los térmi-

.

nos del grado mas bajo, exponer un criterio mds rignroso respecto a las condiciones de la libracion. va
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que la aplicacion al sistema de los planeloides demostrd que surge tal rigor. Aplicando el criterio ante-
rior, es decir considerando solo los términos lineales respecto a &, 4 6 = e y, respectivamente, resulta que
entre los casi mil quinientos planetoides tinicamente cuarenta y dos satisfacen la condicion de libracion,
suponiendo fijo el perihelio de Japiter. Ampliando el cilculo a un perihelio movible de Jupiler, esle
niimero se reduce a solo cinco mientras que, por otra parte, el hecho de la acumulacion de los perihe-
lios entorno al perihelio de Jupiter esta constatado por la estadistica y no puede ser considerado como
fenomeno casual. Ademas la posicion de los perihclios de casi exactamente la mitad de todos los plane-
toides esli en una distancia de solo + 60° al perihelio de Japiter, y segiin la planilla exislente en la
pigina (D), ticne lugar una disminucién ripida de la acamulacion de los dos lados de los limites fijados
anteriormente. Resulta por eso que la leoria segtin los cédlculos anleriores en base a una primera aproxi-
macion no cs capaz de explicar los hechos, en cuanto que en la mayoria de los casos, no tienen lugar
movimienlos cstables de libracion, sino con preferencia movimientos inestables de rotacion de los
perihelios ; por ello ¢l hecho de la acumulaciéon momentanea de los perihelios en torno al perihelio de
Juapiter hay que explicarla de olro modo y no por la suposicion anterior de que la acumulacion mencio-
nada se debiera a la atraccion secular de Juipiter, salvo formando un crilerio mas severo en cuanto a los
términos de grado mayor para salvar dicha suposicion.

Por eslo, mediante una investigacion mas exacla del problema vamos a realizar primero una repre-
senlacion mas aguda de la teoria, considerando los términos de mayor graduaciéon que los términos del
primer grado en las ecuaciones diferenciales, es decir, términos de lercer grado, en la deducion del
criterio. Tales lérminos se refieren no solo a la parle Az en la solucion 2=z +Awx, sino también a los
lérminos periddicos de x, y asimismo de y, en 4=+ 4+ A+, donde Ay=o0. Los lérminos del tercer grado de
Az, va han sido deducidos y se encuentran en la ccuacion que define Az por la condicion de que debe
ser: b,”=o0, de modo que lencmos: Az=Ax + Aw;, definiendo los indices el grado del lérmino.
Respecto a los lérminos periodicos del Lercer grado, resultaron los términos siguientes: oy ==-,%cos 2\

v
]

v Zys;=a,sen 2\, siendo los coelicientes

o
~
H‘\
'
|

-t
—_—
N
R
—

I
P
w
—~—
-
| ~

R

(3; + 20,)

S
5

de modo que la solucién completada, considerando que Ay=o0, es la siguiente

Jve
|

=ecseng = + Ax =asen \ + A + v,%cos 2A
(119)

~—

il

ecos iy =y + Ay = 2cos\ + 5,0 sen 2\

donde: A=s.. 4+ y & se cuenla a partir del nuevo origen. Para oblencr ahora la condicion relativa
a la rolacion o libracion, respectivamenle, aplicamos, como antes, los [aclores correspondienles para

obtener las ecuaciones relativas a la diferencia & — &', de modo que :

( esen(m—o') =74 =asen (A=) + Arcose’ + ,°cosa’ cos 2\ —a,0sen ¢ sen 2\ |
11l .- . " - N
(110} ecos (i —o) =N=uacos(A—a&) + Acsend’ + v,"sen &’ cos 2\ + g,°cos &' sen 2\

Por ¢l coeficiente tg (& —&')= resulta entonces como suposicion de un movimiento de lihracién de la

v ARE
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diferencia de los perihelios, que N no puede cambiar el signo; considerando lodavia que &= +90°, el

coeliciente se reduce a:

oLy 7o = asen (A—o') I g,°sen 2A )
(r17) g (ov—- &) = donde : iy 0
N, No= =+ Ax + acos (A —-&") + +,"cos 2A !

Por eso tiene lugar una libracion si |Ax|>a + |+,"|, donde hay que observar que siempre 2 > o,

y simultincamente resulta § en base a las ecuaciones que valen para {=o0:

asen A, = asenf = ¢sen &g — Ax —+,%cos 2f

(117a _ .
117a) acos Ay = acos B = ¢,cos H,— ,° sen 2f3

aplicando un cilculo sucesivo de aproximacion, ya que v,° y ¢,° son términos del tercer grado. Por esto

resulta,
2 — p2 > ,» A \2 o 0 nAe 2 ~ A
(117b) a? = e,>— 26, sen oA + (Awx)®— 2+, cos 28 (e, sen @y — Aw) +
/ + (v,°)? cos? 2B — 26,° sen 2fe, cos &, + (6,°)? sen? 2§
y de la otra parte resulta, en base a la condicion de libracion: a<|Ax |—|y,°! de manera que por ello,

eliminando el término (Ax)? se obtiene la nueva condicion completa de libracion :

(118) %y — 2¢,Ax sen &, — 2+v,° cos 28 (g, sen &y — Ax) — 26,0 sen 25 . ¢,co8 &, +

+ ()7 cos® 2B+ (0,7 sen® 28 | () — o[ Az [ ,° |

en lugar de la condicion primera anterior : ¢, < 24 cos (&, — &') donde todavia hay que sustituir &' = go°;
esta primera condicion resulta enseguida por la ecuacion mas completa, prescindiendo de los términos
del tercer grado.

Finalmente, vamos a ampliar mas los [undamentos y condiciones, considerando la excentricidad y
la longitud del perihelio de Jupiter como funcion del tiempo, motivado por la atraccion de todos los
otros planclas. En este caso las ecuaciones diferenciales son las siguientes, considerando solo los térmi-
nos lineales en £ y v y agregando los términos referentes a la atracciéon secular por todos los grandes
planetas, cuyos coeficientes hay que sacar de la teoria secular de los mismos (véase p. e. Charlier

Mechanik des Himmels) tomo 1, pig. h1D):

d "
(119) (—l% = (1 — ?'él cos (st + ) ’
- # =0k — § sen (st +fr) &

dl ey

Sacamos las magnitudes auxiliares necesarias al calculo numérico de 1ilfstafeln zur Berechnuny der
sikularen Storungen der kleinen Planeten, de G. Norén y S. Raab, Meddelunden Jran Lunds Observato-
rium, Serie 1I, nim. 2 ; ademas de las tablas de Charlier, Mechanik des Hlimmels, pags. 387 v 294. Por

medio de la integracion de las ecnaciones (119) resultan las soluciones :
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n
(120) E=c¢senw=ascn(st+B)+ ¥ a sen(st+pr) l
r=1

n=ccosw=acos(st+B)+ ¥ arcos(sf+p) \
r=1

donde oy = — y E,, se obticnen mediante la tabla mencionada.
§—S$
El indice r=17, caracleriza, por medio de «;, 3; y s; el movimiento secular del perihelio del gran
planeta Jupiter (Charlier, I, pag. 389). Por eso, por la deduccion de la condicion relativa a una libra-
cion con Jupiter, hay que fijar el argumento & —(s,t+B,), aplicando los multiplicadores correspondien-

tes al sislema anterior para £ y v y anadiendo los términos del tercer grado obtenidos anteriormente, res-

pecto de ¥,° y a,°, resultando las expresiones siguientes :

(r21) esen (& —s;t—B,)=%'=asen |[(s—s;) {4+ —B;] + Taisen [(si—s;) L+, — B
+ v," cos 2 (st +B) cos (st + ;) — 05° sen 2 (st 4 3) sen (s;¢+B;)
ec0s (3 — $qf~ ;) =N'=0 cos (s —s7) £+ B —B;] + o7 + J'ous cos [(si—s7) £+ Bi—,]

+ v,%cos [2 (st +B)] sen (s;t + B;) + o5° sen [2 (st + B)| cos (s;¢ +B)

Z : g, I .
de modo que tg (& —s;t—f3;) = N de donde resulta siempre una libracion en torno al perihelio de Jupi-

ler, si el denominador N’ se mantiene distinto de cero, ¢s decir cuando :

(122) “7>°‘+2’|“i|+|".’10l+|°2|»

indicando el apostrofe del signo suma (3’) que debe suprimirse el lérmino del indice 7, como antes se
anticipo. En el caso de un perihelio fijo de Jupiter, es decir cuando s;=o0, corresponde el término en a;
al término agregado antes a Jupiter y proporcional a ¢’ o &’ respectivamente. Por esto la condicién ante-
rior se redujo a la desigualdad a;, > a. Segin la magnitud numérica de los coelicientes de nuestra nueva
ecuacion de condicion, los términos agregados pueden decidir, en muchos casos, la posibilidad de una
libracién o rotacion del perihelio de un planetoide en torno al perihelio de Jupiter. Por tal motivo vamos
a establecer las formulas necesarias a la deduccion de las trascendentes de Laplace respecto a los

términos agregados.
, : 1 I : _
Las férmulas correspondientes a y,’= — T (25, — Gy) y 0,°= — 5~ (=S, + 2C,) estan contenidas en
3s

las definiciones anteriores, como asimismo las definiciones respecto de S; y S,. Ademas, los coeficientes
a; asterisco, by asterisco y b; estin definidos por las formulas (98) y finalmente los coeficientes :

as’, b, y by porlas formulas :
af =aDgEf; b/ =3DE&f y b/ =DgY/

donde D, es el coeficienle ya auteriormente definido de : €* , ¢’ cos (0w’ —w) (ver form. 2); ademads
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/ - nam I coeliciente D, es explicitamenle D ! (2A,' + 9A;1+ 00
= == \ ¢l coelicienle J : = — ={2A, g o,
ne® ~ 14+m’ ! pHets ! glate % H

Segin ¢l tomo to. pagina 3o, de los Anales del Observalorio de Parts, los coeticientes Ay’ estan

detimdos por:

1 . . . . I .
’ ’ ’
AA==0b,: W\ = ; WA = -~—b';
2 2 3 3 4 /l' 10

)

de modo gue se necesilan los coelicientes siguienles: by, by' y b! cuyo cilculo se realiza segin la pagi-
na 24 de los citados A nales, en base a ° y 4, siendo primero: (1—a?)bt=a .0~ 0!, de donde sigue :

(1 — a?) b, = 32°.0,' — b + b
de modo gue b,! resulla por medio de :
(123) (1 — 2%) by = oc"-’("/'l),,l + 9b,') — 3b,',
de donde finalimente se tiene b, por la formula :

(1 —2%) 0" = a*(10by! + 230,' + gb,'y — 4.

Los valores iniciales de 6 y b' resullan en forma numeérica por las expresiones calculadas por Le
Verrier como funciones de e, pagina 18, tomo X, de los Anales citados. Se pueden calcular todos los
coeficientes en base a la represenlacion general de todas las transcendentes de Laplace mediante las trans-
cendentes B, de Gylden, segin mi comprobacion en Astronomische Nachrichten, tomo 166, ndamero
3074. Esta representacion supera mucho a la de Le Verrier, por su exactitud, ya que las formulas de
Le Verrier son formulas diferencias, mientras que la representacion por las B, esta compuesta solo por
stmandos positivos ; ademas eslos coclicientes B, ya han sido calculados por Hans Masal, cu el tomo 4
de Jakttagelser del Observatorio de Estocolmo, en un intervalo conveniente, de tal modo que cn el inter-
valo de «=0.30 hasta 0.82, que corresponde al sistema de los planetoides, pueden calcularse en forma
rapida y segura los coelicienles necesarios de Laplace.

Finalmente aiadimos, para que sea mas exacta la condicion relativa a la libracion o a la rotacion,
respectivamente, un término que resulla de la representacion de las magnitudes « ¢ y, considerando
que ¢l exponente caracteristico s, sOlo en la primera aproximacion, sea igual a: s=a;=0by, siendo «; y

by magnitudes del primer grado por lo menos. En forma mas rigida, la primera solucion es: x=asen A,
S

a, ..
cy=a+.—.cos \ —a—2sen A, donde en el caso de v/ =o0, cl coelicicnte «,=o0, de modo que el segundo
) ag (y
lérmino de y se elimina, mientras gue el coeficiente del primer término de y se reduce a: — =1 4 &*,
g

donde el término complementario ¢ segan los resultados anteriores, es del segundo grado por lo menos.
De aqui que la magnilud y puede ser descompuesta en estd forma: y=acos A +a:? cos A, donde el (ér-
mino complementario es del tercer grado. Resla por esto la deduccion de <? para sustituirlo en la ecuacién
de condicion relativa a la libracidn, es decir, hay que agregar en Ingar de 2 a las funciones

L=csen(o—s51—=f;) y N=ecos(ad—- si£=0)
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de acuerdo a los desarrollos anteriores de ecos & y ¢sen @ a las funciones mencionadas 7 y N, las

signientes magniludes del tercer grado :

7.= —ac?cosAsen(s;t +0; v N= + a:>cosAcos(s;{ + B;)

Por eslo resulta la condicion ampliada relativa a la libracion :
! a9
a; > o4 Yo+ [ "] + [0’ + ast

El coeficienle 2* que todavia lenemos que calcular, lo delerminamos de la siguienle manera: segin la

definicion, el coeficiente caracteristlico s estd fijado por :
87 = aghy — byuy = azby,, yaque: ay=0;=0, st y =o.
Pongamos :

ag=ag"+ day; y byg=10"+4+ Aby, donde a4 y b,

fijan las parles del grado cero, de manera que las partes complementarias Aag y Ab,, fijan las de grado
mayor al segundo grado, por lo menos. Desarrollando el exponente s segiin potencias de Aay y Aby,
resulta, poniendo todavia :

de modo que:

. : . _ I
dentro de los términos hasla el segundo grado inclusive. Por esto <2 se define como : 2 = — (Ab, — Aq,)
/ 2s '

0

donde la diferencia Ab, — Aay satisface, en base a nuestra representacion de la funcion perturbadora, a la
siguiente expresion, hasta el segundo grado inclusive : Ab,— Aag=4f. D" . &2, cuando ' =o.

" Las mismas meditaciones valen, si pasamos ahora desde los coelicientes a; y b,, por medio del fac-
tor l/x——? de nueslras ecuaciones diferenciales y ademas, por la sustitucion de la primera solucion apro-
ximada en los términos del segundo grado o mas, a los coeficientes as” y b,”.

$ 4. LA INFLUENCIA DE LOS TERMINOS-INCLINACION EN LA INTEGRACION
DE LAS VARIABLES-EXCENTRICIDAD

Agregando a las anterioves ecuaciones difercnciales de las variables-excentricidad & y # las variables-
inclinacion dependientes de las inclinaciones orbitales, es convenienle considerar al principio sélo los
términos lineales respecto a las variables-inclinacion p y ¢, conjuntamente con los términos lineales en
£ y n. Entonces obtenemos las ecuaciones siguientes :
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) l: - l 7 ’ ’
(12%) :T;Z(ll + Uy A agn 4 o p F ooy, :l—ll—'zal + ayp + C';;(]+«,-l§ + v,
b b+ d / Y bbby + 5+ f
o ot b5 + byg + dyp + dyy, -—W: y F0ypt '3([+f1~s+,/2*i

Antes de homogeneizar estas ecuaciones hay que conslatar el grado de los nuevos coeficientes de las
incognilas. Primero “destacamos que los lérminos relativos a &, 4, € y 4/, mezclados con las nuevas
variables p, ¢, p’ v ¢ son del grado 4 por lo menos, referenle a la parte secular de la funcién pertur-
badora. Los coelicicnles obtienen, después de algunos cilculos intermediarios, los valores siguientes, si
(ijamos primero los (érminos complementarios en las ccuaciones diferenciales anleriores :

2R P , v | R
(12400) 1 :‘/9.03[) = —aflyp + ;/Jﬂ (p--q7) — ’2'./J11§"1’
3R v o, L., D e .,
=i T =2y = S g+ S + S ST
R "

. . TN 3, L ’
(s :/D"bp = —2f1;%p — g‘/J'{" Ep" + 54 + 5/"11'0’/
¥R

b=/,

* ! ot I . er, .’ L. "
= —afl&'q" + Ej']n( gy —4p')— 5/"11'0[’

donde todos los coelicientes son las segundas derivadas de la funcion perlturbadora y del grado 2
por lo menos. Respecto a los coelicienles de los términos principales en los dos sislemas (124), es decir :
Uy, g, by, by, d'y, ag, by y by las partes independicntes de p’ y ¢' de una parte, y de & y ' de otra parte,
ya han sido definidas, de modo que ahora solo hay que conslalar las partes complementarias Aa,, Aag,
Ab,, Ab,, Aay, Aay, Aby, Ab/. Resullan las siguientes dcfiniciones respecto a estas partes de los

coeficientles :
R ., ¥R I, o
(124b) AuzzA(jarlaE)—_—Abs.—:quJs, Aad_A(fDn ):‘;/U’ q"%) _/‘(,12 ) e
221{ l o 1) 7Y l ;19D 74 ’ . 321{ ’.,.7
AbQ:A(‘f?)—_—.aj(Pl_i_(jz)Jb—-;_/‘((/“—I)Z)JS, A(l2'tA</5an§) '_.’ 3~—/l)’/Jb+jSTJ1¢)

I 2 ’ I / 1} 1 L] o 7 ] l.' ’ ’2
/4 N S T 2 (07 4 3 8

R
3 3(12
by = 3R ’3 2\1 J 1 B2 2y J I 2 3n’?)J ! ‘( 2w\ J

2 ‘f?“,f[ —(p"+¢)] 4+'2'f(~o + 1) 5+Zf((l' + 3p") 6‘5\/ =53
by = Aa’® = 2° grado.
No coutando ya en nuestros cilculos las longitudes de los perihelios desde ¢l punto vernal, sino desde
un punto cuya longitud ecliptical es P,==&’'F 9go®, de modo que la nueva longitud del perihelio es &,"=
+90°, tenemos que conlar, también ahora, por la alteracion mencionada, las longitudes de los nodos

desde el punto fijado. Por eso las nuevas longitudes de los nodos son: 6=6—P, y 6,=8—P,. Por ser
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v/=0 se eliminan también muchos lérminos de los coeficientes anlertormente deducidos, sin que sea
necesario volver a fijar cxplicitamente los coclicientes alterados. Los faclores de los coelicientes : J,
(=4, ... 11), lenen el significado siguicnte como funciones de las transcendentes e Laplace-Le
Verrier

-'¢=—-~%l‘i", Jﬁz_%(umlcgﬂ), J,;:g.(_;,,, .|7_—.~(—;(-E(,'+]*22'), Jo= S(3B, 4+ 3B," + B,

Q| -

(1240)
Jy = %(BOO" B~ By, Jy= %(Bn' =B+ B, M= G = %(AJ =\

Sicudo todos los coclicienles ¢, ¢y, dy, dy, ¢, ¢y, fi Y [y delos leminos complementarios del 2" grado,
los términos complementarios en nucstras ecuaciones diferenciales son del grado tres por lo menos,
mientras que los Lérminos principales son del primer grado. Segun la lisla anterior de los coelicienles,

.. , , . o . : dp dyg :
los coelicienles «," y b, de los términos principales de las ccuaciones relativas a -y — Tt conlic-
2 ¢

dt
nen ademas de los términos del grado o, lambién tales del grado dos respecto a 3, 4 como también a
P’y ¢'- Pueslo que aliora la forma solo lineal respecto a &, 4, p y ¢ ya contiene términos del grado 3
cn las ccuaciones diferenciales, es necesario, cn rigor, considerar de anltemano los términos del grado »
da: dy dp dy
i’ Tal dl T T

solucion, v aceptando en cada par de ecuaciones, la solucion en base a los términos lincales en . y o

y 3 respeclo a &, %, p ¥ ¢ cn las ecuaciones diferenciales para + Buscando una

p, ¢ respeclivamente, resullaria la 2* aproximacion por la substlitucién de la 1* aproximacion en lax
ccuaciones dilerenciales. De ahi que resullan lérminos inhomogéneos, en las 4 ccuaciones diferenciales,
del mismo periodo de la primera aproximacion, en la que la solucion relativa a las variables-excentri-
cidad e -inclinacion tiene, como sabemos, el mismo exponente caraclerislico s, es decir el mismo periodo,
realizindose el movimiento del perihelio en el sentido positivo y, el del nodo en el sentido negativo,
siendo § posilivo en el primer caso, pero negalivo en ¢l segundo. Por esta igualdad de los periodos de
la oscilacion libre y forzada resulla por la integracion, el origen de términos inestables de Poisson, de
la forma: ¢.sen\ y (.cosA, donde A = st + . Dc esta manera simple ¥ formal, se obticne una
solucidu practica pura, pero solo respeclo a intervalos de tiempo limilados, y sin poder sacar ninguna
consecuencia de mayor alcance. Por otra parle, sabemos, por las invesligaciones de Poincaré, en sus
Legons de Mécanique céleste, tomo 1, pdg. 235, que muy generalmenle y considerando todas las poten-
cias de las variables en el desarrollo de la funcion perturbadora, existe una solucion de las ecuaciones
scculares de la forma periddica pura. En lo que sigue, vamos a estudiar esla representacion periddica
por ser nuestro propodsito llegar a una representacion periodica 1til del problema asteroidico de los tres
cuerpos.

Pero antes de pasar a esta investigacion en el proximo §3, vamos a informarnos si las ecuaciones
diferenciales respecto a 3, v, p y ¢, ampliadas a la consideracion simultinea de las variables-inclinacién
o excentricidad respectivamente en su forma lineal, originan en el primer paso una solucion periddica o
no. A tal efecto realizamos una integracion exacla de las ecuaciones diferenciales con respeclo a los tér-
minos principales. Para simplificar las ecuaciones hay que elegir el punto de la longitud & F 9o® como
punto cero de las longitudes de los perihelios y las de los nodos. Entonces valen las relaciones &'= +¢' ¥
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/=0, de modo que por ¢so ¢, =a;=b,=o0, de manera que las ecuaciones diferenciales se reducen a las

siguienles :
’ I{E
dt = + agg 4 ¢p + ¢y
dy 3
_— (_,l— - bl + [)2; + (Ill) + ([2(1
(129) " - |
nu= + ap + daglq + e§ + e
! I .
T 57;/ = b, 4+ b)/p + by + fi5 + Jav,

Para hacer homogéneas eslas ecuaciones, hay gue poner :
(125)a S=x+dw, n=y+4dy, p=p+4p y ¢=¢,+4yq,
de modo que las nuevas constantes Ax, Ay, Ap y Ag son delerminadas por las siguientes ecuaciones :

a;dy + ¢ Ap + c,dqg =0
, \ b,Aw + diAp + dyAg = - b,
(126) ’
e Ax + eAy + a/Ap + a/dqg = — «

L fAT 4 S0y 4+ byAp + bAg = — b/

@R
Ipdy

los Lerminos del 4° grado. Respeclo al orden de magnitud hay que lomar en cuenta que «g, b,, a, b,
o) o] 3 2 3 2

= 2° grado en p’, ¢/, prescindiendo de

donde hay quc observar todavia las relaciones : ay = b’y =

son del grado o, ademas by, a,’, b, del grado 1, y a)/, by, ¢, ¢y, d, dy, €y, €y, J1 ¥ [ del grado 2, de
snerle que, segun la 1° ecuacion de (3), en la 1* aproximacion: Ay=o, ademds, segin la 2* ecuacion :

b , ) ., a,’ . , ., b/

Ar=— b—’ = 1° grado, seguin la 3* ccuacion : Ay= — -1, y linalmente segin la 4* ecuacion : Ap= — ;L.
2 Uy 24

Ademas destacamos que respecto a los términos del grado o: «y'= — ¢y y b= — by. Después de la homo-

genizacion, las ecuaciones (1) son las siguientes :

du; {

(127) d_lt = &y + epy + - Z‘i%/ = by + dp; + dyy,
dpl ’ dql ' .
0 = Gl Wt e+ ey T bepy + bg'qy + fi + Jfoy

con las soluciones : (127¢) x=A . ¢!, y=Best p=Ce* y ¢=Des!. Subslituyendo estas soluciones en las
ecuaciones diferenciales (4), resultan las siguiente 4 ecuaciones (6) para calcular las 4 constantes A, B,
C y D, ademas el coeficicnte caracteristico s :
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(128a) s\ —aB - G — dD=o
b\ +sB + J4C + dD=o

- A=eB+(5—-a)CG 4+ aD=o0

SA+ B — LG+ (sS+0)D =0

Ya que al menos una de las § conslantes arbitrarias de integracion A, B, C y D debe ser distinta de v,
la determinante del sistema homogéneo debe ser nulo, de modo que por eso :

-5., ‘_‘(t:j, "‘Ul, —’11
b,, s. d,, dy

(1286) A= ’ =0
,/‘1! /2’ "'()‘_H 5+b’3

Resolviendo esta ecuacion, oblenemos para la determinacion del coeliciente caracleristico s otra

forma de la determinante ;

(129) A =ys[s] s agh, +5 (b —a)) — @yby | — d (—eos—ugfo—sby) + dy(eghy—sf,
+ ayfy)] + ’73[1’23 §* 4 ayhy+ s (by —ay) — wy'by' | — dy(—es-- ‘lafx-elbsl)
+ dy(eyby—sf1+ f105)] — ¢ [by (—eps —agfo—e,by) — 5 (-5 — ayfy — e;by)

+ dy (—ey foteof))] + a[bs(esba—sfo+asfs) — s (e)by—sfi+asf)
+ dl(“01f2+‘32f1)] =0

Sumando los primeros términos de los corcheles de los primeros dos factores s y ;. rvesulta que la

delerminante puede ser transformada a la forma siguiente simplificada :

(130a) (s2+atghg)? + 2 (5) = o,
donde
(1306) 2(5) = o + 415 T Ya5* + 955",

siendo las deliniciones de los coeficientes ¢: (i = o, 1, 2 y 3) las siguienles :

go = ag[dyayf; + dyeby — byagby + die by + dyfiag| — ¢y [— byagfy — e,y
+ dy (= e fy + e f)] + ca[byey + byafy + di(— e f; — esf)) ]

gy = dyayfy + dyesby + ayldie, — aydy f; + ¢,bge, — Cﬂsfx — ¢ybofs — cse1
+ dyesby + dyayfy + aghs (b — ay') — ce by’ — coayf,

gy = diey — dyfy — cie, + ¢3f) — ag'by

by — ay’

=
ll
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La forma (130a) de Ja delerminante resulla necesaria, ya que, prescindiendo de las partes comple-
mentarias de los coelicienles ¢, ¢y, dy, dy, ¢, €5, /1 ¥ J5, los dos sislemas de las variables &, 4 y p, 4
(quedan independientes nno del olro, siendo entonces también @y’ =0y =o0, si el punto cero de las longi-
tudes de los nodos cs elegido convenientemenle, como antes en el caso de las longitudes de los perihelios,
«de manera que enlonces, cn este caso mas simple : A =(s+ a4b,)*=0, desapareciendo la funcion e (s) con
los coelicientes ¢, clc.

La representacion anlerior explicita de ¢, ¢y, g3 ¥ ¢ admile ahora abreviar esencialmente la inves-
tigacton de las raices. Primero es directamente visible que ¢,=0,—ay’ =0, segin las anotaciones ante-
riorves a las formulas (120).

Ademas los coeficienles ¢y, ¢,, dy ¥ dy, segin su deflinicion, no son independientes del otro grupo

de los coclicienles del 2" grado : ey, ¢, f1 ¥ fi v f5, por las siguienles relaciones :

(150d) . _ ¥R 2R y 2R . _ YR
- mm —— (g == ——— = =
LT dnap] 2T g LTy 27 ¥y
»h ¥R s 2R >R
¢, == 9 = = ——— ¢, =
L7 2T g T e 27 3pam

de modo que, cn lo que sigue, el segundo grupo serda expresado por el primer grupo, siendo :
(130¢) ey=1dy, ey=vc, fi=dy, fy=c.

La substilucion en las expresiones relativas a los coeficienles ¢, ¢, y ¢ lransforma a ¢stos en los
siguienles, considerando que by=a, hasta términos del 2° grado v b3=¢’,:
(131) Go=a 3 {(d 2+ d2+ ¢ 2+ ) + (eydo — codd ) + gy (— bgay)/ Vs + d e 05+ dy fi0y)
. / ' ) g v . v
: o .
— Cabgey — cgbyrly + dyeshy + dyay'fy + aghy (by' - ay) — rye, by — ea5f,
Ademas resulla que, por la substitucion mencionada, todos los términos de g, se destruyen muluamente,

independientlemente de que a;=b,, pero siempre que es a’ =04, de modo que ¢,=o0. Ademais resulta

respeclo a g,, directamente :

(1314) gy = 3 (dicg—dye)—aby

de modo que nuestra ccuqci()n“fu'udamel'ltal- (130u) respecto a s pasa a la siguiente :
(132) (5* + azbg)® + gy + go5* = 0.

Respecto al orden de magnitud de los coeticientes, considerando que los coclicientes ¢, d;, ¢; y fi son del
grado 2, el primer lérmino de ¢, es del grado 4 y el orden 4, ¢l 2° término del grado 8 y el orden 4 ;
ademds el proximo término — agbyay’by es del grado 4 y el orden 4, mientras que los 3 restantes son del
grado 6 y el orden 4. Por eso g, en lo esencial, es, por el 1° lérmino, del grado 4 y el orden 4, y por
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eso, por la forma cuadritica de esle lérmino es siempre > d, mientras que cl 3° término, siempre
negalivo, también es del grado 4 y el orden 4. Finalmente g, esti compuesto solo por Wrminos del 4
grado y ¢l 2° orden, de modo que hay que observar, respeclo a la solucion de la ecuacion respecto a s2,
que la magnitud agb,=grado o y ¢l orden 2, mientras que ¢,y ¢, son del grado 4, pero g,=orden 4
Y ge=orden 2, pero gy,s*=grado 4 y orden 4. Prescindiendo, en primera aproximaciin, de los términos
mencionados del grado A y el orden 4, la ecuacidn en s se reduce a la forma anterior s2 4 azb, = 0.

Iin el caso de aplicar esta primera aproximacion : s*= —agh, al caleulo de la suma: g, + ggs*, cl
cleclo seria la eliminacion del término del 4° grado y el 4° orden @ — azhya,'b’y en ¢, con el término cn
ggs® 1 —aybys?= + a,’by'azh,, de modo que ¢, se reduce, segun (130c¢) solo al primer lérmino. Entonces
: (5) se reduce a los términos siguientes, sustituyendo ademis en la 1™ aproxima®6n: s®= — ab,= -

ag®, ya que en la primera aproximacion ag==b, :

s(8) =g+ gos®= a2 (d 2+ >+ 2+ 0.2) 4+ (eydy— cpd ) — 202 (d e, — docy) + agd dl s+ ¢, byeshs + e,bsay’c,

Considerando todavia que by =ay’, resulta delinitivamente :
(133) ()= g+ ges® = [(d; — o + (do+ ¢, )F] + (e1tdy — €91y )* + aga’d g + 20,¢5bptt,

donde el primer término es del grado 4, el 2° término del grado 8, el 3¢ y 4° término del grado 6,
y todos del orden 4, de manera que = (s) represenla una pequeiia cantidad del 4° grado y el 4° orden,
y ademds, segtin el 1° término, siempre ¢ (s) > 0. Siendo ahora en la primera aproximacion, despre-
ciando = (s), es decir términos del 4° grado y 4° orden: (s*+ azhy)*=o0, es decir s*= —a3b,= —a,2 <o, re-
sulla respecto a la ecuacion completa : (s2 4 azh,)2 + ¢ (s)=o0, que porser siempre el 1°° término y lambién
: (s)>o0, la solucion s? debe ser compleja, de modo gue s?= - &+ iz, donde sustlituimos: ¢*=g,2+ &,
fijando g2=ayb,, ya que prescindiendo de < (s)=4° grado y 4° orden, debe ser <=0y s*= —azb,, por
eso §=o0. Por consiguiente también s' es una magnitud compleja de la forma s=g, +ig,, donde hay
que determinar o, y 6, como funciones de o y =, y eslas magnitudes como funciones de agh,, g, v 7,.

Por eso la forma de las variables o, ¥, p y ¢ corresponde a la ecuacion general :
(134) = Aest = \esit | pisut

y analogamente respeclo a las olras variables, las que por eso obedecen a la forma de oscilaciones arménicas
: v . 2T : , ,
amortiguadas cuya parle periddica liene el periodo P= — Por eso las soluciones, en primera aproxi-
2
macidn periodicas puras respecto a @, y, p y ¢ prescindiendo solo de los complementos lineales relativos
a las variables-inclinacion o excentricidades respectivamente, han pasado a oscilaciones amortiguadas
inestables, a pesar de que los coeficientes complementlarios son del grado » en las ecuaciones diferenciales,
mientras que los términos lineales v principales en @,y o p, g respectivamente -contienen coeficientes del
erado 0. Queda por conslatar que el coelicienle o, de la parte inestable, proporcional al tiempo ¢, es del
2 grado y el orden o, mientras que el coeficienle g, del liempo ¢ en la parte periodica pura es del grado
o, pero del orden 1, como lambién o,.
[L.a deducion de § y = resulta en base a la ecuacion principal en s, transformada a las incognitas &

y =, de modo que :
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(135) (—=8+ )P+ go+ge(—0l2—8+1.7)=0.

Por la separacion de esta ecuacion en su parle real e imaginaria resultan entonces las 2 siguienles ecua-

ciones para la deduccion de B y <

! n

; &' =<'+ go— 9900° — §3=0 (

(136) _28—.+g21‘:0 \

de este modo que por la 2® ecuacién para :3=0, fijando 7= o0 la primera aproximacion :

(136a) g =

, . . 1 .
con lo que estd determinado o°, siendo ¢®=g+8=a,b,+ N donde el 1% término azb,=grado o,

C T | .
orden 2, el segundo respecto de ¢, : grado 4, orden 2. Por la substitucion de & = — ¢, en la 1* ecuacion
2 2 5
resulla entonces la resolucion relativa a %1 (136b) * = — 5 ¢.2+ g, — ¢53,” donde el 1¢ Lérmino es del
Y *

crado 8, el 2¢ del grado 4, del mismo el 3° lérmino, y lodos del orden 4. Por eso la parte principal

de z2es: g, — ¢y6° y. como liemos demostrado, siempre > o, de modo que por eso: (136¢) < —

/
/ 1 : . . :
il/ Jo—Y:0," — -/l-g.f: magnitud real del grado 2 y el orden 2. Por eso resulta (1374) s*=¢ 414z, donde

p=—0,"—8=—azh,— 5 - Sustitnyendo entonces (1376) s =0, 4+ (g, en la ecuacion (1374), vesultan las

2 ecuaciones para la determinacion de 6, y o,

; 1
0 - gf=p= — by — = o
; \ 2t
(137¢) .
/’)cc—~'—.+ (—(02-—-1—(2
A A Yo — Y29 A Y2
donde = = o0, por eso lambién con ¢g,= g,=0 debe anularse la pacte veal de s, es decir: 6,=0; por con-
siguiente hay que substituir en la primera ecnacion de (137¢) : 6, = —, de modo que obtenemos la ecna-
y ‘ s
.oy »w 1 9 1 5 “ 1 1 o 9 Y ’
c1on respecto a a7 : 6,' + po,’ = 7Ty poreso: o= — ~p + - l/p~+-.'. Por la definicion dep y < segin
- ] 2 2 )

; Y ¢ « < I “) « Iy ‘ | T 9 . 9
(136¢) v (137¢) vesulta ahora @ g4+ <= (1,0,) + ¢, y poreso: (13y) 62 = (a3l;,+ 592) + Ya2h,? + Jo*s
v . . 2 ~ - - .
donde bajo el signo-raiz: (a,b,)*=grado o, onden 4, y g,=grado 4 v orden 4, de manera (que ¢,? hja
solo un complemento del 4° grado respecto a az2h,?, de modo gue, segiin el signo superior y con g,=0,
por eso z=o0, resulta : g,>=ayb,, como dehe ser, mientras con el signo inferior resulla: 6,°=o0, es decir
una raiz que no viene al caso. Por consiguiente oblenemos, desarrollando segiin potencias de ¢,* v limi-

tindose a ¢.2:
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J 9 1 I 2 by—-1
(l‘lﬂ) 02“:“31’2‘}' 7‘{/2’*‘ ',i.‘/O (et )2) ’
| !
de modo que después del desarrollo resulta :

e I ’ . ’
(141) Gy =+ fazb, (1 + 39 (a305)~ ! + Lérminos de grado mas allo)

donde fazb, = grado o y orden 1, ademas ¢, (a,b,)~" = grado 4, orden o, mientras el Iérmino despreciado
en ¢,2es del grado 8 y el orden 4. Ademis resulla, segun (136¢), en base a la definicion de g, :

(142) g = — = + -

1 1
2 2 1 . —1 . N
20 ;‘/f/o = 00 — 7‘92 (aghg)="> {1 — g Y2 (agh,) } = 2° grado, orden
9 14

siendo la raiz del numerador del grado 2, orden 2, el coeficiente (azb,)~":=grado o, orden —1, y el
complemento de 1 en el corchcte del grado 4 y el orden o. Por eso ¢l coeliciente g, en la ecuacién
s=6,+10, es del grado o, orden 1; mienlras que g, es del grado 2 y lambién del orden 1, de modo que
en el coeficienle caracteristico de la solucidon de nuestras ecuaciones diferenciales : st=0,t+ tayt, el argu-
menlo gyl que origina los términos periddicos, es del grado o y el orden 1, mientras que la parte g, . { es
del 2¢ grado y el orden 1.

Las soluciones miiltiples que corresponden a 6, y g, son ahora las siguientes :
(113) $, =06, + iGs, $,=a; ~ Gy, $,= — 05, + (0, S = — G, — 15,

donde 4 constantes A, B, Gy D corresponden a cada valor de s, pero siendo arbitraria cada vez una de
eslas constanles. Siendo los coeficientes est complejos, por definicion de s, hay que suponer complejos
también los coeficientes A, B, C y D, poniendo A=A"+/A”, B=RB+iB”, C=C"+C” vy D=D"+D",
de modo que resulla primero segiin (5) separando las partes reales ¢ imaginarias :

(144) = ent[A cos oyt — A”sen o, + i (A/sen oyt + A7 cos a,l)]

v =en![Bcos oyl — B” sen oyl + i(B'senoyl + B” cosa,l)]
pr == ¢! [C cos aot — G” senayt + 1(C'sen gyt + C” cos aol))
¢, = ent[D cosat — D”senggl + i (D'sen gyl + D” cos gut)]

siendo ¢ la base de los logaritmos naturales. Para determinar las conslanles de integracion’, segun (0),
hay que formar analogamente primero los coeficientes siguientles en (6) :

(145) sA =06\ — g\ + (N, + Ng))
sB

i

o,B" — 6,B” + ((B's, + B”q))

i

(s —ay) G = (0, u)) O — 6,G" + i[Cs, + C” (5, —'y)]
(s b)D = (@, 4+ b)Y = @D + i (Vg + D (0,4 b))
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Por eso vesullan, respeclo a las parles reales, segin (128a), las sigunientes ecuaciones entre los
coeficientes A, B, C, D, A", B”, C” y D”:
(146) a) 5 A" — A" — ;¥ — ¢, (V — 1) =0
h) b A" — g,B" + o,B + ,C' 4+ d,D' = o
Ay - N = g,C” ~ B + (6, —ay)C/ + /I =0
d) JiIA" — a@D” + foB = b0+ (6,46, YD =0

referidas a las raices positivas g, y o,. Considerando ahora las magnitades A/, B’, C’ y D’ como las
conslantes independientes de integracion de nuestras soluciones, resultan las siguientes representaciones
respeclo a las A”, B”, G” y D”, atribuyendo a las magnitudes que corresponden a las raices -f g, v

v

+ o, el indice 1 :

(1h7) 6o\, = o\ — a,B — ¢, C7 — ¢, 1Y
0sB,” = b, A" + o,B’ + ,C’ + d,D’
6.C,” = --e A —e,B -+ (0, — a)) O + a1
oD, = fih" 4 [oB — b,C' + (5, + b)) I

Si pasamos ahora a la 2" solucion relativaa s: s, = 5, — ig,, las magniludes \;”, elc. pasan,

hallaindose g, s6lo en los primeros miembros de las ecnaciones, a los valores contrarios, de modo que :

(IQS) ,\2/1 — _. Al{” BS’II — Bl”’ ;“2// —_ (;1//’ 1)2” S ])1”'
Pasando ahora a la 3 raiz @ s, = — o, + 1a,, resulta por (146) & (147):
| . .
(l/lg) 1\3” = — l-'.olf\, - (73.';/ - ("(4’ - ('2]_),]
C»
1, ‘
li:;” o Il)z\, o Ullll + f/l‘l, "" ’[‘_‘I),l
o .
. I
Cy" = o [—e N — e, — (g, +ay) V4 a,1)|
»
l . .
I):;” o ',/1»’\’ + ,/2“' - [".' V(- g -+ [':-x/) D’I
G2
Cambianda finalmente en el caso de s, @ gy con — g, de mado que se presenta ¢l caso s, = — g, —ia,,
resulta :
(1H0) A=A, B — -8By, Gy =G D= —Dy".

Por consiguiente, componiendo la solucion general por Jas 4 soluciones particulares que corresponden

a las 4 raices de s, resulia la solueidon general :
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(rdv) x = enl[2A’ cos g, — 2A," sen g,l] + ¢ 7! [2A7 cos gyl — 205" sen gy!]
y = ent[2B’ cos 6yt — 2B, sen a,l] + e—7![2B' cos g, — 2B;” sen gy¢|

[2
[ ]

Py = en![2C cos gyt — 2C," sen a,t] + ¢—7:*[2C cos gl — 2C," sen a,!]
[ it |

ll

s [2D cos gyt — 2D, sen gol] + ¢ 5t [2D cos g, — 2D, sen g,t]

71

siendo definidos los coefictentes A,”, A", B,”, B,”, C,”, C;”, D" y Dy” por las formulas anteriores

(147) y (149).
Resta todavia la deducion de las 4 conslantes de integracion A/, B/, €/, y D' como funciones de los

clementos iniciales. Fijando x,, yo, p;o Y ¢1o los valores de x, y, p; y ¢, para la época t=o0, resultan las

siguientes relaciones segiin (151): w,=14A", yo=4By, p1o=4C¢ ¥ ¢10» 4Dy de modo que por eso la

sencilla definicion de las constantes de integracion es la siguiente: A’ = Aazo, B = ,,)’0’ ¢ = Z.Pm
I .

yD = 7 * Qo Ademés, siendo xy=E;,— Az, yo=1o— Ay, Pro=Po—~ AP, f10=¢o— ¢, las constantes de
1

integracion aceptan las siguientes definiciones en base de los elementos iniciales e, y & :

I
(egsen &y — Ax), B = A (&g cos dy— Ay)

[ )

(152)

<IN
I

é(sen ¢,senf,—Ap), D' = ;—l(sencpocoseo-Aq)

donde hay que observar todavia que las longitudes de los perihelios y nodos no estan referidas al punto
vernal, sino al punto de la longitud &"— 9o°, referida al punto vernal.

Siendo A, B, C y D del 1** grado, si los pardmetros x,, yo, Po ¥ ¢o son del mismo 1* grado que
las excentricidades ¢ inclinaciones, los coclicientes A . By, C y D’ estin compuestos, segin su defi-
nicion (147) y (149) de un término del grado 1 y el orden o, ademas 3 términos del grado 3 y el orden o
observandose que 6, =2° grado y 1°" orden, o,=grado o y orden 1, ademis a; y b, términos del grado
o y el orden 1, mientras que lodos los otros coelicientes: ¢, ¢,, dy, dy, €, €, [}, fo, @)/ ¥y b5 son de
2 grado y el t°" orden. Por consiguienle cada corchete en la representacion (151) respecto a los ., v, p,
Y (, cstd compuesto de Lérminos del 1°" y 3 grado, pevo lodos del mismo orden o.

Al final de estos calculos lenemos que hacer la siguiente observacion respecto de la solucion anterior
de las ecuaciones diferenciales complementadas por términos en p y ¢ en el caso de las variables-
excentricidad, o términos en £ y 7 en cl caso de las variables-inclinacion respectivamente. Desarrollando
los factores asinlolicos: em!y e¢—=/ segin potencias de los exponentes, resulla: eksl=1-+a,l en la
primera aproximacion, donde g, fija un lérmino del 2° grado y el 1 orden. Considerando la masa n’
de Jupiter, representante del 1* orden, como una magnitud del 2° grado por lo menos, por ser
m’=o0.001=(0.1)%, la magaitud g, es del 4° grado, mientras que los términos principales de la solucion :
asen A y @ cos A son del 1 grado (orden o). Por cso el efecto asintotico es representado por términos
que tienen un grado por lo menos 3 unidades mas alto que la solucion bisica periddica. Pero se mantienc
el resultado que la solucion ampliada es una solucion asintotica, de suerte que la consideracion de otros

términos de la funcion perturbadora respecto a p, ¢ o o, ¥ vespectivamente, no podria variar la forma
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asintética de las ecuaciones ampliadas por los términos complementarios. De otra parte sc mantienc el
teorema de Poincaré que las perturbaciones seculares, en general, pueden representarse en la forma
periddica, pero en el caso general hay que realizar transformaciones candnicas de los eclemenlos comunes
antes de integrar las ecuaciones diferenciales. Ll caso tralado en esta memoria ha sido un caso especial
respeclo a la posiblidad de representar ya los elementos comunes £, %'y p, ¢ en una forma periddica
seguin serics de Fourier, es decir el caso de las variables-excentricidad solo o el de las variables-inclinacion
solo, mientras que el caso mixlo respecto a los 2 lipos de variables, asintotico ya en base a los términos
lineales en la primera aproximacion, necesita las transformaciones candnicas de Poincaré para obtener
una solucion en la forma de series de Fourier.

§ 5. UNA SOLUCION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE LAS PERTURBACGIONES
SECULARES, POR MEDIO DE LAS SERIES DE FOURIER

En una forma muy general Poincaré comprobd en sus mencionadas Legons de Mécunique céleste,
tlomo 1, pag. 233, en el capilulo sobre la teoria de las perturbaciones seculares, como puede lograrse,
cn base a una serie de transformaciones canonicas de los elementos, una representacion periodica por
medio de series lrigonométricas, como en el caso de las perturbaciones periddicas. Seguidamenle vamos
a demostrar como cs posible, en el caso del problema asteroidico de los tres cuerpos, llegar directamente
a una represenlacion de las perturbaciones seculares, por medio de las series de Fourier.

En la solucién de la primera aproximacion de nuestras ecuaciones diferenciales, aplicando sélo los
términos lincales respeclo a las variables « ¢ y, habiamos aprovechado la integral que existe en cste
caso : x? + y? = a2, para lograr una simplificacion de las ecuaciones por medio de la reduccion, enton-
ces posible, del grado de los términos al tercer grado en « e y, desarrollando la funcion perlurbadora
hasta el sexto grado. Ahora debemos prescindir de esta integral aproximada y restablecer la forma ori-
ginal de las ecuaciones diferenciales. Para eso es necesario volver a sustituir en los coeficientes de las
ccuaciones diferenciales, los parimetros ¢* y ¢!, por sus expresiones como funciones de x ¢ y:
¢t =x? + y* + (Ax)® 4 (Ay):. Ademas hay que considerar que 4 = o. Resultan entonces las nue-
vas ecuaciones diferenciales sigutentes, basindose en todos los lérminos de la funcion perturbadora hasta
el sexto grado inclusive, limilandonos primeramente, al problcfna plano :

- (l.’E 9 ’ . ) ’ ¢
(193) T ay + 4y + aj’cy + @1ty + d'yy + 23y + ay oyt + @'y (@4 )
d R ) . Q ? 2\2
- (—[—‘ty = b/ + b+ b/t + by + b/ + b, Sy + bt + by Sy + by 4 by (a0 %)

Ya que la funcién perturbadora R es una funcion solo de grado par respeclo a las cualro magnitudes
x, ¥y, &, «, las ecuaciones diferenciales se reducen por ser derivadas de R, segiin las magnitudes men-
cionadas, o sea a lérminos de grado impar, en x, v, y &, . De aqui que cl coeficiente a;, v asimismo
b,, se componen solo de términos impares de 2 y «/, v del primer grado al menos.

El proximo coeliciente, ay/, por ser una serie segin &' y v y ay/y un término del primer grado al
menos, debe comenzar con términos del grado cero y progresar entonces segin potencias de & v . Ade-
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mis ¢l proximo término ay'xy debe ser del tercer grado por lo menos, por eso a;’ es del primer grado co-
mo minimo. Andlogamente el proximo coeficiente @’;,, debe ser del grado cero por lo menos; y asimis-
mo @y, ; ademas los coeficientes a’;; y «’;, son del primer grado por lo menos y finalmente @’;; del grado

L, . d ,
cero. En la segunda ecuacion relativa a — L son del segundo grado al menos los coeficientes 0’5, by,

dt

Uy, y by, del primer grado y mayores b, b/, b/, b';4, V',, y I/;; anmenlando su graduacion los térmi-
nos siguientes a los términos iniciales, siempre en dos, cuatro... grados. Fntonces se oblienen las expre-

siones siguientes respecto dé los coeficientes, suponiendo siempre que +/’

=0, a,=0, por lo que antes ya

resultd Ay=:0:

(154) g’ = a3 + a;Ax + a; (Az)® — %“3(5”’2) - (é“ﬁ + £a7) (Am)t ...

(155) Por a)’=o0 anles se lenia con v/ =0: Ay=0

ay =as+a;Awx + a; (Ax)?— % a; (Ax):— (é a; + % a7) (Ax)t— é a, (Ax)®
+6Ey (Az) + 4E;"E%(Ax)? + 2B 8 4+ 4G4 (Ax)’ + 26 8% A
+2H ¥ (Ax)?— oH 76" -- 6153 Ax

0

a;+ a7) (Ax)®— 3 aﬁ.(Aoc)“’—{- 24 By (Ax)?

!
4
+ SEGW&’3 +1 2GG’&' (A{B)2 + 2GG”E/3 _ GJGE"%

a; =a;+20;Ar — azdc—2 (

ap=—2 (% az+ a7> (Ax)? — 2 a;Ax+ 24E) (Ax)2 +12G8Ax+ a; — % ag+ AE;"E7% + aH /2

1 1 :
a'o=a;— Sh= azAxc+4E;"82 + 4G/E A — 2HE?

a'y== —2 (';; a;+ a7) Ax— ';' a;+ 24E/ A+ 4Gy2

11 '
'y =, = — ’ (-/'- as+ a7) + 6E
b,/=o sirve a la deduccion de Ax por medio de :

b =0=b,+byAx + b, (Ax)?+ b, (Ax)® — -;- b, (Ax)?— % by (Ax) — é b, (M)t
+ % (_ .Z by + b7> (Az) — éb4 (Az)'+6Ey (Ax)o+ 4B 52 (Aa)?

+ 2By 784 A+ 5G,E (Ax) + 36,5 (Ax) 4 G,7&0 + 4H,/E2 (A3

+2H, €40z + 333 (Ax)?

b= byt 2,00+ 3by (M) — by A — by (Aaf — 1 b, (A
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+ 2 (_ -;l- by +'b7> (Ail')vl — 2/;4 (Aq))3+ SOEG’ (A.If)'l—i- I 2]?‘“””&,2 (Ax)?

2
+‘2EG”§’4 +20G% (Ax)? + 6G, % Ax + 121 /52 (Ax)2 4 2 H 75
+ 6,5 A

by = b+ 2b;Ax — by A — ; by (Ax)* =4 (;—l by + 1)7) (Ax)® - g b, (Ax)?
+ A8Ey (Ax)® + SL"E%Ax -+ 24GyE (Ax)? + 2G4"E° + 12l B2 A
4 GJER — :';b1 - %bm« - £b4 (Az)? + GEE2Ax + 4GE (Ar)?
+ Gg"E? — 1,5

by = by = = by (Az)? = 2J%% = 2 by — - by — %1)4 (Ax)? + 415 %A
+ 4Gy (Am)? + Gg"Z? — T

b = — 2 ([i by + b7) (Ax)? — b,Az + 24, (Ax)® + 8Gy&Ax + 4H,/Z?
I

\

+ by — .31,2 - éble + 2 (— %bg + b7) (4z)* — bAx

+ 24E; (Ax)* + AE"E: + 12GEAx
by, = — b,Ax — b, — §b2 — g bAx + 2 (— -[I--b2 + b7) (Ax) — b,Ax
I

+ 24E; (Ax)? + AE;"E" + 13GE A
3

Vg = — %bl T2 (-— 71;[)2 + 1)7) Az + 6E/Azx + G5 = ';_‘bi + 24E/Ax + 4Gy

Wy = — ?I.bl + (— %bg + b7) Az + 19E/Aw + 2G/E — b,

Vg = — é‘bx + ;(_ 7Ilb2 + b7) Az + 6E/Ax + GyE — ;b.;

- 1 I ~
V0 = 5(_ [-lb2 + b7) + OE,

Respeclo de algunos cocficientes, los lérminos correspondientes de menor grado, no se encuentran al
principio de la formula, sino en el lugar que les correspondieron por el cdlculo, a fin de facililar el control.
Limitando las ecuaciones diferenciales a los términos lineales respecto a @ e y, hallamos la solucion
: $ . .
en la formula x=asenA e y=a—cosA, donde A=sli+f, siendo s®=a,b, ; respecto a las ecuaciones
a 2
3
ampliadas a lodas las otras potencias de @ ¢ y, y haremos ahora la expresion generalizada correspondiente

a una serie de Fourier, de modo que :
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£ = § (siseniA 4+ ¢;cosiN)
(156) ! A=st+f

o0

y = 3 (siseniA + c;cosiA)

La sustitucion de esta forma para x ¢ y, y de las mismas polencias y productos en las ecuaciones
diferenciales, exige primeramente la representacion general de x?, xy, elc., como series de Fourier,
progresando segiin multiplos de A. Resulta primero :

- N NS S C I : .
X ——i’kéo (lzsz/» + > “b,{' seun (L + /L)A-i- { 2-516/s + > CILAJ Ccos (l 4 ll)f\ +

+ [l SiCk — icisk} sen (i— k) A + [l sisk + ! cgck] cos (i—h)A
2 2 2 2

Pasando los argumentos i+A al mismo argumento nA, resulta la nueva representacion, considerando
que los coeficientes sm y cn desaparecen, si m=o0:

1

o0
x? = 5 > {[8nCh—i + CiSn-vi + SiCi—n — CiSimn — Siitn + CiSitn] Sen NA
n=o,; i=1 .

+ [ —SiSn—i + Cita—i + SiSi—n + CiCi—n + SiSitn + Cici pn] cOSNA} =

I

N ] =

S {si(en—i+ cimn=—Citn) + ci($u--i— $i-0 + sign)] sennd +

I

+ [Si(‘—sn—i + Si—n + sH—n) + Ci(cn--i + Ci—n + (‘H—n)] cos nA !

La serie correspondienle para y?, resulta de la serie para x%, por acentuacion de todos los coeficien-
tes ¢m y sm. Resulta ademas la seric respecto de x . y en forma analoga a la de z?, reducida de nuevo al
argumento comin nA :

(158) ry= i— > Hsil¢n—itcimntitn)F e (Sni—8"imn+5"ign)] sen nd 4
&

n=

+ [Si ( — ' —i+si—n+ S,i-{-n) +ci (C’n-—~i +cimnt C’i—{—n)] cos n\ E

Hay que observar respeclo a la representacion de las combinaciones mis altas de x ¢ y que la mul-
tiplicidad de los nimeros-indices aumentan ; en la representacion de a*, xy ¢ y* hubo otro indice corrien-
te cuando el argumento es nA, pero en la proxima potencia mas alta hay dos indices corrientes, etc. En
los términos del segundo grado x?, elc. los términos principales lienen la forma ¢*, s, ¢;5,, ¢/, etc. v
son por eso del segundo grado o mds, mientras ue los otros términos, por ejemplo ¢;s,, etc., son ya del
tercer grado por lo menos, siendo ¢, del primer grado, pero s, como vamos a demostrar en breve, es del
lercer grado, de modo que ¢;s,=4°. Por eso resulta que x*y, y todos los otros términos, son del tercer
grado, teniendo lugar un aumento del indice de los coeficientes, y aumentando rapidamente el grado de
los términos, en los de grado mas alto. Por esta causa es convepiente limilar los indices, para no llevar
términos innecesarios de mayor graduacion, por no tener importancia desde el punto de vista préctico.
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Por ello vamos a cousiderar en la presenle memoria solo las combinaciones de los indices uno y dos

respeclo a la deduccion de las series relativas a 23, &y, xy?, elc. En casos de excepcion vamos a agregar

mas adelanle algudos términos con el indice tres.
Correspondientemente resullan entonces las represenlaciones siguientes de los coeficienles mayores
de segundo grado en wcy, por el siguienle motivo. La solucién parcial & = s, sen A = asen A ;

y = ¢,/ cos A = & —cos A, era la solucion genéral del sistema lincal fundamental de las ecuaciones dife-

a
3
renciales, siendo « y B las dos constantes arbitrarias de la inlegracion. La otra solucién parcial x = ¢,
, N ., . , . , s
cosA, ¢ y =s,/sen A, csidéntica con la solucion ya fijada, ya que, poniendo ¢, =«, s/’ =—a— y
a;

: : $
permutando al mismo tiempo A, con A-go°, resulta: = asenA ; e y =a —cosA. Por esto en el
a
3

caso de aceptar la primera solucion, de modo que sean s, y ¢, distinlos de cero, es admisible poner
¢; = s,/ = o. Considerando esta suposicion resultan las siguientes expresiones de los coelicientes :

2 « ‘

I 3 I ) I ) 3 3

(159) - a® = —s3|-sen A — —sen 3A| 4 —s;5,*|3sen A + —sen 3A — -sen dA
9 2 9 2 9 2

r o « - "

1 . J . 3 1| 3

+ -2—31022 3sen A — —sen 3A + —sen BAJ + —5,°5, lo‘ sen 2A — ;sen ﬁA]

2 2 2

pE4

r o <
I 3 . 3 I
+ =s.%y| — — + 3cos2A — - cos[.AJ + —5,8,¢5[3 cos BA — 3 cos 5
2 2 2 2
1 L3 1 I 3 P 3
+ —sg° |- sen2A — —sen 6A} + —5,05° [2 sen 2A + —sen 6A | 4+ = 5,%c, |~ cos 2A —
2 ¢ |2 2 2 2 2 2

3 I

— = oS GA} + :;-cg"’ E cos 2A - 5 008 6AJ - —Z—sl’ss [sen A + sen DA]

3
2
donde el ultimo término con el argumento 5A fija el término mas bajo de 5° grado respecto de 3A,

necesilado junto con el término byx3. Ademds resultan :

. I I I I ' | I .
(160) Xy = ; $y%¢y [— cosA — =cos 3 A} + - So%,’ ‘cos A — —cos3A — 5 cos 'JA}
2 2 2 - ‘

A

A A

1 1 I 1 .
+ -2-(‘2901’ lcos A + -cos3A 4 -cos E')A] + S $185¢," [t — cos 4A]
2 2
I , I, ., I 1 '
+ 5 §162¢y" sen AA + -s.%c/|— - + cos2A — 5 €08 4A
2 2
1 I 1 1 3 1 o
+ = 8y%¢y’ |- cos 2A — —cos 6A| + —¢y'cy’ |- cos 2A + —cos 6A
2 2 2 2 2 2

I , I . -
+ 5313202’ lcos 3A — cos BA] + —s,c5¢y [25en A — sen 3A + sen DA
2 | :
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+ -2—320202’ [sen 2A 4 sen 6A] + 331332’ {sen 2A — ésen [;A]
+I"s’§sen2A——I-sen(jA —l—I s,/ |2 A ! 6A

—2-.52 2 |5 > 56282 550112 +Esen f
+ és,szsg' [2sen A 4 sen 3A — sen HA|

. | I
+ ;slcgsz’ [cos BA — cos DA] + —s,¢,85" [cOs 2A — cos GA]
> :

i I - I o S ¢ .
2__ 2 PR SR et R
xy?= lelc’1 [sen A +sen 3A]+ 5 $161/Cy’ sen GA+ ;6132’01'[1 —cos 4A]

+ I $9¢,2[2 sen 2A +sen JA] + 23201’02’ [sen 3A +sen HA|

h
1 I
+ —5385c,/ [2 cos A —cos A —cos DA+ [—lcgcl’2 [1+ 2 cos 2A + cos 4A]
92
r ., L , I N ) S ) .
+ 5 202 [cos A+ ECOS 3A 4+ ~cos SA] + 7 C985Cy [2 sen 3A + 2 sen DA
‘ D) A

N

I - 1 . g
+ - 8,67 [2 sen A --sen 3A +sen HA] + 5 §,'s5'cy’ [cos 3A —cos DA

4

+ ;5202'2 [sen 2A + sen 6A]+ ; S959'Co [cOS 2A — 2 cos 6\ ]
( 1

+ ; ¢otyey’ [2 cos A+ cos A +cos DA+ ; CoCq'® F:- cos 2A + % cos GA}
| : A 2

I I :
+ 7 CoCy'Sy [2 sen'2A + 2 sen 6A] + Zslcl’sz’ [1--cos4A]
}

N
I . U 3 1 ,
+ i $,892[2 sen A+ sen 3A —sen DA |+ > Sg8g’ [5 sen 2A — S sen OAJ

+ -/I- 9892 [cos 2A —cos GA ]
l

‘) *)

(162) y¥= ! sg'%c, [3 cos A — = cos 3A — 3(:'05-51\'] + - e? F»cos A+ = cos 3A]
2 2 2 2 2 2

9 a )
I p 9 . J I :
+ —cy'%¢ [:5 cos A4 —cos3A+ 3 cos BA} + ; $9'¢," {3 sen 2A +
2 . 2

A

2
o
2

sen 4A

.—-W 3 o
+ -;-.92'62'61’ [3sen 3A + 3 sen DA]+ %cl”cz’ {-2- +3 cos 2A + Ecos Z;Aj

ot
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pu r o =
[ oy

3 - 1 . [3 1 4
sen 2A + - sen 6A| + - 5.5 |-sen 2A — —sen 6A
2 2 " |2 2

L 3 L 3

“

3 : t . [3 1

89’2y [=cos 2A — —cos 6A| + 5 ¢y |=cos 2A + - cos 6A
: 2 2

4+

0D | -

A

ol ws

-

i
[
+ =85 097
9 2

o Qs

Para representar los términos del cuarto grado x*, &3y, elc., son sulicientes los términos siguientes:

I

I 5) 1
at= ~gs* 1 — —cos 2A4 —cos A
2 h ]

s 3 1 ‘
y= - s/ l7 sen 2A — i sen 4A
2 ( |

(163) 2ryi= = ¢/y%*[1 — cos A ]

A

1 1
Wi— = o B¢ |ser :
£y’ = 7 ¢t [ben 2A 4+ - sen !.A}
L

yl: g clll [3 +_{| cOs 2;\+COS *-/’A]

Los términos a considerar del 5° grado son los siguientes :

(s +y o= g st § ¢yt %’slzc’lﬂ] s sen A — lilsl (s;t—¢';Y)[—sen A +sen 3A]| +
. + % $; (8,2~ ¢12)* [ — sen 3A 4 sen 51\]
: 3 4 3 4 L) ’ 1 o 4 7 4 2
(4 y)y= g + gc’l + 7'31-01’ ¢,/ cos A — ch’(s1 — ¢/1*) [cos A +cos 3A]+

+ ?16 ¢y (8, —¢’s*) [cos 3A 4 cos HA]

Hay que observar que el coeficiente K de s, sen A en (x*+y?)x y el de ¢,/ cos A, en (x'+ ") Y satisface a

la misma expresion que originariamente se ha representado por la siguiente :

K= (s ')+ %(31"‘ ¢,*)*=4" grado

2
4

ahora en la primera aproximacion es :

asi se obtiene :
s!
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by by
a a 2 2 - "
st—cp=a{1— 2}y donde: % =14z, siendo zy=2" grado,
3 3
luego : s;* — ¢/ = —a'z,= 14" grado ; y  (s—¢*)=8" grado

por eso se anula el Lermino (52~ ¢’;?)* en K y asimismo los términos en s, —¢’;* en las expresiones para:
" a\se, L . . . J o2 .2 f e\ __ .
HyYe Y @YYy yaquet st—cyt= (s ¢y7) (5,7 — ¢y7) =6° grado
de modo que en suma, por no venir al caso los coeficientes del grado g v 7, los términos del 5° grado
en x ey, se reducen a:

A}

I i
(&2 F y*) = 730082+’ *) sen A ’
g

\ I
(22 )y =g/ (37417 cos A \

donde los coelicientes de sen A y cos A son del quinto grado.

Ahora podemos iniciar la deduccion de los coeficientes de las series de Fourier reemplazando en los
primeros y segundos miembros de nuestras ccuaciones diferenciales las variables x e v, junto con sus
potencias y produclos por las series de Fourier mencionadas, formando ademas, en los primeros miembros,
las derivadas de las series que definen x ¢ y; entonces se obtiene por la comparacién sucesiva de los
coelicienles de las mismas funciones cos nA o sen nA, respectivamente, (n==1, 2, etc.), las relaciones que
determinan los coeficientes de las series de Iourier y la frecuencia s. Los primeros coelicientes a deter-

2

: . dux d :
minar son 8, y ¢,, comparando ¢l coeficiente de cos A en 77 ¥ sen Aen-— —[%' Por esto se obtiene en el
a ¢

primer paso las ecuaciones :

(ta) cos A dix '+ss—a’c’+a’lil s‘s"+lsc'+lss'+lcs-’+lss"+lss"+
5. . - I3 - g - h -— . - N - b _4-3
' v \dl 1 3€1 5L21z P A L LS
1 L1 , 1 , 1 , 1 R ¢ L1 , 1 , 1 ,
T =885 =858+ =€ + =+ = Coly + 0+ =g+ - oy + o5+
9 2 2 2 9 2 2 2 2
)

1 1 1 J I I J 1
l . / . .’l -2./1 -4 P - L fo ! ’: R

0

I A

4 3 * : 2 2 I
(164a) +¢,/c" + 32’201’} + - a' e (57 +¢?)

4
(1b)  senA —éz Do s =098 F b [~ 51CoF S501 = S$y05+ 5505 — $364 F 8,C5 - 5,05+ 5504 F
Ay di] - 1T 4 162 T 920y 203 309 7 O30 T Sy ¥4l FAST

3 1
4 / P rth ! Y ’ In? P4 'nl ’n 7 3 |
+ bg' [ —syca’ +s5'c)" — s9/cy + 856" — si/e/ +8/cy' — s e +55/c /[ + by [7' $7F 86T

4

4

I 1 I I 1 I
24 v e . . 2 [ s s ’ - ’ ’ o2 . 73\2
+ 70 $1+ ;"2151‘*'5132""“102} + by [ S 280t 815 ’] + 7!‘b1331(51 +¢0)

Segun los resultados de nuestra primera aproximacion anlerior, la frecuencia s es del grado cero,
8 P ]
de modo que el primer miembro, ya que s, y ¢,” son del primer grado en base a la primera solucion
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aproximada, es del primer grado, como también cl primer término del segundo miembro, mienlras que
todos los lérminos complementarios son de un grado mayor de uno, sicndo la suma de los indices de los
factores de un término cualquiera mayor que uno, por lo menos igual a tres.

Se agrega todavia el grado del factor ay, elc., de modo que el grado del lérmino fijado puede aumen-
larse. Los términos en o'y, y b,” comprucban quec el grado mas bajo de los términos complementarios es
tres. Por eso las dos ecuaciones se reducen en la primera aproximacion, omitiendo los términos del ter-
cer grado, a las siguientes : (141)

(818 = aje,!

b oefs = by's,

es decir, resultan ecuaciones ya conocidas desde la primera aproximacion. Debiendo anularse ambas
incognitas o la determinante, pero siendo al menos una de las incognitas distinta de cero, resulta, por
ser igual a cero, la determinante, que s*=ay’ . by'=grado o, eh primera aproximacion. Fijando la incog-
nita s; = o = primer grado de la primera constante arbstraria de nuestras ecuaciones diferenciales,
resulta la otra incognila, ¢,/ = ;—,a = primer grado, mientras s lo mismo que a; son de cero grado.
3
La nola saliente de la solucién es entonces la de originar una correccion de la solucion anterior en base
de cada otro nuevo par de coelicienles ; y asimismo respeclo a la frecuencia s, resultando las correccio-
nes de un grado siempre més allo. Para poder considerar los términos més altos, necesitamos primera-
mente la deduccion aproximada de los mismos, para poder comprender el algoritmo del calculo del
niimero infinito de Jas incognilas.
Las dos constantes arbitrarias @ = s; y B pueden ser consideradas como las dos conslantes de inte-
gracion de nuestras ecuaciones diferenciales (r29). Por eso todas las otras constantes, que aparecen en

el curso de Ja integracion, es decir, todos los otros coeficienles s;, ¢;, s/, ¢/

con excepcion de s, son
funciones solo de s; y B, primero ¢;, como hemos visto antes.
La primera consecuencia resulta, en primer lugar, de la deduccion del par siguiente de coelicientes

¢, Yy s/, acuya deduccion se refiere el par de ecuaciones (1¢) y (1 d), comparando los coeficientes de

dx d iy .
senA en ——; Yy cosA en — “J, en base a la ecuacion (153) :
dt dt
"( . A dx a”+z’ I e Eger ! ,+1 , 1 ,+1 Ny
1e)sen A, (o) —sci=ay's/+ a5 | — =8;08 + =8908’ — —55¢ + =5,08 — =850+ — 5,6 —
) T 1= a8y T 5 5108 T 890 T T8y T T80y — T80T T80
et oot e Mot Lesi— Yoot Yewre Lesrd
— = 5,05 = St F sy — =8 — Sy — — g8y — €38/ — — 048,
5 Sils T 280l T T hse — SOSUT DGy — Sty T D OS2 0S,
(1640)
2D

l‘l l..l ’ [,..l ...I+“" L).f.2 l.r.-g
+ — ¢S5 — - Cs54 +a'y ;51"161 4 §,1C,¢5 + 8,598y + g*x S+ ',;‘“1‘1 +
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I d ’
[ (1d) cos A, (— #) —s .8 =0/ci b [559+F s385 4 845, + € 0o+ oty + g0, F 045

P [ ?a ! . 4 ¢« o . - V! .
+ b [sys9/F 8585 F 85’5+ efey Feleq’ Feg'e)/ el +
br[ 2, 3 2, . 3 . l)’ [.‘f.f I. s
+ by 55 ¢+ 5 %2 Crt e+ 890009 + 0y 7|51'“1 ¢y + PR +

I. tar NP [,,/,/ l, Ta 7 [. re !
+;(262cl + ¢t + 5(,201% + 5.526182 + 7'(23152 +

\ I re ! ! SO P
‘\ -+Zs1~‘1‘1 +Z51(1]
donde, cn los segundos miembros, los lérminos que siguen a los lerminos principales «y . s y b/ . ¢y,
son todos del tercer grado por lo menos, como ya es visible por la suma de los indices, que es por lo
menos del tercer grado ; prescindiendo todavia del grado de los coeficientes a/ y b/, mientras que los
dos primeros términos de cada ecuacion relativa a ¢; y s,” estin multiplicados con coeficientes del grado
cero. Despreciando los otros lérminos del tercer grado por lo menos, las ecuaciones (1¢) y (1d) fijan dos
ecuaciones lineales homogéneas respecto a ¢, y s,’.

La determinante del sistema es la misma que la de las ccuaciones (1a) y (1b), de (140a) ; es decir,
A=s*—bya,, igual a cero, por la prueba anterior. Por ello ¢, es una funcion lincal de s," ¢ inversamente

!’

= — ‘—lf’—sl’, de modo que ¢, o s," parece [ijar olra constante arbitraria, que por otra parte no es posible
después de aceptar las conslantes a=s; y B como conslantes de integracion. Por consiguiente ¢; debe ser
cero, por esto también s/, de modo que el término cosA en x y el lérmino sen A en y, no cxisten,
respecto de la primera aproximacion. Después de obtener una: primera aproximacion respecto a los otros
coelicientes, podemos volver en la segunda aproximacién, al problema de ver si el resultado de la pri-
mera aproximacion ¢,=s,’=o, vale también respecto a la siguiente o a todas las otras aproximaciones,

respectivamente.

. . . da: dy
El proximo paso se refiere a la comparacion de los coeficientles de cos 2A, en 7 ¥ sen 2\ en— Tk
i dt * (

: o da d .,
v analogamente dc los coeficientes de sen 2A, en ;Y cos 2A en— l{’ por la comparacion de los pares
: (

de cocficientes s,,¢,’ 0 s/, ¢,, respectivamente. Las ecuaciones correspondientes son :

dx | QPRI 1 I |
| (3a) cos 24, (71?) D asgs=ayey +ayl | =15 T ses/ A+ sgsy + 3 St Sssy F

1 I, 1 1e , 1 1 1 I,
+ oty mege+ oo’ F 7 0 o eses’| g |- 8180 S8 + 7 sa'cy +
2 2 2 4 2 2 2 A

9 .

o
) I 1 I o r
7 Ca'Cy'+ 5 320232'] +a'y ['l' ¢y%¢y’ + 755% + 3 ¢*ey + 7 ¢y + > 32’202’]

*3 i

d L]
(206) sen 24, (— 3%) D20y’ =0y'sy 4 b [ — 5163 — 53¢, — 835+ S4Ca+ S5¢5] + b [ — s9'cy +

(165) ¢

9 a9

3 3 3
+85'c) — sg'cs’+ s/’ + 85°c] + by’ ['2' §i* . S+ i S9° + A 02’32}‘ +

+ b Ze/ts +-!-sc”+l
1 152 9€3
\ 3 4 4

sl ! 3 - 73 I ta !
0262(‘2 + '58252 + 5020252
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In estas dos ccuaciones aparccen las dos incognilas s, y ¢, en el primer término del primer micmbro
v cn ¢l primer término del segundo miembro, multiplicados por los factores del grado cero, es decir s,

’

ay y b, mientras que todos los otros Lérminos en sy ¥ ¢/, mulliplicados por el factor de grado uno : a,
v b/, asimismo, como todos los olros términos estan multiplicados por factores de grado mas alto de

cero, de modo que todos los términos en @y’ y b/ y los olros coclicientes de las ecuaciones diferencia-

du dy - . Y , -
les respectlo de T T pueden omitirse cn la primera aproximacion. De ahi que resullen las siguien-
Y
les ecunaciones
0

" ro!
N 283y — 1y . Cy

(100) ,

P b)s, — 25 . ¢ =0

donde la determinante A= —/ . s* 4 ay'by’ es distinla de 0, ya que en el primer paso hemos hallado que
—s*+a¥ . b/ =0, dc manera que la determinante se reduce a: A= —3s* 3= 0. Por eso resulla respecto a
las incognilas s,=o0 y ¢,’==0. lsle resultado esta conforme con otro dedacido anteriormente, fijando los
(érminos del tercer grado, segun el método anterior de aproximacion (véanse las formulas 113a, etc.)
con el resultado de que v,’=38,"=0, es decir s,=c,’=o0, y ademds v, == o, analogamente &, == o, lo que
corresponde a ¢y y 83" == 0, lo que queremos probar aliora por medio del sistema (2¢) y (2d) paralelo a
(2¢) y (20), es decir en base a los cocficienles de las co-funciones de cos 2A y sen 2A, respecto de (24a)

v (20):
. . dx
(107 2¢) sen 2, (=]
—')(‘s‘=a’\"+a'lsc'—lsc’—isc’+£sv’—isc’+IS‘C’+
2 359 5 |5 5160 T 5010 T 7800 T80 — D Syls T Sule

+£s'(-’+-[-cs’+lcs"-—ics"—Lcs’+a’ ls‘c ¢, +
5 So€s T 5 CoSy T S 085 — 3 CySy — 2658y w5 Sele - G

o
3 I

73 / ’
7S+ ~ Oyl +

h 2

I
[P [PNAEY
$C1 + S8yt +

.

Lsy+ Ssgsy+ L esy| +a
+2312 7"22+,lc2-“2 +ay,

1 1
ra. ’ S 7 ror 8.
+ "0232] + g @ys87¢, + /;alvlcl‘\l

4 8

, dy
(2d) cos 2A, (— (—“—) :
, , P 1 . . ) 1
— as)s = Uyey+ b, [— ;51’ +51-"3+-"234+0204+"3"5J + 1)’6|-— ‘;s’._,’ +
89%Co +-

) I
» , / P8 ’ ’
—|- . L'l’ + Sl'.83 -I— 32'84' + Cl (/3’ + 6‘2'04'+ 03 (75'} + bg [81262 + —2

b | -

+ls’c +lsﬂcg+é-c3 + v icc”+§cc"+-l-s(*’s"+
212 [Iz. /|2 11221 /l22 42’2‘2

+

| 1 1
PR ___br .9'l+—b' 014
!l 2 2} 8 13°1 2 151

donde en hase al resultado anterior, hay que sustituir s, = ¢’ = o,
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Los coclicientes s, ay y b, de ambas incognitas ¢, y s/, en los primeros términos de los dos miem-
bros de las tiltimas ecuaciones son del grado ccro; por otra parte el segundo término del segundo
miembro de (2¢) de (144), es decir 1/2 ;" s, ¢,” es del tercer grado, segiin la determinacion anterior de

que s, = 1”7 grado, ¢," = 1* grado, asimismo como «;, de modo que este lérmino es del grado tres, es

deciv del grado minimo posible, siendo lodos los olros coeficientes, segun los indices, de grado mayor.
Asimismo el primer término de (2d), libre de las incognilas ¢, y s,": — 1/2 b/s2, ademds otro lér-
mino 1/2 b, ¢’;* son del tercer grado, mientras que todos los olros términos son de grado mis alto y
por eso pueden omitirse. Por consiguiente resultan los dos coelicientes incognitos ¢, y 55 en la primera

aproximacion, en base al sistema inhomogéneo

to I IR !
) = 280y - ayfsy = 1/2.a5s,¢

(168) )

bycy + 2555 = 1/2b/s;* — 1/2b¢\?

donde la determinante del sistema es: A = — 4 . s* + a5'by == 0, siendo idénlico con la determinante del
sislema (2¢) y (2b) y del grado cero. Por otra parte, las parles inhomogéneas son, segun la prueba,
del tercer grado, de modo que las incOgnilas ¢, v 5.’ son del tercer grado. Resulta (146) :

2 , q 8 2 2 8 .

pE

I I 1
¢y == [sc¢5’slcl’+ 5 ayh,'s* — - a3’1)6’c’12} =3er grado /

[

(169)

!

1

I [ \
hor ’ fo 2 o 12| — 3pop
3 [— ;% by's, )" —sb/s.? -+ sbg'c, } =3er grado

y de orden o, porque s, y ¢,’ son de orden 0; pero s, b/, by, ay, by, a;/ son de orden uno; y la deter-
minanle A es de orden dos. Por esto resulta que las partes inhomogéneas de las ecuaciones en la determi-
nacion de ¢, y s, son funciones de los coeficientes ¢, y ¢,” deducidos en el paso anterior, de tal modo que
desde ahiora podemos sacar en conclusion de que todos los otros coeficientes son deducibles, en general,
de funciones de los coelicientes obtenidos anteriormente.

Al considerar el proximo paso hay que deducir los coclicientes con el indice tres, primeramente

. : . dx
¢53 Yy sy de modo que en primer lugar debemos deducir los coeficientes de sen 3A en Y de cos 3\ en
. di

dy

~ar Andlogamente al paso anterior, y considerando que ¢;=s,"=¢,/=s,=0, obtenemos las ecuaciones
(

dt

dy
T de

dx . I I I I 1 I
(3a) sen 3A, (—) D= 3eys = ayisy +ayf SHhe = S8+ 53-3"1,'*‘ =08+ > CoSy' — ;"n-“g' +0

(3b) cos 3\, ( ) 2= 3syls=bgles + b [s,5,+ coc5] + 0

significando la cifra cero en los segundos miembros que todos los coeficientes siguientes ya han sido
considerados y que las expresiones de todos los factores se eliminan.

Los coeficientes de losparénlesis de ay en (3a) y de & y b/ en (36) son, también aqui, simples
productos de los coeficienles s;, ¢;, s/ y ¢, pero no apareciendo solo el indice uno de los dos factores, de



Sa OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

modo que no cxisle, respeclo a este indice solo, ningin érmino distinlo de cero. Ahora bien, uno de los
factores de cada Lérmino puede ser afectado del indice uno o dos, pero como podra verse, todos eslos
términos se anulan en virtad de las relaciones ¢, ==s,"=¢,’=s,=o.

Ademds uno de los lactores puede lener cl indice cualro o cinco, de modo que el grado de los Lér-
minos es mayor de tres, es decir un supuesto grado respecto de las incOgnilas ¢5 y 54/, pero exaclamenle
estos coeficientes con el indice cualro y cinco se eliminan, como vamos a ver en el proximo paso. Ade-
mas los coclicienles de «';; v a';, como asimismo los de b,y y ¥/,;, lodos conteniendo tres factores, son
nulos. Por eso las incognilas ¢; y 55’ y la determinante A=9s*—a, . b,’=8s* == 0, por s*—ay'b,'=o0, son
de un grado mayor que tres, por cllo resulta nulo en la primera aproximacion : ¢;= 5,/ =0.

Pasemos ahora a la deducciéon de los coelicientes correspondientes s, y ¢; en base a los coeficientes

dx dy

de cos 3A en 7 Y sen 3A en — 4 entonces resultan las ecuaciones siguienles :
(¢ ¢ }

, dx
(3¢) cos 3A, (m) :

3_,/,18‘,1??,1“1_,1,1.,
+ osgs=a;'cy 4+ ag —531.2+5l1.4+532.5+55532+;c2c1+;c2c5+

A

“

. / I . ! 4 ! LN I v 247 I. ’
4 S0+ -y | dy | — = s+ 7 €9°Cy + = 81008, [+
| I 1
NACYNN ’ 3 1,7
+(¢’12[— 7l.s’2"(1 + 7lc1 -3 s’¢y .s2}

(3d) sen 3A, (— j—}t’) :

—_ ’ ’/ _ . I P L 2.7
+3c/s=bys;+ b, [s;c— 5,04 s50,]+ b [s/e) — s5/cs’ +5.¢/|
—(.».;o ! rer g Yooy o
‘/-I.ﬂl( 1'+'/;C292(]+Z.\lsz‘+-/-'-(2(‘1.\;_,

| S ¥ I
+ by [-— S8 = 08— > slcg‘-’] +,

( 4
Los términos de menor grado, es decir del tercer grado, se encuentran en los segundos miembros

de las dos ecnaciones (3¢) y (3d) solo en los coelicientes de a'y, y 'y, by y IV, de grado cero, es decir
. I 7 I (A / . L 3 ’ I !’ 9 ’ )
los coeficientes : — ssteyen @y + 7e Jendyy; — 750 en by v + -/Islcl- en V’,;, de modo que todos

eslos términos, incluyendo los factores @'y, @'ys, by’ y 'y, son del tercer grado. Por eso las incognitas s
y ¢, son lérminos del tercer grado, ya que lambién en esle caso la determinante es la misma que

en el caso anles lratado, distinto de cero y del grado cero, de modo que en la primera aproximacion

tenemos .
14, I L, o r L., | e
‘ Sy — —/Sg 3s | — ; .s'l’(‘l'rl’m+ ’l (7’1"11',2 +(l“' — 7' .\']“I:”'—}— ;l .s'l("l'[/“ : — 3¢ g‘l':ldo
\ ° i L = J L ’ |
(172) ( ( “ ) .
1, 1 | . S 1
.7 ! \ o, S 03,2 8 T N SRR Y N4 ( 90
== bt — =52 d 4 2P |+ 38| = 500+ -5, 20 = 3 erado
\ A / 2 9 1 %1 10 /' ] 12 /' ) /‘ 1“1 11 \ [
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El orden de los coelicienles respeclo a la masa perturbante también en cl caso presente es cero, ya
que las magnitudes enlre paréntesis son, con relacion al orden de los coeficientes, del segundo orden,
v la determinante A misma es del segundo orden también.

Ahora los coclicientes proximos a deducir son ¢, 5/ v ¢/, s, en base a los lérminos en sen 4\ v

cos AA de nuestras ecuaciones diferenciales, es decir por medio de :

(‘|a)sen/|/\(’“ :

, o AL S S S SR S
— s = ags, + a4 ;.elc3 - ;Sﬂ"a + 53301 + gs;)(*l + ;43232 -+

I I I I
’ ! e’ ! 9. 1/ 3.7, r 3 ’

(173) dy
A —_ )
(4b) cos 4A ( (lt) :

I I 3
— hsys = bye, + b/ |5 g - 5153} + by [—— 5.@’22 + cl’(‘s’-l-('l’cb’] - -/;.s'lg . by +

1 I
+ V' [— ;3132’01’ + A 02’7'12] +

I B | I
o 457 ) ’ VAN ¥ ¥
o8ty — s+ Sty

8 8 8

considerando que algunos de los coeficientes hasta ahora deducidos son nulos. LEn todos los coeficientes
entre paréntesis de a;, a’y, etc. hasta 0’5, hay términos distintos de cero, al menos del quinto grado

inclusive los coeficientes a;’ etc. Iistos términos son los siguientes :

[l

(ha) : a’isc' —I-c N4+ a 1S'C("——Esﬂc’+‘3a’s"c’*—ia’s%’—{-
ia) : 515 %1% +2l3c1 10|, $1626 AR i 1252 €y g0

I
r 3 4
+§C151a14

(174) 3 . I I
(40) — 5;83b," + ¢)/c/by — ?;31202[’9’ + {—' 53132'01' + ;l'fgclfw by +
1 I I, .,
+ '8‘314["13 R ¢y, + 8¢ 11015

Siendo la delerminante del sistema A = 16s* — a,/b,/ = 15s®3=0, y del grado o, las incoguitas
¢, y s, son distintas de cero también, y, en los segundos miembros, del quinto grado y del orden cero,
como los coeficientes anteriores.

Por la deduccion de los coeficientes correspondientes ¢,/ y s, formamos las ecuaciones correspon-

dx iy

dienles en base a cos jA en — sen YA en — :
i : dt y send dt
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o dx [ I ,
| (fe) cos 4A (7{7) Dt hss=agc/ +ayf [; 8,85+ - (ébcl’] =ac,'+

términos del 7° g@rado por lo menos va que ¢, v s/ son, probablemente, del H° grado
] 8 Yaque o,y s, s | 5

por lo menos.

l
(Ad) sen AA (-—— ;(-l_tz) thels=bys - blsiep+bys) e =by's, +

términos del 7° grado por lo menos, por el mismo motivo que en (4¢).

En las dos ecuaciones casi todos los factores se destruyen en base a los resullados anleriores, de
manera que, en los coeficientes a;" y b,,’, permanecen solo los factores antes fijados y distintos de cero.
Estos términos dependen de los coeficienles ¢; y s5” lodavia incognitos que serin determinados en el
paso siguienle, pero ya podemos anlicipar que los dos coeficientes se anulan coma es de suponer segun

Ja determinacion aunterior de los coeficientes, siendo ¢, =s,/=c;=s/=0’ Siendo la determinante del

sislema la misma que en el sistema paralelo A =16s%—a3'b,’=1bs*5=0, resulta que las incOgnitas

» — ,,__
s,=¢,/=o0.
, : - , o, .
Ademads vamos a deducir ahora los proximos coelicienles s; ¥ ¢;/, por comparacion de los coefi-

: dx d » : -
cienles de cos DA en j Y sen 5A en — 7—3-, Obtenemos entonces las dos ecuaciones siguientes :
( (

0

D) s mage Far | — 5,5 4w sss b oty egey!| Ay
T IS S =g Cy 1T 5 ‘55134"!"2‘-3-‘2“*';‘234‘;(’4‘1 + @y, X

(176) (Da) cos DA, (d

L 2,/ IQ‘\./_IQ(,/.,/ . 120 14
7|('2‘1_é°1¢2-2| 7'-11":-1‘1(J+7|('1 Cyyy

I 1
C o nety re SERN SN
)- + Sey's = by's; ,l-‘x sy’ + 7|-‘1’1 LT

(5b)sen DA, (-— dy
o dt

lérminos del 7° grado.
Los términos de menor graduacion, es decir, del quinto grado, aparecen en los factorves de «'y,, 'y,
by y Vy,. nuevamente como funciones solo de los coelicientes ya deducidos, mientras que todos los olros
lérminos, y también los coclicientes a y by’ inclusive, son del séptimo grado. Siendo la determinante

A =2Ds*—a/b/=2/s*==0, las incognitas s; y ¢,/ son distintos de cero y del grado cinco, de modo que :

. I I \ I I
- A I PR S AP . ’ ’. 9w Y
(177) Sp= 3 o.s(—- 4-‘1(1"3“10"'7'"1"‘3“12}’*'”3 (—Zl)o.xl’.x_‘ﬁ—7'1'“31(”3)
o= b = A s s el 4 D b s sy b o )
N A i T o A g yfcy ) 08 "‘7| Dy S *8g H ’,i R TRILNIF
AN
da

Por un método anilogo se abtiene, comparando los coelicientes de sen D\ en IR simullineamente
TR
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- (l . . . .y
de cos DA en — ‘:-' las ecuaciones que sirven a la determinacion de ¢y y s;7; el resultado corresponde a
. :

{
las deducciones anteriores relativas a un indice menor de cinco, resultando, como se podia esperar,
cy=5; =o0.

La determinacion de los coeficicnles, en cuanto se refiere el desarrollo de la funcion perturbadora
hasta cl sexlo grado, estd terminada ahora. La planilla siguienle conliene una composicion de los resul-

tados de la determinacion de los coeficientes

(178) $1ye/ ZF0, Grado = 1 c,ys/=o
So W Cy = 0 ry 8y F= 0, Grado = 3
$g» ¢ =0, Grado = 3 c;3 08 =0
sgne/ =o0 ¢y » 8 =0, Grado =9
S5 » ¢ =F 0, Grado =0 (50 S5 =0

donde la recursion en la estimacion de los coeficientes es visible.

Ahora debemos volver a las ecuaciones de salida, para establecer la segunda y mas altas aproxima-
ciones de la deduccién de las incognitas. Lispecialmente hay que conslatar que el primer grupo para la
deduccion de s, y ¢,” en base a las ecuaciones (1a) y (1b), se reduce siempre a una ecuacion homogénea
cuya determinante A en s, debe ser cero, a fin de que al menos una de las incognitas sea distinta de cero
y de tal modo que generalmente resulta una solucion, al mismo tiempo que una correccion de las
raices s de cada aproximacion, es decir del periodo de la solucidn.

En la ecuacion (1a) el lérmino que debemos considerar primero después de los dos términos princi-

o 1 ‘
pales respeclo de s; y ¢,” es el siguiente: £a5’s,.92’:5" grado, ya que a;/=1" grado, s;=1° grado ¥

s,/ = 3% grado, segun la deduccion anterior de estas magnitudes, siendo s,” una funcion del segundo gra-
do respecto de s, y ¢,” solamente. Por consiguiente tenemos ahora la posibilidad de unir el término men-

cionado en la segunda aproximacion, con el lérmino principal 5,5, de manera que sc orvigina el nucvo

_ I : :
término §; (s-— - (t5'32'> y por eso el factor s aparece corregido por una magnitud del cuarto grado. El
5 :

[ ’ 4 M I . . . ’ .
proximo término a considerar es 4 — a,'s,8,’, pero se anula por ser s;”=o0. También el siguiente término
2

1, T ) . L
= a,'s,sy se anula por ser s,=o0. Ll término siguiente 5 QoSS e distinto de cero, pero del séptimo gra-

do y pucde ser compueslo con los dos Lérminos principales de (1a) por la proporcionalidad de los dos
factores s, y s5’ a s, y ¢,” de modo que los coelicientes de s, y ¢," son corregidos por términos del sexto

.1
: " . : o o o — 50 op Ly
grado, ya que s, y ¢,” son del primer grado, ctc., hasta que se llega al término ;, G50 =00 grado, lér-

mino que se puede componer directamente por el faclor ¢,’, con el término principal correspondiente a
¢,’. Continuando sucesivamenle este procedimiento, llegamos primero a términos menores del quinto
grado con el término a’y,8,%¢,’=3°" grado, puesto que a’\y=grado cero y s, y ¢ es del grado uno, de
modo que también aqui resulta una union con uno de los términos ‘principales. Ademas se nota cue to-
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dos los lérminos en a’, tienen el factor ¢,’, y por eso pueden combinarse con el mismo término principal
correspondiente. Los términos en a’y3 y @/, son nulos, mienlras que el lérmino en a’;; tiene nuevamente
el factor ¢,’.

Pasando ahora a la ecuacion (1b), se puede ver que, en el segundo miembro, como en (1a) los
términos del grado mas bajo, son los del tercer grado, y no aparecen desde by, proveniendo de los
- ‘o _ 1
términos del cuarto grado de la funcion perturbadora R ; se trata de los 2 términos by's,®+ 3 by 8,0,/ =
3er grado. Teniendo el factor comun s;, los 2 términos se rednen con el término correspondiente prin-
cipal en s, ; Llodos los otros términos son del quinto grado por lo menos, cuando no son cero, y lienen
todos el factor comiin s,. Por eso también la ecuacién (1) vuelve a reducirse a una ecuacién homogénea

pura, solo con coeficientes alterados con lérminos de grado mayor, de modo que resulta, en lugar de
(1) y (1b):
(179a) (ra) : (s+A0)s — (a'+dag)e/ =0

(1b) 1 (s+Ay) e/ —(by+4by) s, =0

donde las correcciones Ay, A,, Aay’ y Aby, de los coeficienles principales son del segundo grado por lo
menos respecto de las incognitas s, y ¢," las que no se anulan y progresan siempre en unidades dobles de
grado. La primera aproximacion relaliva a los coeficientes s, y ¢," resulté con A;=A,=Aay=Ab/=0,
asimismo la frecuencia s por medio de la determinanle A=o0. Por la substitucion de la primera aproxi-
macion en los complementos resulta entonces la segunda aproximacion relativa a las incognitas y a la
frecuencia s, etc. Siendo 8y, segun nuestras ecuaciones anleriores, una funcion lineal de ¢,” e inversa-
mente, de manera que s; o ¢,” es considerada como una de las constanles arbitrarias de la solucion de
nuestras ecuaciones diferenciales, la constanle en el argumenlo A=s. ¢+, es como antes, la otra
constante arbitraria de la solucién. Pasando ahora a la deduccion de la segunda aproximacion relativa al
par de ecuaciones para ¢y, s,’, que corresponden a s,, ¢, segin (140b) con las dos ecuaciones (1¢) y (1d),
resulta primeramente que, por la substitucion de los primeros valores aproximados para los coeficientes
si, ¢i, ¢y ¢ en el resto de las ecuaciones, desaparecen muchos lérminos, mientras que los otros términos
tiencn como factores las incOgnilas ¢; y s,/, de modo que pueden unirse con los términos principales
¢, y s, de cada ecuacion ; entonces originan dos nuevas ecuaciones homogéneas relativas a ¢; y s,’, cuyos
coelicientes han ganado solo un acrecentamiento de términos del segundo grado por lo menos, mientras
que los coeficientes son del grado cero. Resultan las nuevas ccuaciones por la suma de los términos del

segundo grado a los coelicientes principales :

I / 7 3 14
(1790) (1) ¢ [3 + 5“’103101} + s/ [as + g a 1051'] =0

: . :
(1d) ¢ [1)2’ + ;b,,’sl*J + s, [s + ;lb’“slcl’

= 0

La delerminante del sistema es D” = s* — ay by’ 4 términos del segundo grado, mientras que la deter-
minante de la primera aproximacion resulta : A = s* — ¢y’ b," = 0, la de la segunda aproximacion en
base al sislema de ccuaciones (100a) es 1 D' = s? — ay'by + erminos del segundo grado, de modo que
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las determinantes D’ y D” se¢ anulan hasta los términos del segundo grado. Siendo asi la determinante,
respecto a la segunda aproximacion para ¢, y s,’ distinlo de cero, resultan ¢, = s, = o también en la
segunda aproximaciéon. Pero también en el caso de que la determinante sea considerada igual a cero, de
tal manera que ¢, segin las ecuaciones homogéneas, sea considerada como una funcion de s,” o inversa-
mente, debe ser 5" = 0, por eso también ¢, = o, ya que, con excepcion de las dos constantes arbitrarias
de integracion « y B, no pueden existir otras constantes independientes.

Andlogamente se desarrolla el estudio relativo a la segunda aproximacién en todos los grupos si-
guientes de los pares sg, ¢’ y ¢, s’ ademds s3, ¢5' y ¢4, 54’ etc; en la parte inhomogénea siempre hay
una serie de términos que tiene a las incognitas como factores, de modo que pueden unirse con los tér-
minos principales, sumdndose términos de un grado siempre mayor a los cocficientes, mientras que los
residuos inhomogéneos permanecen distintos de cero en las ecuaciones de un par del grupo, pero se anu-
lan en el otro par. Siendo la determinante del sistema para s;, ¢, s/, ¢/ distinto de cero, si i 3= 0, segun
la prueba, de modo que A = %5 — a,'b,, prescindiendo aun de los términos restantes en las determi-
nantes, las incognitas, en el caso de las ecuaciones inhomogéneas, son distintas de cero ; en el otro caso,
es decir para el olro par, son nulas.

: : . dx dy
Para finalizar tenemos que determinar todavia las partes constanles en — y— I
¢

dt

por el desarrollo de los segundos miembros segun series de Fourier y las que hay que sumar a las partes

las que resultan

constantes ya conocidas a,” y b,” siendo hasta ahora a,’=o0, por la suposicion de que sea v/=o por la

., . ., dx : »
eleccion conveniente de &’. Entonces resulta respecto de — que los coeficientes sueltos desde a;’ son

dt

siempre multiplicados por uno de los faclores s, sy, 55, 5, ... ¢, ¢, ¢35, ¢/ ... y por eso se anulan, de

modo que la contribucion Aa,’=o0, es nula. En el caso de b’ resulta una constante distinta de cero, es decir:

I I 3 : I I I
(180) Ab/= 5 b)s,*+ S b;c,”* — i by's ey + by (— 108y + 7 cl"-('Q) + " b 55, +

2 4]

I 3.
+ g [”143120'1‘2 + 3 150,

donde los dos primeros términos relativos a b, v b,’ son del tercer grado ; todos los otros del quinto erado.
4 Y U o] ) q 2

§ 6. APLICACIONES DE LA TEORIA A OTROS PROBLEMAS

La representacion anterior fijada relaliva a las perturbaciones de las variables-excentricidad e incli-
nacion en la forma periodica puede ser aplicada no solo al caso de las perturbactones seculares planetarias,
sino lambién al caso general de las perturbaciones planetarias, si no existe una conmensurabilidad
aproximada de los movimientos medios. Fuera de la aplicacion directa, esde utilidad en la consideracion
de las perturbaciones periodicas, en cuanlo que se reemplazca los coeficientes de las funciones trigono-
métricas en las ccuaciones diferenciales generales respecto a &, v, p y ¢, y sus potencias antes de inle-

grarlas, por medio de las series deducidas anteriormente
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=2+ Ac=asen\ + cadcos2\ + ...

g

(181)
=y+ Ay =acos\ + dalsen 2\ + ...

=
|

Por eso los argumentos A, 2A, ele. se suman a los argumentos de los (éeminos periddicos de las pertur-
baciones, de modo que, por cjemplo, en el grado mas hajo de las variables-excentricidad, resulta el ar-
cumento de la forma : Aj=~k\ 4+ '—(¢—1)!, donde k=1, 2, ... ¢ i==+1, *2, ... de manera que
N\, = [ks+i. 0= ((=1)n]L+p, etc. y por eso, los divisores d son, por la integracion del término corres-
pondiente segtin ¢, de la forma d=k.s+in"—(i—1). n; en el centro del anillo de los planetoides resul-
ta, p. e. s=120" por aiio, de modo que el produclo ks alcanza en Lreinta aiios el valor de un grado, por
lo que debe tomarse en consideracion desde la primera aproximacion. Ilay que recordar que hemos su-
puesto que N==in’—(i—1) . n no sea pequeiio, ya que, en caso contrario, si sc lrala de una conmensura-
bilidad aproximada de los movimientos medios, serian posibles fuertes variaciones periodicas, de modo
(que, en esle casgo, ya no es admisible una integracion suponiendo que n y ' tengan valores fijos, ni
siquiera en la primera aproximacion, como sabemos por las investigaciones correspondientes. Pero en el
caso de que la distancia a la posicion de la conmensurabilidad sea baslante grande, de modo que
N=in'—(i{—1)n, puede ser considerado constante en la primera aproximacion, pero siendo N modera-
damenle pequeiio, de manera que una primera inlegracion de las ecuaciones diferenciales seculares se
rcaliza considerando los términos mencionados periddicos en R ; resultan en este caso ecuactones diferen-
ciales lineales, pero con coelicientes periodicos, cuya inlegracion ha sido publicada por el autor en el
tomo 51 del ailo 1905 en Silzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften, en Berlin.
Por eso mencionibamos solo el resultado de que la solucion es periodica, sin considerar los Lérminos-
inclinacion en la integracion de %, 4 o las variables-excentricidad en la integracion de p, 4. Notable cs cl
caso de excepcion relalivo a los tres satéliles de Japiter, por la relacion de Laplace, respecto a la conmen-
surabilidad, es decir, n —2n'=n'—2n"=const. =0°739H07, de modo que la constanle es, ademas,
muy pequeila, y a pesar de eso la solucion del problema es periodica, fijando un caso muy raro de ex-
cepcion y que se sosliene a pesar de la suposicion de la posibilidad de una existencia solo transiloria, de
una solucion periodica.

Finalmente, es posible ampliar la teoria anlerior a cuerpos con excenlricidades mucho mayores que
las consideradas hasta ahora, es decir a los cometas periodicos, donde las excentricidades son mayores
(ue 0,5 y por eso las ccuaciones diferenciales anteriores, segin polencias de las variables-excentricidad,
no pueden aplicarse mas. En cstos casos sea 2 =75,4+ 85 y 0 =1y + &, siendo 35 y 4, los valores
iniciales rclativos al momento [ = o. Audlogamenle ponemos, respeclo a las variables inclinacion,
P=po+8& Y qg=q,+ &y, en esle caso de los comelas periodicos, también de gran excentricidad, es
de gran importancia un hecho que facilita mucho el calculo, a saber, que las inclinaciones orbilales en
general son pequeiias, de modo que las anteriores ecuaciones diferenciales respeclo a las variables-
inclinacion, son aplicables en la primera aproximacion, lambién en el caso de los comelas pertodicos,
prescindiendo en esle caso de la influencia de las variables-excentricidad.

Partiendo otra vez de las ecuaciones diferenciales (1), es decir en forma abreviada :

Coodi Codp
(182) ) @ " ) a :
| ‘( Gy, oy,
Tdt T VoAt T



A. Wikens, Teoria sobre la acumulacion de los perihelios y nodos de los asteroides 89

donde R, y R,, los segundos miembros de nuestras ecuaciones, ya han sido fijadas explicitamente en
(1) y resultan compuestas de las primeras derivadas de la funcion perturbadora R, segin las variables
E, m, pyq, considerando solo que, segin (161), el coeficicnte comtin a las dos primeras ecuaciones :

[nicpb_-li
(183) IR LR P PP § PR FOvrey e | S L
T . 1+2(‘<; +4°)| |1 8(1) +q?) pbp +qbr/

ademas el coclicienle comun a las dos ultimas ccuactones :

(184%) ' tg“;ﬁ R R ‘ I I >R 3R
e — === |1 — - (p+¢ SErgey| [

Desarrollando entlonces los segundos miembros de las ecuaciones (182) segiin las polencias de las
perturbaciones 8, &+, 8p, 8¢, prescindiendo, por la proxima aplicacion venidera a las perturbaciones
seculares, de las variaciones del semi-cje mayor, resullan, limitando ¢l desarrollo a los términos lineales
respecto 3%, elc., las siguientes ccuaciones :

dz  d3% - - -
= = a; + g3 + a8 + c@p + 8y

de — dt
L 1%
- ‘_(‘Zﬂ = b, + byd% + bydr + dyBp + dyyg
(185) Ip  d3
El_lt) = (d—tp =e¢, + e8p + ¢;8¢ + ¢,8% + 5%,
lq [3 ; .
- sz] - ‘(thl = f1 +JBp + [ + A3 + Dot

Los coeficientes aib; ... h; son, segin la delinicion de los segundos miembros de (1), funciones
lineales de la primera’y segunda derivada de la funcion perturbadora R respecto a los elementos 2, «,
P Y ¢, pero a calcular con los valores iniciales &), 4y, po ¥ ¢, mientras que, en el caso planetario, lodos
los coelicientes a;, b; ... elc., hasla h; se calculan con los valores §=7x=p=¢=0, y por esosolo dependen
de los pardmeltros &, 1, p’y ¢/, de modo que los valores anteriores de los coelicienles experimentan
alteraciones, especialmenle considerando de antemano, los términos-inclinacion. En cuanto a la repre-
sentacion explicita de los coeficienles «;b; elc., en el momento no existe ninguna necesidad, pudiendo
presentarse en un caso concrelo de la leoria de las perturbaciones. Ya que la funcién perturbadora R
y lambién sus derivadas segun los elementos &, 4, etc., son funciones periddicas de las longitudes, pero
las excentricidades en el caso de los cometas periodicos tienen grandes valores mayores de 0,3, los
coeficientes a;, elc., son calculables sOlo en base a una cuadratura mecdnica, es decir, en base a los
métodos para determinar los coeficientes de las series de Fourier con dos argumentos, las longiludes
medias del cometa y del cuerpo perturbante.

En el caso de las perturbaciones seculares todos los coeficientes «;, b; etc. se reducen a las constan-
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tes de las series periodicas mencionadas, de modo que el tipo de las ecuaciones diferenciales comparado
con el caso planetario se mantiene aparentemente sin alteracion. Pero a pesar de eso existe una diferencia
escncial en cuanto al caso de los cometas, las ecuaciones diferenciales progresan segiin potencias de los
5%, 8r, elc., es decir segtin polencias de la masa perturbante, pero en el caso planclario segtin polencias
de las variables &, «, p y ¢. Por consiguiente, en cl segundo caso, lodos los términos en las ecuaciones
diferenciales son del primer orden de la masa, ya que todos los a; ... etc. son del primer orden de la
masa perturbantle, mientras que en el caso de los cometas solo los primeros lérminos ay, by, ¢, y f; son
del primer orden de la masa, pero todos los otros, es decir a,3&, agdr, . .. hasta A8y del segundo orden,
ya que los 85 etc. son del orden uno de la masa.

Una integracion exacta de las cuatro ecuaciones diferenciales del primer orden respecto de las varia-
bles significaria en el caso de los cometas la consideracion inmediata de los términos del segundo orden
de la masa perturbante. Tal solucion tendria, comparada con la del problema planetario, un caricter
sblo formal, puesto que los términos relativos a g5, elc. en las ecuaciones diferenciales son del segundo
orden, mienlras que los demds ya mencionados son del primer orden, de modo que los términos en 3%
etc. son, porlargo lLiempo, de importancia secundaria. Por eso resulta como primera solucion aproximada:

Si=at, Sr=>bt, Bp=et y &¢=/fit,

de suerte que, sustituyendo esta solucion en los lérminos del segundo orden de la masa en las ecuaciones

diferenciales, resulta la siguiente solucion aproximada :
(186) EE=( +—aza1t+—a3bt+ clelt+—c2/'1)

gn= b+ - b2a1t+ bbt—I— (lclt+ d202)l

7

p= ( —ezelt-i— c3f1t+ g1a1t+ J2bt)
(+ = foe t+ fdflt—l- hall-i-—/zzbl)

de modo que las perturbaciones seculares del segundo orden de la masa estin multiplicados con la

segunda potencia del tiempo.

§ 7. LOS RESULTADOS RELATIVOS AL PROBLEMA DE LA LIBRACION
DE LOS PERIHELIOS DE LOS ASTEROIDES

Primeramente sc aplico el criterio mds sencillo relativo a la existencia de una libracion o rotacion
del perihelio de un asteroide a los 1513 asteroides compuestos en la publicacion del Astronomisches Re-
chen Inslitut : Kleine Planeten, Jihrgang, 1941 ; es decir la dltima edicién llegada a La Plata duraunte

la segunda guerra mundial,
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El primer criterio exige que la siguiente desigualdad sea cumplida en el caso de una libracion :

(53a) e<a2Ke cos (6—~a') o f= ¢

= I
2Ke cos (o — @) <

Eintre 16s 1513 planetoides, 43 planetoides obedecieron entonces a la desigualdad fijada :

LIBRACIONES

Nr., n—&' S Nr. d—a' S Nr. o—6/ S

I.. ho — 10°0 0.914 16. .. 514 + 1599 0.625 31... 1360 5708 0.933
2.. 1175 + 25.9 | 0.462 17... 581 + 37.5 | o0.469 | 3a2... 1262 | — 76.4 | o.17
3.. 147 — 19.7 | 0.333 | 18...] 589 + 23.0| o0.626 | 33...| 1265 | + a27.2 | o.591
4.. 168 + 30.6 | 0.887 |l 19...| o2 — 31.9 | 0.513 | 34... 1280 | — 1.4 0.544
5.. 189 — 2.8 | o0.662 | 20...| 799 + 23.5 | 0.439 | 35... 1285 | 4 14.2 | 0.832
6.. 205 + 11.2 0.5g0 || 21... 803 — 57.0| o0.750 | 36... 1300 + 45.8 | o0.151
e 215 — 39.0 | o.629 | 22... 813 — 9.9 | o.519 | 37... 1356 | — 10.0 | 0.682
8.. 253 — 5.3 | o.990 | 23...| 837 — 1.4 | 0.78 [ 38...1 1390 | — 12.3 | 0.508
9.. 286 + 46.2 | 0.583 | 24... 866 — 22.3 | 0.835 | 39... 1409 | + t10.3 | o0.967
10. 293 — 42.3 | o.744 | 25...] 8g1 + 28.7 | o0.506 |l 4o... i1 + 4.0 | o0.847
11 3oo — 31,0 | 0.56g | 26...] 1175 — 54.5 | o0.506 | 41... 1424 | — 5.0 | o.gbo
12. 334 — 56.6 | o0.977 | 27...| 1301 — 6.8 | 0.638 | 42... 1469 | + 320.0 | o0.962
13.. 338 + 29.8 0.361 28...] 1248 + 43.6 0.331 43... 1481 + 4.3 0.272
14. . bb7 4+ 18.9 | o.719 | 29...] 1256 + 1.7 | o.419

15.. 483 — 47.41 o.906 Il 3o...l 1258 — 34.6 | 0.844

Eslos 43 planteoides representan casi exactamente el 3°/, de los planetoides conocidos hasta 1940,
de modo que por eso solo un. porcentaje relativamente pequeiio cumple la condicion-libracion, con el
resultado de que los perihelios de estos planetoides desvian siempre menos de go® de la direccion peri-
helio, supuesto como fijo, del gran planeta Jupiter. Pero para la exactitud de este resultado es necesario
aplicar otro criterio mas exacto que considera la atraccion por todos los grandes planetas y el movimiento
secular de los perihelios de los grandes planetas. Este criterio exige que sea cumplida segin la formula

(60) la siguiente desigualdad : (196) o, > « + .E’ a;, suprimiendo el acento a la letra J el indice

T==1
{ = 7 y suponiendo todavia que hemos prescindido de la influencia de las perturbaciones periodicas en
la determinaciéon de las constantes. Las constantes « y f relativas a cada uno de los planctoides resultan
en base a las formulas (57) que corresponden al momento ¢ = o, en la solucion general, si reemplaza-
mos Ax y Ay por las sumas correspondientes a las atracciones de los planetas :

Yaisen (sit + ;) O Faicos(sit+ Bi) respectivamente.

Resulta entonces muy sorprendente que solo seis de los cuarenta y tres planetoides mencionados cum-

plen la desigualdad anteriormente formulada :

1) Nr. 3o0; 3) Nr.1201; 3) Nr.13d6; 4) Nr.1280; 5) Nr. 1356 ; 6) Nr. 13go.
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Estos scis planeloides tienen lodavia que somelerse a la lercera prueba, considerando las perturba-
ciones periodicas correspondientes a la ¢poca o respecto a la delerminacion de las constantes. De ante-
mano ya hay que eliminar el primer plancla nim. 300, por su movimiento medio n = 617”, de modo
que el planeta perlencce al grupo Hécuba, el caso mads dificil de la mecanica celeste, que debe ser so-
melido a un tralamienlo especial. .

Por la aplicacion del calculo numeérico a las formulas (55) hasla (60) resulla enlonces respectlo a los
cuatro planeloides (3 hasta 6) la no existencia de una libracion; quedael unico y ultimo caso 2) n° 1201,
cn el que estd cumplida la condicion: o; > a4 Yo+ |p(E)| + |p(g)| =r. Pero, numéricamente,
resulla en esle caso a;=0.028310 y r=0.028273, de modo que a; resulla sOlo impercepliblemente
mayor que  y por eso el tltimo caso permanece dudoso.

En tolal resulta por eso que, considerando todos los planetas descubiertos hasta ¢l momento, no
existe en el sislema de los planetoides del sistema solar ningun caso real de libracion relativa al movi-
miento del perihelio enlorno al perihelio del gran planeta Jipiler, tampoco respecto a Saturno, segun el
resultado simultaneo de los cilculos, no siendo ¢; nunca mayor que r. Pero contrariamente a eso,
permanece en pic el hecho de la acumulacion de los perihelios de los asteroides en torno a la posicion
del perihelio de Japiter, es decir como un resullado estadislico seguramente constalado por la obscr-
vacion, a pesar o por el efecto de la atraccion ejercida por Japiter y los otros grandes planetas por largo
tiempo. Por eso puede aparecer la posibilidad de que, bajo la suposicion del origen simultinco del gran
planeta Jupiter y los planetoides en base al mismo fenémeno cosmogonico, las direcciones de los
peribelios coincidieran, de modo que hubiera libraciones de los perihelios en torno al perihelio de Jupiter,
continuando desarrollandose o lransformandose en el curso de los tiempos, en rotaciones por efeclo
gravitacional secular de todos los grandes planetas. Pero lambién queda justificada la posibilidad de que,
suponiendo originariamente una reparticion arbitraria de los perihelios, la atraccion secular preponde-
ranle de Jupiler lentamente ha originado una acumulacion de los perihelios en torno a la posicion de su
perilelio, junlo con un movimiento-libracion de los perihelios de los planctoides, pero en un futuro
lejano, lo que parece ser el resultado de los cilculos en esta memoria.

§ 8. LOS RESULTADOS RELATIVOS AL PROBLEMA DE LA LIBRACION
DE LAS LINEAS-NODO DE LOS ASTEROIDES

Respeclo a la libracion de las lineas-nodo de las Orbitas de los asteroides en torno a la linca del nodo
del gran planeta Jupiter, y respeclo a los cilculos numéricos correspondientes tencmos primero que
recordar cl resultado antes deducido que una libracion de las lineas de los nodos de los planetoides uni-
camenle representla un fenémeno cinemalico-geométrico, en cuanto solo depende de la eldccion del plano
fundamental. Pues la condicion relativa a una libracion del nodo era la siguiente : J < ¢/, donde J sig-
nifica la inclinacion mutua de las orbilas de Japiter y el planetoide, es decir una magnitud que es inde-
pendiente del plano fundamental, por eso también de ¢’. Por consiguiente la condicion-libracion ¢’ > J
es posible respeclo de cada planeloide, solo por la eleccion correspondiente del plano fundamental. En
el caso de la mayoria de los plancloides el dngulo @ es menor que 20°, por eso lambién J, debido a la peque-
fia inclinacion ¢’ de solo 1°8 de la Orbita de Jdpiter respecto a la ecliptica, de modo que en la mayoria
de los casos la eleccion de un plano fundamental con ¢’ > 20° satislface la condicion de libracion. En
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el caso extremo la inclinacion ¢ asciende, por cjemplo para n®2 Pallas, a mas de 30°, por ello también
la maguilud ¢' para cumplir la condicion ¢’ >J. Por olra parle hay que complir todavia una segunda
condicion relativa a la existencia de una libracion de los nodos ; es decir |6—6"] < go°. Ademas hay
que obscrvar que un plano fundamental a que corresponde un alto valor de ¢/, ya no tienc un signifi-
cado cosmogonico, compardndole con la ecliptica, la Orbila terrestre, la que tiene con la Orbita de Juapi-
ter y lodos los olros grandes planclas y la mayoria de los planetoides una relacion cosmogonica ¢ inler-
prelacion reconocida hace mucho tiempo.

Pero considerando que cn el caso de una libracion debe ser cumplida la condicion también en la
lorma ¢ < 2¢’cos (8 —6), por cso lambién ¢ << 2¢/, es decir p << 3°0, resulta que en ¢l caso de una
inclinacion pequeiia @ aunquc ¢’ y ¢ experimentan una alleracion por pocos grados por una eleccion
correspondiente del plano fundamental, muchos planetoides se tornan libratoricos, si la variante J
salisface a la condicion J < ¢’. Por eso resulta que una libracion de las lineas de los nodos liene una
imporlancia menor en vista de la cosmogonia, especialmenle lambién con la libracion de los perihelios.
Hay que deslacar, caraclerizando la diferencia entre una libracion de los perihelios y los nodos, que los
parametros decisivos ¢y ¢ en el caso de los perihelios, son invariantes absolulos, mientras que las
inclinaciones @ y ¢’ en ¢l caso de los nodos dependen de un plano fundamental arbitrario, de modo que
las condiciones establecidas en esle caso no son Lransferibles al problema de los perihelios.

Componiendo ahora, primeramente, los resullados numéricos tabulando los planctas que satisfacen
la primera condicion de libracion, siendo Japiler el unico cuerpo atrayente con 6rbita fija, de modo que

el movimiento nodal es o, resulta la planilla siguiente :

Ne. | o | 0=t | ] T Ne. | o | 0=/ | F o Neel o | 86— | F f

t....] 34 0°8/—63.3) 1.2| 0.693|[11....| 279| 2.4/—24.3] 1.3} 0.984]21 96| 1.5|—a9.9] 0.7 0.643
a.. 27 1.6/— 5.3| 0.3| o0.610||12....| 296} 1.7/+21.8 0.5] 0.716[22....| 954l 1.1[—64.4! 1.3 0S89
3.. 62| 2.2|4-20.9| 1.2 0.94x|13....] 3oo| 0.8—56.9| 1.1| 0.533||33....| gor| 2.1|—35.5| 1.3 0835
4.. go| 2.3|—27.6] 1.3]| 0.983f14....| 316| 2.4|+23.9] 1.3] ggo|24 1003| 1.8|+41.1| 1 2 932
5.. 149] 0.9|+59.6| 1.2] 0.69815....| 431| 1.8/+17.4] 0.7] 728|235 1074 0.9|—61.0] 1.2 682
6.. 171 2.6|+ 1.6 1.2| 0.973/16....| 468| 0.5|—78.9| 1.3| g72|[26....[1091| 1.2]|—19.3] 0.4 473
7 182{ 3. 0[+ 7.7| 0.7] 0.773|17....] 515| 2.0/ +32.9| 1.0] 833|37....[1097] 1.5/ +34.0| 0.8 695
8....] 222| 2.2|—19.2| 1.0] 0.877[18....| 644|.1.0{+ 9.2| 0.3 ho2\38....i1128| 1.0}—40.3] 0.8 5:5
9....] 240| 3.1{+106.0] 0.9| 0.832||19....| 710| v.7|+41. 1| 1.1 871129, ...[1156| 1.4|—10.1| 0.3 335
10....0 268l 2. 41421 8] 1.3] 1.000]20., 767] 2.8 —19.58] 1.3 ¢83|30....{193¢g| 1.7|—26.6) 0.8 717

31....|1448] 2.3|--10.0| 1.0 887

3a....11487] 2.5(— 1.8] 1.1 943

La planilla contiene : 1) el numero del plancloide en la lista general de los planetoides ; 2) la in-
clinacion ecliptical correspondiente al planctoide para los que ¢ < 29’ cos (8—07) y para los que 5) la
diferencia de las longitudes del nodo [0 —6"| < go°; 4) el cociente f que decide en la primera aproxi-
macion respecto a una libracion, es decir f= 9 : 29’ cos (6 —0) < 1, finalmente 5) la magnitud J, la
inclinacion orbital mutua entre el planetoide y Jupiter calculada segin la térmula :

I = Vo +9" — 20,9 cos (-9
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La planilla indica 32 planctoides qué satisfacen la primera condicion aproximada relaliva a la exis-
tencia de una libracién de la linea del nodo cn torno a la linca fija del nodo de Jupiter, es decir resultan
sOlo 2 °/, de los planeloides descubiertos hasta 1940, es decir un niimero relativamente pequeiio de pla-
netoides estd en libracion respeclo de los nodos. Tomando en cuenta todos los planetoides para los que
vale ¢ < 279’ pero J > ¢’ obtenemos 48 otros casos en los que, no sicndo J esencialinente mayor que
', una variacion no muy grande de la posicion del plano fundamental es suficiente para oblener J < ¢’
y causar por cso un movimienlo de libracion nodal en los 48 casos mencionados. A pesar de eso perma-
necen cn lo esencial solo los primeros 32 casos de interés cosmogonico y ademas de interés tedrico res-
peclo a la mecdnica celeste, aungue ahora hay que examinar, si los casos de libracion mencionados resis-
ten también a una condicion mas severa, la cual es impuesta por la consideracion de las perturbaciones
seculares de todos los grandes planetas, es decir en el caso de un nodo movil de Jipiter. En el caso de
los perihelios permanecicron, segun la investigacion anterior, solo casos de rotacion, de modo que tam-
bién aqui existe la posibilidad de que los casos de libracion pasen a ser rolaciones. Por eso tenemos que
fijar primeramente la solucion de las ecuaciones dilerenciales correspondienles de las variables-inclina-
cion, considerando la alraccion secular de Llodos los grandes planetas.

Las ccuaciones diferenciales limitadas al primer grado de las variables p=sen ¢ senf y ¢g=sen ¢ x
cos 0 segiin (74) en ¢l caso de la ampliacion de los coelicientes a,” y b, en cuanto dependen de p’y ¢’ son
las siguientes, en base a las represenlaciones de las perturbaciones seculares segiin Stockwell (véase por
ejemplo Charlier, Mechanik des Ilimmels, lomo I, pigs. 415-416), pero variando las designaciones :

! n
\ a5 = K+ 3 Froos (570 + )
n=1
(187) l 7
((/ _— + Kll) -_ 2 FI‘ sen (S,-’t + ﬁ,,’)
dt L |

de modo que resulta la solucion (1g8):
( p=sen ¢ sen 0 = o' sen (s + B') + § «, sen (st + )
r=1

( q =sen ¢ cos b = a' cos (st + B') + § 2/ cos (st + B)
T=1

F,
donde e, = ,—" Yy s’
— 8+

blas auxiliares ya mencionadas de Norén y Raab, ademis de las tablas de Charlier en su Mechanik des

il

— K, y donde las magnitudes auxiliares F,, s/ y B, deben sacarse de las la-

Ilimmels. Ademas hay que observar que los elementos orbitales de los grandes planelas usados por
Stockwell estan referidos al plano invariable de Laplace, de modo que eso vale también respecto a las
variables usadas p y ¢. Por eso hay que transformar los elementos eclipticales de las Orbitas p.=sen ¢. X
sen B, y g.=sen ¢, . cos B,.a los correspondientes ¢, 8, p y ¢ lo que es posible, despreciando los t¢rminos
del tercer grado, en la forma mas simple, por las férmulas siguientes :

(188) pe = sen ¢, sen B, = sen @ sen 6 + sen v sen 11
Qe

I

sen ¢, cos B, == sen p cos 6 + sen y cos Il
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donde v significa la inclinacion del plano de Laplace relativo a la ecliptica y lI la longitud de su nodo
ascendente sobre la ecliptica. Resulta por el calculo numérico :

~ = 1235"171) ?

(189) r

Ecliplica 1950

107°11°4279 )

La sustitucion en las ecuaciones anteriores relativas a p y ¢ dan entonces la representacion :

\

\

n
gesen b, = a’sen (st +8') + ¥ a’sen(s/t+f) + senysenw J
r=1

(190) \

n
¢.cosl, = o’ cos (s't+f) + ¥ a'cos(s/t+B’) + sen+ cosw
r=1

Ya que ahora el cocficiente del tiempo s; = 257935 corresponde al movimicnto medio del nodo
de la 6rbita de Japiler, el denominador en la expresion correspondiente a tg (6 —s;/t—B;’) en el caso de
que ¢l plano invariable sea el plano fundamental, debe ser siempre distinto de o, en analogia a los casos

de la libracion de los perihelios, es decir (202) :
n
0‘7’ > o + Z/ Iar’|
r=1

donde el acento al signo de la suma indica que el término » = 7 debe suprimirse.
En el caso de que la ecliptica sea el plano fundamental, resulta segin la formula (190) :

n
{(191) a; > + 3 || + senvy
r=1

donde las constantes &’ y ' son deducidas por medio de los valores de ¢, y 6, que valen para ¢ = o,
de modo que : |

a' sen B’ = ¢, sen B, — % .’ sen 3, )
(192) " |

n
' cos ' = p,cos0, — ¥ & cosB
r=1 '

El calculo numérico establece entonces en el caso de 29 de los planetoides, contenidos en la planilla
anterior y en la primera aproximacion del lipo de libracion, cl estado de rotacion, de modo que perma-
necen solo tres casos de libracion. Respeclto a estos ultimos vale la siguiente lista relativa a las cons-
tantes consideradas decisivas :

o Nlor! o'
Nr. 27 0.0146 0.0031 0.0171
Nr. 644 0.002D 0,0021 0.0117
1156 0.0145 0.0021 0.0213

de modo que la condicion «; > o’ + F'| /| estd cumplida.
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Resulta por eso, respecto a la ecliptica que, siendo sen +=0,0270306, para ningan planetoide es
posible una libracion del nodo. Por eso no vale la pena considerar Lérminos de mas alto grado ni las per-
turbaciones periddicas. Pero, ya que, buscando casos de libracion segin el primer crilerio, result) un
nimero de planetoides, es decir 23, para los que el factor critico f/ ¢s un poco mayor que uno, cstos ca-
sos sospechosos fueron examinados nuevamentle, considerando la atraccion de todos los arandes planelas
segin el segundo crilerio, con el resullado de que un solo plancta : N° 641, satisface la condicion de
libracion, deduciéndose : a=0.0200, }'o’/=0.0021 y o,;/=0.0238 poreso o’ > o'+ Ya,

Por eso resulta, en general, respecto al problema de la libracion de las longitudes de los nodos, que
existe solo un pequeiiisimo nimero de libraciones (4), de modo que lambién cn esle caso valen las mis-
mas concluciones que en el caso de las lineas de los perilielios. Siendo tan pequeiio ¢l nimero de las
libraciones recién después de un gran intervalo de tiempo podra decidirse, si la acumulacion momenta-
nea de las lincas nodales en lorno al nodo de Jupiler corresponde a un pasado infinitamente lejano o
a un porvenir igualmente infinitamente lejano; ademas, si las pocas libraciones presentes, en torno al
perihelio de Juapiter o su nodo respectivamente, significan cl fin o el principio de los casos dc libracion.

Desde el punto de vista cosmogonico el sistema solar ha realizado solo una pequeiia parte de su des-
arrollo y por consigulcunte las libraciones parecen fijar recién el principio de eslos fenomenos, coincidien-
do los nodos de los planetas, asimismo sus perihelios, en otro liempo con la direccion correspondiente
de la Orbita de Jdpiler ; por olra parte parcce posible que, en base a la Leoria de las perturbaciones, la
alraccion secular prevaleciente de Jipiter, puede forzar en el rumbo del tiempo, el fendmeno de la acu-
mulacion de los perihelios y nodos junto con las libraciones, siendo mucho mayores los espacios de
liempo respecto al origen de las libraciones, que los de la acamulacion de los perihelios, como parece

resullar de las investigaciones de esta Memoria.



§ 8. SUMARIO EN IDIOMA ALEMAN

UEBER DAS PHANOMEN DER HAUFUNG DER PERIHEL-UND KNOTENLINIEN DER ASTEROIDEN UM DIE
DES PLANETEN JUPITER NEBST EINER THEORIE DER SAKULARSTORUNGEN

Vox ALEXANDER WILKENS

Da der grofe Jupiter alle anderen grofen Planeten sowohl einzeln wic auch zusammen an Masse
ithertrifft, so beruhen, zumal bei der Bahnlage des Jupiter, allgemein mehr als g5°/, der Stérungen
im Syslem der Planetoiden auf der Jupiteranziehung. Deshalb liegt es nahe, zu vermuten, daf die

sikulare Jupiteranziehung die Bahnen der iibrigen Planeten in tiberwiegendem Grade und in bestimmter

weise reguliert. Als eine der Wirkungen einer solchen Regulierung der Bewegungen im System der
Planetoiden erscheint die seit etwa bo Jahren beobachtete auffallende Anhiiufung der Perihelrichtungen
ihrer Bahnen um die Perihellage des Jupiler. Die Frage, ob es sich hierbei umgekehrt um einen Aufli-

sungsprozeB der Anhiinfung handeln kinne, ist nad konnte bisher nicht behandelt werden, weil bisher

keine theoretische Behandlung des Problems vorgenommen worden ist.

Aus der Ilementenzusammenstellung der Asteroiden im Jahrgang 1g/4o Perihele
der vom Berliner Astronomischen Recheninslitut herausgegebenen Veroffen- =+
thichung « Kleine Planeten » ergibt sich die folgende Abzihlung der Perihel- Linge ! )
lingen der bis dahin bhekannten Planetoiden ; die kleine Tabelle enthilt 103-233 \ 154
als Argument die ekliptikalen Liingen von 60° zu 60°, wobei die Liinge 253-313 | 238
13° dem Perihel des Jupiter entspricht und n die Anzahl der in jedem 6o° 313-13 i 393
Jntervall vorhandenen Perihellingen d. h. Planetoiden fixicert. 13-73 . 372

Man ersieht, daf um die Perihelliinge 13° des Jupiter cine fasl symmelris- lgg::zg | T(,?g

che Verleilung der n iiber alle Jntervalle stattfindet, bei zugleich betriichtii-

cher Abnahme nach beiden Seciten. Die beiden ersten Jntervalle um das Jupiterperihel centhalten allein

schon 765 Asteroiden, d. h. schon etwas mehr als die Hilfte der 1513 Fiille. Die andere Hilfte verteilt

sich auf ein doppell so grofes Jntervall von 240° Liingenausdehnung. Eine Hiufung der Perihele um

das Jupiterperihel ist also slark ausgesprochen.

Jn Bezue auf die knotenliingen ergeben die Abzihluneen die in der fol-
O O @] D

Knoten - . . .
genden Tabelle zusammengestellten Resultale, wobei zu beachten ist, daf dic
Li B Knotenlinge des Jupiter der Liinge 100° entspricht.
‘:lngc n - .
Iicr (illt sofort auf, daB die Verleilung der Knotenlingen zu beiden
280-340 23+ Seiten des Jupiterknotens bis zu 120° fast ganz gleich ist, erst dann erfolgt
340=40 277 nach beiden Sciten hin eine merkliche Abnahme der Werten, soda$ im Falle
fio=100 377 der Knolenlinien eine viel weniger ausgesprochene Anhiiufung der Knoten-
100=~100 202 . . ‘ SARINAT
6 - lagen um die des Jupiter stattfindet als hei den Perihelien.
100=220 207 o]
220-280 203 tine erste genitherte Bedingung fiiv den Fall einer Libration der Peri-
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helien der Asteroiden um die Perihellage des grofen Planeten Jupiter hat vor mehr als 4o Jahren
Charlier aufgestellt, und zwar in Nr. 12 der Meddelanden fran Lunds Observatorium vom Jahre 1904,
reproduziert in seinen Vorlesungen zur Mechanilk des Himmels, Bd. 1, pag. 420. Bei dem damals vor-
handenen Material von rund 4150 Planetoiden ergaben sich nur ¢ Fiille von Libration, d. h. bei nur 2 °/,
aller Asteroiden findel eine Schwingung der Perihelien mit einer Amplitude von weniger als go® um
die Perihellage des Jupiter statt. Alle anderen Fille sind solche der Rotation, d. h. solche, deren
Perihelien siikular mit einer konstanten Rotationsgeschwindigkeit forlschreiten.

Die analoge Unlersuchung in Bezug aufl eine Libration oder Rotation der Knotenlinien um die
Kknotenline des Jupiter wurde bisher nicht vorgenomnien, sie wird in der folgenden Darlegung geschehen.

Nehmen wir hier vorweg, daf sich auf Grund des 1940 vorhandenen Materials von 1500 Planeloiden
gemiil der 1. Niherung nur 43 Librationsfille in Bezug aul die Perihelien ergeben, also nur rund 3 °/,
aller Planetoiden, so erscheint die ILiuligkeil des Librationsphinomens nur gering gegeniiber der Beo-
bachtungstatsache einer ausgesprochenen ITinfung der Peribelien. Deshalb erhebt sich schon jetet,
besonders vom hosmogonischen Standpunkt aus die Frage, ob nicht der Schiuf gerecht fertigt ist, ob die
vorhandenen Librationen und die Anhinfung der Perihele nicht den Anfang, sondern das Ende beider
Phinomene fixieren, die in der unendlich fernen Vergangenheit allgemein giillig waren, inzwischen aber
durch die Justabilitit der Bahnen auf Grand der Anzichung darch alle iibrigen Planeten des Sonnensys-
tems mit der Zeit zerslort worden sind. Liner solchen Fragestellung gegeniiber verbleibt nur eine
genauere Untersuchung der Stabilitit der Perihielbewegungen, weshalb zuersl eine wesentliche Erweile-
rung der geniherlen Bedingung einer Librationserscheinung vorzunehmen ist. Ergibt die Untersuchung
dann, daf heute wesentlich nur Rotationserscheinungen der Perihelien moglich sind, so folgt daraus,
daB die beobachlele Anhiufung der Perihelien der Asteroiden nur noch ein Dispersionsprozcef sein kann,
wenn sie auch in der Vergangenheit eine allgemeine Erscheinung im Asleroidensystem war, diec mit der
Erzeugung desselben und der Balin des grofen Planelen Jupiler in Zusammenhang steht.

Da sich die ersle geniiherte Bedingung fiir cine Librationslosung nur auf die Zugrundelegung der
Terme niedrigsten, d. h. 2. Grades des Sikularteils der Storungsfunktion in Bezug aunf Jupiter beziehit,
so sind fiir den Zweck einer Verschiitfung der Stabilititsfrage die Terme hohieren Grades heranzuziehen,
nicht nur unter Mitnahme der siikularen Anzichung aller grofien Plancten des Sonnensystems. Denn die
Terme des nichsthoheren Grades der Stirangsfuntion in Bezug auf die Jupiteranzichung sind von der-
selben Ordnung wie dic Siikularwirkung aller ibrigen grofen Plancten, sodaf die Entscheidung zugleich
auch von den Termen hoheren Grades der Jupiteranzichung abhiingen kann.

Deshalb kombiniert sich unsere Aufgabe mit der moglichst exakten Darslellung einer Losung des
Problems der Siikularstirungen im Falle des asteroidischen Dreikrperproblems, und zwar unter Darstellung
der Siikularstérungen durch Fourierreihen in Analogie zur IYorm der periodischen Storungen, sodaff die
Losung allgemein auch auf die Siikularstirungen der Planctoiden fiir andere Zwecke als hier Verwendung

finden kann.

§ 1. DIIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER EXZENTRIZITATS VARIABLEN
UND IHRE JNTEGRATION

Um bei der Jnlegration von Polen [rei zu sein, bilden die Exzentrizitits-und Neigungsvariablen die

Ausgangselemenle in Bezug auf die Exzentrizitit und Perihellinge einerseits und die Neigung und kno-
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tenlinge andererseits. Die entsprechenden Diflerentiagleichungen sind im System (1) dargestellt, wobei
e, ®, ¢ und 0 die Exzentrizitit, Perihellinge, Neigung und Knolenliinge fixieren, zusammengefaft in den
Exzentrizitiitsvariablen & = esind &, 4 = ecos &, p = sind sin0 und ¢ = sin ¢ cos 9.

Die Darstellung von R als Polenzreihe nach den soeben definierten Variablen, sowie den analogen
fiic den storenden Korper geltenden Parameter £’ = ¢ sing/, '=¢ cosd’, p’ = sin ¢’ sind 6 und
¢’ = sin ¢’ cos 0’ ist in (2) bis zum 6. Grade der genannten GroBen gegeben, und zwar auf Grund einer
umfangreichen Transformation der Le Verrierschen Form von R im 1o. Bande der Annales de I'Obser-
vatoire de Paris, Formeln (3)-(43).

Eine crste Nitherung der Losung der Siikulargleichungen des zuniichst als eben betrachteten Problems
bietet die auf die linearen Terme der Variablen & und v beschriinkte Gleichung (44). Der allgemein
komplexe charakteristische Exponent (49) der Liosung der Lineargleichungen wird auf Grund einer spe-
ziellen Eigenschaft der Koeflizienten der Variablen rein imaginiir, und die Losung deshalb eine periodische
Funktion der Zeit (51). Die gecometrische Jnterprelation des entsprechenden Jnlegrals (52) ergibt, daB
der Punkt P mit den rechlwinkligen Koordinaten £ und v zeitlich einen Kreis beschreibt, dessen Mittel-
punktskoordinaten den dem Jupiter entsprechenden Koordinaten &' = ¢’ sin &’ und ' = ¢’ cos &’ propor-
tional sind, sodaf die Verbindungslinie Kreismittelpunkt-Koordinatenanfang die Jupiter-Perihelrichtung
fixiert. Liegt der Koordinatenanfang auflerhalb des genannten Kreises, so ist die Losung ecine Libration,
indem der Kreispunkt P, dem die Polarkoordinaten e und go—a entsprechen, einen beschriinkten Win-
keltaum in Bezug auf & durchliuft, der zwischen den Tangenten vom Koordinatenanfang an den Kreis
enthalten und symmetrisch zur Lage des Jupiterperibels gelegen ist. Liegt der Koordinaten-anfang aber
innerhalb des genannten Kreises, so entspricht einem Umlauf des Punktes P auf seinem Kreise eine
entsprechende Rotation des Perihels, soda cine Anhiufung der Perihelrichtungen nicht moglich ist. Das
Kriterium, ob Libration oder Rotation stattfindet, hiingt also in 1. Nitherung davon ab, ob der Abstand
des Kreismittelpunktes d vom Koordinatenanfang > oder < als der Kreisradius ist, ausgedriickt durch
die entsprechende Ungleichheit (53 «a).

Jm allgemeinen Falle existiert nach (1) 1m Falle der Siikularstorungen im ebenen Problem das
strenge Jntegral (53) R =const. =R, darstellbar als die schon delinierte Potenzreihe nach 3 und «, sodaf3 bei
anfinglich kleinem & und 4, also kleinem e, die entsprechende Kurve £, 4 stels nur wenig von dem oben
definierten Kreise abweichen kann, sodaf Libration besleht, wenn der Anfangspunkt auferhalb der Kur-
ve (5, 1) gelegen ist, woraus die wichtige Folgerung resultiert, daf, wenn sich bei einer sukzessiven
Potenzdarstellung von % und 4 ctwa Sikularterme der Zeit oder gemischt-siikulare Poisson-Terme der
Form ¢ .sin A oder ¢. cos A ergeben, wo A eine Funktion der Zeit, solche instabilen Terme nur durch
die Form der sukzessiven Niherrungen vorgetiuscht sein konnen. Die allgemeine Stabilititsfrage der
Losung stellt die Forderung nach Aufrechterhaltung der in erster Niherung periodischen Liosung bei
sukzessiver Mitnahme aller hoheren Terme der Storungsfunktion.

Zur Verbesserung des ersten Librationskriteriums ist es zuerst zweckmiifig. zur Berechnung der
Jntegrationskonslanten der Librationslosung die periodischen Stirungen zu beriicksichtigen ; deshalb ist
die Entwickelung des periodischen Teiles von R (54), wenigstens bis zum 1. Grade einschlieflich, nach
&, 4, & und 4 und die Darstellung der periodischen Stérungen von £ und v vorzunchmen (55). Zu weite-
rer Verstirkung des Kriteriums ist bei der Jntegration der Differentialgleichungen fiir 2 und v die Mit-

nahme der Siikularstorungen durch alle grofen Planeten, in ihver periodischen Form nach Stockwell, zu
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beriicksichtigen, soda8 die Bedingung der Libration des Asteroiden um das bewegliche Jupiterperihel
nunmehe in der Form (60) erscheint.
Zam Schind werden die Darvstellungen der Librationsgrofe ¢-&’ sowie von log ¢ in der IForm hon-

vergenler periodischer Reihen, bezogen auf die 1. Nitherung, gegeben (64) und (65).

¢ 2. DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER NEIGUNGSVARIALEN UND HIRE INTEGRATION

Die Form der Differentialgleichungen (5 4) ist der der Exzentrizitilsvariablen analog, aber in der Losung
hat der Phasenhoeflizient bekanntlich das entgegengesetzte Vorzeichen, entsprechend dem Riickschreiten
der Knotenlinien gegeniiber dem Yorriichen der Apsidenlinien. Das Librationskriterium ist analytisch
wie geomelrisch dem fir die Exzentrizititsvariablen analog, hat aber, wenn ¢ und ¢’ die Neigungen,
6 und 9 dic knotenlingen des Asteroiden und Jupiter bezeichnen, die Form (82) : ¢, < 2 ¢’ cos (§ - 8)
o . h . es ergibt sich eine Relation, die vollhommen unabhiingig von der Jiorungsfunklion erscheint,
sodaf die Librationserscheinung in der 1. Niherung nur ein geometrisch-kinemalischer Effekt ist.
Dieses Ergebnis beruht daranf, daB aus der Jolegraldarstellung der Neigungsvariablen in Verbindung
mit einer Betrachtung an der Sphiire beziiglich des Verhaltens des Neigungswinkels J zwischen den
Bahnen des Asteroiden und Jupiter folgt, da} J = consl. sein muB. Deshally durchliuft der Schnitipunkt
der Bahnen des Asteroiden u. Jupiters die ganze Jupiterbahn mit einer honstanten siikularen Geschwin-
digheit — K, (91 «), wiithvend gleichzeilig der entsprechende knolenpunkt auf der Ekliptik eine Libra-
ions- oder Rotationsbewegung ausfithren kann, je nachdem dic geometrische Librationshedingung (82)
oder die mit ihr identische Bedingung (94) erfulll ist ; hezogen aul den Winkel J Jautel die Librations-
bedingung (go a) J < ¢’. Aul Grund ciner geometrisch-sphiirischen Betrachlung wied in (g9) eine noch
strengere Bedingung fiir eine Librationserscheinung abgeleitet. Jimn Falle der Libralion werden in (83)
und (83) die entsprechenden periodischien Reilen fiie die Knotenbewegung wie fiir log ¢ entwickelt und
analog in (88) und (89) dic ciner Rotation, die mit einer libratorischen Bewegung des Knolens, nicht
um den Knoten Jupiters, sondern um cine Richtung D verbunden ist, die sich wie die Knotenlinie mit

derselben Geschwindigkeil — K sikular dreht.

§ 3. DIE BERUCKSICIITIGUNG DER GLIEDER HOMER ALS 2.
GRADES DER STORUNGSEUNKTION

d e,
und — = veranlaft

di !l

wigleich die Frage nach der Moglichkeit der Aulrechterhaltung der periodischen Lissung der 1. Niherung.

Die Ilinzufiigung der T'erme hiher als 1. Grades in den Gleichungen fiie

Jn Bezug auf die linearen Terme in 2 und 4 war die Bedingung @ «y — b, = o in Bezug auf alle

P ., . . 2R - .
Koeflizienten in 2, ¢ erfitllt, werl «, = b, = aus demselben Term in 5.« entstehen, unab-
R | 2 ) - k] ] ’
0391/t =4=0
hiingig vom Grade in &,  der a, nnd b;. Jn Bezug anf die Erhaltung der-periodischen Lisung gegen-
y . - . .. . . R . . :
iitber der Mitnahme der Terme 2. Grades: = ¢, 2.+ in --— und — ist eine Sonderuntersuchung
= iy 5 dr )= B
[} h
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anzustellen. Jn den Differentialgleichungen (98), in denen die Terme sogleich bis zum 4. Grade ein-
schlieflich in R Beriicksichtigung finden, tritt £* + 4* als Faktor von £ und v auf. Jnfolge der Existenz
des Jntegrals der 1. Niherung nach (52): x* 4+ y*=a?=1Jntegralionskonstante sinken die gesamten
Terme 3. Grades in den Differentialgleichungen (98) bei Substitution von (52), da £ == + Ax und
7=y + Ay wo Ax und Ay aus der Homogenititshedingung abgelcitet werden, auf den 2. Grad her-
ab, um mit den schon vorhandenen Termen 2. Grades vereinigt zu werden. Analog zeigt die Gleichung

-
-

C o I : . - .d
(99), wie bei Beriicksichtigung des 6. Grades in R, also 5. Grades in — und

dt —d

gleichungen aus demselben Grunde auf den 3. Grad heruntergchen. Die Koeflizienten a,’, a,’ ... ;5 in

d-

?, die Differential-

den neuen Differentialgleichungen (gg) fiir & und y geniigen dann in (100) der dort gegebenen Dar-
stellung; zur Kontrolle und Vereinfachung der Untersuchungen werden noch die zwischen den Koeflizienten
bestehenden Relationen fixiert.

Zur weileren Jntegration der Differentialgleichungen, soweit sie bis zam 2. Grade in @ und y ent-
wickelt sind, gemi (1o1), wird jelzt & = x; + x; und y = y; + y, gesetzt, wo x; und y, die Losung
(rora) der 1. Niherung unter Benutzung nur der Linearterme in & und y fixiert, und «,, y,; die neuen
Zusatzterme auf Grund der Mitnahme der Terme 3. Grades : a/x*, a/xy... by, wo a/, ay ... b/ min-
destens vom 1. Grade in & und v’ sind. Da alsdann zuerst : a,/(x,+x;)* = a/x,* + 2a,/x,x; + a/x,?,
wo nur a,/x,* = 3. Grad, alle iibrigen Terme aber vom 5. und 7. Grade sind, da x, = 3. Grad, so

: o I . . :
bleibt als Term 3. Grades nur: 512a4’ - ;a3a4’cos 2A, sodaf jetzt die neuen Gleichungen (103)

entstehen mit nur abgeénderten homogenen Teillen ¢;” und b,”. Die neuen Gleichungen haben also die
Form linearer inhomogener Differntialgleichunged, mit inhomogenen von der Zeit ¢ abhingigen Ter-
men der periodischen Form : C.cosnA + S.sinnA, wo n = 1,2 etc. und wo die Koeflizienten C, S
vom 3. Grade sind (104). Bei n= 1 fillt die Periode der freilen Schwingung mit der Periode der
Zusatzterme zusammen, sodaf in diesem Falle in der Losung ausnahmsweise gemischt-sikulare Terme
der Poisson-Form erscheinen, d . . t.sin A und (. cos A (A linear in ¢}, sodaB die urspriinglich stabile
Losung vernichlet wird, wiihrend bei n== 1 die Lisung die Form hat: x = v, cosn\ + ¢, sin n4y,
analog y ; die Koeflizienten v, o, etc. werden nach Substitution in die Differentialgleichungen mittels
(10D) - (107) erhalten, wobel in diesen Definitionen der Fall n = 1 durch den entsprechenden Pol als
Sonderfall charakterisiert und deshalb fiir sich zu behandeln ist (108-10g). Wie wir oben gesehen
haben, gibt die Beriicksichtigung der Terme 3. Grades in den Dilferentialgleichungen noch keinen
AnlaB zu Resonanztermen vom Typus n = 1, weshalb wir jetzt zur Beriicksichtigung der Terme 5.
Grades in den Differntialgleichungen tibergehen kionnen, sowohl unter Heranziehung der Gruppe:
a/x* + afxy + a,'y* als auch der dirckten Terme 5. Grades aus den Termen 6. Grades in R, nach
Ableitung und Substitution der Terme «;, x;, y, und y; als Funktionen der Zeit. Dabei kann eine
erhebliche Abkiirzung der Formeln cintreten, wenn wir eine der Grundeigenschaften der Storungsfunk-
tion beriicksichtigen, daB sie unabhingig vom Nullpunkte der Lingenzihlung ist. Diesen Umstand
wollen wir benutzen, den Anfangspunkt so zu wiihlen, daf §* oder %' verschwinden, womit eine gan
wesenlliche Reduktion der Ausdriicke fir die Koelflizienten der Dillerentialgleichungen eintreten wiirde.
Es werde v/ = o geselzt, also &' = 9o° angenommen, sodof alsdann Ay = o [iir alle Grade der &, v
und ferner Awx proportional & ist. d. k. jelzt gleich ¢’. Die Ubertragung aul die verschiedenen Phasen
der Losung (110-114) bis zum Uebergang auf die Beriicksichtigung der Terme 5. Grades in den Differen-

7
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tialgleichungen ergibt dann fiic den letzteren Grad bei Integration das Auftreten von Poisson-Termen,
womit eine Jnstabilitit der Losung auf dem beschrittenen Wege zum Ausdruck kommt, wenn sie auch
erst bei den Termen 6. Grades in R beginnt, aber infolge des oben abgeleiteten Jntegrales R = const.
nicht zulissig ist, weil & und v hiernach bei urspriinglich kleinen Werten immer klein bleiben miissen,
wihrend sie nach unserem Jntegrations-Niherungsverfahren mit der Zeit iiber alle Grenzen ansteigen
wiirden.

Entsprechend der Erweilerung der Theorie der Sakularslbrunge'n tiber den niedrigsten 2. Grad in
R hinans bis zum 4. Grade wird in (118) eine weitlere Verschiirfung des letzten Kriteriums fiir eine
Libration entwickelt. Schlieflich erfolgt eine neue Verschiirfung des Kriteriums durch die auch hier
hinzugefiigten Terme auf Grund der Anziehung aller groBen Planeten nach Stockwell, vermiltelst der
Gleichungen (120) und (121). Da unler den 8 Wurzeln der Fundamentalgleichung des Sikularproblems

der groBen Planeten die Wurzel s; der mittleren Sikularbewegung des Jupiterperihels entspricht, so
. - — : sin )
bedarf es nur der Kombination von ¢ und s;{4f;, um bei der Darstellung von € os (& —s;t—B;) miltels

ibirer Division das Kriterium fiir eine Libration (122) zu erhalten, das zum Ausdruck bringt, daf der
Nenner des genannlen Bruches nie verschwinden darf, damit der Winkel &—s;t—f; als der Winkel
zwischen den Perihelien des Asteroiden u. Jupiters nur eine Schwingung zeigt, die zudem kleiner als go®°
bleibt.

§4. BINFLU? DER NEIGUNGSGLIEDER AUF DIE JNTEGRATION DER EXCENTRIZITATS-VARIABLEN

Die Beriicksichtigung der Neigungsvariablen hat zur Folge, daf in den Differentialgleichungen der
Exzentrizititsvariablen (124) mindestens in p und ¢ lineare Glieder hinzutreten, deren Koeffizienten aber
vom mindestens 2. Grade in den Parametern ¥/, v/, p’ und ¢’ sind (126); aber auch allgemein sind die
Zusalzglieder bei kleinen Werten von p, ¢, p’ und ¢’ vom 3. Grade gegeniiber den Termen r. Grades
in &, 4 oder x, y in den Gleichungen der 1. Nitherung.

Wiirde man andererseits versuchen, die Differentialgleichungen niherungsweise zu losen, indem
man in den Termen 3. Grades die Faktoren p, q, p?, ¢* elc., und analog im 2. System die Faktoren
x, y, ', x*, y* etc., durch die 1. Nitherungslosung als Funktion der Zeil ausdriicken wiirde, so erhielte
man inhomogene Gleichungen mit Resonanztermen derselben Periode wie Ausgangslosung sie besitut,
sodaB die neue Losung Poisson-Terme der Form ¢ sin A und ¢. cos A enthalten wiirde, die eine scheinbare
Jnstabilitit der Losung herbeifithren und nichts in Bezug aul die wahre Losung aussagen. Deshalb
ziehen wir es vor, von dieser Losung abzusehen, um dann in den folgenden Kapiteln eine andere Losung
zu suchen, darauf basierand, daf Poincaré (Legons de Mécanique céleste, Bd. 1, pag. 235) ganz allgemein
nachgewiesen hat, daf unter gleichzeitiger Beriicksichligung aller Potenzen der Neigungs-und Exzentrizi-
titsvariablen eine Losung des Problems der Sikularstorungen in rein periodischer Form existiert ; wir
konnen aber zeigen, dafl diese Losung im Falle des asteroidischen Dreikiirpeproblems in der Ebene ohne
Poincarés kanonische Transformationen durchfiithrbar ist. Bevor wir aber zu dieser Untersuchung im
niichsten § 5 ibergehen, wollen wir uns vorher dariiber informieren, ob die Differentialgleichungen in
&, %, p und ¢, erweitert unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der Neigungs — respektive Exzentrizitiits-
variablen in iliren linearen Teilen, im ersten Schritle eine periodische Losung zur Folge haben oder
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nicht. Deshalb wollen wir zu diesen Zwecke cine exakte Jntegration mit Riicksicht auf die Hauptterme
vornehmen. Zur Vereinfachung der Gleichungen (124) wollen wir die Lingen von dem Punkte zihlen,
der wie schon friiher, in Bezug auf den Friihlingspunkt die Linge &'F go° hat, sodaf &= +¢ und ' =o0
ist, also auch a,=a,=b;=0. Dann laulen die reduzierten Differentialgleichungen der Exzentrizitits —
und Neigungsvariablen wie unter (125) gegeben. Nach Homogenisierung auf Grund von (125a) mittels
der Gleichungen (126) lauten die neuen Differentialgleichungen in Bezug auf x, y, p und ¢ gemif (127),
deren Losung auf Grund des Ansatzes (127a) erfolgt, der bei Sustitution das in den Konstanten A, B, C
und D homegene Gleichungssystem (138a) zur Folge hat. Da mindestens eine dieser Konstanten von
o verschieden sein muf, muf die Determinante des Systems verschwinden und damit die Gleichung (1286)
und (129) den charakteristischen Koeffizienten s liefern. Die explizite Form (129) fiithrt dann zur
vereinfachten Form (130a) der Determinante, wobei ¢ (s) die Bedeutung (130b) hat. und die Koeffizienten
gi (i=o0, 1, 2 und 3) durch die Ausdriicke (130c) definiert sind.

Auf Grund der durch (130d) und (130¢) fixierten Beziehungen zwischen den beiden Koeflizienten-
gruppen ¢, d, ¢y, dy und ¢, fi, €,, f;, ergebensich noch wesentliche Vereinfachungen der Koeffizienten,
sodaB unter Verschwinden von ¢, und g die fiir s definitive Form (132) der Gleichung entsteht. Jm
Hinblick auf die Losung von (130a) ist zu beachten, daf azb, vom Grade o und der Ordnung 2 ist wihrend
go und g, beide vom Grade 4, sber ¢, von der Ordnung 4, g, von der Ordnung 2, wobei aber g¢,s* vom
Grade 4 und der Ordnung 4, wie g, ist. Folglich ergibt sich nach (132), daf s®+azby= + ¥ — g, — gos*=
Grad 2, Ordnung 2 ist, sodaf unsere bekannte, ohne Riichsicht auf ¢ (s) bestehende 1. Naherungslésung
s?= — azb,=(Grad 0. Ordnung 2) bei Beriicksichtigung von : um Terme des Grades 2 und der Ordnung 2
zu korrigieren ist. Substitukerl man deshalb die r. Niherungslosung s?= —azb, in = (s), den Zusatz
hoheren Grades als azb,, so folgt aus der Darstellung (133), daB e(s) =g¢,+ g,52 > 0, sodaB die durch
(132) fixierte Summe positiver Terme nur mitlels eines komplexen s? gleich o sein kann, indem also
s?= —g%+i7, wo also o?=0,’+ 8 mit g =azb,=1. Niherungswert u.<=%=0 mit ¢(s)=o0. Da jetzt:
§=a,+19,, miissen x=Aes'=Ae7!(cos gyl +ising,t), ebenso y, p und ¢ gedimpfte Schwingungen mit

: 27 . . § :
der Periode P= — darstellen und o, sehr nahe gleich dem ersten Niherungswerte s ist, withrend g, mit
T2

e verschwindet. Die Substitution von s=g; + ig, in die Gleichung (130a) fiir s ergibt dann mittels der
Gleichungen (135) bis (142) die Darstellungen von o, und o, mittels (141) und (142), wobei g, vom

50

hervorgebrachte Koeffizient o, vom Grade 2, aber auch von der Ordnung 1 ist. Die den Variablen x, v,

Grade o und der Ordnung 1, entsprechend der 1. Niherungslosung fir s, withrend der durch

m

p und ¢ entsprechenden Losungen, aufgetrennt in den reellen und imaginiiren Teil, fixiert das System
(144), und die zwischen den Konstanten bestehenden Beziehungen enthalten die aus (128a) hervorge-
henden Systeme (145) und (146). Betrachtet man die Konstanten A’, B’, C’ und D’ als die 4 willkiirlichen
Jntegrationskonslamten, so folgen die adjungierlen Konstanten A,”, B,”, C,” und D,” mittels (147),
entsprechend der Losung s,=o,+is,, sodaf alsdann die iibrigen Losungen gemif (143), d. h.
si= *+ &, +1g, unter Permutation der Vorzeichen von o, und o, und Beriicksichtigung der Beziehungen
(r48) und (150), in (149) und (151) ersichtlich sind. Die schlielich aus der linearen Zusammensetzung
der 4 partikulidren Losungen hervorgehenden Gesamtlésungen sind in (151) dargestellt. Die Darstellung
der 4 Jntegrations konstanten durch die Anfangselemente e, @&,, ¢, und 8, geben die Beziechungen (152).

Entwickelt man den asymptotischen Koeflizienten e+o.-t nach Potenzen von o,¢, so zeigt sich, daf
der asymptotische Effekt durch sikulare Zusatzterme dargestellt wird, die mindestens um 3 Grade hoher
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sind als die periodische Ausgangslisung. Andererseits bleibt das Theorem Poincarés bestehen, daf die
siikularen Storungen in jedem Falle allgemein in periodischer Form darstellbar sind, wozu aber suzes-
sive kanonische Transformationen der Elemenle vorzunchmen sind. Dic in der vorliegenden Abhandlung
hchandelten Fille der nicht kanonischen Exzenlrizitiits- Variablen %

2

7 einerseits und der Neigungsvaria-
blen p, ¢ andcrerscits slellen Ausnahmefille dar, in dencn von.vorneweg periodische Darstellungen
darch Fourierreihen maglich sind, withrend dic in diesen Fiillen auf beide Variablengruppen zugleich

ausgedehnte Jnlegration schon in der 1. Nitherung auf cine asymptotische Darstellung fiihrt.

§ 5. EINE LOSUNG DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER ASTEROIDISCIEN
SAKULARSTORUNGEN DURCH FOUBIE[{REIHEN

Die Differentialgleichungen in & und y reduzieren sich, zuniichst im ebenen Problem falls &'=go°
also /=0, auf einc Gleichung (153) mit ciner verminderten Zahl von Termen. Die variablen x und y
werden als allgemeine Fouricrreihen (156) nach sinit und cos (A, wo i=o, 1, 2 ... bis oo dargestellt,
wober das Argument A = s . ¢ -+ B. Unserc Auigabe ist die Bestimmung der Koeflizienten der Fourierrei-
hen und des Phasenkoelfizienten s, und zwar auf Grund des Vergleiches der Koeftizienten von sin (A und
cos (A auf beiden Seiten der Differentialgleichungen. Deshalb werden zuerst die Koeflizienten z*, x . vy,
a?, & .y ele. avalytisch als Fourierreihen dargestellt (157), bis (163). Bei den hoheren Kombinationen,
d. h. von der 3. Potenz an, steigt die Mannigfaltigkeit der Jndexzahlen an, zugleich die Graderhohung
dieser Terme, weshalb vom praktischen Gesichlspunkt aus eine Beschriinkung der Jndices vorzunehmen
ist, um nicht unnotige Terme hoheren Grades mitschleppen zu miissen, weil sie vom praktischen Gesicht-
spunkt aus nicht in Frage kommen. Die Basis ist, daf der Koeflizient a in der Darstellung von x und y

in der 1. Niherungslosung vom 1. Grade ist.

X ) o . dre X ) d i X
Jm ersten Schritt der Vergleichung der Koeflizienlen von cos A in i und sin A in — _z% ergibl sich
( ( ,

dann das Gleichungssystem (164a). Bet Beschriinkung zuniichst nur auf den 1. Grad finden wir unser 1.
lineares, homogenes Nitherungssyslem wieder ; scine Determinante A =s*—ay'by’=o0 ergibt den Phasen-
koeflizienten s, und betrachten wir cine der Urbekannten s; oder ¢’ als gegebene von o verschicdene
GroBe, d. h. als Jntegrationskonstante, so folgt dic andere Grofe als lincare Kunktion der ersten.
Zusammen mit § als willkiirlicher Griofe konnen wir dann § und s, als die beiden Jntegralionskonstan-
ten unserer beiden linearen Differentialgleichungen betrachten. Das Wesen der Losung besteht dann
darin, mit der Ableitung jedes weiteren, im Grade hoheren Koeflizientenpares eine Verbesserung der
vorhergehenden Losung herbeizufiihren, ebenso in Bezug auf die Irequenz s, sodal die Verbesserungen
schrittweise von immer hiherem Grade werden.

Der 2. Teil unseres 1. Schrilles besteht in Analogie zum 1. Teil in dem Vergleich der Koelflizienten

dy

) . dx ) ‘
von sin A in — und cos A in — -

dt dt

zienten hatlan in unserer fritheren 1. Losung in § 1, indem x=s; sin A und y=¢," cos A war, die Wer-

(1640) zwecks Ableitung der Koeflizienlen ¢, und s,”; diese koelli-

te o, sie traten garnicht auf. Jetzt aber sind die Gleichungen zu fixieren, die beweisen, daf mit Ricksicht
auch auf alle hiheren Terme in den Differentialgleichungen die Koeflizienten ¢;=s,/=o0 sind und zwar

mit Riicksicht auf alle Niherungen. Jn der ersten Niiherunyg reduzieren sich die Gleichungen (1646) auf
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ein in den beiden Koeffizienten ¢, und s’ homogenes System, dessen Determinante dieselbe wie im
ersten System fir s, und ¢’ ist, nimlich A=s*—ay'b, also=o0, sodaf} die Koeflixienlen ¢, und s,” von o
verschieden sein kinuaten, aber doch verschwinden miissen, weil sonst eine weilere unabhingige Kon-
stante neben den schon vorhandenen beiden Jntegrationskonstanten s, und B aultreten wiirde, sodaf also
¢;=3/=o0.

Zur Ableitung weilerer Koceflizienten dient im nunmbhr folgender 2. Schritt der Vergleich der Koefli-

: . dx . . dy : e :
zienten von cos 2A in — und sin 2A in — i (165) zur Bestimmung der Koeflizienten s, und ¢, die,

dt

weil die Determinante des entsprechenden homogenen Systems A, == — 4s*+a/,0/, = — 3s° == 0, weil

—s? 4 a/3by == 0, deshalb in der 1. Niherung verschwinden miissen. Dagegen folgt aus dem korrespon-

. . . . . dx ) d )
dierenden System in Bezug aufe, und s/, (167) giltig fir sin 2A in — und cos 2A in — —Z; daB infolge

. dl i

Reduktion dieses Systems auf ein inhomogenes System, dessen inhomogener Teil auf Grund der Rest-
glieder vom 3. Grade ist und dessen Delerminante auch gleich A, == o ist, die unbekannten Koeflizien-
ten ¢, und s’y deshalb vom 3. Grade sind und zwar Funktionen der vom ersten Schritt her schon bekann-
ten Koeflizienten s; und ¢/, also von s, allein. Deshalb lit sich schon jetzt iibersehien, daf alle weiteren
Koeffizienten immer als Funktionen der schon vorher abgeleiteten Koellizienten darstellbar sind, also
folglich als Funktionen von s; allein. Die Fortselzung des obigen Algorithmus liefert dann die in (153)
gegehenc Zusammenstellung der Koeffizienten, deren Rekursion ersichtlich ist.

Kehren wir jetzt nach Erledigung der 1. Anniiherung zu den Ausgangsgleichungen (164 «a) elc.
zuriick, um die 2. Nitherung vorzunehmen, indem wir dic als Restglieder bezeichuneten Terme jeder Glei-
chung beriicksichtigen, so ergibt sich das- folgende Bild. Ju den Gleichungen zuerst fiir s; und ¢/, die
beide vom 1. Grade sind, zeigt sich, daf die. Restglieder auf Grund der 1. Niiherung der abgeleiteten
Koeflizienten mindeslens vom 2. Grade sind und stets in die Unbekanaten s, und ¢, multipliztert sind,
soweit sie nicht o sind, wetl oft einer der Faktoren der Restterme auf Grund der 1. Niherung o ist. Jm
ersteren Falle tasscn sich die Restglieder infolge der Faktoren s; und ¢, mit den Hauptgliedern in s, und
¢,/ zusammenziehen, sodaf wie in der ersten Nitherung auch jetzt in der 2. Niherung 2 homogene Glei-
chungen ns; und ¢, entstchen, deren Delerminante D, = o, wo D, gegeniiber der Darstellung der 1.
Niiherung nur um Terme 2. Grades korrigiert ist, soda$ die Wurzel s um Terme 2. Grades verbessert
wird, ebenso wie die Unbckannten s, oder ¢, je nach der Wahl der einen oder anderen Grife als Jnte-
grationskonstante. Das Analoge gilt fiir das System der korrespondicrenden Koeffizienten ¢, und s/,
(164 b), indem wicder eine homogene Gleichung entsteht, wobei die Delerminante bis auf Terme 2.
Grades dieselbe ist,.also eine kleine Grofe im vorliegenden Falle, soda deswegen die Unbekannten ¢,
und s’; verschwinden miissen, auch in dem Falle, daf man die Determinarite als verschwindend ansieht,
sodaf die Unbekannten von o verschieden scin konnten, aber doch, unter Befriedigung der Gleichungen,
gleich o sein miissen, weil sonst einc ncue Konstante iiber die schon vorhandenen beiden Jntegrations-
konstanlen hinaus ¢ingefiihrt wiirde.
| Analog verlihrt man mit den weiteren Gleichungsparen: s,, ¢/, und ¢, sy, aber von jetzt ab mit
dem Unterschiede, daf die Determinanten der Systeme: D = #s? — @’y b’y 5= 0 stels, weil von jetzt ab
i =2, 3..., und ferner bei dem einen Par dic Restglieder == o, beim anderen aber o sind, sodaf das eine
System homogen, das andere inhomogen ist, und folglich allgemein die unbekannten Koeffizienten des
eincn Pares 5= o, die des anderen = o sind, wie schon aus der obigen Koeffiziententabelle auf Grund
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der ersten Nitherung ersichtlich war, zugleich unter Festlegung des wachsenden Grades der Koeflizienten.

Die obige Darstellung der siikularen Exzentrizititsvariablen mittels Fourierreihen nach dem Argu-
ment A = s. ¢t 4 B fordert dazu auf, cine Erweilerung des Problems auf gleichzeitige Beriicksichtigung
der Neigungsvariablen vorznnchmen. Die dadurch hinzutretenden Terme, auf Grund der Differentialglei-
chungen (1) sind in den Gleichungen (158) und (162) niedergelegt. Analytisch sind die Koeflizienten in
(159) und (162) wiedergegeben.

Dic Verallgemeinerung besteht dann in einer Darslellung der siikularen Exzentrizitits-und Neigungs-
variablen mittels der Fourterreihen nach 2 Argumenten A und B, wo A =s.{ + Bund B=—- {4+ &;
dabei ist nach der allgemeinen Theorie der Siikularstérungen bekannt, daf s’ sehr nahe gleich s ist und
dic Vorzeicheniinderung von ¢ in A und B darauf beruht, daB die Perihelien voran-, die Knoten aber
ricck wiictslaufen.

Aber wie schon oben am Schluf von §. 4 auf Grund der Ausgangslosung in Bezug auf die in p, 4,
und gemischtlen, aber auf ihre lincaren Teile beschrinkten Differentialgleichungen gezeigt wurde, ist
die Ausgangslosung eine asymptotische, sodaB die analytische Fortsetzung der Lisung unter Mitnahme
aller Terme 3. und hoheren Grades in den Differentialgleichungen keine periodische bleiben kann. Erst
bei Anwendung kanonischer Ausgangselemente und kanonischer Transformationen ist nach Poincarés

Vorgang eine periodische Darstellung der sikular-gemischten Storungen moglich.

§ 6. ANWENDUNGEN DER THEORIE

Als eine erste Anwendung der 'Foﬁrierdarstellung der Siikularstorungen iiber diese hinaus ergibt
sich unmittelbar die Nutzbarmachung auf den allgemeinen Fall der planetaren Storungen, indem die von
den Elementen &, 4, p und ¢ abhiingigen Koeffizienten der periodischen Terme in den Differentialglei-
chungen fiir die periodischen Storungen durch die trigonometrische Form der Sikularstorungen ersetzt
werden, so dap die Divisoren der periodischen Storungen bei der Jntegration der Gleichungen sowie die
Argumente Andcrunoen erfahren, die einer Beriicksichtigung von Termen 2. Ordnung der storenden
Masse gleichkommen. |

Ferner ist eine Anwendung und Erweiterung der Theorie iiber die kleinen planetaren Exzentrizititen
hinaus auf Kérper mit grofen Exzentrizitilen, speziell die periodischen Kometen, wo die Exzentrizitiit
zwischen 0.5 bis fast zur Einheit gelegen 1st, moglich. Hierfiir ist statt einer Potenzentwickelung der
Storungsfunklion und ihrer Ableitungen nach den Exzentrizititen und Neigungsvariablen eine Potenzent-
wickelung nach den Storungen 8%, &4, p und 3¢ erforderlich, um dadurch dieselbe Form der Differen-
tialgleichungen wie im planctaren Falle zu erhalten, wenn aach jetzt die Koeflizienten a;, b; ... infolge
der grofen Lxzentrizitilen nicht mehr nach Potenzen der &, 4, p und ¢ darstellbar sind, sondegn auf
Grund mechanischer Quadratur allgemein als Fourierreihen nach den mittleren Liingen des Kometen und
des stornden Korpers zu enlwickeln sind. Bei Beriicksichtigung nur der konstanten Teile der Koeflzienten
crhalten wir dann im kometaren Falle dieselbe Form der Differentialgleichungen (194) wie im Plane-
tenproblem, wenn auch bei den Planeten die Entwickelung nach den §, 4, p und ¢, im Kometenfalle
nach den 8§, &, &p und &¢ vor sich geht. Da diese letzteren Terme in % etc., noch mit Koelfizienten
von der Ordnung der stérenden Masse multipliziert sind, ist jeder Term der Differentialgleichung von
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der 2. Ordnung der storenden Masse, withrend der von den &3 etc., unabhiingige konstante Teil jeder
Gleichung nur von der 1. Ordnung ist und die Sikularstorungen 1. Ordnung vermiltelt. Deshalb ist
allerdings vom praktlischen Gesichtspunkt aus eine strenge Jnlegration unter gleichzeiliger Beriicksich-
ligung der in 8% elc., linearen Terme nichl notwendig, wohl aber vom theoretischen Gesichtspunkt aus

zum Studium des siikularen Verhaltens der Exzentrizitalen wie der Bahnneigungen [iir gri’sBere Zeitriume.

§ 7. DIE ERGEBNISSE ZUM LIBRATIONSPROBLEM DER PERIHELIEN
UND KNOTENLINIEN DER ASTEROIDEN

Die Anwendung des ersten, einfachsten Kriteriums zur Exitenz einer Libration der Perihelien der
1513 Asteroiden, die bis 1940 bekannt waren, ergibt, unter alleiniger Anziechung des groBen Planeten
Jupiter, 43 Fiille einer Libration, d. h. nur rund 3 °/, aller Planetoiden. Beriicksichtigen wir weiter die
Anziehung durch alle grofen Planeten und Beweglichkeit des Jupiterperihels, so bleibt nur noch fiir 6
Planetoiden der Fall einer Libration um das bewegliche Jupiterperihel bestehen. SchlieBlich verbleibt
bei Beriicksichtigung der periodischen Storungen bei der Konstantenbeslimmung nur ein einziger Planet,
Nr. 1201 (Strenua), als Librationsfall, der aber auch noch zweifelhalt bleibt, weil das Kriterium nume-
risch nur ganz unmerklich erfillt ist, sodaB iiberraschenderweise iiberhaupt kein Librationsfall besteht.
Weiterhin wird diese Uberraschung noch bestiiigt in Bezug auf die Frage nach einer Libration der
Knotenlinien, indem sich nur 4 Fiille einer Libration der Knoten um das bewegliche Knotenlinie des
Jupiter ergeben, nachdem die erste Nidherung fir 32 Planeten eine Knotenlibration ergeben hatlte.

Demgegeniiber bleibt aber die Hidufung der Perihelien der Planetoidem um die Perihellage Jupiters
als statistisch durch die Beobachtung einwandfrei festgestelltes Ergebuis bestehen und zwar trotz der
lange Zeitriume hindurch bestehenden Gravitalionswirkung Jupiters and der anderen grofen Planeten.
Es scheint hieraus die Moglichkeit zu folgen, daf bei der Annahime einer gleichzeitig erfolgten Entstehung
des grofen Planeten Jupiter und der Planetoiden, auf Grund desselben kosmogonischen Ereignisses,
die Perihelrichtungen zusammenf(ielen und Librationen der Perihele um das Jupiterperihel eintraten und
sich weiter entwickeln, oder aber im Laufe der Zeitlen infolge der sikularen Gravitationswirkung aller
grofen Planeten in Rotationen transformiert werden. Ebenso berechtigt erscheint aber auch die Moglich-
keit, daf bei urspriinglich willkiirlicher Verteilung der Perihelien die iiberwiegende siikulare Anzieh-
ung durch Jupiter mit der Zeit eine Anhdufung der Perihelien um die Perihellage Jupiters hervorgebracht
hat, verbunden mit einer aber erst in sehr ferner Zukunft zu erwartenden Librationsbewegung der
Perihelien der Planetoiden, was als Ausdruck des Resultates der obigen Untersuchungen und als Ziel-
punkt neuer Untersuchungen zu betrachlen ist.
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SOBRE LAS SOLUCIONES HOMOGRAFICAS DEL PROBLEMA
DE LOS TRES CUERPOS (%)

Por R. P. Cesco

Summary. The object of this paper is to prove the following theorem: The only homographic solu-
tions of the three-body problem of celestial mechanics with a law of atiraction inversely proportional to
any power r* of the distance r are: (I) The pure dilacations. (II) The collinear solutions. (I1II) The equi-
lateral solutions. (IV) The isosceles solutions of BANAcHIEWITZ for a = 3, and (V) the scalene solu-
tions given in this note, also for a = 3, the first three kinds being the only planar solutions for any value of a.

1. Nos proponemos demostrar en esta nota que las dnicas soluciones homograficas del problema
de los tres cuerpos de la mecénica celeste, con ley de atraccién inversamente proporcional a cualquier
potencia r* de la distancia r son: I, las dilataciones puras; II, las soluciones colineales; III, las solu-
ciones equildteras; IV, las soluciones isésceles de BaNacHIEWITZ, para « = 3 y V, las soluciones
escalenas consideradas a continuacién, también para a = 3.

En virtud de un teorema reciente de Kurta (?), cada solucién homogrifica del problema de los
tres cuerpos, con la ley de atraccién mencionada, es plana para todo a = 3. También puede demos-
trarse ficilmente que para cualquier valor de « las tnicas soluciones homograficas planas son las de
los tipos I, II y III. S6lo ofrece alguna dificultad la determinacién de las condiciones de existencia
de soluciones homograficas —desde luego ni planas ni con a # 3— de los tipos IV y V.

2. El sistema de ecuaciones diferenciales de movimiento al cual deben satisfacer las soluciones
homograficas puede escribirse para a = 3 en la forma

P‘;l 4 ayry + agre = 0
(1)

p'Ta + aur + aars = 0

donde 7, y 7, son los vectores de posicién de los puntos-masa m, y ma respecto de un sistema ‘‘helio-
céntrico” con origen en el punto-masa mo = 1 — m; — m, y donde los coeficientes a,, estdn dados por:

an = (1 —mo)ar™ + mea™;, aip = mo(as™ — a™)
(2)

azs = (1 —mpa™t + ma™; ax = my(a,™* —a™)

(V) Presentado a la Ila. Reunién de la Asociacién Astronémica Argentina de septiembre 1959.

() KurtH, R. On LAGRANGE’s triangular solution of the problem of three bodies, Arch. Math., VIII (1957)
381-392.
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siendo
Q) = l"‘]ol Ag = l?'gol y a = |r1°—r2°[
y
p = p(t)> 0 con p* = p(0) = 1, la dilatacién.
Pongamos en dicho sistema (1)
r = pP re = pQ

siendo P = P(f) y @ = Q(t) vectores de médulos constantes:

1 1
Pl = —|n| =a1; [Q = —1|r| = as
p p

|7y — 7o) = @

[P — Q|

I
® |~

de donde
P .Q = aa; cos v = const. ;

y cambiemos la variable independiente ¢ por otra ¢ definida por la expresién

dt
dt = — con t =0 para t =0

p?
El sistema (1) se transforma entonces en el siguiente:

P"+(P3.ﬁ;+an)P+amQ=0

(3) i
Q'+ anP + (pPp +a)Q@ =0

donde los acentos indican derivacién respecto de t y los puntos derivacién respecto de ¢.

Por ser
P2=gqg?; Q=a?; |p_le = q?
se obtiene, derivando
P.PP=0, P*+P.P'=0;

@ Q-Q=0 Q'+Q.Q"=0;
P.Q+P.Q =0 P .Q+P.Q"+2P .0 =0.
3. Para no considerar sino soluciones homograficas de los tipos IV y V supondremos:
1° P’ # 0 6 bien @ # 0, con el fin de excluir las dilataciones puras.

2° P X Q # 0 para excluir las soluciones colineales.

3° Que el triangulo de lados a, ai, a; no sea equildtero.
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Del sistema (3) resulta, multiplicando escalarmente la primera ecuacién por P y la segunda por Q
y teniendo en cuenta las (4)

P2 = (p*p + aun)ai® + a12a1a2 coS

(5)

Q" = (pp + az)a:® + @210, cOS ©

y multiplicando la primera de las (3) por P’ y la segunda por Q":

P .P'4+as PP.Q=0

(6)
Q’-Q”""azlP'Q,:O

Consideremos primero el caso escaleno V o el isésceles IV con a; = a,. Se tendr4 entonces a2 # 0
y az1 # 0. Por ser P’ & 0 (o bien Q' # 0) existe cierto intervalo (z,, ;) en el cual debe tenerse P’ # 0
y @' = 0 ya que de lo contrario serfa en algin intervalo, Q' =06 P’ = Oyen virtudde 3) P X Q =0
contra la segunda hipétesis. Supongamos que en dicho intervalo (z,, t,) sea P’ . Q = 0 en cuyo caso
es también por (4) P - Q' = 0. De (6) sigue

PI.PII=O’ QI'QII=O

de donde

P’? = const. 2 = const.
y por (5)
(7) p*p = C = const.

ecuacién diferencial que permitird, conocido C hallar con p(0) = 1 y p(0) arbitrario, p = p(f) y por
tanto © = <(f).

Si en cambio fuese P’ - @ 5 0, en cuyo caso serfa también P - Q' = 0, sigue de (6), en virtud de (4):

anP’ . P’ + a.Q" - Q" =0
e integrando
021p’2 + ang"" =5 = const.

Pero de las (5) y de esta idltima se obtiene

(aZIGlz + 0120/22)/33}’ + K=1v
donde
K = 61102101 + @2201202® + 20120210:02 COS ©

Luego si
6 = ana® + a12a? # 0

valdrfa la (7), como en el caso anterior, con C = (y — K) /8, y serfa P’ . Q = 0 contra la hipétesis.
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4. Si por el contrario es & = 0, lo cual implica a, 5 a,, se obtiene de las (5) y de § = O:

a?P’? + a,’Q"? = (2p%p + au + G22)a:’as?
de donde

1

ps;:; = U —‘? (a1 + a22)

siendo

1 Pl 2 13 9
- HE @)

2 a ag
y reemplazando en (3):

1
P 4 (# +'—2' (an—azz)>P + 0:2Q = 0

(9)

1
Q" + anP + (u— 5 (@ — am)) Q=0

De aquf resulta, en virtud de las (4) y 6 = 0
(10) P.@Q =uP.Q
Se tiene P . Q = 0. En efecto, si P . Q = 0 resulta P’ . Q' = 0 y por tanto P/ . Q' + P’ . Q" = 0.

Pero por (9) es

1
P"'Q"*’P/'Q”:—(#‘*‘—é-(au—an))P-Q’—(#“"z—(au—azz))P,- =—(an —as) P-Q

y ya que la condicién § = 0 implica sgn @,z  sgn as y por tanto a; — ax 3 0, resulta P . Q" =0
de donde P’ . Q = 0 lo cual por (4) es incompatible con P’ . Q" = 0.

Derivando (10)
p'P.Q=— (@ — az2) P - Q'

Pero de (8), (9) y 6 = 0 sigue
#I = a-l—z Pl . PII + (152 QI ] Q/I = 2(112@;2 P . QI

luego
2a12a12(P . Q) (P . Q’) = - (all - a22) P . Q’

y de aquf, si fuese P . Q" = 0 resultarfa
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L 1 -1
cos »w = 5 (@11 — ags) 010507

de donde, reemplazando los a,, por sus valores (2) y a™* por su valor obtenido de la expresién

6 = mua¥(at —a™) + muat(az* —at) =0
esto es:
at = (Mag? + maa®) (ma? + maas?) 'ar’as’

encontrarfamos tras breve cilculo

l—m a 1—ma ae
cos w = + —
2 my Qs 2my a

y puesto que 1 —my> me, 1 —me> my y

1 1 1
o ajas + Y azfa; = > (ar? + as?) Jaa: 2 1

serfa cosw > 1.

Debe ser pues P’ . @ = 0, luego también P . Q' = 0 y en virtud de (6): P’ . P =0, @' - Q" = 0es
decir, como antes: P’? = const., Q2= const. y p*p = const.

5. En resumen es pues en cualquiera de los dos casos § Z 0.

() p*p = C()
) P'? = const.,, Q% = const.
(c) P.Q=P.Q=0, P.P'=Q.Q =0

Multiplicando ahora vectorialmente las (3) por P y @ respectivamente queda:
PXP'4+a:PXQ=0, @XQ"—auP XQ=0

luego los vectores P, Q, P’ y Q' son, para cada t, paralelos a un mismo plano =; y puesto que por (¢)
y las (4) son P’ y Q' perpendiculares a dicho plano podemos escribir P’ = Ag’, con X constante en
virtud de (b), e integrando

(11) P=XQ+R

donde el vector constante R queda determinado, conocido A, por las condiciones iniciales.

(®) Obsérvese que con g?p = C las (3) constituyen un sistema lineal f4cil de resolver y discutir. Lo mismo ocurre
con el sistema correspondiente al (1) para « arbitrario, cuando o = const. —soluciones de equilibrio relativo de LEvI-
CIVITA y WHITTAKER—; y para & = — 1.



8 OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

6. Si reemplazamos ahora en (4) P por su valor (11) y p*p por C nos queda:

xQ” + (C + afll) (>\Q + R) + ang = O
(12)
Q" + an(MQ + R) + (C + a)@ =0

de donde, eliminando Q" :
(13) T()\)Q = (C + ay — )\Gzl)R

siendo
T(\) = aad® + (@22 — @)\ — a1z

En virtud de la hipétesis P X Q@ # 0 debe ser R # 0y @ X R # 0. La (13) exige por tanto que sea

TN =0
(14)
CH+a1—Na=0

en cuyo caso, como se ve sin dificultad, es C raiz de la ecuacién de segundo grado

C + an a1z
(15) =0
Q21 C + as

El discriminante de esta ecuacién es positivo y puesto que

a;> 0, a2>0, auaz— ;202> 0

ambas rafces son negativas.

Pero la segunda de las ecuaciones (12):

(16) Q" + (aul + C + a22)@ = —auR

nos indica que por ser | @ | = const., es preciso que sea

anx + C + a2> 0
o, por (14)

1
C+—2—(011+022)>0

y para esto, que C sea la rafz que corresponde a la determinacién positiva del radical. Con dicho valor
de C, con el de X obtenido de (14) y con R = P°— AQ® se halla @ integrando la (16) y P mediante
la (11).

Ahora bien, reemplazando en las (5) p*p por el valor hallado de C se obtiene

P? = (C + an)o? + ajpa1a3 cos w; Q2 = (C + ag)as® + azaa; cos w
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y puesto que P’? = NQ'? y que, en virtud de (14) y (15) es

C + an a2
A = =
ag C + ax
resulta
(17) (@ — d22) Q102 COS W = G910,\% — G202

En particular, si a1 = a; esta condicién exige que sea a2 = as y por tanto m; = ma.
Reemplazando en la (17) a,a2 cos w por su valor 5 (a2 + a.®— a?) se llega en seguida a la

ecuacién de tercer grado en z = a?:

((1 — ma) agt — (1 —my) aI"‘> T (“ — ma) aytaz* + (1 — my— 2ms) a3°

— (1 —2my — myra>— (1 — my) a{“af) 224 (mp— me) 2
+ (m; + my) (a —a?) = 0.

Ej. 1°: Sea mo=0.7;, my=0.1; me=0.2;, a1=2; ay=1

La ecuacién de tercer grado en z = a? es ahora:

0.82—3-9022—0-1024+0-90=0

de donde
z =4 .563167 luego a = 2 .136157
Es pues
ain = 0 .059605 a;z = 0 . 190395 ax = 0 .0014475
aze = 0 - 904803 A =0.225180 C =—-0.059279

Tomando respecto de una terna fundamental de vectores unitarios i, j, k

Po =1.987283i + 0 . 225179 j
Q° = —0-003402 i + 0 . 999996 j

resulta
R =P —2\Q°=1.988049 i

y por tanto
P =1.987283i + 0 .225179 (j cos Qr 4 k sen Qr)

Q =—0.003402i + 0 - 999996 (j cos Qr + k sen Qr)

con Q = 0.919701; y tomando p(0) = ]/l_é—l se tiene p= VZ]/I_CTH + 1 de donde
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1 e
r=——=log @Y|C| t+ 1)

2y/c|

Ej. 2°: Con m; = 0.1; my=0.791559; a1 =1; a =2
resultaa = 1 .819693; 6 = 0;ay = 0 . 280633; azs = 0 - 065370; a1z = — 0 . 022720; az; = 0 - 090880

y el cdlculo se prosigue como en el ejemplo anterior.

. 1 1 —
E].3°ZCOIlmo=—§"; m1=m2=—2— a1=a,=]/2

resulta
a = 2, d11 = Qog = 13/64:, Qg = Qo1 = 3/64, A= 1, C = —‘5/32
Es pues
P =i+ jcosQr + ksenQr
Q = —1i+jcosQr + ksenQr
con Q = }3/32.

7. Consideremos finalmente las restantes soluciones homogrificas isésceles de BANACHIEWITZ,
o sea los casos en que a; = a y por tanto a2 = 0 6 bien a; = a de donde a5 = 0.

Si a;; = 0 sigue de (6): P’ . P”” = 0 de donde P’? = const. Es pues
p*p = const., Q% = const., Q' Q" =0de donde P.Q" =0

luego P’ . Q@ = 0 y el razonamiento sigue como antes.

Es ahora 6 = 0;
T()\) = )\(021)\ + Aog — (111) =0

C+an—2nNagy =0

Supongamos primero
A=0 de donde C = —ay

La (11) da
P = R = const.
y la (16):
Q" + (@s—an) Q@ = —anlP
con aq; — a;; > 0 por ser | Q| = const.

Si tomamos pues
P = a;i
resulta
aaa)

Q = ———— i+ a(j cosQr + k sen Qr)

a2 — an
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donde
Q? = qgp — ai1; Q11— Qo2 = 2a21 y por tanto mo = "1 Yy a?=a’—a?4>0

Mientras que si consideramos la otra raiz
A= (an —'(122) /am de donde C = — Qo2

la (16) adopta la forma
Q" + (a1 — a22) @ = — unk?

on a;; — a2 > 0.

Si tomamos pues B = P%— \Q° = xi, nos queda integrando dicha ecuacién diferencial:

A921 X

Q=——"—i4 a(jcosQr + ksen Qr)
ap — Qa2
de donde
P = a, (j cos Qr + k sen Qr)
siendo

Q% = a1y — ;@ = a1 /A = a;/2 de donde mq = m; como en el caso anterior, y »* = 4 a> — a2

Ej. 4°: Sea
my=m=1/4; m=1/2;, oy =1, as=0a=2
Es pues
Tomando
1 . — 1
Po=j 0= ——)15i 4+ —
J Q 5 V i+ 5 J
resulta
R=P — )\ =}15i
Es pues

P =jcos Qr 4+ Kk sen Qr

1 _,— 1
Q = ——9-V15i + -2—(j cos Qr 4 k sen Qr)
donde Q = |/15/32; y tomando p(0) = 1/4 resulta
1 1

OBSERVATORIO ASTRONOMICO
La Plata, octubre 18 de 1959.
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Modificaciéon del método de Wilkens para la determinacién

de orbitas de cometas, con hipétesis parabdlica

Por C. A. ALTAVISTA

RESUME

On se propose d’indiquer quelques modifications de caractere pratique de la méthode de
WILKENS pour la détermination des orbites des cométes dans U'hypothese parabolique, tendant a
jaciliter les applications. Avec cette présentation la méthode apparait tres simplifié. On déter-
mine la distance géocentrique p, pour linstant t, appliquant au systéme des équations fonda-
mentales, la méthode de la variation de la distance.

1. En su trabajo “Determinaciéon de orbitas de planetas y cometas”, publicaciones del Ob-
servatorio Astronomico de La Plata, Serie Astrondmica, N? XV, A. WILKENS desarrolla un me-
todo muy significativo para el calculo de una drbita de un cometa en la hipotesis de excentr:-
cidad unitaria.

Nos proponemos aqui indicar algunas modificaciones que estimamos convenientes para sim-
plificar el proceso calculistico y asimismo hacer una observacion sobre la forma en que su au-
tor encara el planteo para la soluciéon del sistema de ecuaciones fundamentales.

En la publicacién de referencia WiLKENS utiliza como ecuaciones de partida las siguientes:

x, =Ciz; —X,
Yi= 512 —Y,
Y2 —Xgtghy = Xotg. b, — Y, (1)
X3 = Cyz3 — X
Y3 = Sz 23— Yy

El plano fundamental de referencia es la Ecliptica; x,, y;, z; son las coordenadas heliocen-
tricas del astro para los instantes t;; las pr1meras dos coordenadas pueden tomar los subindices
1, 2, 3; la ultima 1 y 3 solamente.

Cl, S: dependen de las coordenadas esféricas del cometa con (i = 1,3); X,, Y, (1 1,2, 3)
son coordenadas solares.

Para obtener el sistema de ecuaciones fundamentales, se desarrollan las coordenadas co-
rrespondientes a los instantes t: y t: en series de potencias del tiempo, tomando como origen
el instante correspondiente a la primera observacion, y teniendo en cuenta luego las dos pri-
meras ecuaciones del sistema (1). Los desarrollos en serie mencionados pueden ponerse en la
forma:

w=fiu; +gu (i=23) donde f y g son series que dependender, r, T y 1/r.
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Asi resultan ecuaciones en que las componentes de la velocidad quedan expresadas como
funciones lineales de la distancia z, al plano de la ecliptica.

Al despejar los términos que contienen dichas incégnitas, WILKENs tiene en cuenta cola-
mente, en los primeros miembros, a aquellos té rminos de las series g con potencias lineales de
7; e incluye erréneamente, a nuestro juicio, los de mayor grado, en los términos independien-
tes, para efectuar las aproximaciones siguientes.

La exposicion del método que haremos a continuacién salvara esta omision.

2. La determinacién de una o6rbita en el caso de hipotesis parabdlica es mas simple que
en el caso general.

En efecto, si adoptamos tal supuesto, la teoria conduce a una ecuaciéon algebraica de sexto
grado en la incégnita elegida, mientras que suponiendo una excentricidad arbitraria (menor
gue la unidad) se llega a una ecuacién algebraica de octavo grado.

Recordemos que, por las propiedades de las ecuaciones del movimiento referidas al bari-
centro del sistema en el problema de los dos cuerpos, se obtiene la férmula que expresa la cons-
tancia de la suma de las energias potencial y cinética:

x* 4+ y? 422 —k*M2/r= —k2M1/a

El signo de a define el caracter de la 6rbita que describe el cuerpo secundario alrededor del
astro central. Si a < O, la 6rbita es una hipérbola; si a > O, es una elipse.

La condicién por la parabola es a = « , de tal manera que en cada instante las dos energias
son iguales:

x? 4+ y2bz2 =k>M2/r (1)

Por otra parte podemos escribir, considerando el tridngulo formado por el cometa con el
Sol y la Tierra:

r¢=p?+ Rz—2pRcos\ =1, (2)

Las formulas (1) y (2) muestran como debe encararse el problema.
Se ve, en efecto, que obtendremos la solucién analitica si hallamos expresiones de las ve-

locidades en las cuales éstas sean funciones lineales, por ejemplo, de la distancia geocéntrica
del cometa.

Pongamos:

x=a-+ap
y=84+8p (3)
X=7+7p

donde «, o, 8, 8’ v, ¥ son expresionecs a determinar.
Si introducimos el sistema de ecuaciones (3) en la (1), obtenemos:

azp?—2bp +ct=2/r =g, (4)

Podemos identificar el sistema fundamental (2), (4), con el que corresponde al método de
Leuschner, si bien en ambos casos, los coeficientes tienen significados muy distintos. (Craw-
ford, “Determination of orbits of comets and asteroids”). Mc Graw-Hill, New York.

Busquemos, pues, las expresiones analiticas correspondientes al sistema (3).

Antes, indicaremos las modificaciones que creemos convenientes para abreviar la exposicion
y consiguientemente la resolucion numeérica del método de WILKENS.

Primeramente, de acuerdo a las normas actuales, hemos adoptado coordenadas esféricas
ecuatoriales.

La variable a determinar sera la distancia geocéntrica para la segunda observacion; esta
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eleccion es mas conveniente que, por ejemplo, la de la coordenada z, tal como lo ha hecho
WIiILKENS. Ademas, salvo en un par de casos, las ecuaciones basicas generalmente presentan
dos raices reales, una de las cuales es siempre negativa, por serlo el términd independiente de la
ecuacion que se obtiene eliminando en el sistema fundamental la distancia r. El caso de cua-
tro soluciones reales es excepcional.

Utilizaremos para las series de potencias del tiempo, la forma indicada por LAGRANGE que
ya hemos mencionado. Son sumamente comodas para el calculo de los restos.

Para la solucion numérica del sistema basico utilizamos el método de la variacion de la
distancia geocéntrica, que determina simultaneamente todas las cantidades necesarias para la
obtencion definitiva de las constantes orbitales. Ademas este método permite una verificacion
directa del proceso.

Finalmente diremos que la adopciéon de p como incégnita simplifica considerablemente las
expresiones teoricas y el calculo mismo, disminuyendo la posibilidad de cometer errores.
Las observaciones proveen:

X + Xi = p, cos a; cosd;
Vi+ Y= p;sena; cosd, i=1,0,3)
zi + Zi = p,send;

Para llegar al sistema fundamental, comencemos por eliminar las distancias p; y ps, y ob-
tenemos:

x; + X; vi+ Y,
—————— —=: cotg 8, cos u;;
z; + Z, zy + Zy

—= cotg d; sen a; (Gg=13)

En la hipdtesis hecha de excentricidad unitaria, quedan cinco elementos para determinar.
Como los datos de observacion son seis, debemos eliminar una de las funciones de las coor-
denadas. Hemos elegido a tal efecto cotg d,.

En general esta condicién se impone a la segunda observacion. Pero el teorema referente a
in convergencia de las series de potencias, que se usan como soluciéon de las ecuaciones di-
rerenciales del movimiento, nos permite, dado ademas que se trata en los casos corrientes de
chservaciones separadas por intervalos pequefios de tiempo, tomar otra cualquiera a tal fin.

Desarrollando ahora las coordenadas heliocéntricas del cometa para los instantes t; v t;
csegun las series de potencias mencionadas, obtenemos:

f1yo+ 8 Yo+ Y1 =tga; (f; xy + g1 %o+ Xy)
f3x0 + 83 X+ Xy = C (f5 zo+ 8 zo + Zy)
fy yo + 83 Yo+ Ya= A (f; zo+ 83 Zy + Zy)
el subindice o, corresponde a la observacion intermedia; y ademas se ha puesto:
A = cotg d.. sen a; == cotg »; cos u.
Pero ademas tenemos:

Xo = Po ho — X,
Yo = py Mo — Yn
Zy = Py Vy— Zy

expresiones que reemplazamos en el sistema (5), de donde se deducen luego de simples trans-
formaciones:
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Xl—flxt) Y.l — fl YO tg o ;&() — Wg

yO —tgoy 3.(0 = tga; — + 1 Po
g1 g1 g1
. . Z., — f:; Zy X:; — f:; Xu C Vy — Ao
x, — C z, = C — -+ f:; Po
8: g s
; ) Z, —1;Z, Y, —1£, Y, A vy —1y
Yo— Az, - A — + 1 ~ Po
g g; 8x

Por simple eliminacion algebraica encontramos las expresiones deseadas para el sistema (3).

Para la resolucion numérica, ponemos primeramente f; = 1, g; =17;; y calculamos dos ta-
blas de valores de los polinomios que forman el sistema basico.

Buscamos luego el intervalo para el cual las diferencias entre f, y 4/g,* cambian de signo
lo que indica la existencia de una raiz.

Utilizamos después el método de la variacion de la distancia para obtener mediante las
(2), (3) y (4) un valor mas exacto para p,.

En las aproximaciones sucesivas introducimos los términos de segundo grado de las series f.

Corregidos los tiempos por aberracidn, si es necesario, se consideran los restos.

La ultima parte se reduce a calcular las constantes orbitales v las efemérides de verifica-
cion.

Daremos aqui, antes de finalizar esta exposicion, un resumen sobre algunas consideracio-
nes de caracter tedrico. [

Nuestra preocupacion ha sido buscar la manera como las circunstancias geométricas y di-
namicas se manifiestan en el problema de la multiplicidad de las soluciones, Lamentablemente
las expresiones obtenidas no permiten una interpretacion inmediata.

En primera aproximacion esta multiplicidad depende de las componentes de la velocidad
esférica en forma muy sensible, como también de las componentes de la velocidad de la Tierra
y de las coordenadas esféricas del cometa.

La férmula que expresa tal posibilidad es de tercer grado en p, si bien para un calculo pre.
liminar se puede recurrir a una expresién de segundo grado.

Hemos reproducido, salvo ligeras modificaciones, la discusion que ha sido dada por CH.
SMiLEY (On the Number of Solutions in Leuschner’s Direct Method of Determining Parabo-
lic Orbits, Lick Observatory Bull, 14, 10-14, 1927).

Hemos efectuado una aplicacion del método, utilizando observaciones relativas al cometa
Burnham, obtenidas de las “Announcement Cards” N® 1397 y 1401, del Harvard College Ob.-

servatory.

1958 T. U. a h
( I) Febrero 22.21283 5" 52m 24° 235 10° 08 24" 45
( 1I) 25.10317 5" 54™ 50° 505 11° 10" 26” 60
(III) 28.12624 o" 57™ 55% 905 12° 16’ 28” 65

Para verificacion se utilizé una cuarta observacion.
(IV) Febrero 25.04653 5t H4m 475 12 117 09" 13" 4

Los elementos obtenidos resultaron:
q == 1.324802 w = 16 46996

i = 15°84108 <. — 145° 57332 { ?5158 )
T = Abril 16.39908 T. U. 1958 \ '
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Los residuos obtenidos gon:

(1) (I1) (111) (Iv)
N a cos &  —0°00005 —0°00004 0°00004 —0°00036
AD 0700000 0°00001 0°00002 0°00030

Estos resultados coinciden practicamente con la 6rbita calculada por la doctora EL1zaBETH
RoeMER de la Flagstaff Station del U. S. Naval Observatory.

Las diferencias en los valores de los residuos, que son muy pequefias, deben atribuirse a
la propagacién de errores, pues si se calculan los residuos directamente a partir de las coorde-
nadas y componentes de la velocidad correspondientes a la fecha usada para la determinacién,
desaparecen las discrepancias.

La Plata, abril de 1960.
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SOBRE LA SOLUCION GENERAL DEL PROBLEMA DE LOS TRES CUERPOS

Por
R. P. Cesco *

SumMaRy. — On the general solution of the problem of three bodies. The differential equations of the problem of three
bodies can be written, in JaocoBIAN coordinates, as

Py =rQ, R"=A+7S

where R is the vector of position of the mass-point m; with respect to mo, P the vector of position of ms; = 1L — my — m. with
respect to the center of mass of moand mi, + = |X|, A is the vector of SUNDMAN Q and S are linear combinations of P and R,
with coefficients depending on the masses and the distance r, from m: to my_, (v = 0, 1), and dots and primes denote, res-
pectively, differentiations with respect to ¢ and to the regularization variable of Sunpman and LEvi-CiviTa t = f‘ dt/r, if mg
and m; are the two bodies which can participate in a binary collision at the finite date ¢ = ¢..

In a recent paper (Bull. Inst. Teor. Astr. 10, 713-731, 1958) G. A. MErRMAN has shown that if the angular momentum

vector C, the energy constant h, the masses and the initial values of p and P satisfy certain inequalities, the system of diffe-
rential equations of motion can be written in the form

y‘: = Pi(?/i); 1=1,2 ..., 22

where the yi, ¥, ... are specified functions of the coordinates and the velocities of the bodies m, and m,, and Pi(y;) is a
polynomial with constant coefficients in some of the variables y;, being Iy;\ = K for all values of &.

In virtue of another theorem of MERMAN this system has one and only one solution of the form

yi() = lim TP (), ¢ = lim 0,()

n—w n—w

where l'I(,f) and II, are also polynomials, such that
i~ |S e |—1L|S «

for all values of n satisfying the inequality

n> Mx(els — 1)/¢

where M and L depend on the coefficients, degrees, and number of factors of the terms of the polynomial P;(y;), and on the
numbers K and e.

It is the object of this communication to generalize the theorem of MERrRMAN, which implies that C = 0, A< 0, r = O(1)
and p—! = O(1), and to compare by a simple numerical example the uscfulness of MERMAN's method and Sunpman’s classical
series.

We have shown that the conclusions of MERMAN'S theorem are still valid if the following conditions arc satisfied:

For all values of L one has 1) I P {é x; 2) p/rZ = 1, C # 0 and 3)) 1/rS %3, 32) 7/ S w4 when C = 0, where the
constants x; depend only on the masses and the initial conditions. We remark that if C 0 the condition (3,) which MEgRg-
MAN shows to be consequence of (2) with x> 1 and p= ¢, as well as (32), is an immediate consequence of (2) with = 1, if,
a8 we suppose, m,> 0.

* Trabajo presentado a la Va Reunién de la Asociacion Astronémica Argentina realizada en San Juan en julio de 1962
y al Congreso Internacional de los Matem4ticos de Estocolmo en agosto de 1962. La presentacién de este resumen al Con-
greso ha sido posible gracias al subsidio acordado al autor por la Comisién de Investigacién Cientifica de la Provincia de Buenos
Aires.
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If these conditions are satisfied, we have, after introducing some new variables, such as

1 R
Y = ——( — 2(mo + ml)),

r r

yi =Qily), i = 1,2, ..., 34, with |y |< K for all , (Q: polynomials).
In particular, the order of this system reduces to fifth for a special planar isosceles problem of Fransén and Mac Millan,
in which C = 0, if the initial conditions are chosen such that A> 0.

A simple numerical example was calculated whith the Mercury computer of the Computing Center of the University of
Buenos Aires and with an IBM 1401 computer of a private concern. The first results obtained are shown in the following

table.

t & Y
T
1I I I 111 I II III
0 0 0 0 0 2 2 2
0.2 0.389956 0.5385 0.5385 0.5307 1.8550 1.8550 1.8613
0.4 0.730649 0.9597 0.9597 0.9538 1.5395 1.5396 1.5459
0.6 1.005243 1.2565 1.2565 1.2540 1.2108 1.2113 1.2000

Columns I contain the relative coordinates of the hyperbolic two-body problem: m, = 10~ % and m; = 1 —2.107° (mp = m
in the three-body problem) 7 =a v e2—1 sinh u; y = 2y = 2a(e — cosh u); nt = e sinhu — v
where

n2ad = 0.999999, a(?—1) =1 and na®vee—1 = 1.4143.

Columns II contain the values obtained by means of SuNDMAN’s scries, directly or by applying Borevl's integral method
of summability of divergent series, taking into account no more than 50 terms.

Columns III contain the results obtained with MErMAN’s polynomials, taking n = 50.

As it is well known, putting for a series Tu,

[+
0'((1) = 3 unln(a)

n=o0
where
1 a a
I.(a) = —— [ ettrdt = I,—i(a) +— (Lum1(a) — I.(a))
n!t [, - n
one has a regular transformation, i.¢, lim o(a) = s whenever the series Su, = s converges, because
a—
[se]
lim 7@ =1; =|L@) —1L.a0) <1, aZ0.
a— TNn=o0

If the scries Xu, diverges, but one has

o(a) » s as a —» o (sa finite number)

we can take sas the sum of Zu,, and the values of s(a) for some increasing values of @ as approximate values of its sum, ie,

iz 8

s(a,) =

ud (@) @ 2w, < o< el ax< ...
[7]

t
where the functions I,(«) have been previously tabulated for some values of «, say for a = 10, 15, 20,. ..

(This summary has been presented to the International Congress of Mathematicians, Stockholm, August 15-22, 1962).
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1. — Las ecuaciones diferenciales del problema de los tres cuerpos en coordenadas de JacoBr pueden escri-

birse en la forma
my + m,

P=Q R+——R=S8

ri3

donde R es el vector de posicién del punto-masa m, referido a una terna ortogonal z, y, z de origen en el punto-
masa My; P es ¢l vector de posicién del punto-masa m, = 1 — my— m, referido a otra terna ¢, 7, ¢ de ejes para-
lelos a los anteriores e igual orientacién, de origen en el baricentro de mg y my;

[Pl=p=~Ng+r+r [Rl=r=vz+pp+2

a a 1 1
Q=—(%+—QP+wmQT——QR
TO T Ty T

=T ae— o[ P—aRl, n=|P+ak)
my + my mo + my

Las integrales conocidas son

Moy mims Moz
+ +

1 : .
- P?) = + h
5 (kB + vP?) - N

uRXR+vPXP=C

doude u = agai(me + my), v = my(mg + m,), b es la constante de la energia y € es el vector momento angular.
SiC # 0y r = r, = min (r, ry,72) la variable independiente 7 —pseudo-tiempo— definida por la ecuacion
dt = rdr regulariza las ecuaciones diferenciales del movimiento en el caso de colisiones binarias entre my y m,.

/t dt
— =7
¢ T

o

La integral

converge y las ecuaciones diferenciales (1) y sus integrales (2) toman la forma

: r! mo + m
() = 1Q; R = — R'— =" ——R 473 3)

7

)

Moy N myme n MoMa + )

1 .
P (uR'? 4 vripP?) = r‘z(

r 7o I

uRXR +wPXP=rC

donde el punto sigue indicando derivacién respecto de ¢t y los acentos significan derivaciones respecto de 7.
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2. — En un trabajo reciente de mecédnica celeste el matemdatico y astrénomo ruso MerMAN [1] ha demos-
trado el siguiente teorema:

St en el problema de los tres cuerpos las condiciones iniciales verifican la desigualdad
(1) — h C? 2 cik?

o las desigualdades

_ 2 2 — csk
(id) h C?2> ck?,  p(0)> N

donde k> 1 y ¢, ¢s y ¢3 son constantes que dependen solamente de las masas y de las condiciones iniciales, las
coordenadas de los tres cuerpos y el tiempo pueden expresarse como sucestones de polinomios de T convergentes para
todo valor real del pseudotiempo.

Cabe sefialar que si se verifica la desigualdad (i) o las (ii) se tiene también, en virtud de otro teorema de
MEeRMAN (2],

ch4, 'Zle>1, lP‘§C5
r

para todo valor real de t, donde las constantes ¢4 y cs sélo dependen, como las c; anteriores, de las masas y de las
condictones tniciales.

3. — En esta nota nos proponemos, en primer lugar, generalizar el teorema de MERMAN sin exigir que las
masas y las condiciones iniciales verifiquen las condiciones (i) o (ii), las cuales implican por una parte que sean
h<0,k> 1y C # 0,y por otra que esté acotada superiormente la distancia r de m; a m, e inferiormente con
cota positiva la distancia p de m; al baricentrq de mo y mi; y en segundo lugar, aplicar a un sencillo ejemplo
esta interesante teoria.

Vale, pues, mis simple y generalmente, el siguiente

TEOREMA. Si en el problema de los tres cuerpos se tiene para todo valor real de t: | P | £ x1 y se verifica la
desigualdad

(D) P s>l siC=o0,

r

o las desigualdades

1< r
= X Y —
r, = YT

(1I)

S xy (v =0,1), cuando C = 0, (v const.}

las coordenadas de los tres cuerpos y el tiempo pueden desarrollarse en series de polinomios convergentes para todo
valor real de la variable independiente 7

Ante todo observemos que si €' 5 0 la primera de las condiciones (11), cuya verificacion es para MEeg-
MAN consecuencia de la (I) con »x, = k> 1y de p 2¢y, es, como la segunda de las (II), simple consecuencia

1] Bull. Inst. Astr. Teor. de Leningrado, 10, 713-731, (1958).
[2] Ibid., 0, 687-712, (1958).
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de la (I), con »; =1, si, como suponemos, todas las masas son distintas de cero. En efecto, el perimetro del
triAngulo determinado por los tres puntos-masa satisface, si C 5 0, la desigualdad
7‘+7‘0+7'1> J(5>0
para todo valor de ¢, donde la constante »; s6lo depende de las masas y de las condiciones iniciales, en vir-
tud de uno de los teoremas de Sunpman. (Cf. por cjemplo, SiEGEL [3], pag. 50).
Es pues

r r 5 T r -
Dl —4+, By — 42 (5)

To To To T T ry

Pero de las desigualdades (del tridngulo) 7 + ar =p y r1 + agr = p sigue, por ser

< l, a; < 1, _Zl 2’52 >1
r

To -1 71 —1 . -1 .
— 2 —ay Zxg >0, — Zxus—ayg Zxg Sl xg = min (o — a) (6)
r r v=0,1

Pero también podemos eseribir 7, £ ro + r y 70 < 1, + 7 y por tanto, teniendo en cuenta las (6),

1 To
— = 14+x, — =1+ x
To T

Y finalmente, substituyendo en (5) se obtiene

1 2 1 2
— < — (1 Fu) =05, — < — (1 + %) = x;

To e, 1 X’y

4. — Como aplicacién de nuestro teorema consideraremos a continuacién el siguiente caso isosceles plano
de FrANSEN-Mac MiLLaN [4], en el cual es siempre C' = 0.

Sean (£, 74) las coordenadas baricéntricas de los puntos-masamg = my = yym, = 1 — 2uyseanparat = 0:
b=b=0,nm=—m=1;6£=0n=0
éo= é1=v>0; 7}0=—7}1=O; £2=w<0 7}2=0
las coordenadas y las componentes de las velocidades.

Las ecuaciones diferenciales de movimiento se reducen ahora a las siguientes

. g . No M o o 3 -
fo=——im=—(0—2 - — 7, &= (h—&+m (™)
o’ '3 470
2u : . :
vyaque L =&, no=—m, =0y & =— T— 2. £, en virtud de las integrales del baricentro.
— 2u

[3] SieGeL, CarL L., Vorlesungen ueber Himmelsmechanik, Springer, 1956.

[4] FranskN, A. ., Ofversigt af Kongl. Vetenshaps-Akademiens Forhanlingar, 52, p. 783, 1895. Cf.: Wilezynski, E. J. Annali
di Matematica XXI, p. 1, 1913.



10 R. P. Cesco: Sobre la Solucion General del Problema de los Tres Cuérpos

La integral de la energia toma la forma

1, -, 20—2y H h
£+ mo = + +—
1 —o2u 7 0 20 u ®
donde supondremos
h 2
LY R ou—20>0

El momento de inercia del sistema en un instante ¢ estd dado por

L= 2+ m) + —— g = (L + nﬁ) (9)
’ o 1—2u 1— 2u

de donde

f=4#(TE‘O‘§2£—+770 770)
— 2u

. (2 . 1 . .
1 = 4;4(1—_50—2#- + n§+_1‘__27$050+7)0 no)

y en virtud de (7) y (8)
. . "
I =2u\———+4 7 ) +2k> 0 para todo ¢
1— 24

Es pues  funcién convexa para todo ¢ y por ser I (0) = 0, tiene I para t = 0 el minimo absoluto I(0) = 2u

siendo
It)>2u e I(t) 20 para todo t 20 (10)

Pero de (9) sigue, por ser 1 —2u< 1

2

g :
I<2y| —mM— = 2up?
“( (1 — 2.)? +"°> He
® Sea
R (CRN (ON
2 2u

y por tanto

1
— <1
p
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La funcién &(t) es positiva: creciente para t< 0 ya que £0> 0 para ¢< 0 y decreciente para t> 0. Si
fuese &(ti) = 0 para cierto t; > 0 se tendria

p(t)p (t) = mo(t)me(t) £ 0

puesto que en (0,4) es 70 =0y 7no(t) < 0 ya que por (7) es 7)< 0y 7Y = 0. Pero de (10) sigue que
la derivada de la funcién

1 2 2 2u 2 I
2 = —— = — —+— —_—
p (1— 2u)? £ + 7o 1— 2u)? &0 2
es decir
. ] 4u .
20p = — + & o

2u (1 — 2u)?
() S £(0)

es mayor que cero para ¢ = {; > 0 contra la hipétesis y andlogamente para un {; < 0. Es pues 0< £o
y por tanto | & | < v para todo ¢.

Poniendo ahora 1
=92 - b=
y m y &= t—£& — £o
: mo Y My Tes-
son y y £ las coordenadas de JacoB1 de my respecto de m,, y de ma respecto del baricentro de
pectivamente. Se tiene entonces
: . 1 . v
Pl = = — S — =; p(0) = £E0) =0
|Pl=1¢] oy b= T = 20 = KO)
1 1 :
R O L AP I AU R,
To r P Ty A1 P p
y la integral de la energia toma la forma
. 81 —2 4 4h ]
4(1—2u)£2+y2=_(___.‘i)_+_+_ (81)
p y o ou
5. — De la integral (2) se obtiene
1 . . mm mym
5 GrRe Py =g (T2 T )
2 To r
de donde
: 2 mym mem v
rR* — 2(mo + my) :——7~< 2 -+ = —{—h>—__rpe (82)
u Ty B! u

jmposible una

Si € # 0 o si, en caso de ser €' = ( se verifica la primera de las desigualdades II, es
si 7 — 0 para

colisién simultdnea de los tres cuerpos. En el caso de una colisién binaria entre mg, y m;, o sea
t — t. (finito), sigue de (8), si P(¢) = O (1)
lim rR? = 2(my + my)

t— bt
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Es facil ver que atin en este caso en que € = 0 converge la integral (2;) que define el pseudo tiempo.

Sigue en efecto de (2)

1 1 : . 2mm 2mem

L (,,Rz fypr— 2 T ——2h)

r ngm, To ™1
luego

t 1 m t
r= _dg=—————/ Rt + O (1) para t— .
J r 2mgm,

Pero

SRdt = S*RdAR = R.R/*— S'R.R dt

y puesto que en virtud de (10) se tiene
|RR!< |R|?|R|]2P=1rR*=0 (1) para t—t¢,
resulta

t »e
T=_——”——/ RRdt 4+ O (1) para t— 1,

2mgema
Pero en virtud de (1) se tiene
. dt
SRRt = — (m+m)) f‘T + 0 (1)

luego - sigue
r=0() para ¢t — ¢, c.q.d.

6. — Demostracién del teorema. Introduciendo la variable independiente 7, se tiene, en virtud de (8:)

L(R ~2(m0+m1)>=3(mlm2 + mems +h>——LP2 (11)
r

r M To (A1 M

M « e , 4 .
Si se cumplen las condiciones del teorema estdn uniformemente acotadas para todo ¢ las funciones escalares

1 1 r T

l (4 Ri2
:'/o=—Q —2(mo+m1)>;yl=——;y2= SYs = T =Yy = —— = yor (12)
r r To ™ To T
y las funciones vectoriales
Yi=yR; Yo=wR; Y:=yP i Ye=uyP (13)
Ya que
re + air

ry + aor
=14+ ays; |Y4|=y210§—1,—0~—=1-i—a;0y4

Ty (81

(Yil=pes | Vel =p; |Vl =yps

Pero d¢ 1y primera de las (12) se obtiene

R'? = r2yy + 2(mg + m))r (12)



OBSERVATORIO ASTRONOMICO DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA 13

luego también estdn uniformemente acotadas para todo ¢ las funciones escalares

r’ r

Y= — = ;Y= — = thr’ (14)
To T

ya que aplicando la desigualdad de ScHwARrz resulta

(15.15, + yyl + 22’ )2
r

r'? =

<l |+ ly [+ 12122302+ y2 427 = 3R

y teniendo en cuenta (12;)
ys + ye = 3(1 + ¥3) R = 3ys(ys + y1) + 60mo 4+ ma) (yays + yays)
Asimismo estdn uniformemente acotadas para todo ¢ las funciones vectoriales
Ys =yR , Y¢= R (15)
puesto que

Y+ Yo =i+ ) R = yolys + y2) + 20mo + mi) (y1ys + yays)

Si indicamos ahora con 4 el vector de SUNDMAN:

A = T R’—MR (16)
r r

también estdn uniformemente acotadas para todo ¢ las funciones vectoriales

Yi=yd Ys = 124 (16y)
ya que
. T (R R
Y7+ Y5 = (i + y2) [T( . — 2(mo + m1)> + (my + my)? . ]
= (Y + y2) ("0 + (mo + m1)?)
< 3ya(yr + y2) R 4 (mo + m0)® = 3ya(ys + yi) + 6yelyys + yays) + o+ my)?
Se tiene, en virtud de las expresiones (12), (13), ..., (16)

Q = — (aiVs + aws Vo) + aai(yiY1 — yaVs)
S = myyiVs — ys¥e) — malaryi V1 + agysYs)

luego las ecuaciones diferenciales (3) del problema de los tres cuerpos toman la forma que sigue

dp -
P = — (aoy1y3Y3 + a1y2y4Y4) + aoal<UlU3Y1 — Y2Y4 Ys) (17)
r
De la 1* de las (12) resulta
, r 1 / 2R'R"” R®
Yo = — Yo + — — r
r r r r

o 4
=——yp+— + 28 —— R
r r r r

r’ R [ 2r R — 2(mo + my) R r’ ) = 2R'S
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y por tanto

dyo
dr

= 2ma(y Ys¥s — 12¥, V) — 2ma(aunVs Vs + agaV2Ve) (18)

obteniéndose ademds, después de sencillos cédleulos

b 7’07‘(') _ (P_GIR) (Pl —_ Cl1R,) 3 .
Yy = — . = _‘—7—~——— = — (P —a,R) rP— a,R’)

ya que
re = (P—aR)?, P =rpP
y en virtud de las (13) y (12) sigue
dyl

— =~ nli—al) @GP —ayy) (19)

Anédlogamente sigue de la 3a. de las (12) teniendo en cuenta que
= (P + aR)*:
dyz

_d;— = — (Y + oY) (?J-IP + aoYs) (20)

De la 4a. de las (12) se obtiene ahora, teniendo en cuenta las (19), (20) y (14)
d’ya
dr

4.

= ys — ys(Ys — ar.¥1) (43P — a, V) (21)

y andlogamente resulta, partiendo de la 5a.’de las (12)

dy4
dr

= ys — Yu(Vi + aYs) (1P + ayYs)

Por derivacién de (14) y de 7% = x? 4+ y* + 2* sigue
ys = i’ + yr”’
Rl2 R R// 1‘,2
r = + — —— =7Triyo+ my + m, + rRS

r r r

en virtud de (3).
Reemplazando en y; y teniendo en cuenta (19) se obtiene

d
a'y‘5 = (mo + m) + yoys + Mmays(NY1 Y s — 1V ¥V, — 0 V2 — aoye VD)
T
T Uﬁ(ya - alYl) (y;;P — Yf,) (23)
y anilogamente
d]/s

d—” = (mg + mi)ye + yoys + n12y4(y1Y1}’3 — Y Y, — al.l/lY:l: — aoyzYﬁ)

a

_ UG(Y4 + ang) (y4lj + QO)'G)
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Derivando la la. de las (13) resulta
Yi = nR + pkR'
y en virtud de (19), (13) y (15)

dY, .

Ir = Y;— Yi(Y;—a,Yy) (UaP — a1Ys)
y andlogamente

dY, .

R = Ye¢— Yo(Ys + aoYs) (WuP + aoYs)

Derivando la 3a. de las (13) se obtiene
Yy = y{P + yer

y en virtud de (12), (19) y (13) sigue

dY . .
, P o P — YVa(Vs— a V) (1P — ay¥s)
-
y andlogamente
dY . .
d == ysP — Y (Y4 + aY2) (3P + acYe)
»

Derivando la la. de las (15) y teniendo en cuenta (3) y (16) resulta
Ys = ;mR' + yR” = yiR' + (4 4 r28)
de donde sigue, en virtud de (19) y (15)

dY
J = Y: 4+ mzya(%yaya — !/2!/4Y4 — alylysyl — QoY2lYs Yz)
T
— Ys(Y3—aiY) (!/3P — aYs)
y andlogamente
dYﬁ i
d = Vs + mzy4(y1ys YVy— Y24 Yi— ailyrys Y, — aoyzyd 2)
-

— Ye(Yi + aoY?) (!/4P + aoYs)

Finalmente, derivando la la. de las (16,) se obtiene
Y'; = yfA + ylA'

Pero
71 ’ 22 +m m +m ) 1o
A’=L—R'+L(A + 128) — rz R,——"E—'_IR’+——07—I‘I'R
r r r r r

!

R
= (ryo + mo + my + 2rRS — mo — my) = gk + 2r’S

15

(235)

(26)

(27)

(29)

(30)
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Reemplazando ahora en Y; sigue, en virtud de (19)

dY
d "= yo¥'s + 2man(Uays¥'s — YaysYs — aryays Vi — aoyays Ys)

T

— Y:(Y;—aYy) (Uap — a;Ys) (31)
y andlogamente

dYs
e Yo¥e + 2may(yaysYs — yays Y o— aryayys Yy — aoysiys Ys)

.

— Ys(Yy + aoV2) (1sP + ayYs) (32)

Se obtienc asi un sistema de 34 ccuaciones diferenciales de primer orden con siete funciones escalares
(ccuaciones (18), (19), (20), (21), (22), (23) y (24)) y nueve funciones vectoriales (ecuaciones (17), (25),
(26), (27), (28), ..., (32)) incognitas, cuyos segundos miembros son polinomios enteros con coeficientes cons-
tantes cn algunas de dichas variables, todas las cuales estdn uniformemente acotadas para todo valor de ¢
y por tanto de 7. Dicho sistema admite, en virtud del teorcma 5 de MErmMaN ([1]), loc. c. pag. 723) una
soluciéon de la forma

yi(r) = lim T (), t = lim I1,(r)
siendo y;=y;, €=0,1,...,6) eyi=Yiy, =17,8,...,15), Yy = P, donde Hﬁf) y II, son polinomios
tales que

|y — 0P | e, |t—TI,

< er

pata todo n que satisfaga la desigualdad
n> Zl[‘r(el'T — 1)/

o

donde M y L dependen de los coeficientes, grados y nimero de factores de los términos de los segundos
miembros del sistema, de ¢ y de la cota maxima de las funciones ! Yi [

7. — Volvamos ahora al ¢jemplo del parrafo 4 tomando p = 1076, Se ticne cn este caso ¢y = @y = 1/2,

v y2 v T - - . . . .
e =7T1=p= ‘/Ez + g T =Y R = yj; P = g siendo ¢ y j vectores unitarios ortogonales de igual direc-

¢ion y sentido que los ejes 0 y 0y. Las condiciones iniciales son

1
y(0) = 2n(0) = 2;  £0) = m; £0) =0

y tomando
£0) = ! £(0) = 1.4143
B 1— 2u ’ .
sigue
RO) =2/  P0) = 1.4143;
Ils pues

1 /oyt - -
Yo —( — 410~6) )/1 = YY) = Yg = U3J

y
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1
Yo = Yo = —
p
)
Ys = Ys = — =Y
P
y' ,
Ys = Ysg = = Ny
p

DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA PLATA

Y3 = '!llfj= Y,

Ys =y’ =Ys =ysj

Yi= nd = !/1(

El sistema anterior se reduce pues al siguiente

dpP
I = — ysYs
dyo
= — 1.999996 i, Y,Y;
dr

dr

dys

dr

dYs
dr

dY
dr

2

Y

Y

dy, | . 1
dr Z—!/l(ys—g‘ yl) (;UBP*‘?}5)
dy: 1

1 1
2.10—6!/1 + Yolfs — 0999998‘{/1!/.3}/“12 — Us (Y3 - ? Y 1) (USP - ? Y5>

dy 1 : 1
dTI _ }75 . Yl (Y3 — —2— Yl) (f/gP - _é_ Y5>

dY ) 1 . 1
de = y;:P—Y; (Ys — —2‘ Yl) (!/sp - ‘2“ Y5)

\ 1 S I
= Y7 - 0.999998!]1;’/5Y1 - Y5 (Yg ”“2— Y1> (ygl)-——z— Y 5)

1 : 1
= Vs — 1.999996yy3ys Y1 — Y+ (Ys — "2‘ Yl) (ZISP — _2“ Ys)

— 210“6)]— = Ys

17

o sea un sistema de 19 ecuaciones de primer orden con cuatro funciones escalares y cinco funciones vectoria-

les incdgnitas. Pero por ser

Y1=!/3]T, Ys:'JsJT, Y: =

y puesto que de (8:) sigue

2

7.999998
+

(yoys + 2.10=8y,);

0.000004

. 1
3.099992 P + — y

e

p

Y

+ 4.10%h
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de donde

1 :
7 = w = 0.5 P? 4 0.12500025 3, — 0.000121995

0 sca que si cambiamos
P por y, Yo POr s Ys POY U4 ¢ Y3 por ys

el sistema mencionado recién se reduce, con este valor de w, al sistema siguicnte de s6lo cinco ecuaciones
de primer orden

dyl
dr = YlYs w
dy2
—— = — 1.999996 y;y, w
dr
dy3 l ye + 1
= Uy— Yl —
dr Y4 s\ Y1Ys 4 Y
dy4 1 3
ar = YoYys — YsYa\ thys + T ys ) + (2.1076 — 0.999998 ;) w
dys 1
= YiYs — Ysys \ Y1ys + — Y4
dr 4

.y . : 1
donde ahora y: ¢ y; indican los componentes de P y de Yj respectivamente, y = &, ¥ = — § = wf.
P

8. — Este ejemplo, con las condiciones iniciales

y1(0) = 1.4143;  1:(0) = —2.107%;  y3(0) = 2; y4(0) = 0; ys(0) =0

ha sido calculado por ¢l método de MErMAN (tomando n = 50) para valores particulares der (r = 0 (0.2) 1)
por las cldsicas series de SUNDMAN y por las férmulas del problema de los dos cuerpos (es deeir, prescin-
diendo de las perturbaciones de una de las pequefias masas), mediante la Computadora Mereury de la
Facultad de Ciencias de Buenos Aires y de una IBM 1401 del IBM Serviee Bureau. Los primeros resul-,
tados muestran un acucerdo bastante satisfactorio si las series de Sunpman —las cuales son en este caso
lentamente convergentes o aun divergentes— se suman por el siguiente método lincal (Método de la inte-
gral de BoRreL):

Dada la serie numérica Y u,, pongamos
o(@) =D u.d.(a) (A)
donde

. 1 e
I1.(a) = —'/ e—ttndt = 1,—(a) + _)a_ (I,—i(a) — I.(a))

n. o 3
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La transformacién (A) es regular, cs decir lim ¢(a) = s cada vez que la serie D_u, = s converge, ya

a— @

que como es sabido y facil comprobar se verifican las condiciones

lim 7I,(a) =1 ;il]n(a)—1n+1(a) l< 1,a2>20

a— © ns=s90

Si la serie D_u, diverge pero ¢(a) — s para a —® podemos tomar s como suma de dicha serie y los
valores de o(a) para cierta sucesién creciente de valores de a como sus valores aproximados, es decir

a(ay) =2 undn(ay) & Dty 0< 1< < as< ...

n=0

donde las funciones I.(a) han sido previamente tabuladas. La tabla II constituye un esquema de dicha
tabulacién. * He aqui dos aplicaciones:

a) Sea la serie lentamente convergente

1

{ 1+1 N
=l——+—= ... F——" F
3 5 2n +1

™
4

™ . . f 2Vl » .
Para obtener con ésta el valor de y con diez cifras exactas es preciso que el dltimo término que se

deje de considerar sea < 1010 y por tanto se deberdn tomar en cuenta mas de 5.10° términos.

Aplicando sin embargo nuestra tabla con a = 20 y considerando solamente 26 términos se obtiene

—:— = (.78539 81633 con todas las cifras exactas.

b) En el problema particular de los tres cuerpos que nos interesa las coordenadas £, y estin dadas por
los siguientes desarrollos (SUNDMAN):

E = aT — a313 + (I5T5 —_—... = Z (—— l)y (12v+1L2v+1 y Qovii > O
Yy = bg— bar? 4+ byt — . .. =E (— 1)bovt® | bev> 0

En la tabla I figuran los cocficientes obtenidos y en la cuarta columna los términos de la serie

@©

E (— 1)’agy4172"*! para 7 = 0.8. En las columnas quinta y sexta hemos incluido los términos de las series

y=0
transformadas mediante la tabla II con a = 10, 11. Las sumas de estas ultimas series nos da los valores

aproximados £ (0.8) = 1.4624 y £ (0.8) = 1.4€25, siendo 1.4¢24 5466 cl valor que se obtiene con las férmulas
del movimiento hiperbdlico.

* Deseo expresar mi agradecimiento al profesor Dr. Jacobo Gordon por la programacién y cdlculo de esta tabla y de los coefi-
cientes de Sundman,
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TABLA 1

9
Ay 41 2Ty, 1y

.._.
SCOWNIS Ut W~

I gy —
Ha O b~

[a—
<

Do = =
(e BNN0 BN ey

[\ Nl Nl ]
W 0D —

T

N}
<

v+ 1
@2y 41 by O+ 1 (0:8) t=0.8 a=10 t=0,8 a=11

2.8286 2. 2.2628 800 2.2617 499 2.2624 265
3.7714 633 3.9999 929 1.9309 892 1.9110 304 1.9214 967
1.0561 204,1 1.0667 619,1 3.4606 953 3.2285 312 3.3308 507
3.8657 981,1 3.6986 048,1 8.1071 662 6.3218 008 6.9462 886
1.6158 651,2 1.4918 586,2 2.1687 774,1 1.1756 298,1 1.4302 856,1
7.3061 259,2 6.5867 055,2 6.2759 144,1 1.9030 069,1 2.6404 858,1
3.4793 910,3 3.0845 254,3 1.9128 154,2 2.5925 454,1 4.1834 961,1
1.7191 4844 1.5052 248,4 6.0487 157,2 2.9481 684,1 5.6013 471,1
8.7310 152,4 7.5719 4574 1.9660 498,3 2.8070 499,1 6.3288 170,1
4.5297 289,5 3.8988 333,5 6.5280 273,3 2.2550 039,1 6.0641 835,1
2.3903 711,6 2.0448 841,6 2.2047 282,4 1.5425 392,1 4.9648 816,1
1.2790 520,7 1.0886 631,7 7.5501 902,4 9.0694 511 3.5021 982,1
6.9235 316,7 5.8679 468,7 2.6156 363,5 4.6245 162 2.1461 377,1
3.7844 733,8 3.1958 779,8 9.1502 948,5 2.0620 501 1.1515 158,1
2.0859 954,9 1.7560 675,9 3.2279 2146 0.8101 925 5.4494 311

§ 1.1581 410,10 9.7231 692,9 1.1469 673,7 0.2824 516 2.2899 026
6.4707 915,10 5.4195 810,10 4.1013 514,7 0.0879 248 0.8596 924
3.6355 902,11 3.0385 330,11 1.4747 706,8 0.0245 801 0.2899 828
2.0527 814,12 1.7124 254,12 5.3293 243,8 0.0062 034 0.0883 363
1.1€42 198,13 9.6954 597,12 1.9343 919,9 0.0014 201 0.0244 171
6.6291 503,13 5.5122 277,13 7.0493 191,9 0.0002 962 0.0061 506
3.7883 024,14 3.1456 605,14 2.5781 860,10 0.0000 565 0.0014 175
2.1719 663,15 1.8012 442,15 9.4602 381,10 0.0000 099 0.0003 000
1.2489 955,16 1.0346 122,16 .3.4816 874,11 0.0000 016 0.0000 585
7.2020 597,16 5.9595 566,16 1.2848 907,12 0.0000 002 0.0000 106
4.1633 839,17 3.4417 452,17 4.7537 441,12 0.0000 018
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TABLA 11

n I. (5) n I, (6)
0 0,99326 20530 00914 53290 0 0,99752 12478 23333 64158
1 0,95957 23180 05487 19742 1 0,98264 87347 63335 49104
2 0,87534 79805 16918 85871 2 0,93803 11955 83341 03942
3 0,73497 40847 02638 29420 3 0,84879 61172 23352 13619
4 0,55950 67149 34787 58856 4 0,71494 34996 83368 78135
5 0,38403 93451 66936 88292 5 0,55432 03586 35388 75554
6 0,23781 65370 27061 29488 6 0,39369 72175 87408 72972
7 0,13337 16740 70007 30343 7 0,25602 02395 4€282 99331
8 0,06809 36347 21848 55877 8 0,15276 25060 15438 69100
9 0,03182 80573 06204 81174 9 0,08392 40169 94875 82280
10 0,0136Y 52685 98382 93822 10 0,04262 09235 82538 10187
11 0,00545 30919 13009 35935 11 0,02009 19635 39444 79955
12 0,00201 88516 27437 03482 12 0,00882 74835 17898 14839
13 0,000¢9 79899 79139 98692 13 0,00362 84927 38722 77093
14 0,00022 62536 76176 75553 14 0,00140 03538 33361 89488
15 0,00006 90082 41855 67840 15 0,00050 90982 71217 54446
16 0,00001 98690 43630 34180 16 0,00017 48774 35413 41305
17 0,00000 54163 382R9 94868 17 0,00005 69171 40423 71961
18 0,00000 14016 97892 06170 18 0,00001 75970 42093 82180
19 0,00000 03452 13582 09145 19 0,00000 51801 68937 01196
20 0,00000 00810 92504 59888 20 0,00000 14551 06989 96901
21 0,00000 00182 06533 76732 21 0,00000 03908 03576 52817
13 0,00000 00039 14267 66924 22 0,00000 01005 39009 22612
23 0,00000 00008 07253 30009 23 0,00000 00248 17817 75602
24 0,00000 00001 59958 63985 24 0,00000 00058 87519 88850
25 0,00000 00000 30499 70780 25 0,00000 00013 44248 40029
26 0,00000 00000 05603 75933 26 0,00000 00002 93801 13378
27 0,00000 00000 00993 39850 27 0,00000 00000 62812 85233
28 0,00000 00000 00170 11978 28 0,00000 00000 12886 79202
29 0,00000 00000 00038 17518 29 0,00000 00000 02557 26231
30 0,00000 00000 00004 51774 30 0,00000 00000 00491 35636
31 0,00000 00000 00000 70203 31 0,00000 00000 00091 503¢0
32 0,00000 00000 00000 10582 32 0,00000 00000 00016 53121
33 0,00000 00000 00000 01549 33 0,00000 00000 03002 8998¢
34 0,00000 00000 00000 00220 34 0,00000 00000 00000 49433
35 0,00000 00000 00000 00030 35 0,00000 00000 00000 08195
36 0,00000 00000 00000 00004 36 0,00000 00000 00000 01322
37 0,00000 00000 00000 00001 37 0,00000 00000 00000 00208
38 0,00000 00000 00000 00032
39 0,00000 00000 00000 00005
10 0,00000 00000 00000 00001
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n I, (7) n I, (8)

0 0,99908 81180 34445 48379 0 0,999€6 45373 72097 48816

1 0,99270 49442 75563 87034 1 0,99698 08363 48877 39345

2 0,97036 38361 19478 22324 2 0,98624 €0322 55997 01461

3 0,91823 45837 55278 38002 3 0,95761 98880 08316 00436
4 0,82700 83921 17928 65437 4 0,90036 75995 12953 98387

5 0,69929 17238 25639 03847 5 0,80876 39379 20374 75108

6 0,55028 89441 51301 15326 6 0,68662 57224 63602 44070

7 0,40128 61644 76963 26804 7 0,564703 91905 13005 51455

8 0,27090 87322 (1917 61848 8 0,40745 26585 62408 58839

9 0,16950 40627 61326 55771 9 0,28337 57412 72989 09848
10 0,09852 07941 10912 81517 10 0,18411 42074 41453 50655
11 0,05334 96231 51558 61537 11 0,11192 40010 18518 53060
12 0,02699 97734 252¢8 66549 12 0,06379 71967 36561 87997
13 0,01281 13928 03420 23093 13 0,03418 07017 93819 32573
14 0,00571 72024 92496 01366 14 0,01725 69903 97966 - 43760
15 0,00240 65803 47398 04560 15 0,00823 10109 86844 89726
16 0,00095 81831 58917 68457 16 0,00371 80212 81284 12709
17 0,00036 17843 16602 24179 17 0,00159 42614 19843 7646¢
18 0,00012 98514 33479 56960 18 0,00065 03681 48092 49247
19 0,00004 44024 76539 63774 19 0,00025 29394 02091 95681
20 0,00001 44953 41610 66159 20 0,00009 39679 03A91 74254
21 0,00000 45262 96634 33621 21 0,00003 34073 32872 61330
22 0,00000 13543 27778 23268 22 0,00001 13853 07120 20266
23 0,00000 03889 45952 46204 23 0,00000 37254 72075 88592
24 0,00000 01073 76253 27893 24 0,00000 11721 93727 78034
25 0,00000 00285 36737 50766, 25 0,00000 03551 44656 38656
26 0,00000 00073 10714 03078 26 0,00000 01037 44942 11154
27 0,00000 00018 07670 90715 27 0,00000 00292 56137 88191
28 0,00000 00004 31910 12624 28 0,00000 00079 73622 38773
29 0,00000 00000 99829 93774 29 0,00000 00021 02583 3071
30 0,00000 00000 22344 56043 30 0,00000 00005 36973 29551
31 0,00000 00000 04847 86233 31 0,00000 00001 32944 82191
32 0,00000 00000 01020 45962 32 0,00000 00000 31937 70351
33 0,00000 00000 00208 58631 33 0,00000 00000 07451 12935
34 0,00000 00000 00041 43593 34 0,00000 00000 01689 58249
35 0,00000 00000 00008 00585 35 0,00000 00000 00372 65749
36 0,00000 00000 00001 50556 36 0,00000 00000 00080 00750
37 0,00000 00000 00000 27577 37 0,00000 00000 00016 73182
38 0,00000 00000 00000 04923 38 0,00000 00000 00003 41062
39 0,00000 00000 00000 00857 39 0,00000 00000 00000 67807
40 0,00000 00000 00000 00146 40 0,00000 00000 00000 13156
41 0,00000 00000 00000 00024 41 0,00000 00000 00000 02493
42 0,00000 00000 00000 0000 42 0,00000 00000 00000 00461
43 0,00000 00005 00000 00001 43 0,00000 00000 00000 00083
44 0,00000 00000 00000 00015
15 0,00000 03000 00000 00003
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n I. (9) n I. (10)
0 0,99987 65901 95913 32045 0 0,99995 46000 70237 51515
1 0,99876 59019 59133 20451 1 0,99950 06007 72612 66663
2 0,99376 78048 93622 68275 2 0,99723 06042 84488 12106
3 0,97877 35136 97091 11749 3 0,98966 39493 24074 28213
4 0,94503 63585 04895 09564 4 0,97074 73119 23038 92733
5 0,88430 94791 58942 25632 5 0,93291 40371 20968 21771
6 0,79321 91601 40012 99734 6 0,86985 85791 17517 03503
7 0,67610 30356 87103 95009 7 0,77977 93533 98301 05976
8 0,54434 73956 77581 27192 8 0,66718 03212 49281 09067
9 0,41259 17556 68058 59376 9 0,54207 02855 28147 79169
10 0,29401 16796 59488 18341 10 0,41696 02498 07014 49270
11 0,19699 17174 70657 84767 11 0,30322 38536 96893 31181
12 0,12422 65708 29035 09586 12 0,20844 35236 05125 66106
13 0,07385 07693 07911 65230 13 0,13553 55773 80689 00664
14 0,04146 63254 72903 72430 14 0,08345 84729 34662 82491
15 0,02203 56591 71898 96750 15 0,04874 04033 03978 70376
16 0,01110 59093 77583 79180 16 0,02704 16097 84801 12804
17 0,00531 95712 51181 63996 17 0,01427 76135 97049 61291
18 0,00242 64021 87980 56404 18 0,00718 635046 03854 32673
19 0,00105 59536 84359 00176 19 0,00345 43419 758356 80768
20 0,00043 92518 57729 29874 20 0,00158 82606 61858 04816
21 0,00017 49510 74887 99744 21 0,00069 96505 12334 82934
22 0,00006 68280 27362 01055 22 0,00029 57368 08006 09351
23 0,00002 45190 08764 88524 23 0,00012 01221 53950 12141
24 0,00000 86531 26790 96325 24 0,00004 69493 81426 79971
25 0,00000 29414 09280 35133 25 0,00001 76802 72417 47102
26 0,00000 09642 76295 90875 26 0,00000 64229 22798 49843
27 0,00000 03052 31967 76122 27 0,00000 22335 34050 73083
28 0,00000 00933 96290 85666 28 0,00000 07644+ 66640 81383
29 0,00000 00276 54184 23110 29 0,00000 02509 95120 15279
30 0,00000 00079 31552 24344 30 0,00000 00798 37946 359911
31 0,00000 00022 05626 82766 31 0,00000 00246 25955 13018
32 0,00000 00005 95210 30448 32 0,00000 00073 72207 79614
33 0,00000 00001 56005 79815 33 0,00000 00021 43799 51310
34 0,00000 00000 39745 78177 34 0,00000 00006 06032 37103
35 0,00000 00000 09850 34899 35 0,00000 00001 66670 33044
36 0,00000 {0000 02376 49079 36 0,00000 00000 44625 31916
37 0,00000 00000 00558 52529 37 0,00000 00000 11640 18098
38 0,00000 00000 00127 95451 38 0,00000 00000 02959 88146
39 0,00000 00000 00028 59202 39 0,00000 00000 00734 16363
40 0,00000 00000 00006 23546 10 0,00000 00000 00177 73417
41 0,00000 00000 00001 32792 11 0,00000 00000 00042 01967
42 0,00000 00000 00000 27631 42 0,00000 00000 00009 70670
43 0,00000 00000 00000 05620 43 0,00000 00000 00002 19205
44 0,00000 00000 00000 01118 44 0,00000 00000 00000 48418
45 0,00000 00000 00000 00218 45 0,00000 00000 00000 10465
46 0,00000 00000 00000 00041 46 0,00000 00000 00000 02214
47 0,00000 00000 00000 00008 47 0,00000 00000 00000 00459
48 0,00000 00000 00000 00001 48 0,00000 00000 00000 00093
49 0,00000 00000 00000 00019
50 0,00000 00000 00000 0000+
51 0,00000 00000 00000 00001
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n I, (11) H n 1, (12)
0 0,99998 32082 99209 75434 0 0,99999 38557 87646 67179
1 0,99979 95795 90517 05209 1 0,99992 01252 39406 73327
2 0,99878 91266 92707 18970 2 0,99947 77419 499¢7 10217
3 0,99508 41327 34071 02761 3 0,99770 82087 92208 57776
4 0,98489 53993 47821 58186 4 0,99239 96093 18933 00453
5 0,96248 01858 98072 80121 5 0,97965 89705 83071 62877
6 0,92138 56279 06866 70335 6 0,95417 76931 11348 87726
7 0,85680 84653 49257 12100 7 0,91049 55031 59824 16039
8 0,76801 48668 32543 94528 8 0,84497 22182 32537 08507
9 0,65948 93575 34338 95272 9 0,75760 78383 29487 65132
10 0,54011 12973 06313 46091 10 0,65277 05824 45828 33081
11 0,42073 32370 78287 96909 11 0,53840 26669 36381 79936
12 0,31130 33485 35931 26827 12 0,42403 47514 26935 26790
13 0,21870 88274 61629 44449 13 0,31846 43678 79753 85425
14 0,14595 59894 74678 01152 14 0,22797 54676 96455 49968
15 0,09260 39082 84246 96068 15 0,15558 43475 49816 81604
16 0,05592 43524 65825 61322 16 0,10129 10074 39837 80330
17 0,03219 05222 30376 50605 17 0,06296 62967 73970 26490
18 0,01768 65148 64268 71833 18 0,03741 64896 63391 90596
19 0,00928 94579 68101 05175 19 0,02127 97693 83026 62664
20 0,00467 10766 75208 83514 20 0,01159 77372 14807 45904
21 0,00225 19245 €9408 15024 21 0,00606 51474 04396 50613
22 0,00104 23485 16507 80780 22 0,00304 73711 44172 34999
23 0,00045 38556 21642 42663 23 0,00147 28791 82316 26853
24 0,00019 87130 44829 12692 24 0,00068 56332 01388 22780
25 0,00008 20503 11031 27505 25 0,00030 77551 30542 76825
26 0,00003 26930 00578 33772 26 0,00013 33498 67075 63307
27 0,00001 25844 66690 10400 27 0,00005 58364 16645 79522
28 0,00000 46846 85519 72646 28 0,00002 26163 66461 57899
29 0,00000 16882 16799 92809 29 0,00000 88701 38799 14469
30 0,00000 05895 11602 66868 30 0,00000 33716 47734 17097
31 0,00000 01996 48468 15728 31 0,00000 12431 99579 98760
32 0,00000 00656 33015 66899 32 0,00000 04450 31522 16883
33 0,00000 00209 61198 17289 33 0,00000 01547 88592 05292
34 0,00000 00065 08551 33591 34 0,00000 00523 49910 8355+
35 0,00000 00019 66290 90144 35 0,00000 00172 28077 27529
36 0,00000 00005 78377 99090 36 0,00000 00055 20799 42188
37 0,00000 00001 65755 23372 37 0,00000 00017 23844 44239
38 0,00000 00000 46311 80400 38 0,00000 00005 24806 02782
39 0,00000 00000 12622 €3152 39 0,00000 00001 553871 13102
40 0,00000 00000 03358 10909 40 0,00000 00000 45190 66199
41 0,00000 00000 00872 50551 41 0,00000 00000 12796 37837
42 0,00000 00000 00221 51410 42 0,00000 00000 03540 86876
43 0,00000 00000 00054 98141 43 0,00000 00000 00957 93583
44 0,00000 00000 00013 34824 1 0,00000 00000 00253 9960
45 0,00000 00000 00003 17124 45 0,00000 00000 00085 64993
46 0,00000 00000 00000 73761 46 0,00000 00000 00016 64567
47 0,00000 00000 00000 16804 17 0,00000 00000 00004 1339+
48 0,00000 00000 00000 03751 18 0,00000 00000

00001

00601
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( Continuacion)

n

1. (11) H n 1. (12)
19 0,00000 00000 00000 00821 49 0,00000 00000 00000 23999
50 0,00000 00000 00000 00176 50 0,00000 00000 00000 05614
51 0,00000 00000 00000 00037 51 0,00000 00000 00000 01288
52 0,00000 00000 00000 00008 52 0,00000 00000 00000 00290
53 0,00000 00000 00000 00002 53 0,00000 00000 00000 0006+
54 0,00000 00000 00000 00014
55 0,00000 00000 00000 00003
56 0,00000 00000 00000 00001
n I. (13) n [, (14)
0 0,99999 77396 70593 01895 0 0,99999 9168+ 71280 89643
1 0,99996 83553 88302 26524 1 0,99998 75270 69213 44648
2 0,99977 73575 53412 36615 2 0,99990 60372 54741 29683
3 0,99894 97002 68889 47009 3 0,99952 57514 53871 26513
4 0,99625 98140 94190 05790 4 0,99819 47511 50828 15412
5 0,98926 61100 39971 58620 5 0,99446 79503 02299 84334
6 0,97411 30845 89164 89752 6 0,98577 20816 55738 45152
7 0,94597 17516 09095 33283 7 0,96838 03443 62615 66788
8 0,90024 20855 16482 29021 8 0,93794 48040 99630 79630
9 0,83418 81233 82707 89531 9 0,89060 06303 57260 99659
10 0,74831 79726 08801 18194 10 0,82431 87871 17915 27670
11 0,64683 50671 48729 61160 11 " 0,73996 00775 40566 17867
12 0,53689 52529 00318 74373 12 0,64154 15830 33658 89763
13 0,42695 54386 51907 87585 13 0,53555 24351 03143 36420
14 0,32486 84682 78383 49854 14 0,42956 32871 72627 83077
15 0,23639 30939 54662 37154 15 0,33064 00824 37479 99957
16 0,16450 68523 16638 95585 16 0,24408 22782 94225 64727
17 0,10953 50204 75797 52033 17 0,17279 93807 64486 76891
18 0,06983 31419 24078 70578 18 0,11735 71271 30245 41907
19 0,04266 86987 04481 62214 19 0,07650 49402 41857 05603
20 0,02501 18106 11743 51778 20 0,04790 84094 19985 20190
21 0,01408 13560 78143 73888 21 0,02884 40335 38737 20915
22 0,00762 24511 26471 14227 22 0,01671 21939 77943 17922
23 0,00397 17657 19004 02244 23 0,00932 75825 93111 97578
24 0,00199 43111 23292 66587 24 0,00501 98926 18627 10711
25 0,00096 60347 33522 76045 25 0,00260 75862 32915 358065
26 0,00045 18965 38637 80774 26 0,00130 863520 25224 75872
27 0,00020 43485 18878 38606 27 0,00063 51305 84199 88808
28 0,00008 94155 09704 36886 28 0,00029 83698 63687 45276
29 0,00003 78938 15936 70597 29 0,00013 57957 22750 41502
30 0,00001 55677 48637 38539 30 0,00005 99277 90313 13075
31 0,00000 62052 04286 05740 31 0,00002 56648 53083 38946
32 0,00000 24016 70643 33041 32 0,00001 06748 18045 37765
33 0,00000 09033 08905 28644 33 0,00000 43154 09241 37263
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(Continuacion)

(Conltinuacion)

n I. (13) n I. (14)
34 0,00000 03304 05887 79904 34 0,00000 16968 29145 60587
35 0,00000 01176 13338 44658 35 0,00000 06493 97107 29916
36 0,00000 00407 71584 51374 36 0,00000 02420 62425 73544
37 0,00000 00137 73130 42923 37 0,00000 00879 35789 46808
38 0,00000 00045 306817 18980 38 0,00000 00311 52291 89590
39 0,00000 00014 5804¢ 10998 39 0,00000 00107 68472 25461
40 0,00000 00004 57445 50905 40 0,00000 00036 34135 38015
41 0,00000 00001 40181 90387 41 0,00000 00011 98020 34985
42 0,00000 00000 41981 26417 42 0,00000 00003 85982 00642
13 0,00000 00000 12292 69868 43 0,00000 00001 21597 42948
14 0,00000 00000 03521 07706 44 0,00000 00000 37475 006410
45 0,00000 00000 00987 05304 45 0,00000 00000 11303 66153
16 0,00000 00000 00270 91581 46 0,00000 00000 03338 45206
47 0,00000 00000 00072 83530 47 0,00000 00000 00965 83647
48 0,00000 00000 00019 18850 48 0,00000 00000 00273 82359
19 0,00000 00000 00004 95567 49 0,00000 00000 00076 10562
50 0,00000 00000 00001 25514 50 0,00000 00000 00020 74459
Ol 0,00000 00000 00000 31187 51 0,00000 00000 00005 54745
52 0,00000 00000 00000 07605 52 0,00000 00000 00001 45591
53 0,00000 00000 00000 01820 53 0,00000 00000 00000 37512
54 0,00000 00000 00000 00428 54 0,00000 00000 00000 09492
55 0,00000 00000 00000 00099 55 0,00000 00000 00000 02359
56- 0,00000 00000 00000 00022 56 0,00000 00000 00000 00576
57 0,00000 00000 00000 00005 57 0,00000 00000 00000 00138
58 0,00000 00000 00000 00001 58 0,00000 00000 00300 00033
59 0,00000 00000 00009 00008
GO 0,00000 00000 00000 00002

n I, (15) n 1, (20)
0 0,99999 96940 97679 49817 0 0,99999 99979 38816 37756
1 0,99999 51055 (2871 97079 1 0,99999 99567 15773 92879
2 0,99996 06915 51815 51539 2 0,99999 95444 85049 44108
3 0,99978 86214 96533 23838 3 0,99999 67962 80219 52300
4 0,99914 33587 89224 (9961 4 0,99998 30552 56069 93262
5 0,99720 75706 67299 08329 5 0,99992 80911 59471 57107
0 0,99236 81003 62485 04250 O 0,99974 48775 04143 69927
7 0,98199 78068 52169 24080 7 0,99922 14009 17492 63690
8 0,96255 35065 20327 112062 8 0,99791 27409 508¢4 98120
9. 0,93014 63393 00590 23231 3] 0,99500 45876 91692 -£1233
10 0,88153 55884 70084 91185 10 098918 82811 73347 27611
11 0,81524 82009 76068 56576 11 0,97861 31784 12719 75478
12 0,73238 89666 07423 13316 12 0,96038 80071 45007 21924
13 0,63678 21577 20524 55708 13 0,93387 23590 4083+ OKR7t-t
14 0,53434 62910 55990 36842 14 0,89513 57188 92015 32822
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-(Continuacion)

n In, (1 5) n In (20)

15 0,43191 04243 9145¢ 17976 15 0,84348 68653 60256 98231

16 0,33587 67993 93455 37789 16 0,77892 57984 45359 04994

17 0,25114 12479 24631 14095 17 0,70297 16020 75326 18832
18 0,18052 82883 67277 61016 18 0,61857 80505 52845 23096
19 0,12478 12150 32524 82270 19 0,52974 27331 60760 01269
20 0,08297 09100 31460 23210 20 0,44090 74157 068674 79442
21 0,05310 64064 59271 23882 21 0,35¢30 23515 85736 49130
22 0,03274 42449 32778 74340 22 0,27938 86568 73974 3975¢

23 0,01946 45743 72022 76812 23 0,21250 71832 11572 57692
24 0,01116 47802 71550 28358 24 0,15677 26218 26237 72638
25 0,00618 49038 11266 79285 25 0,11218 49727 17969 84595

26 0,00331 18981 61103 24051 26 0,07788 67810 96225 32254

27 0,00171 57839 11012 37809 27 0,05248 07132 28266 41632
28 0,00086 07227 05606 55894 28 0,03433 35218 94010 05473

29 0,00041 8449¢ 68327 68697 29 0,02181 82175 23557 39156
30 0,00019 73131 49688 25098 30 0,01347 46812 79922 28278
31 0,00009 0311¢ 08411 10454 31 0,00809 17546 69835 11583
32 0,00004 01546 35937 44214 32 0,00472 74255 38530 63648
33 0,00001 73560 12085 77742 33 0,00268 84381 86224 89142
34 0,00000 72977 95680 63121 34 0,00148 90338 61339 15904
35 0,00000 29871 3150¢ 99713 39 0,00080 36599 61404 45482
36 0,00000 11910 21434 64959 36 0,00042 28966 83662 95247
37 0,00000 04¢28 68702 61681 37 0,00021 70786 95694 57283
38 0,00000 01754 39992 (60386 38 0,00010 87534 388€Y 10985
39 0,00000 00648 90488 75273 39 0,00005 32020 25112 46218
40 0,00000 00234 34424 8085¢ 40 0,00002 54263 18234 13834
41 0,00000 00082 67572 14606 41 0,00001 18771 92927 63890
12 0,00000 00028 50839 05231 42 0,00000 54252 28495 97251

43 0,00000 00009 61280 99635 43 0,00000 24243 14806 82534
14 0,00000 00003 17113 47727 44 0,00000 10602 63129 94027
45 0,00000 00001 02390 97091 45 0,00000 04540 17940 21357
46 0,00000 00000 32372 76231 46 0,00000 01904 33075 11501

47 0,00000 00000 10026 52553 47 0,00000 00782 (9302 73264
48 0,00000 00000 03043 32653 48 0,00000 00315 34397 57332
49 0,00000 00000 00905 61255 49 0,00000 00124 58926 07972
50 0,00000 00000 00264 29836 o0 0,00000 00048 28737 48228
51 0,00000 00000 00075 67654 51 0,00000 00018 36506 65975
52 0,00000 00000 00021 26640 52 0,00000 00006 85648 (5109
53 0,00000 00000 00005 86730 53 0,00000 00002 51362 61009
54 0,00000 00005 00001 58978 o4 0,00000 00000 90515 92823
53 0,00000 00000 00000 42318 5d 0,00000 00000 32026 22574
51§ 0,00000 00000 00000 11070 50 0,00000 00000 11137 04628
a7 0,00000 00000 00000 02846 o7 0,00000 00000 03807 50962
58 0,00000 00000 00000 00720 o8 0,00600 00000 01280 03319
59 0,00000 00000 00000 00179 oY 0,00000 00000 00423 32847
60 0,00000 00000 00000 00044 60 0,00000 00000 00137 74356
61 0,00000 00000 00000 00011 61 0,00000 00000 00044+ 10917
62 0,00000 00000 00000 00002 62 0,00000 00000 00013 90452
63 0,00000 00000 00000 00001 63 0,00000 00000 00004+ 31575
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{Continuacion)
n I, (20)
64 0,00000 00000 00001 31925
65 0,00000 00000 00000 39726
66 0,00000 00000 00000 11786
67 0,00000 00000 00000 03446
68 0,00000 00000 00000 00993
69 0,00000 00000 00000 00282
70 0,00000 00000 00000 00079
71 0,00000 00000 00000 00022
72 0,00000 00000 00000 00006
73 0,00000 00000 00000 00002
|
0 0,99999 99999 86112 05614 0 0,99999 99999 99906 42377
1 0,99999 99996 38913 45951 1 0,99999 99999 97099 13688
2 0,99999 99952 98931 00171 2 0,99999 99999 54989 83352
3 0,99999 99591 32410 52003 3 0,99999 99995 33896 79992
4 0,99999 97330 91657 50955 4 0,99999 99963 75699 04794
5 0,99999 86028 87892 45714 5 0,99999 99774 26512 53604
6 0,99999 38937 05538 07210 6 0,99999 98826 80579 97653
7 0,99997 70751 97129 55408 7 0,99999 94766 26583 29293
8 0,99992 45173 58352 93529 8 0,99999 79539 24095 72943
9 0,99977 85233 61751 21642 9 0,99999 28782 49137 18442

0,99941 35383 70246 91924 10 0,99997 76512 24261 54941
0,99858 40270 25918 97112 11 0,99993 61229 74600 72664
0,99685 58783 91902 41252 12 0,99983 23023 50448 €6971
0,99353 25156 34178 26138 13 0,99959 27162 94713 15372
0,98759 79392 81099 42005 14 0,99907 93176 03851 33374
0,97770 69786 92634 68449 15 0,99805 25202 22127 69378
0,96225 23527 73158 53519 16 0,99612 72751 31395 86886
0,93952 49617 15105 37446 17 0,99272 97837 94810 29547
0,90795 91408 01142 (5122 18 0,98706 72982 33834 33982
0,86642 51659 14349 59432 19 0,97812 65315 38609 14668
0,81450 76973 05858 27320 20 0,96471 53815 45771 35699
0,75270 11870 57654 31948 21 0,94555 65958 13145 94313
0,68246 (5163 21058 91753 22 0,91943 09789 05020 37878
0,60612 44829 1171¢ (08932 23 0,88535 40872 85726 16441
0,52660 15314 43650 64328 24 0,84275 79727 61608 39646
0,44707 85799 75585 19723 25 0,79164 26353 32667 07491
0,37061 42035 (3983 80679 206 0,73266 33998 37734 7808l
0,29981 38550 34723 26010 27 0,66713 09159 54476 67626
0,23659 92581 33597 77198 28 0,59691 75403 65271  S6424
0,18210 39159 77455 10980 29 0,52428 30138 93680 06904
0,13669 11308 17336 22466 30 045164 SIST-L 22088 H7385

0,10006 79170 32724 22051 31 0,38135 70101 91516 LHILH
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(Contennacion) (Continuacion)
n I, (25) n I, (30)

32 0,07145 60312 40058 59227 32 0,31545 87502 87854 52036

33 0,04978 03601 85008 87390 33 0,25555 12412 84525 75783

34 0,03384 23667 62178 19863 34 0,20269 16745 16882 73207

35 0,02245 80857 45870 57344 35 0,15738 34744 30331 56713

36 0,01455 23350 40101 38928 36 0,11962 66410 24872 26301

37 0,00921 06115 90257 34593 37 0,08901 29923 17743 09751

38 0,00569 63198 46938 89636 38 0,06484 43222 85799 01949
39 0,00344 35687 29427 06971 39 0,04625 30376 45842 03639
40 0,00203 55992 80982 17805 40 0,03230 95741 63874 29907
41 0,00117 70813 24613 34167 41 0,02210 70399 12239 36932
42 0,00066 60587 31536 65336 42 0,01481 95154 45357 276064
43 0,00036 89525 72771 13689 43 0,00973 51960 49858 14222
44 0,00020 01422 55290 72981 44 0,00626 86146 43836 00511

45 0,00010 63587 45579 39254 45 0,00395 75603 73154 58037
46 0,00005 53894 46823 23098 46 0,00245 03510 66188 43380
47 0,00002 82781 17697 61313 47 0,00148 83025 72380 25514
48 0,00001 41576 33778 02050 48 0,00088 70222 63750 14347
49 0,00000 69533 05247 (1610 49 0,00051 88914 62548 03429
50 0,00000 33511 40982 41390 50 0,00029 80129 81826 76878
51 0,00000 15853 74185 74615 o1 0,00016 80844 63755 43613
52 0,00000 07364 47841 19435 52 0,00009 31257 03329 66729
53 0,00000 03360 10886 21709 53 0,00005 06962 16296 21323
o4 0,00000 01506 23407 06094 o4 0,00002 71242 79055 40542
55 0,00000 00663 56371 08088 55 0,00001 42668 58742 23753
H6 0,00000 00287 37158 58978 56 0,00000 73789 55003 04044
57 0,00000 00122 37503 98842 o7 0,00000 37537 42508 72618
58 0,00000 00051 25583 90163 58 0,00000 18786 32597 87398
59 0,00000 00021 12058 44112 59 0,00000 09251 86880 49151
60 0,00000 00008 56422 83258 60 0,00000 04484 64021 80027
61 0,00000 00003 41818 07498 61 0,00000 02140 10156 87015
62 0,00000 00001 34316 15659 62 0,00000 01005 64738 35538
63 0,00000 00000 51974 12549 63 0,00000 004€5 43110 49150
64 0,00000 00000 19809 26958 64 0,00000 00212 20472 43021
65 0,00000 00000 07438 17116 65 0,00000 00095 33101 01731
66 0,00000 00000 02752 14903 66 0,00000 00042 20659 46599
67 0,00000 00000 01003 ¢€3331 67 0,00000 00018 41954 29375
68 0,00000 00000 00360 79665 68 0,00000 00007 92525 54130
69 0,00000 00000 00127 88482 69 0,00000 00003 36252 17067
70 0,00000 00000 00044 70202 70 0,00000 00001 40706 44039
71 0,00000 00000 00015 41230 71 0,00000 00000 58081 48394
72 0,00000 00000 00005 24226 72 0,00000 00000 23654+ 41875
73 0,00000 00000 00001 75937 73 0,00000 00000 09506 30977
74 0,00000 00000 00000 58272 74 0,00000 00000 03770 58991
75 0,00000 00000 00000 19050 75 0,00000 00000 01476 30197
76 0,00000 00000 00000 06148 76 0,00000 00000 00570 66199
77 0,00000 00000 00000 01959 77 0,00000 00000 00217 81525
78 0,00000 00000 00000 00616 78 0,00000 00000 00082 10496
79 0,00000 00000 00000 00192 79 0,00000 00000 00030 56941
80 0,00000 00000 00000 00059 80 0,00000 00000 00011 24358
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(Continuacion) (Continuaciin)

n 1. (25) n 1. (30)

81 0,00000 00000 00000 00018 81 0,00000 00000 00004 08586

82 0,00000 00000 00000 00005 82 0,00000 00000 00001 4A719

83 0,00000 00000 00000 00002 83 0,00000 00000 00000 52068
84 0,00000 00000 00000 18264
85 0,00000 00000 00000 06333
86 0,00000 00000 00000 02171
87 0,00000 00000 00000 00736
88 0,00000 00000 00000 00247
89 0,00000 00000 00000 00082
90 0,00000 00s00 00000 00027
91 0,00000 00000 00000 00009
92 0,00000 00060 00000 00003
93 0,00000 00000 00000 00001
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