cover.jpeg





index-45_1.png
A) METODO DE Lo VARIACION DE LA DISTANCIA GEOCENTRICA 4,

Hemos apliado este mitodo en lo célculos do Gritas de todos Ios ateroides o identifca-
dcs que han sido deccublertos en nuestro Observatorio, sprovechundo el valor aproximado de 3.
ue proviene del cileulo do una 6rbita preliminax (circalar o elitica rolativa & un arco. may
corto) . Nos hemos enterado ahora que también en ol Observatorio de Turku (Finlandia)
s¢ ha empleado un método parecido por parte de Viisal  de Oterma i, que consiste en hacer
distintas hipdteis sobre A, con valores muy cereanos entresi. Para cada hiptesis quedan unfvo-
camente determinads 1as coordenadas X, Yo 2 y dos de as res componentes de I vel
Supongamos que sean éatas . y ¥.. L duduccion de I resante componente ' pucde efectuar.
¢ luego por medio de dos ecuaciones distintas, y en general se obtienen dos valores 1o co
identes, que nosotros indicaremos con: ('), & (+)s; formata_entonces la_ diferencia:
£= (37— (' verdadero valor do 3, que resueive el problema se determina con procedi-
miento de interpolacion inversa. imponfendo la. condicidn « = 0.

(Con I otacidn del pirrafo anteior vamos a exponer el formulario que hemos empleads,
empezando por establocer las férmulas que permiten caleular 1 posicon P, y las dos doriva.
das X, v 7. 8 part do a.

De las férmulas (10) para 1= 0 siguen inmedistamente:

x - La—X
no=ma—Y. @)
ez

¥ tenlendo en cuenta la primera. do las (19) se cbtiene:

6 @r—x) - AR, an
G Gr—x) = A—Fi
donde s psto:
K= Cn—x
@
K= Guox o
———
o AM=RE
o )
RS
rota:
o ME—s€
- () @n

La sequnds de las (13) para i =1 ¢ § =3 tendria que proveer luego el mismo valor do
' pero esta no ocurre e gensral. Procediendo como se hizo para. deduci as (22), en ol caso
Dresente se tiene:
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Si 4. es un valor aproximado de la verdadera distancia geocéntrica en el nstante t £,
nosotros estimamos comveniente proceder del modo siguiente: Caleular s formls do (23) &
(30) simuldneament para las trs hipitesis &, — v, 3., &, -+, donde w o3 una cantidad pe-
auefia que debe ser eleglda de maners que 13 difcrencia cambiedo signo en ) inervalo (3. — w;
50 0'en el (3 5.+ W) 7 esto con €l supuesto de que sea simplemente:
Fom 1
G- b
Denotemos con - . e Ios valores de « correspondientes a las ipStesis antedichas. En
funcén de etos valores, na cuslquiera. de s Zormulas interpalatorias de segundo orden para
intervalos equidistantes permitid deducir el valer de 5, tal que resulta « — 0
Saponiendo por ejemplo que el cambio de signo se produzea en el intervalo (3. — W, ),
apliando entonces I formula interpoltori, de Lagrange se debe resolver Ia ecuacin de se-
sundo grado en n;

=k t—t)

a0 e (=) e 0 —) = 0
3 si el cambio de fgno se produjera en el atro intervalo (5, 3.+ W), la ecuicién de segundo
grado a soluciona serta:
Few (01 b (8 e (EE) = 0
En ambos casos, llamando con v a Ia raiz de valor absoluto menor que la unidad, e valor
do la dstancia goocéntrica que se busca resulta : 4, —» % 6.4, + v .
A esta altura del proceso empieza el verdadero céleulo do segunda aproximacién que con-
sste: en corregir los tlempos de observacion por ol empo-lz, ponlendo:
et
o 0008TT0 &,
eon »

Nildeam

en tomar en cuent todos los trminos de as series F 3 G que tienen influencia dentro del or-
den do precisién numérics con que se trabaja, § en repeti el cilulo de las formulas (28) &
(50) haciendo variss todavia, s es necesark, ¢l valor de I distancis geocéntrica 8. hasta que
resulte nuevamente « = 0.
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CALCULO NUMERICO DE UNA ORBITA A PARTIR
DE UNA SOLUCION APROXIMADA

Por PASCUAL SCONZO*

ABSTRACT

According o Wilkens, Stumpi{ and Vaisiis ideas, in this paper practial directons to
solve the probiem of orbis computation are given, When a starting approximate sltion s
kmown, for nstance,  cireular or eliptc orbit deduced from very short timednteral
Otherwise to btain th fist approsimation, Wilkens' method in . b coordinates is useful,
Successive approximations in the case o larger time.ntervals can be carried out usin the
Lagrangian F and G series until 5 th or 6th order terms and computing. simultaneously
the position and the velocitis comporents by three Rypothesis 3. . &, on the geocen-
rical disance at the fime £~ L. (v is an arbitrary small quantity). But fom a give geo-
centrical disance the position and only Owo of th velcitis” omponents can be unvocaly
derivd; for the semaining component two diffrent values are. available, whose difference
we dencte ith «

1€ 0. 1y 5. a5 the valucs of « corresponding {0 the above three hypothesi, th trve
value of & is determined using an inverse {nterpolation formula with the conditon « = 0
(e below note (9) and (10)).

Another way o reach the soltion
ton (81) on page 19,

In order o explin the meaning of the numerial proces éwo examples are added at the
end.

In an appendi, tables faciliating the computation o the F and G series are alio added.

an itirative process applied to the system of equs-

5 T del Deparamenty do Cillaon y Blemirids en ¢ Tnitato Saperog 4 Obarvtaro Asrons
mia's vt de Ehiels Centiticrs .10 Eacocls Soprir de oo ¥ Geatisn,
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Todos los métodos sigue, para akcanzar este objeivo, uno u otro de dos caminos fun-
damentales, Jos cusles se diferencian entre i por que en uno (e seguido por los metodos del
tipo de Lagrange-Laplace) se determina Ia posicién heliocéntrica P, y la velocidad v, do P en
un determinado fnstante t = £, mientras que en ol otro (el seguldo por Jos métodos del tipo do
Gause-Encke) so busca determinar dos posiciones heliocéntricas P, y P, de P correspondien-
05 % dos Instantes L= 1, ¥ =&, respactivamente, En ambos casos se procede siempro por
aproximaciones sucesivas.

En ol prosente trabajo me refiero al primero de los dos caminos indicados y trataré al-
zanos procedimlentos calclisticos que pueden resultar de gran conveniercia préctica en aque-
o casos en los cusles, como a he dicho, s concee . prior” una. solucién aproximada.cual.
auiers_ (Orbita previamente calculada en base & observaciones muy vecinas en o tompo, br.
bita sieula, conocimiento sproximado de una distancis geoséntrics o heliocéntrica, etc). Es-
a circunstancia se presenta muy a menudo, por ejempl, cuando se desea determinar “ex novo"”
1a dnbita de uno de aquelos asteruides, que a pesar de figurar en I lista de los numerado, o
106 posible seguirlo ni con I abservacion ni con e cileulo por un lapso considrable do tiem.
PO, de manera que si hay observaciones recientes éstas o resultarn representadas satis-
factoriamente por las posiciones caleuladas en las efemérides. En tal caso la nuova determ
nacion de la Grbit, que satisfaga exactamente & Jas observaciones mis. recientes, se puede
efectuar aprovechando como solucidn aproximasa los clementos conocidos. Como e o trans.
curso del planteo analitco haré wso reerado de una notable propiedad. catablecida. orginaria.
mente por Lagrange, recordaré en un pérrato introductorlo las seres ¥y G que intervienen en
o desarrollo de Ias coordenadas heliocéniricas en series scgtn potencias del tempo; luego in-
dicaré las modificacones que creo it se hayan de introducis en ¢l método de Wilkens para
que resulte aplieable al caso do as coordenadas helicéntricas ecuatoriles ¥ esto para lograr
1 primera aproximacion; finalments expondré dos distntos procedimiontos para ol cieulo do
las aproximaciones sucesivas. Un pérrafo ulterior serd dedicado a las aplicaciones numéricas
3 en ¢l Apéndice se encontrarin las Tablas do las cantidades A, B, C, D que sirven para con-
rlar e cdleulo de los valores numéricos do las seris 'y G,

—Las series F y G y la formula fundament ! de Lagrange.

‘Denctemos con  una cuslquiers de las coordenadss hellocéntrcas ecuatoriales x, y, # del
cusrpo calests P que so mueve en torno al Sol. Suporgamos que Ia masa m de P sea despre-
clable respecto a la del Sa, tomada como unidad, ¥ sea k la constante de Gaus igual a:
00172021, Tntroduciendo como variable independiente, en lugar del tiempo t, al asi llamado
tempo reducido , dado por la expresién:
f- k=t
donde ¢, es cl origen de los tiempos, Ias ecuacionos diferenciles de segundo orden del movi-
miento (s perturbado) de P toman entonces la forma muy simple:
e B T
‘Aqui u”, como es obvio, representa Ia derivads. segunda de u respecto a In variable .
Ahora bien, para u se puede eseibis e sizulente decarrollo en serie:

PR BV B
W W e @

12





index-37_1.png
CALCULO NUMERICO DE UNA ORBITA A PARTIR
DE UNA SOLUCION APROXIMADA

Por PASCUAL SCONZO

1— Generalidades sobre e problema de I detcrminacién de érbita.

La determinacion de la Grbita de un cuerpo del sistema sour constituye en esencia un
problema de cileulo numérico. Para resolver este problema, las soluciones hoy conocdas son
tantas que parece & primera vista superfluo buscar otras nuevas. En efecto, los mitodos cono-
cidos hasta e presente, que reinen elegancia y rigor y que estin vinculados 4 los rombres ob-
lebres de Lagrange, Laplace, Gauss, Encke © y & aquells otros, mds préximos & nuestro tiem
po,de Harser, Chlir, Andoger, Leuschner, Wilkens , nada dejan que desear en lo referente
a I perfecién o los desarrollos matemticos y a I exacttud do los resultados obtenibes,
‘embargo en los ltimos decenios han sido hechas fructuosas tentativas con I intencion
de aportar modifcaciones & los métodos ya consagrados, y que por otra parte habian sopor-
tado satistactoriamento una larga serio de prucbas, con las cuales modificaciones habrian de
conseuirse procedimientos mis expeditivos ¥ mds apropiados a las necesidades de l prictica
 esquemas de férmulas mis adecuados a s modernos medios mecénicos de cileulo. Entre las
més notables de tales Innovaciones han de contarse, & mi uicl, las de Velthen.Merton *, de
Stumpfe @ y de Herget . Sin temor de ser cesmentido puedo sgregar que ¢l mitodo clsi-
co de Gauss-Encke, adaptado al cdlcalo meednico por Veithen-erton y magistralmente expuss.
to en el tratado de G. Stracke citado en ¥, no ha sido todavia superado seriamente por min.
guno de los otros métodos ¥ con frecuencia recurre a mismo el més experimentado calculador,

En e presente trabajo me propongo lustrar que provecho se puede dbtener de las ideas
de Wilkens y de Stumpff con Ia finalidad anteriorments indicads, de logear csquemas par un
cdleulo ripido, refiriéndome particularmente a la segunda fase 4o chlc’o de Ja Grbita de un
astercide esto e, despaés que se conoce una solucién aproximada. -

Com es sabido, 1 planteo del problema do 1 determinicién de la érbita de un cuerpo P
que se mueve en torno 4l Sol bajo I ley newtoniana do atraccion, se pucde formular del mo-
do siguiente: Dadas tres observaciones distintas y complotas do P (0 sea en las coordenadas
'y ) corvespondientes a tres distintos instante, determinar la trayectoria y 1 ley del movi.
miento de P sobre ésta.
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Queda por caleulr ' e ¥ Caleulando previamente:

5= Fin 4Gz, =19 @n
¥ volviendo o las formulas (1) se abtiene:

1

¥ = G —Fix—A)

a1 -
[P

Por o general, para 1 = 1 ¢ = 3 estos valores generslmente o cociden exactaments; to-
‘mando los promedios de estos valores podemos ccnsiderar por terminado ol edlalo en primera
aproximacién en cuanto hemot llegado l conocimicnto sproximado de a posiidn P, y de la ve-
lecidad V. on ol instanto ¢ = . olo debemos reccrdar que V., os una velocidad fiticia que no ha
e confundirse con I verdadera velocidad v, que se obtiene cuando se toman las derivadas con
respecto al tiempo ¢

NoTA.

Dado que e sistema de ccuiciones (18) y (19) admite en general mis de una solucién resl
puce surgir Ia duda de que ol proceso de aproximacion sucesiva conduzca a una.u otra de las o-
Tuciones. Se debe examinar entonces cusl s entre Jas distintas soluciones tebricas, 1t que co-
rresponde al problema.

‘Elevando 4l cusdrada I
doen s

(19) 5 (19) ¥ suméndolas se obtiene la ecuacion de oetavo gra-

e e (223) ne

@ ewn- ares (S

Observemos que si se supone Q= q =0 y en consecuencia d =0 y
€ &=, la precedente ccuacién adauiere la forms

tene en cuenta que

Jamens (

que ha sido encontrada por Wilkens y que permte establecer el criteio de Oppalzer sobre la
multplcidad do las séluciones

Nosotros queremos usax un medio geométeico sencll para elegi 1a slucidn que nos e
resa. Con tal fin despefamos ¢, de la relacion: (18):

© = .
st lugo: !
@ oo Mamlen

mientras que Ia (a) se puede sscribi del modo_siguiente:
@ P, = comess, 22 (LGt BS) nok ALEBL

17
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1 probiema de la bisqueds de las rafces eomunes a (@) 7 (e se puede entonces Interpretar
omo Ia determinacion de los puntos donde se cortan las dos curvas de tpo:

®

® T - st —2 (MGt BS) 2 AL B
La primera corresponde a una hipérbola equilitera cuyas asintotas son paralelas a los ejes

. a
=T

courdenados ¥ cuyo centro de simetria 0 tiene por coordenadsa:

Las ramas do esta hipérbola estin ubieadas en o primer y tercer cusdrante o en o segundo
¥ cuarto cusdrante segdn que resute: 8.d—b.c 5 0. La sogunda representa una eurva e sexto
orden que posee un eje de simetria paralelo sl eje de las ordenadas trazado por 1 abec
(AC-BS) r.; ademis segin que sea:

(MGt BS) —eosect 3, (A% + B2) 20

Dosed respectivament, una de las tres formas sigulentes:

Pucsto que ¢ representa el cubo de una distancia se descartan en seguid s puntos de in-
terseccién de () ¥ (8) que caen en ol semiplano donde las ordenadas san negativas; siendo
dems ¢ = R, Ia solucion trivial que corresponde al caso do a Tiera; la bisqueds do las s0-
ncones que resueiven e problema e el caso saterods] debe limitarse & ls puntos de intersec-
cibn do ambas curvas ubicados mis arriba. do a paralel al efe de Jas % trazada por I ordens-
8 R, Cominments queda un sclo punto de interseccén que puede.tomarse en cuenta; en ¢l
easo do una verdadera solucién doble s debe esperar una cuarta observacidn para decdie cudl
s de Ias dos solucones del problema 1a que corresponde 4 Ia realidad fisica.

4. Cileulo de una Grbita de astervide a partr do wna solucién aproximada.

Para este célealo que puede sor interpretado como un edleulo do segundd aproximacin,
‘vamos a indicar dos distntos procedimientos

18
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Foise .
G=ra+1) ©

o un e en @ ol onden e 4 4.5 .

L i de s capiades B, €, D, e muy fhcl  rslt ventajoss or o hcko
do que apares sempre o mism aruments . L s s aootron damos e 51 Ap-
't axtinien s o vl — 0070 bt 0030 ds 5, con s amias e 001 o e
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3. Céleulo de I primera. aproximaciin por ¢l método de Wikens.

En la memoria citada en , Wilkens ha dessrrolado un método laplciano pars caleuar
Gobitas de cuslquier excentricidad. A pesar do Ia clegancia y de la simplicdad tefrica con las
cusles ol problema ha sido resuslo, st como también del alto grado do precision con of cual se
obtienen los resultados, este método no ha. sido empleado frecuentement en ol mundo de Ios as-
trnomos calculadores, ¥ hasta e prosente se aplicé solo en muy pocos y contados casos. Cabe
destacar que en o tratado de Stracke en el cual, entro ls otros métodos, también se expane
el do Wilkens, éete e el fnico que no viene acompaiado con un ejemplo Mustrativo 7.

Sin embargo, pucsto que el mismo merace, 4 nuestro juico,ser tomado con mucha conside-
Facin, queremos contribuis & su divulgacion entro.los caleuladores do.éebitas Introduciendo
aquelis modificaciones que nos han sido sugeridss par la préctica con la fnalidad de sdaptarlo
 los esquemas del céleulo mecéico.

Los cambios Introducidos son los siguientes:

19) Uso do las coordenadas ecuatoriales a y 3, que son las provistas diroctamente por los
abservadores, en lugar de Ias transformadas eclpticles A ¥ f, lo que hace ahorrar el céleulo
previo y molesto de transformacion y de reduccion al lamado “Locus fitus”

29) Uso de una disposcion esquemitica muy convenlente para e cleulo do os coeficientes
de 1a ecuacion fundamental de octavo grado, roteniendo desde l comienzo un términe correc-
tiv0 que hace sumentar la precisin de 1a primers aproximacion.

14
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En Ia primers aproximacidn s supone que las seris F, ¥ G, so reducen respectivamente
alas expresiones sipuientes:

Pt .

G @ = b

Las formulas (13) y (14) constituyen entonces un sistema de ses ccuacianes en las sei in-

COgUAS X, Yo 2 Xy ¥ s PUESHD QU X, .0 7, Tiguran en £, par. solucionar of presente si-
tema es conveniente dejur inalterada In expresidn do £,y climinir sucesivamente x. v X '
Esto se consigue ficimente si e caleulan previamente los siguintes coefclentes:

Pen(@—C)—n(G=C) b= n(®—S)—n (&8
Q = o (€ —C) = (CG—C) 4 = s (s =80 — 1 Si—8))
R n—A)—n(A—A) 1= nB—B)—nB—B) (5
8=l ) A LEennGi— B |
T = nn (G —C; Lt nn(&—S) '
En efecto, después de ficiles reduccioncs, s¢ lega al sistema:
BHLQu+TE - RELS
BHLQ L =Tl e
Pucsto ahora:
P T ) »
P T @
a0 biene en dein
e as
¥ luego por la (10):
as

E sistema de ocusciones (18) y (19) puede solucionarse por medio de la ecuacién do octavo
eeado que se abteine liminando ¢.; nosotros preferimas solucionarlo ripidamente por sproxima-
ciones sucesivas a parti de un valor incial plausiblo de &.. S nada se conoce al respecto con.
viens tomar 0032 com primer valor aproximado do ¢, que ¢s ¢l valor correspondiente & uns
distanca heliocéntrica ¥, = 25. Una vez obtenidas las coordenads X, ., % % puede pasar al
cdlealo de 2/, por medio de:

s e -
P——

w s @) @n

16
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) Resolucidn rpids, por aproximaciones sucesivas, do la ecuacitn fundamental do octa-
vo grado.
Podemos pasar ahora  establcer ol formulario correspondiente. Sean (s, 3), (s &),
(o 30 s coordenadas observadas de P en los {iempos £, , ¥ s respectivaments, y eljamos
como origen de los tiempos el Instante do Ia segunda observacidn o ea 1, — b,
Pongamos:
)= cos s, cona,
m = cos 3 sin,
B = sind,
5 denotemos con X,, Y, 7, s coordenadas topocéntricas del Sol en el tempo t, referidas na-
turslmente 1 mismo equinoseio a cual estén referidas Jas coordenadas observads. Sean ade.
mis 4, Ias distancias geocéntricas de P para Ios mismos nstantes; como es conocido e tene:

@

Lo = x4 X
ma = Y, a0
na - nk

Eliminemos ahora 3, dividiendo por ejemplo Ja primera y sogunda por la tercera
pone:

amk L osemo
‘ z m,
sem—cn . mevesn
i
PR
-
Sizm—y = B @

Este modo de eliminar 3, es conveniente si las declnaciones observadas 10 son muy peque-
it (4o asf com | 3> 67 en caso contrario se puede poner:

19 Gym 5, o aceions etas oeervadas o o prims 66 18,
296y = A5, = Il scenons et hsreadas oo s péimas 8 01 12

Con respecto a Jos cason 19) y 20), queda.a cargo del letor cambiar los simbolos, segn sea
necesario, en las formulas que so desarrollarin a continuacién
Recordando a formula (3), las (12) sdquieren las sigulentes formas:

O+ — (Fx 4 Gix) = A
I 1
8 (Fiz+Gi2) — (Fy.+Gy) = B (=1 o
k=t
 pars .= 0 s tine divectaments:
X Cn—h an
yoosu—B

15
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7 ea fhcl probar que teniendo en cuenta la (1) y las derivadas sucesivas do Ja misms, resulta
1 formula fundamental de Lagrange 5

e PG ®
donde
FoisE e
o @
LR X

¥ low cooficlentes 1,y &, son funciones de ¥, ¥, ¥ £ Si para mayor brevedad se pone:

®

) me

(o Botm 120nt 1)

Acerca de la convergencia do las series F'y G debemos deci que dosde el punto de vista
del calculo numérico, empleando un determinado nimero de cifcas decimales, generalmente
seis so prosentan dificutades cuando ol interval do tlempo (L) se acerca a 58 dias, esto
es, cuando + se acerca a In unidad. Para intervalos do tiempo que 1o superen 50 dias (casos
‘normales en n determinacion de Grbitas) ¥ para drbitas no muy excéntricas las aplicaciones -
‘méricas nos han mostrado que, en general, es suficlente la consideracién hasta los términs de
quinto orden, y excepcionalmente los de sexto orden en r

Siguiendo a K. Stumpit en el intento de tabular las series ¥ y G, estimamos converiente
Iograr por 1o tanto una representacion do F hasta los términos de quinto orden y do G husta
Ios términos do sexto orden. Es ficl probar que ponien

fetr . g

13
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