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TABLAS PARA BL, CALOULO DE LAS BFEMERIDES PLANETARIAS
POR KL METODO DE EXTRAPOLACION

I

INTRODUCGCION

El conocido método de extrapolacion para obtener una serie de posiciones heliocéntricas, de las
cuales luego es ficil deducir la correspondiente serie de posiciones geocéntricas de un cuerpo celeste que
se mueve alrededor del Sol recorriendo orbitas que son secciones conicas, actualmente es empleado
con mucha frecuencia en los calculos de efemérides de asteroides y cometas.

El hecho de ser este método aplicable para todas las excentricidades hace indiscutible las ventajas
de su uso ; ademas, se adaéta perfectamente al calculo mecanico. Originariamente, el método data de los
trabajos de Cowell * y de Numerow ?. Su aplicacion resulta muy facilitada si se poseen tablas adecuadas
a las particularidades del cilculo; las existentes se encuentran en las Tafeln zur theorelischen Astro-
nomie * y se refieren a los intervalos de extrapolacion w=2, 4§ y 8 dias, respectivamente.

En el reciente Congreso de la U. A. 1. ¢, la comision n° 20 (Petites planétes, etc.) adopté la decision
de calcular las efemérides aproximadas de oposicion de los asteroides para 6 fechas consecutivas
espaciadas de 10 dias una de otra. Una decisiéon andloga se adoptd para los cometas, cuyas.efemérides
deben calcularse en lo sucesivo con intervalos de 5 0 10 dias. En consecuencia faltan a las tablas citadas
las columnas de los intervalos w correspondientes a 5 y 10 dias, respectivamente. La presente publi-
cacion suplira esta falta.

t P. H. CowstL and A. C. D. Cromuerin, Essay on the retourn of Halley’s cometl. Publ. d. A. G. N° 23, 1910.

» B. Nuuerow, Méthode nouvelle de la determination des orbites et de calcul des éphémérides en lenant comple des pertur-
bations (en idioma ruso). Leningrado, 1923. Ver también N. Commenpantorr, Sur Uemploi de la méthode d’exlra-polation
de B. Noumerow pour le calcul des éphémérides. J. d. 0. 10, 8. 1926.

* De J. Bauscmingen, 2* edicién por G. Stracke. Leipzig, 1934. (Tabla N° 18). De este ultimo autor ver también : Zur
Ephemeridenrechnung nach Cowell A. N. 236, 96. 1929.

¢ Que tuvo lugar en Zurich en el mes de agosto de 1948.
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Considerando ademds que en nuestro observatorio se calculan las efemérides de un gran numero de
asteroides — asignados por la central de los pequefios planetas, el Cincinnatt Observatory, de acuerdo
con una resolucion de la anteriormente citada comision n° 20 — he creido oportuno, con la finalidad
de dar una guia a los estudiantes que se dedican a la tarea de este calculo, hacer una exposi:ic')n del
meétodo, aportando pequeiias modificaciones practicas sugeridas por una larga experiencia. Tales modi-
ficaciones resultan evidentes examinando la particular disposicion que he dado a los esquemas de calculo
de las efemérides aproximadas (ver ejemplos). ' '

11

EXPOSICION DEL METODO APROXIMADO DE EXTRAPOLACION

1. El movimiento no perturbado de un cuerpo celeste P que se mueve alrededor del Sol S con ley
newtoniana, se puede representar, como es conocido, con las ecuaciones diferenciales de 2° orden :

d?x ¥

W:—k i

d: . ’ 1

gg:_k-%, r=SP= (2 + y® + z)'h, (1)
d?z z

— T '2—..

dt? = —k p3

donde k es la constante de Gauss 0.0172021, y la masa m de P se supone despreciable respecto de la
del Sol que es tomada como unidad. Las coordenadas x, y, z son heliocéntricas ecuatoriales.
Para integrar numéricamente el sistema (1) supongamos conocer dos ternas de valores :

(=i, Yy Z),

(a’o ’ yO ’ ZO) '

'

correspondientes, respectivamente, a dos valores ¢_, y ¢, del tiempo ¢, e imaginemos que ¢ tome los valo-
res de una progresion aritmética simple de constante w :

L= t, + tw (l=-—1,0,1, 2,...). (2)

Nos proponemos ahora calcular por el método de extrapolacion los valores de las coordenadas
(@4, ¥, 2,) correspondientes al valor £, =t,+ w del tiempo ¢.

Y P 0 p

Pongamos en general :

xr

¥z =u(), (3)

es decir, denotemos con u(¢) una cualquiera de las coordenadas x, ¥y 2.



Pascuaw Scowzo, Tablas para el cdlculo de las efemérides planetarias, elc.

Del célqulo de las diferencias finitas se sabe que es:
I
u(ly + w) =u(ly) + w (t0+ ;w)

= u(t,) + w (to— éw) + " (o) .
= 2u (fy) —u(fy—w) + u,(t,)
Por otra parte la formula de Taylor nos proporciona el sigﬁiente desarrollo :

1207192 78,143

S w Fw® Pw
w(ty+w) = u () + - ' (ty) + T ' (t,) + 3T a” (L) + ...
y para i=1 e i= — I se tiene respéctivamente ;
/L ‘
0ty +10) = () + 50 () + () + 0 () +

u(lo—w) = u(ly) — — ' (4) + —) lL”(tU) - —3u’”(t(,) + .
y sumando miembro a miembro :
u(ty + w) + u(fy—w) = 2u () + wu’ () + R (L),
donde hemog puesto para abreviar :
R () = 21:—0141L(.") (t,) + 26—Lt;(;l,t(6)(to) + ...

De las (4) y (5) sigue:
) w* (b)) = win” (&) + R(tp)

Si se prescinde de R (f;), teniendo en cuenta las (1), se puede escribir :

2
u” (L) = wiu” (§) = w? (jtg) —w2k? lf—":,,

Fo

y por lo tanto la (4) se transforma en :

u(l
w(ly + w) = au(f)) —u(ty—w)— wk? '( o)
0
0 sea:
wk? . .
U = (2 T T8 ) Up = U—r, ro = (2" + ¥o* + 2o°) 1.
0 .

~

Luego por iteracion se obtiene :

~¥

(4)

(3)

(6)

(7)

(8)
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La cantidad :
w2k?

3 " (9)

)\i == 2 -
"2

se puede tabular simplemente para distintos y constantes valores de w en funcitn de r?; y entonces se

tiene en definitiva la formula general de extrapolacion :

Uips = ANlli — Uiy | o (10)

2. Calculemos ahora la expresion (6) de R (£,), que se puede llamar el resto, y de la cual habiamos

_prescindido en la deduccién de la (8). Si se pone:

U (t,) = wu” (&)

resulta : A
U (1) = whue+ (1)

y la (6) se transforma en :

: 2 4 116
R(t) = 27 U (1) + 57 UO (1) + g7 U0 (1) + ... (x1)

Pero se sabe, por otra parte, que las expresiones de las derivadas en funcion de las diferencias

finitas de distintos 6rdenes son :

WU = U — Lpuv p Ly
12 Qo

w4U(4) — Ulv . %va.

wsU® = L — .,

Si se sustituyen estas expresiones en la (11) se tiene :

1 1 31
R(t) = BU“ — —Uv

2ho Gorgo U T (12)

y si se elige un intervalo w convenientemente pequefio, R (¢,) adquiere por la (12) un valor despreciable.
Esto justifica la formula general de extrapolacion (10), que resulta asi de aspecto sumamente simple
y de facil aplicacion. Cuando se calculan efemérides aproximadas de asteroides, eligiendo un intervalo
w=10" y despreciando el resto R (¢), el error que se acumula extendiendo el célculo hasta la sexta
fecha, es decir para t{;=1!_,+ 6w, es de unas unidades de la cuarta cifra decimal.

Es importante hacer notar que el procedimiento de extrapolacion que hemos expuesto es indepen-
diente del valor de la excentricidad de la otbila, porque dicho procedimiento se funda en las ecuaciones
diferenciales (1) del movimiento, por lo cual resulta aplicable indiferentemente al caso de los planetas
(orbitas elipticas), como al de los cometas (que poseen Orbitas elipticas y parabolicas y a veces también
hiperbolicas).
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. HI

TABLA DE LOS VALORES 10" . wtk* s !
(Método de Cowell)

— —— — —

w=hd w=10¢ re w=—hHd w==10d
. 3 841.4
.5o 40168 .5 16ro74.1 . .9 25167 .6 210.9 1086-0. 2 p
o1 39869.2 383'3 1594766 i%?:'i 90 26959.9 017 | 107839.7 323-?
92 39476.4 3864 157905.4 [ pie0' 97 26754.9 209 A 107019.0 804 8
53 3gogo.o 380 156359.9 54 ‘5 98 26552.5 -4 106209.8 - 9'6
94 38709.9 0.1 154839.4 '0?* 99 26352.6 1999 1054103 799.
55 38335.8 3181 | is333.4 14950 .00 261552 1974 | o620, 7893
56 37967.8 362 1 1518712 1'28.5 ot 25960, 2 192'5 103840 .y iig'l
57 37605,7 3565 1501122,'7 IZQG‘O 02 25767.7 190-2 103070,8 :éo.-
58 37249.2 350 148996.7 1ho3 3 03 a5597.5 Ig-.S 102310, 1 :51'4
b9 36898.3 -9 147593 .4 499 oh 25389.7 ‘- 101558 7 "o
6o 36553.0 320.3 1462119 1%24,5 .05 25204 . 1 lgg‘g 100816 .5 zga°2
: 0.1 hid 1000.2 . 183, N 13.2
01 36912.9 334 I[l[l85[,/ 13['9 [ 06 25020.8 81 1 100083 .3 2943
62 35878.2 o 007 | 1436126 397 07 Y ge359.0  724.3
63 85548.5 & 2-/ thatgd.g o gl o8 24660.8 753 98643.3 7137
64 35223 .8 29-7 | 140895.4 *?9° 09 24484 .0 76. 97036 2 7°7-
.65 34goh . 1 2:2'7 139616.5 :;Zs‘g .10 24309.4 iZé-g 97237.5 ggg.é
66 34589.2 5 ) | 138356.8 1:42'6 T 241368 1722 g6s47.0 9902
67 84a79.0 305.6 187115.9 12224 2 23966 168.6 95864 .7 6-4.3
68 3397814  j00°0 | a3b8gsn 1224 13 33797.6  lga'g | 9B1go.h  cdg-y
69 33672.3 0.1 134689.1 12°% 14 23631.0 . 94534 .0 :
70 33375.6 2997 | 335005 11308 15 23166.3 1047 | 38653 038.7
71 33083.3 2%8.1 132333.0 1152'3 16 23303.5 160.9 93214.2 643 6
72 32795.2 284.0 131180.7 1135.8 17 23142.6 159'0 92570.6 636 2
73 - 3ab611.2 ro 8 130044 .9 L1105 18 22983 .6 5= 3 91934.4 610 o
74 32231.4 279 128925.4 M9 19 22826 .3 /- 91305.4 9
275. 1093.5 . 155.4 . 6a21.8
79 31955.5 2;2.2 12&8;2.9 1037.8 ' +30 22272'9 153 .7 ggggg'g 614.8
=6 31683.5 268 1 126734, oy 21 - 2325175 .2 153 6 9 . 607 .9
71 31415.4 264.3 1256617 1057.5 32 22365. 2 150.3 89460.9 6ot .1
<8 311511 6 : 124604 .2 10&2'8 23 22314 .9 1&8.5 88859.8 59&.4
=9 308go.4  ?°%7 | 123561.4 : 24 22066 .4 : 88265.4 :
80 30633.3 -1 | 1225332 10202 25 argrg.h 419 | 85677.6° 2878
81 30379.8 250 1 121519, 2 1000 2 26 21774 .1 153:7 87296.§ 57&:q
81 3o139.7 246 6 120519.0 86 5 27 21630.4 tha a 865121 .4 568 5
83 2098831 433 119532.5 9 3 a8 21488 .13 1406 85952.9 362 4
84 209639.8 249. 118559.4 979. a9 21347.6 ' 85390.5 :
556.3
.85 29399.8 :gg,o | 117599.4 822'? 3o 21208.5 :gg:g 84834.2 - 3
86 29163 .1 233°g 116652.3 034'5 31 21071.0 126 1 84283.9  Hiity
&7 2893g.5 230. 6 119717.8 922:1 32 20934.9 134 6 83739.5 588 5
&8 28698.9 anm { 114595.7 0g.8 33 208003 133 a 83201.0 532 -
8¢ a8491.5 Y70 113885.9  9°9: 34 20667 . 1 82668 .3
/ - 131.8 527.3
.90 183a47.0 :::’g 112988.0 ggé:g .35 20535.3 lgo,& 821411 52:.5
91 28025.5 8 112101 .8 847 36 20404 .9 129.0 81619.6 516 o
92 27806.8 215'% 111227.1 863.3 37 20275.9 1277 81103.6 A10. 6
93 27591.0 3 110363 .8 852 3 38 20148, 12 126 3 80593 .0 505 3
94 27377.9 st 1095116 ' 39 20021 .9 : 80087.7
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10
rt w==5@ w=10d r? w=0d w=10d
' 5. 500. 7.8
sdo | alglg g0 | ggssg  pr0 | ago | a8 T2 | Segien Sipd
1 19773.2 1224 70093 .8 48 91 14go2.6 26.5 59610.5 305
42 196508 78603 .1 9.7 93 14826 1 ) 59304.6 -9
13 5206 121,23 8118 4 484.7 3 ~50. 3 75.8 303.4
el I e S S
409. a0, 04 . 08700.2 - :
2.45 19290.9 :18.2 77163.8 @z&,8 2.90 14600.6 72‘5 58402.2 298.8
56 1173.4 1113 | 7863.5 A2 96 145266 73-0 | 58106.5 2937
43 190571 y 762285 : 97 14453.3 I .5p7813.3 299.2
p 1151 - 460.6 : 73.7 = 200.7
28 lggﬁg.o 114 0 7gé67.g 456 o 98 12383.6 2.0 27022.6 288 A
9 18828 o : =5311.9 ¥ 99 14308.6 i 7234 .2 :
. d1.4 . 71.5 85
2.50 18715.1 ‘129 | -uge0.5  401.A 3.00 142370 1% 56948.3  289.9
51 86034 117 | 7u4i3ls 7.9 or 141662 709 56864 .- 283.0
Da 18492.8 1006 73971.0 438 1 02 14095 .9 é : 56383.5 2 §'2
53 13382.; ;og'a 72532,9 4338 03 14026 2 63‘2 56104.6 7.9
04 18274, ) 73099. 1 ’ o4 13957.0 "© | "55828.0 {7
2,55 18167.4  'O74 | -ag6g.5 8296 || 3 05 | yagsg s 080 | ppees . 274.3
56 1806:_0 :gg‘g 42244.1 é:?'é ob 13820.4 28‘3 55981_% 273.1
57 17955.7 1003 71822.9 o) 07 137629 Gl Shorr.g 2099
38 1782§.& 103 3 71400_5 413 1 o8 13686.0 66.2 54744.0 ;65'6
9 17748 .1 : 70992, : 09 13619.6 g 54478.5 :
- .3 - hog. 2 \ . 65.8 - 63
2,60 17645.8. 102 70583. 4 9. 3.10 | 135538 2. 54215 203.4
61 17544.5 :g;'g §0178,1 205'2 I 13488.4 25-2 53;;3:% 261.3
63 17444 .2 : 69776~ 02. . 134237 b.7 53¢ a59.3
99.4 9779.7 397.6 7 64 3 694 .6 5
22 '7323'3 03.5 | 30701 395 8 13 133594 g3’ | 83437.5 2.1
17246. : 985. ' 14 13295.6 . 5318a.4 :
S mes S| s S| sar) mma G0 | et 0
7 16956.5 gd.g 67825 .9 3_"2 17 13107.3 gn.g 52&29:3 2kg.o
28 12821.7 94 0 67446 .7 392.8 18 13045.5 6:.3 521831 22g'3
9 10707.9 ) 7070.9 ) 19 12984 . 2 ) 51937.0 :
- -t - 93.0 373.3 60.8 3.3
n g B e W) ox | e B3 ey o0
7 oo 91.3 93 . 365.5 2| 1adel gglg | Q14928 gty
; 16491 .1 20.5 65964.8 - o 232 12803.2 59.4 512128 9.
-3 16400.6 89.7 65601 . 2 358.8 23 12743 .8 59' 50975.2 237.6
: 16310.9 : 65243 - 24 | 12684.8  °9°C | pojhg.4 230.8
. 88. 355.5
.7 62212.0 . 9 . 58.5 234.0
"6 | aeasg 1| Gusld Bau || 30 uBE gg | Sobadd G5
77 16046.6 7 64186.4 34g.1 2 tah1o0. 57.6 7 ‘2 230.5
86.5 346.0 7 -7 5 50042.7
78 IggGZ'Z 8 33240.2 343 o a8 12453.5 53-; 49814 .0 292-7
79 15874. ‘ 97- . 29 12396.8 ’ 49587.1 239.9
85.0 339.8 5
2,80 15789 .4 63157.6 9 3. 56.3 ; 225.2
S | asgoba 82| Gme, 30 |TE 1 Med sl | ke Ll
82 15921.7 82:- 62486.9 330 3a 122391 g§'5 A8916:5 2r.9
gz 12729.0 82 o 22553.0 328 o 33 121741 52‘3 48696.3  2%2-2
10497.0 e 18268, 0 ) 34 131]9'5 ’ 48577:8 10,
‘ - 81.3 3251
2.32 12372., 80 6 61502.9 322 3 3.35 12065, 2 gg:; 48360, "g'g
3 :5:95.§ 29.8 glégo'ﬁ 319.5 36 12011.4 534 48045. "3-
. 19, ' ' 37 ' :
8% | 13361 797 | o544 g Y 3% gy 531 | 478t a1a 1
" 89 15057.6 75 60330.4 4.0 39 11852,g 52.6 A;&og:2 210.6
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w=5¢ w=109 r? w=0hd w=10¢
3.40 11800.1 g?a 0472002 :09'2 3.90 09605 . 3 gzg 0384130.7 :[’fg
41 11748.2 -9 046992 .8 07- 91 09568. 4 . 038273.4 /-
4a 11696.7 g;‘? 0467868 :02'2 92 09531.8 ggg 038137 .1 :[[:gg
11994, ) 04005%9. ) 9 09499. ’ 007897.1 :
3.45 11544.5 50.3 046177.9 201.5 3.95 09423 .4 35'? 037693.5 143.6
416 11494.5 50.0 045 8 300. 1 6 09387.7 39.7 037550 142.6
; 168 997 | ofparga 198.6 | CEUY B S - est B TR
A I R (s O < I
ho a6 489 | Oisasels 19547 o0 | ogiBao B0 | o3liagy Mo
3.50 11298.0 48.6 o4d191.9 194.4 4.00 09247.3 34.7 036989 .0 139.1
51 4o .7 48.3 044998 193.0 o1 09212.7 34.0 0368507  '58:3
5 taor 8 479 | o480, 8 19r.8 oqui8 3 b | sg3ty 1374
2 11201, 47.5 044807, 190.3 02 9'7’- _ 34 .1 719. 136 .6
53 11154.3 4n 3 062217,0 1889 03 091!;4,; 33 g 033226,7 1357
54 11107.0 ‘e 0444238 .1 . o4 ogI110, 32 ’ 036441 .0 .
3.55 11060.1 46.9 044340.5 187.6 4.0d 09076.5 §3'8 036366 .1 134.9
56 11013.6 46.5 044054 .2 186.3 06 0go43.o 38.9 0361731 134.0
5 67.3  48.3 | i3ge.3  134.9 o; | ogoogn 333 | o36038.q 1332
°7 09Y7. . 45.9 9. 183.7 / 9909.7 33.1 9 13325
58 10021.4 456 023685,6 182 4 o8 oggzg,b 32 g ogggog.g 131.6
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2 00445 .7 9.9 oo1583.0 8.'83 2 00354 . 2 :'5 001416.9 g'l
3 00443.5 2.1 0017574 .2 38 3 0033512, 5 5 ooifro.g -
4 oohht .4 0017565 4 : 4 00351 .2 191 odo1hoh.g - 6.0
30.5 00439.3 z:z o0o1756 .8 gg 35.5 00d49.8 I'é 0o1399.0 29
6 00437.0 2.1 001748 .2 s6 Y6 00348.3 i-5 001393.1 gg
g 00434. 9 2.1 001739.6 8 4 7 00346.8 - 001387.3 5 8
00433.8 2 1 0017531.2 8 4 8 00345 .4 g 001381.5 =
9 00430.7 001733 .8 . 9 00343.9 t-2 001375.7 5.8
3r.0 00428.6 ;: oor14 .4 8.4 36.0 00342 .5 L4 001370.0 2.7
1 00222,2 20 001706, 2 gi 1 00341.1 1'2 001364.3- g'7
2 0o04ah. 2 0 0016980 y 2 00339.% L 001358.6 -7
3 00422.5 2 1 001689.8 gz 3 00338 .3 L.4 oo1353.0 g'b
4 | oohao.4 001681 .8 : i | o0336.9 "4 | oot347.4 -6
315 | oohi8.4 20 | oo1653.8 S50l 365 335.5 1.4 , 1.3
6 | oott65  :9 | oor6f5.8 8.0 6 | 003341 L4 oonsed 8.3
7 | ‘oohr45 2% | oor6380 78 332 3 et oo
. 2.0 . ! 7 00332 .7 : 00133r1.0 :
8 ooé12,5_ t.g 001650, 2 ig 8 00331.11 1'2 cor325.5 5.3
9 00410.6 001642 .4 /- 9 00330.0 1. 001320.2 5.3
32.0 004087 59 001634 .7 77 3 00328 r.3 5.4
1 00406.8 :g 001627,: zg 7'? 0032722 .3 gg:g;g:g 23
g 0oloh.g : 19 oo161g.5. "'5 2 " 003261 1'2 001304 .2 5:3
00403 .0 1.9 0016132 .0 25 3 00324 .7 1'3 001399.0 2.2
4 oolor 1 oor604 .5 - - 4 00323 .4 I oot293.8 5.3
32.5 00399.3 t.8 001597.1 7-4 35 | 00322 .3 5.2
6 003994 1.9 001580_8 7.3 7.6 00328'1 ' 32 001288.6 5.9
. 00305 6 1.8 58. 5 7.3 . ‘9 1.3 001283.4 5.1
7 393.8 1.8 001582, 7.2 - 00319.6 1-3 001278.3 d.
00393. 1 8 0ord75.3 " 8 00318.3 ) 001273.3 2:0
9 00392.0 001568 1 7 9 00317.1 .3 001268.2 5.1
33.0 00390. 3 18 1 oom861.0 7.1 1.3 5.0
; 00388 5 1.9 001-553.9 7.1 38.0 oogxz.,g .2 0013263 .2 heg
: 386 1.8 7.0 I 00314. 3 001258.3 5
3 00385'7 1.9 001546.9 7'0 a 00313.3 ' oo1253.3 -0
: 00383.0 e 001539.9 7 3 00312 .1 1.2 001248, 4 4.9
00383.3 001533 .0 -9 4 oo3r10.9 '3 001343.6 4.8
33.5 00381 .5 r.8 001526 .1 6.9 385 30q. .3 4
: . _ 30g. 7 -2
6 00379.8 r7 oo1b19.3 6.8 8 32383 g 1.2 Oougg,, 4.8
7 003781 -7 0015126 6.7 r 1.9 o0Tava.9 4.8
/! oeLheH 1.6 si2 6.7 7 00307.3 L2 001329.1 A -
371;.8 ty | 001505, 9 6 8 00306. 1 ) 001224.4 o
9 00374, oo1499.2 -7 9 00304 .9 I.2 001319.7 4.7
34.0 00373.2 1.6 00111‘93 6 6.6 3 3 1.9 - b.m
t 00371.5 ['g 001486 .0 6.6 9‘(1) 32333.25 .t 00[‘“0.3 (l-';
2 00369 9 | O OOI[[ 5 6.5 . .3 001310. 6 6
3 o368’ d 1.6 79. 6 4 2 oodor.4 oc1305.7 )
: 00eh 16 001453.1 6.4 3 00300.3 I.1 001301.1 l..(?
0366, 7 001466 .7 : 4 001399. 1 -2 001196.5 4.6
34.5 00365 . 1 1.6 oo1460.3 6.4 3 . 1.1
. . .5 00398. ' D 4.5
6 | 003635 18 | oous3g 6.4 76 | corgb.g SER IpoeR i §.5
Lo o - . . .
§| oy wn | ooy e g | maeer 0| coste 43
. . . 6 001294 . ) 001178, )
9 00358.8 001435, 3 1 9 00293.5 1ot oou’éln.x 4.4
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o
<

—— — — ——
rt w=5d =104 re w=>3" w—10d
bo.o 00293 .4 :: oot1169.7 22 41.0 00281.8 '.0 001.127.2 2"
1 ooagt .3 . oo1165.3 43 I 00280.8 .o oo1rad.o -2
2 00290, 3 o oo1161 .0 43 2. 002790.7 Tt 001119.0 2'0
3 0028y. 2 . 001156.7 43 3 00378 .5 r.o oortth. g !
4 00188 .1 -1 oor1d2 .4 : 4 002%7.7 '.o 0DI110.9 h.o
40.9 001287.0 T oor148.1 2‘3 1.5 00256.7 .o oo1106.9 2'0
6 00386 .0 1.0 oor143 ¢ A.g 6 002755 .7 ro 001103.9 &'0
7 00284 .9 ]'; 001139.6 T " 00274 .7 r.o 001098.9 3'0
8 001283 .9 i'l 001135.5 Z‘a 8 00273.7 '.o 001095.0 ,'9
9 00283.8 ’ ocoridt.3 : 9 002728 0.9 . 001091 .0 4.0
4a.o 00371.8 ‘.o 001087 .1 3.8
Iv
TABLA DEL COEFICIENTE % =2 — wk*r—3
(Método aproximado de extrapolacion)
w = bd
r® A 72 A r? »
2.0 1.997384  or b.o 1.999075 4, 6.0 1.999497 |,
I 7569 164 1 199 32 [ 509 ‘1
2 7733 146 2 141 ag 2 531 '
3 7879 131 3 170 28 3 333 .
4 8o10 g 4 198 ag 4 543 11
2.5 1.998128 4.5 1.999235 . 6.5 1.999554
6 78235 107 6 abo N 6 S TTs6s 'O
7 8333 gS 7 274 a3 1 573 o
8 8421 8y 8 297 a1 8 583 9
9 8502 - 9 318 20 9 593 0
i
.0 1.998576 5.0 1.999338 7.0 t.999b01 -
, 8645 o9 ' 358 29 8.0 673 12
3 808 58 2 376 18 9.0 726 io
3 8766 54 3 394 16 10.0 ~66 31
4 8820 5 4 hro 11.0 797 )
o 16 25
3.5 1.998870 5.5 1.999426 N 12.0 1.999822
6 Pagiy U7 6 s % | a8l Ba 2
7 8961 [‘; 7 456 l[: ‘14.0 859 '
8 goot 38 8 450 14 15.0 873 -~
go3g 9 484 16.0 884
9 36 13 17.0 894 10
: 9
18.0 gcl)3 8
19.0 911 6
20.0 917
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w = 10¢
e 5 » % P2 7
q
2.0 1.989538 6.0 1.997987 10.0 .999064
1 990276 ggg 1 8036 2?' 1 078 12
2 990932  pop 3 8083 Aé 2 092 '3
2 991527 £q6 z 8129 43 3 ., 105 :3
993041, 4 8173 4 4 118
) . 2 12
2.5 1.992514 6.5 1.9983a14 10.5 . 130
6 2942 g;g 6 8255 gl 6 999143 13
v 3330 5 ~ 83294 39 7 155 13
8 2683 324 8 8331 gl 8 166 1)
9 00 9 8367 9 178
297 - 35 11
3.0 1.994305 ) 7.0 1.998402 11.0 .99918
1 4578 Zgg I 8436 gﬁ 1 999193 ro
3 4831 oy 2 8468 32-' 2 arxr 1?2
3 5064 e 3 8500 57 3 aar 10
4 5280 | 4 8530 29 4 a3 ‘o
3.5 1.995481 7.5 1.99855 1.5 . 4
6 5668 157 "6 Pesgs 29 6 Wl o
7 5842 1l - 8615 27 - 261 1°
8 gogg 153 8 8642 zg 8 270 ?
9 1 9 8667 9 2 9
143 . 25 79
9
4.o 1.996301 8.0 1.998692 -, 12.0 .999288
1 6436 132 I 8716 ;2 I 999297 9
2 656> 2 8760 o 2 306 2
3 6681 !9 3 8762 22 3 314 8
4 6794 112 4 8785 2 4 333§
4.5 1.996g00 8.5 1.998806 12,5 330
6 7000 108 6 88a7 3 6 .999338 8
7 7096 9 7 8847 20 7 346 8
8 7186 92 8 8866 19 8 354 8
9 =273 9 8886 36 7
81 18 9 :
7
5.0 1.997353 9.0 1.998g04 " i3.0 368
1 7431 Zg 1 8922 lg 14.0 999&35 67
3 =504 /1 2 8g4o I 15.0 gt 56
z 7575 g7 3 8957 :g 16,0 538 é7
7643 64 4 8973 6 17.0 578 gg
5,5 1.997706 9.5 1.99898g 18.0 613
'6 7767 g; 6 9005 ;g 19.0 .999663 30
7 <826 56 i 9020 = 20.0 669 26
15
8 7883 £3 8 go35 14
9 7935 B2 9 godo 14
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v
EJEMPLOS

Cdleulo de efemérides aproximadas

A) De oposicion del asteroide (627) Charis.

Con los elementos orbitales : .
Epoca: 1933 Mayo 21 Constanles
M,..... 293°478 Do, 177°613 ) az.... +0.57363 , b, ... -L+o0.63004
Paenas 3.383 Q...... 1&3.0535 19%0.0 ! ay....  —.58319 , b,.... -+o0.74962
" 7187676 Eoo. ... 44 az...>) —o0.34782 , b..... +o0.20275
oo, 2.8995

el calculo directo (con 5 decimales) de las coordenadas heliocéntricas ecuatoriales da :

1920 Dic. 15 1950 Dic. 25 1991 Febr. 3
R —o0.52068 —o0.61615 --0.99020
Yovevvaaoe +2.81748 +2.80179 +2.50936
e +0.96800 -+0.96902 +0.96554

Para aplicar el método de extrapolacion tomamos como valores iniciales los correspondientes a las
fechas Diciembre 15 y Diciembre 25 ; en el esquema siguiente esos valores se encuentran en la primera
y segunda columna y estdn en negrita. En cada columna los productos Ax, iy, %: se refieren a los
valores de la columna sucesiva ; a partir de la tercera columna las coordenadas z, y, < se obtienen con la

formula general de extrapolacién (10), es decir :

Litr = ANZi — Ti.

Yi+1r = NYi — Yi—

:f-{-l = AT — Zi--1
El coeficiente de extrapalacion 2; se saca cada vez de la tabla IV en funcion de ré=ax2+ y? + 2 (w=10")

t Cfr. Petites planétes, Parte 11, Leningrado, 1947.



%0

Dic. 1)

—1.2317
—0.5207
—o.1296
—o0.6503

+5.6000
+2.8175
—0.8951
+1.9224
+0.9473

—0.3383

<148

+1.9382
+0.9680
—0.3883
+0.5798
+12.0293

+0.2837
+ 15957
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Dic. 25

—1.4212
—0.6162
+0.0448
—o0.5714

+5.5632
+-2.8018
—o0.9o14
+1.9004
+0.0577

—0.3007"
7" 6m°9

+1.9384
+0.9696
—o0.3g0g =
+0.5787 "
+1.9843

+0.2916
+16°15'

9.1699
1.998¢3

Enero 4

—1.6091
—o.7110

L3179
—o.4931

+5.5199
+2.7831
—o0.8797
+1.9034
+0.9680

—o0.25¢yI
6"58™. 1

+1.9386
+0.9703
-—0.3815
+0.5887
+1.9663
+0.9580
+0.2994
+ 16240’

9.192)
1.99894 .

o

4817
.0525

L3123

o w

Enero 14

—1.7953
—o0.8050
40,3842
—o0.4208

+5.4707
-+2.5614
—0.8307
+1.9307
+0.9771

~—0.2180
6°49".2

+1.9358
+0.9698
—o0.3603
+0.6095
+1.9799
+0.9555
+0.3085
+ l7°9'

9.2139

1.99894

0.4823
2.0679
0.3156

Oposicién 4

Knero 24

—o0.8981
+0.5386
—0.35¢5

+2.7368
—o0.755¢9
+1.9809
+0.9839

—o0.1815
Ghélm.ﬂ

+0.9684

—0.3278

+0.6406
+2.0133

+0.3132
+17°39’

9.2345

1.99895

- Febr. 3

—o0.9903
+0.6764
—0.3139

+12.7093
—o0.6577
+ 2
+0.9885

-70.1530
6°34™.8

+o0.9660
—o0.2833
+0.680%
+2.0755

+0.3280
+18°10'

.0516 .

1990/51

»x
iy
X
A cosdcosu
cos %
2y
Y
y
. A cos ¢ sen «

sen «

tg 2 O clg«

9

{r]

[a]

Los valores de x. y, z arriba indicados (calculo directo) de la fecha Febrero.3, con respecto a los

calculados por el método de extrapolacién (dltima columna) difieren, respectivamente, de + 1, +1,

— 3 unidades de la cuarta cifra decimal, lo cual debe considerarse un buen acuerdo si se tiene en cuenta

el grado de precision que se quiere alcanzar.

B) De oposicion del asteroide (1339) Désagneuxa.

Con los elementos orbitales :

Epoca
M,..... 35
TR
T 67
A 3.

+ Cfr. Petites planétes, Parte 1I, Leningrado, 1947.

: 1934 Dic. 36

79888 W, .
3.144 Q...
5"714 bvvinns
o211

... +0.03414 ,  bg....
ay.... +o0.8g03g ,
Uzo oo +0&5396 ’

Constantes

by----
b.....

—o0.98g50
+o0.0g3g1
—0.10977
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el calculo diljecto da:

1950 Dic. 15 1950 Dic. 29 1951 Fabr. 3

—o0.60032

Tovoue, —0.70120 —1.09465
Yereuns +2.53442 +2.53071 +2.43420
T +1.18138 +1.15846 +1.05242
y el método de extrapolacion (w=10):

Dic. 15 Dic. 25 Enero 4 Enero 14 Enero 2/ Febr. 3 1950/51
—1.4015 —1.6014 —1.7993 —1.99%0 >
—0.6003 —0.7012 —o0.8011 —0.9002 —0.9981 —1.0948 x
—o0.1296 +0.0448 +0.21759 +0.384a +0.5386 +0.6564 X
—0.7299 —0.6564 —o0.5833 —o.5160 —0.43gH —0.4184 | Acosécos«

COSs 7.
+5.0382 +5.0044 ~+4.9643 +4.91%59 ay
+2.5344 +2.5207 +2.5038 +2.4837 +2.4605 +2.4342 y
—o0.8951 —o0.9014 —o0.8797 —0.8307 —o0.755¢9 —o0.057% Y
+1.6393 +1.6193 +1.6241 +1.6530 +1.7046 +1.7765 | Acosisen
+0.9135 +0.9268 +o0.9411 +0.9545 +0.9655° +0.9734 sen «
—o0.4453 —o0.4054 —0.33g2 —o0.3122 —o0.2696 —0.2335 | tgadelgn

7h36m0 7b28u13 ,7h19n:0 ,7h 9141[. ,7h ouu[l 6h53m0 «
+2.3155 +2.26068 +2.2152 +2.1608 2z
+1.1814 +1.1585 +1.1341 +1.1083 +1.0811 +1.0535 :
~—0.3882 —0.3909 —0.3815 —o0.3603 —o0.3278 —o0.2833 V/
+0.5932 +0.7676 +0.7526 +0.7480 +0.7533 +0.7672 Asen s
+1.7945 +1.74752 +1.7257 +1.7318 +1.7655 +1.8250 A cosd
+0.9160 +0.9180 cos &
+o0.4420 +0.4393 +0.4361 +0.4319 +0.4267 +o0.4304 tg o
+ 23051/ + 23943 4+ 23034 +23022/ + 330 ¢/ + 22948 c
8.1877 8.1971 8.2070 8.2190 re
1.99874 1.99874 1.99874 1.99875 A
0.456¢ 0.4571 (]
1.88a7 1.8865 A
0.2748 0.2797 [4]
Oposicion 8

Las diferencias entre los valores de las coordenadas x, y, = para la ultima fecha segin el cilculo
directo y los obtenidos por el método de extrapolacion, resultan asi satisfactoriamente de +1, 0, —1
unidades de la cuarta cifra decimal.

C) Del cometa 1949a. Con los elemenlos orbitales : .
' Constantes
T 1950 Enero 19.510 Blavins 4o°16’ Meoooo —2.17570 ne.... 40.55014
| Qoou... 221 3¢9 ; 1950.0 ! my —0.93233 , m,.... +13.60650
q 2.5484 bevenns 131 19 Mmy.... +o._g£|[ut ,  Nz.... +4.31424

t Cfr. Announcement Card N° gg6 de Harvard.
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el calculo directo da:

1949 Mayo 21 1949 Mayo 26 1949 Junio 15
Tovennnnn —1.76679 —1.78819 —1.87071
Feovenons —2.31933 —3.30419 —2.13990
T —2.20652 —2.14781 —1.90937

L]

y el método de extrapolacion (w=>5%):

Mayo 21 Mayo 26 Mayo 31 Junio 5 Junio 10 Junio 1D 1949
—3.5761 —3.6183 —3.6599 - —3.7009 B Y
—1.7668 —1.7882 —1.8093 —1.8301 —1.8500 —1.8708 x
+0.5119 +0.4374 +0.3597 +0.2795 +0.1973 +0.1138 X
—1.2549 —1.3508 —1.4496 ° —-1.5506 —1.6533 —1.7570 | Acosdcosa
—o.6627 —o0.70312 —0.7396 —0.77175 ~0.%993 —o0.8228 cos «
—4.4080 —4.3750 —4.3452 —4.3120 y
—2.2193 —2.2042 —2.1887 —2.1728 —2.1565 —2.1398 y
+0.8012 +0.8385 +0.8698 +0.8g49 +0.9137 +0.9261 Y
—1.4181 —1.3657 —1.3189 —1.2779 ~-1.2428 —1.2137 | Acosdsenx
sen «
+1.1301 +1.0111 +0.9098 +0.8241 +o0.7517 +0.6g08 | tgx 6 ctgux
15%14% 157123 14°49™2 14"38"0 14° 2™ 14° 1876 o
—4.2953 . —h. 1772 —4.0385 —3.9390 i’z
—2.2065 —2.1478 —2.0888 —2.0294 —1.9697 —1.9096 z
+0.3475 +0.3636 +0.3972 °°  +0.3881 +0.3963 +o0.4016 Z
—1.835g0 —1.7842 —1.7116 —1.6413 —1.5734 —1.5080 Asend
+1.8936 +1.9309 +1.9600 +2.0093 +12.0684 +2.1354 A cos @
+0.7137 +0.7327 +0.713) +o0.7744 +0.7958 +0.8168 cos ¢
—o0.9817 —o0.93288 —0.8733 —o0.816g —o0.7607 —o0.75062 tg s
— 44oa8 —42°53' —h1°8 —3g°15’ —37016 —35°14’ )
2.653 2.622 2.749 2.595 2.599 2.614 A
12.6692 12.4271 12,1888 11.9549 rt
1.99984 1.99983 1.99983 1.99982 A

También en este caso las diferencias entre los valores obtenidos, por ambos métodos, de las coor-
denadas heliocéntricas ecuatoriales x, y, z, relativas a la fecha 1949 Junio 15 son satisfactorias,
porque resultan de + 1, — 1, + 2 unidades de la tiltima cifra decimal considerada.
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CALCULO NUMERICO DE UNA ORBITA A PARTIR
DE UNA SOLUCION APROXIMADA

Por PASCUAL SCONZO *#

ABSTRACT

According to Wilkens, Stumpff and Vaisdld’s ideas, in this paper practical directions to
solve the problem of orbits computation are given, when a starting approximate solution is
known, for instance, a circular or elliptic orbit deduced from very short time-intervals.
Otherwise to obtain the first approximation, Wilkens’ method in «, & co-ordinates is useful,
Successive approximations in the case of larger time-intervals can be carried out using the
Lagrangian F and G series until 5 th or 6 th order terms and computing simultaneously
the position and the velocities components by three hypothesis A,.,, A,, A,.. on the geocen-
trical distance at the time t =t, (w is an arbitrary small quantity). But from a given geo-
centrical distance the position and only two of the velocities’ components can be univocally
derived; for the remaining component two different values are available, whose difference
we denote with e.

If e_w, e, e:w are the values of ¢ corresponding to the above three hypothesis, the true
value of A, is determined using an inverse interpolation formula with the condition e=o0
(see below note (9) and (10)).

Another way to reach the solution is an itirative process applied to the system of equa-
tion (81) on page 19.

In order to explain the meaning of the numerical process two examples are added at the
end.

In an appendix, tables facilitating the computation of the F and G series are also added.

—

(*) Jefe del Departamento de Calculos y Efemérides en el Instituto Superior del Observatorio Astroné-
mico y Profesor de Calculos Cientificos en la Escuela Superior de Astronomia y Geofisica.







CALCULO NUMERICO DE UNA ORBITA A PARTIR
DE UNA SOLUCION APROXIMADA

Por PASCUAL SCONZO

1. — Generalidades sobre el problema de la determinacién de érbitas.

La determinacién de la é6rbita de un cuerpo del sistema solar constituye en esencia un
problema de calculo numérico. Para resolver este problema, las soluciones hoy conocidas son
tantas que parece a primera vista superfluo buscar otras nuevas. En efecto, los métodos cono-
cidos hasta el presente, que relinen elegancia y rigor y que estan vinculados a los nombres cé-
lebres de Lagrange, Laplace, Gauss, Encke @ y a aquellos otros, mas préximos a nuestro tiem-
po, de Harzer, Charlier, Andoyer, Leuschner, Wilkens ¥, nada dejan que desear en lo referente
a la perfeccion de los desarrollos matematicos y a la exactitud de los resultados obtenibles.

Sin embargo en los ultimos decenios han sido hechas fructuosas tentativas con la intencién
de aportar modificaciones a los métodos ya consagrados, y que por otra parte habian sopor-
tado satisfactoriamente una larga serie de pruebas, con las cuales modificaciones habrian de
conseguirse procedimientos mas expeditivos y mas apropiados a las necesidades de la practica
y esquemas de férmulas mas adecuados a los modernos medios mecanicos de calculo. Entre las
méas notables de tales innovaciones han de contarse, a mi juicio, las de Veithen-Merton ®, de
Stumpff @ y de Herget ®, Sin temor de ser desmentido puedo agregar que el método clasi-
co de Gauss-Encke, adaptado al calculo mecanico por Veithen-Merton y magistralmente expues-
to en el tratado de G. Stracke citado en ®, no ha sido todavia superado seriamente por nin-
guno de los otros métodos y con frecuencia recurre al mismo el mas experimentado calculador.

En el presente trabajo me propongo ilustrar que provecho se puede cbtener de las ideas
de Wilkens y de Stumpff con la finalidad anteriormente indicada, de lograr esquemas para un
calculo rapido, refiriéndome particularmente a la segunda fase del cdlcu'o de la 6rbita de un
astercide, esto es, después que se conoce una solucién aproximada. -

Como es sabido, el planteo del problema de la determinacién de la érbita de un cuerpo P
que se mueve en torno al Sol bajo la ley newtoniana de atraccion, se puede formular del mo-
do siguiente: Dadas tres observaciones distintas y completas de P (o sea en las coordenadas
« y 8) correspondientes a tres distintos instantes, determinar la trayectoria y la ley del movi-

miento de P sobre ésta,
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Todos los métodos siguen, para alcanzar este objetivo, uno u otro de dos caminos fun-
damentales, los cuales se diferencian entre si por que en uno (el seguido por los métodos del
tipo de Lagrange-Laplace) se determina la posicién heliocéntrica P, y la velocidad v, de P en
un determinado instante t = t, mientras que en el otro (el seguido por los métodos del tipo de
Gauss-Encke) se busca determinar dos posiciones heliocéntricas P, y P; de P correspondien-
tes a dos instantes t =t, y t = t;, respectivamente. En ambos casos se procede siempre por
aproximaciones sucesivas.

En el presente trabajo me refiero al primero de los dos caminos indicados y trataré al-
gunos procedimientos calculisticos que pueden resultar de gran conveniencia practica en aque-
llos casos en los cuales, como ya he dicho, se conoce ‘“a prioi'i” una solucién aproximada cual-
quiera (Orbita previamente calculada en base a observaciones muy vecinas en el tiempo, 6r-
bita circular, conocimiento aproximado de una distancia geocéntrica o heliocéntrica, ete.). Es-
ta circunstancia se presenta muy a menudo, por ejemplo, cuando se desea determinar “ex novo”
la 6rbita de uno de aquellos asteroides, que a pesar de figurar en la lista de los numerados, no
fué posible seguirlo ni con la observacién ni con el cdlculo por un lapso considerable de tiem-
po, de manera que si hay observaciones recientes éstas no resultaran representadas satis-
factcriamente por las posiciones calculadas en las efemérides. En tal caso la nueva determi-
nacion de la Orbita, que satisfaga exactamente a las observaciones mas recientes, se puede
efectuar aprovechando como solucién aproximada los elementos conocidos. Como en el trans-
curso del planteo analitico haré uso reiterado de una notable propiedad establecida originaria-
mente por Lagrange, recordaré en un parrafo introductorio las series F y G que intervienen en
el desarrollo de las coordenadas heliocéntricas en series segin potencias del tiempo; luego in-
dicaré las modificaciones que creo 1til se hayan de introducir en el método de Wilkens para
que resulte aplicable al caso de las coordenadas heliocéntricas ecuatoriales, y esto para lograr
la primera aproximacién; finalmente expondré dos distintos procedimientos para el calculo de
las aproximaciones sucesivas. Un parrafo ulterior sera dedicado a las aplicaciones numéricas
y en el Apéndice se encontraran las Tablas de las cantidades A, B, C, D que -sirven para ¢on-
trolar el calculo de los valores numéricos de las series Fy G.

2. — Las series F y G y la formula fundament2l de Lagrange.

Denctemos con u una cualquiera de las coordenadas heliocéntricas ecuatoriales x, y, z del
cuerpo celeste P que se mueve en torno al Sol. Supongamos que la masa m de P sea despre-
ciable respecto a la del Sol, tomada como unidad, y sea k la constante de Gaus igual a:
C,0172021. Introduciendo como variable 1ndepend1ente en lugar del tiempo t, al asi llamado
tiempo reducido r, dado por la expresién:

= k.(t—t,)
donde-t, es el origen de los tiempos, las ecuaciones diferenciales de segundo orden del movi-
miento (no perturbado) de P toman entonces la forma muy simple:
u’ = —u.r? r = (x?4y*+z*)% (1)
Aqui u”, como es obvio, representa la derivada segunda de u respecto a la variable .
Ahcra bien, para u se puede escribir el siguiente desarrollo en serie:

w4 .., (2)

1
u=u0+u’or+ 2' u’,oT
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y es facil probar que teniendo en cuenta la (1) y las derivadas sucesivas de la misma, resulta
la férmula fundamental de Lagrange ®: ‘

u = Fu+G.u, (3)
donde
[0 9]
F=1+4+3 £+
i=2 (4)
w s
G=++2 g; 7!
i=3
y los coeficientes f; y g; son funciones de r,, r’, y r”,. Si para mayor brevedad se pone:
1
£ = Sre
Yy XX+ YooYV + 2.7,
Oy — ro b — rzo
Vzd = X’oz"'l_y,og—l_z’o2 (5)
rno V02 .
Mo = I, — roz _(2 go +"0'0 )9

se encuentra que hasta los términos de sexto orden inclusive es:

f2 = —§, ’
1
f3 = gogo ’ gg = ——3“&0
1 . 1
f4 = TEO (2§0+3770_12 0.0-) ° g4 = Tgoo'o '
. : (6)
f5 - _ngo'o (2£o+3"70—4020) ’ g5 = m go (2&"‘9’70_36"20)
) . 1 0
fe =—[T80f‘o (2£o+24770_1860"o) _|_ ’ g =—ﬁ£oao (2{:0"—6770_80-0)

1 .
—l— "8— go (8 040 — 12 0'20 No -I_ "720)

Acerca de la convergencia de las series F y G debemos decir que desde el punto de vista
del calculo numérico, empleando un determinado numero de cifras decimales, generalmente
seis, se presentan dificultades cuando el intervalo de tiempo (t —t,) se acerca a 58 dias, esto
es, cuando r se acerca a la unidad. Para intervalos de tiempo que no superen 30 dias (casos
normales en la determinacién de 6rbitas) y para 6rbitas no muy excéntricas las aplicaciones nu-
méricas nos han mostrado que, en general, es suficiente la consideracién hasta los términos de
quinto orden, y excepcionalmente los de sexto orden en .

Siguiendo a K. Stumpff en el intento de tabular las series F y G, estimamos conveniente
‘lograr por lo tanto una representacién de F' hasta los términos de quinto orden y de G hasta
los términos de sexto orden. Es facil probar que poniendo:

f = & 12 , g = 0,7 ) h = 4,43
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A=g—gt+g—1

1 1
B=—=g+—¢
2. 3 1
C=g&—58+t3e—7
1 1 (7)
D=—%8+35

o = f {A—]—(f—}—%h)B}
1‘=f{C—|—<f—}—%h)D} ,

¥y después de calculos sencillos se tiene:

F=144 (8)
G=+(1+471)

con un error en G del orden de 1 f. g. h. 7.

La tabulacion de las cantidades A, B, C, D, es muy facil y resulta ventajosa por el hecho
de que aparece siempre el mismo argumento g. Las tablas que nosotros damos en el Apén-
dice se extienden desde el valor — 0.020 hasta -+ 0,020 de g, con paso tabular de 0,001, lo que
es suficiente para poder deducir A, B, C, D, en los casos mas frecuentes que se presentan en

la practica, mediante una simple interpolacién lineal.

3. — Calculo de la primera aproximacion por el método de Wilkens.

En la memoria citada en ®, Wilkens ha desarrollado un método laplaciano para calcular
67bitas de cualquier excentricidad. A pesar de la elegancia y de la simplicidad teérica con las
cuales el problema ha sido resuelto, asi como también del alto grado de precisién con el cual se
obtienen los resultados, este método no ha sido empleado frecuentemente en el mundo de los as-
‘tréonomos calculadores, y hasta el presente se aplicé’ solo en muy pocos y contados casos. Cabe
destacar que en el tratado de Stracke en el cual, entre los otros métodos, también se expone
el de Wilkens, éste es el Ginico que no viene acompafiado con un ejemplo ilustrativo .

Sin embargo, puesto que el mismo merece, a nuestro juicio, ser tomado con mucha conside-
racién, queremos contribuir a su divulgacién entre los calculadores de O6rbitas introduciendo
aquellas modificaciones que nos han sido sugeridas por la practica con la finalidad de adaptarlo
a los esquemas del calculo mecénico.

Los cambios introducidos son los siguientes:

19) Uso de las coordenadas ecuatoriales a y §, que son las provistas directamente por los
observadores, en lugar de las transformadas eclipticales A y B8, lo que hace ahorrar el célculo
previo y molesto de transformacion y de reduccion al llamado ‘“Locus fietus”.

29) Uso de una disposicién esquematica muy conveniente para el cilculo de los coeficientes
de la ecuacién fundamental de octavo grado, reteniendo desde el comienzo un término correc-
tivo que hace aumentar la precisién de la primera aproximacién.
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3°) Resolucién rapida, por aproximaciones sucesivas, de la ecuacién fundamental de octa-
vo grado. |

Podemos pasar ahora a establecer el formulario correspondiente. Sean (ay, 81), (a2, 82),
(a3, 83) las coordenadas observadas de P en los tiempos t;, t5, y t3 respectlvamente y elijamos
como origen de los tiempos el instante de la- segunda observacion o sea t, = t..

Pongamos:
l; = cos §; coS a;
m; = cos §; sin a; i=1,023) (9)
n; = sin di

y denotemos con X;, Y,, Z; las coordenadas topocéntricas del Sol en el tiempo t;,, referidas na-
turalmente al mismo equinoccio al cual estan referidas las coordenadas observadas. Sean ade-
més A; las distancias geocéntricas de P para los mismos instantes; como es conocido se tiene:

ia = xi+ X,
m; A =Y+ Y (10)
n; A’i = Zi _i‘ Zi

Eliminemos ahora A; dividiendo por ejemplo la primera y segunda por la tercera; si se
pone:

Ci = .I% 5 9 Si = % -
i i (11)
Ai =Xi'—CiZi 2 Bi=,Y1—SiZi ’
se obtiene:
Ci Zi — X; = Ai (12)
Sizi—y; = B,

Este modo de eliminar A; es conveniente si las declinacicnes observadas no son muy peque-
fias (algo asi como | § | > 6°) ; en caso contrario se puede poner:

i n . : . - ’ . »
19) C;, = _.IHL_, S = —IJ-— , si las ascensiones rectas observadas no son préximas a 6" 6 18"
i 1
1 n . . » . 2
29) C;, = — , 8; = —— , si las ascensiones rectas observadas no son préximas a 0" 6 12",
m; i

Con respecto a los casos 19) y 29), queda a cargo del lector cambiar los simbolcs, segin sea
necesario, en las férmulas que se desarrollaran a continuacion.
Recordando la fé6rmula (3), las (12) adquieren las siguientes formas:

i \L'j 4o i,o—Fio i,ozAi .
Ci (Fizo+ Gy 2o) — (Fi %o+ Gy X%) i = 1,3) (13)
Si (Fiz,+Giz’,) — (Fiy,+Giy.) = B

con: .

Ty = k. (t1 —‘to)

y para i = 0 se tiene directamente:
ST = C, z9—A3 (14)

Yo = 8o 2o— B,

X
|
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En la primera aproximacién se supone que las series F; y G; se reducen respectivamente
a las expresiones siguientes:

F=1—¢&7%4 5
G - (¢ = 3¥%)

Ti

Las férmulas (13) y (14) constituyen entonces un sistema de seis ecuaciones en las seis in-
cognitas x., Yo, Zo, X'0, ¥, Z’o. Puesto que x,, y,, 2z, figuran en £, para solucionar el presente sis-
tema es conveniente dejar inalterada la expresidon de £, y eliminar sucesivamente x,, Yo, X0, ¥o.
Esto se consigue facilmente si se calculan previamente los siguientes coeficientes:

P = 1 (C, —C,) —m (C3—C,) » b= 15(81—8,) —r1 (85—8,)

Q = mi7s{rs (C3—Co) —m1 (C1—Co)} , @ = mims{rs (S5— ) — 71 (81 —8,))
R = 73 (A;—A) —r (A;—AY) r = 73 (Bi—B,) — = (Bs—B,) (15)
S = 7173 (11— 73) A, , 8 = 1173 (11— 13) B,

T = 773 (C; — C3) t = 173 (81— Sy) 4

2

2

En efecto, después de faciles reducciones, se 'lega al sistema:

(P_I_goQ) Zo—l_Tz,o = R‘I‘&S

' 16
(p"‘gOQ)ZO—I— tZ’o=r+‘foS ( )
Puesto ahora:
b :.St—-ST , d — Qt—qu‘ L
se obtiene en definitiva:
_a+Dbé
% T T (18)
y luego por la (14):
_ a + bé,
G (m)—Ao |
(19)
_ a + bé,
o5 (mz:)—Bo

El sistema de ecuaciones (18) y (19) puede solucionarse por medio de la ecuacién de octavo
grado que se cbteine eliminando £,; nosotros preferimos solucionarlo rapidamente por aproxima-
ciones sucesivas a partir de un valor inicial plausible de £. Si nada se conoce al respecto con-
viene tomar 0.032 como primer valor aproximado de £, que es el valor correspondiente a una
distancia heliocéntrica r, = 2,5. Una vez obtenidas las coordenadas x., y., Z, se puede pasar al
calculo de z’, por medio de:

2o = - (R+&S—2z, (P+4Q) (20)

y como comprobacion:

(s —2 (PFaD) (20°)

N
O‘
I
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Queda por calcular x’, e y’,.. Caleculando previamente!

Zi = Fi Zo + GI Z’o (l = 193) (21)
y volviendo a las férmulas (13) se obtiene:
1
X, = "'G“-"(Ci z; — Ity x, — Ay)
1‘ (i=13) (22)
Ve = T(Si zi —F,y, —B))

Por 1o general, para i=1ei=3 estos valores generalmente no coinciden exactamente; to-
mando los promedios de estos valores podemos ccnsiderar por terminado el calculo en primera
aproximacién en cuanto hemos llegado al conocimiento aproximado de la posicion P, y de la ve-
lccidad V, en el instante t = t,. Solo debemos reccrdar que V., es una velocidad ficticia que no ha
de confundirse con la verdadera velocidad v, que  se obtiene cuando se toman las derivadas con
respecto al tiempo t.

NOTA.

Dado que el sistema de ecuaciones (18) y (19) admite en general mis de una solucién real
puede surgir la duda de que el proceso de aproximacién sucesiva conduzea a una u otra de las so-
luciones. Se debe examinar entonces cual es entre las distintas soluciones teéricas, la que co-
rresponde al problema.

Elevando al cuadrado las (18) y (19) y sumandolas se obtiene la ecuacion de octavo gra-
do en &,

s s 4oy [2FDbE Y a 4-bt, . e
(a) (2‘50) /e = (1+Co+so) (_chz')_'z(AoCo—l_ Boso) ( C—I—déo) +A0+Bo

Observemos que si se supone Q =q = 0 y en consecuencia d = 0 y se tiene en cuenta que
es & = § v°, la precedente ecuacién adquiere la forma:

2 . a , b 1 2_7 ;!
(b) r2 = cosec 80( — + 5= ) 2 (A, C, +B,S,) ( -

r.o

1

r

b
T+ 2¢
que ha sido encontrada por Wilkens y que permite establecer el criterio de Oppolzer sobre la

mult:plicidad de las sdluciones ©®,

Nosotros queremos usar un medio geométrico sencillo para elegir la solucién gue nos intes
resa. Con tal fin despejamos & de .la rélacién: (18):

) +A20 + Bgo

o

cZ —a
(c) § = b—dz. ’
resulta luego: -
b/o—d/s.2, .
(d) rao - __a + CZ, Y
mientras que la (a) se puede escribir del modo siguiente: *
(e) r2, =.cosec®d, z:—2 (A, Co+ B.S.) 2z -+ A3, -+ B2

17



El problema de la bisqueda de las raices éomunes a (d) ¥ (e) se puede entonces interpretar
eéomo la determinacién de les puntos donde se cortan las dos curvas del tipo:

b d-
s 3
() &= —a-+cxz
(g) (#? = eosec? 2’ —2 (A,Co+ B,S,) z+ A2+ B,

La primera corresponde a una hipérbola equildtera cuyas asintotas son paralelas a los ejes

a L d
y_ 2¢

cocrdenados y cuyo centro de simetria O tiene por coordenadas:

Las ramas de esta hipérbola estin ubicadas en el primer y tercer cuadrante o en el segundo
y cuarto cuadrante seglin que resulte: a.d —b.c s 0. La segunda representa una curva de sexto
orden que posee un eje de simetria paralelo al eje de las ordenadas trazado por la abscisa:
(A C+ BS) n2; ademas segin que sea: |

(Ao Co + Bo So) —COSGC2 8o (Azo + Bzo) 2 0

posee respectivamente, una de las tres formas siguientes:

Puesto que ¢ representa el cubo de una distancia se descartan en seguida los puntos de in-
terseccion de (f) y (g) que caen en el semiplano donde las ordenadas son negativas; siendo
ademas ¢ = R?, la solucién trivial que corresponde al caso de la Tierra, la bisqueda de las so-
luciones que resuelven el problema en el caso asteroidal debe limitarse a los puntos de intersec-
cién de ambas curvas ubicados méas arriba de la paralela al eje de las z trazada por la ordena-
da Rs,. Comtinmente queda un solo punto de i_nterseccic’)n que puede tomarse en cuenta; en el
caso de una verdadera solucion doble se debe esperar una cuarta observacién para decidir cuél
es de las dos soluciones del problema la que corresponde a la realidad fisiea.

4. — Céleulo de una érbita de asteroide a partir de una solucién aproximada.

Para este célculo que puede ser interpretado como un calculo de segunda aproximagién,
vamos a indicar dos distintos procedimientos:

18



A) METODO DE LA VARIACION DE LA DISTANCIA GEOCENTRICA A..

Hemos aplicado este método en los calculos de érbitas de todos los asteroides no identifica-
dcs que han sido de:zcubiertos en nuestro Observatorio, aprovechando el valor aproximado de A,
que proviene del calculo de una 6rbita preliminar (circular, o eliptica relativa a un arco. muy
corto) . Nos hemos enterado ahora que también en el Observatorio de Turku (Finlandia)
3e ha empleado un método parecido por parte de Viisild y de Oterma @9, que consiste en hacer
. distintas hipétesis sobre A, con valores muy cercanos entre si. Para cada hipétesis quedan univo-
camente determinadas las coordenadas X,, y., Z.y dos de las tres componentes de la velocidad;
supongamos que sean éstas x’, y z’,. La deduccién de la restante componente y’, puede efectuar-
se luego por medio de dos ecuaciones distintas, ¥ en general se obtienen dos valores no coin-
cidentes, que nosotros indicaremos con: (y’): € (¥’.)s; formada entonces la diferencia:
e = (y%)*— (¥)1, €l verdadero valor de As que resuelve el problema se determina con procedi-
miento de interpolacién inversa imponiendo la condicién e = 0.

Con la notacién del parrafo anterior vamos a exponer el formulario que hemos empleado,
empezando por establecer las férmulas que permiten calcular la posicion P, y las dos deriva-
das x’, y z’, a partir de A,.

De lag férmulas (10) para i = 0 siguen inmediatamente:

Xo == 1o A, — Xo
Yo =M, A, — Yo (23)
Z, no Ao - ZO

y teniendo en cuenta la primera de las (13) se obtiene:

G, (Ci7/e—x%x) = A,—F, A
1 (Cy ) 1 1A (24)
Gs (C32/,—x,) = A3—F3A;
donde hemos puesto:
Kl = Cl Z, — X,
— (25)
A3 = C'3 Zo_xo
Ponemos ademas:
A, —F, A,
8 = ———
! (26)
A3 —TF3 A,
a; = G
resulta:
X' = 3«163—3361
o e _e -
oo (c1 5 C3) (27)
g, = 2178
0 Ci—C3

La segunda de las (18) para i=1 e i = 8 tendria que proveer luego el mismo valor de
y’,, pero esto no ocurre en general, Procediendo como se hizo para deducir las (22), en el caso
presente se tiene:
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. ‘ ' .r,' o
71 = I‘lzo_*_Glbo (28)
Z3 = F3Zo+G3 Z,o o

1
(¥o)1 = _l(Sl z,—Fiy,—By) _
(29)

1
(y,o)3 = G (S3 Z3—F3 yo—B3) ”
3

y finalmente se debe formar la diferencia:

£ = (y,o)S — (y’o)l . (30)

Si A, es un valor aproximado de la verdadera distancia geocéntrica en el instante t =t,,
ncsotros. estimamos conveniente proceder del modo siguiente: Calcular las férmulas de (23) a
(30) simultaneamente para las tres hipétesis A, — w, A, A, + W, donde w es una cantidad pe-
quefia que debe ser elegida de manera que la diferencia cambie de signo en el intervalo (A, — w;
A,) o en el (A, A, + W) y esto con el supuesto de que sea simplemente:

Fy = 1—4§ %
Gi = Ti—%éo"'gi
Denotemos con ¢y, £, &.v los valores .de e correspondientes a las hipétesis antedichas. En
funcion de estos valores, una cualquiera de las ©érmulas interpolatorias de segundo orden para
intervalos equidistantes permitira deducir el valcr de A, tal que resulta « = 0.
Suponiendo por ejemplo que el cambio de signo se produzca en el intervalo (A, —w, A,),
aplicando entonces la férmula interpolatoria de Lagrange se debe resolver la ecuacién de se-
gundo grado en n:

{ri=k(ti—t))

$ew(+n)+e (1—n%) +4ey (n*—n) =0

y si el cambio de signo se produjera en el otro intervalo (A, A, + w), la ecuacién de segundo
grado a solucionar seria:

$ew (N*—n) 4 (1—n?) + e (n*°+n) =0
En ambos casos, llamando con v a la raiz de valor absoluto menor que la unidad, el valor
de la distancia geocéntrica que se busca resulta: A,—vw 6 A, +v W,
A esta altura del proceso empieza el verdadero cilculo de segunda aproximacién que con-
siste: en corregir los tiempos de observacién por el tiempo-luz, poniendo:

n = k (t* —1t*)
t*y = t, — 04005770 A;
con: »
Yy > 1

Ay
n;

Rl

(zi +Z;) ’

_en tomar en cuenta todos los términos de las series F y G que tienen influencia dentro del or-
den de precisién numérica con que se trabaja, y en repetir el célculo de las férmulas (23) a
(80) haciendo variar todavia, si es necesario, el valor de la distancia geocéntrica A, hasta que

resulte nuevamente ¢ = 0.
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MNOTA L

Haciendo intervenir explicitamente las dist:ancias geocéntricas A; es interesante deducir la
ecuacién que resulta transformando la condicion « = 0. Esta ecuacién transformada establece el
puente entre el presente método y el de Gauss. Se tiene:

1 1
(a) —— (Ssz5—F3y,—B3) ———(S12;,— 11 y,—B;) =0
| Gs Gy
y por las (12):
(b) G (y;:—TI557,) —Gs(y1—Fi1y,) =0

Después de hacer intervenir las (10), con fa:ies reducciones se llega a:

() GomyaA — (F1Gs—F5G) meA, —Gimpa; = G3 Y, — (F1Gs—F3G) Yo — G Y

Dos relaciones analogas para las coordenadis X y Z se obtendrian si, en cambio de razonar
socbre la componente y’,, se hubiera partido de x/, 6 z’..

Ahora bien, observando que las relaciones v; y vs, entre las areas de los triangulos SP,P,,
SP.Ps, v €l area del triangulo S?ng, se pueden expresar por medio de las férmulas:

Gs — G,

{d = - 2l o
() . Fy Gy —Fs Gy ’ " 1y G —Fa Gy

se ccncluye que la ultima ecuacién (c), y sus coriespondientes en las otras coordenadas, equiva-
len idénticamente a las ecuzciones fundamentales de partida del método clasico de Gauss.

B) METODO DPE APROXIMACION POR ITERACION.

Sean P, (X, Vo, Zo) ¥ Vo (X, ¥/o, Z’o), respectivamente, la posiciéon y la velocidad aproxima-
da de P. Calevladas por primera vez las series F; y G, con todos los términos que sean nece-
carics y con los tiempos corregidos, este método de aproximacicnes sucesivas consiste en calcu-
lar repetidamente el sistema de ecuaciones (13) y (14), que aqui vamos a escribir detallada-
mente después de haber reemplazado en la (13) los valores x, e y, dados por la (14):

F, (C;—0C) 2o+ G1C 2/ —Gi1 X, = A —F 1 A,
F3 (C3—GC,)zo+ G3C32/,—Gsx'y, = A3—F5 A,
Fy (81 —8.) 2.+ G182, — Gy = B,—F, B,
I's (S3 —8.) zo+ G3S32,—Gsy’s = Bs—FsB,

y €n volver a calcular las series F, y G;. El proceso calculisiico de iteracién termina cuando los
valores numéricos de F; y G; ya no experimentan ningin cambio mas.

Este método resulta muy ventajoso en los casos de arcos no muy grandes y para la deter-
minacién de Orbitas de asteroides descubiertos durante oposiciones perihélicas. En estas cir-
cunstancias particulares el producto r,.r’, se ap ‘oxima a ccro y por lo tanto resultan desprecia-
bles los coeficientes de los términos de tercer y cuarto orden de las series F, y G,, respecti-
vamente. -

La extensién de este método al caso en que se disponga de un nimero mayor de tres ob-
servacicnes serd tratado por mi en otra oportunidad. Cabe destacar ademas que si los inter-
valos de tiempo fueran tan grandes como para comprometer la convergencia de 'as series F;
y Gj, se podrin aprovechar las siguientes expreziones cerradas debidas a Kiihnert ¢ :

(31)
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y

F, = 1+ _f—{cos (E, —E,) —1)
’ (32)
G, = a¥?{sin (E; —E,) —e (sinE; — sin E,)} ,
donde:
. 4
a=-——1— , esinEo=—E£,—°- , ecosE, =r, V3, —1 ,
2 al/z
— — V3
r,
M, = E;— e°sin E,
E, —e°sinE, = M0+—I:;/% (R° = 57°.20578)
NOTA 1II.

Los métodos A) y B), como es obvio, se pueden emplear también en los casos de determi-
nacién ‘“ex novo” de orbitas fundadas en observaciones recientes, cuando los elementos cono-

cidos (M,, para la época t = 1t., ¢, u, w, @, i) N0 permiten reproducir satisfactoriamente las mis-
mas observaciones.

Para la posicién y velocidad aproximadas se puedén tomar los valores que provienen de los
siguientes grupos de férmulas:
E—esinE = M, 4 p° (%, —1,) (e® == RO sin ¢)

X, = aP, (cos E-=—e) + acos ¢ Q, sin K
P, { yo = aP, (cos E—e¢€) +acosy Q, sin E
zZ, = aP, (cosE —e) +acos¢ Q, sin E

(P,, P, P,; Q., Q,, Q. ccnstantes gaussianas)

( x’s = (acos ¢ Q, cos E — aP, sin E) (;_E
.
' . dE
Vo 4 Yo = (acosy Q,cos E—aP,sinE) - -
;
| %z, = (accs ¢ Q. cos E—aP,sinE) %E
: T
dE ___"1 2 2 2 1/%
-aT - r. al/? r, = (X‘0+ y*o.—i—z~o) /3

5. — Determinacion de los elementos orbitales elipticos.
Sean ahora X,, Y., Zo; X, Yo, Z’» los seis datos definitivos para el instante t =t,. El pre-

blema de la determinacién de los elementos orbitales no presenta ninguna dificultad mas. He
dado siempre ]a preferencia en las aplicaciones précticas a los siguientes grupos de férmulas @ ;
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Yot = XXt Yo¥ ot 2.7 (1) = -
Vi, = x4yt 4 2 (2) = —vasinE,
L2 P, = (1) x,+ (2) ¥,
1‘; P, = (1) y,+ (2 ¥,
p° = P (k° = 0°.98560767) P, = (1) z,+ (2) #,
esinE, = r°11/..)° (3) = E_IH_E_O__
a’- r, COS ¢
' al/:’
ecosE, = r, V3, —1 ) (4) = o5 (cos E,—e)
e = sing , e =Re°sing Q = (3) x4 (4) X
M, = E,—e°sinE, (para t = t,) Q; = (3) y.+ (4) v,
Q. = (3) z.+ (4) Z,

(sin ¢, cos ¢, sec ¢, para el valor de ¢ referido al mismo equinocio de las observaciones.)

sinigin o = P,cos:— P, sine
Sin i cos o = Q,co8e—Q,sine
sin @ = (P,c0s0—Q,Sinow) sece

cos QO = P,c08S0—Q,Sinow

Pruebas
(X F X024 o+ Vo) + (24 20)° = 1%+ Vit 21,7 %4 P%+ P2, = 1
p = acos?y = 1%, V3, — (T, 1’,)* QN+ Q,+Q =1
P,sine+ Q,Cc080 = —cosisinQ P,Q.+P,Q,+P,Q, =0

6. — Aplicaciones numéricas.

Los ejemplos numéricos que se daran a coatinuacién se refieren a las 6rbitas de dos aste-
roides, y sirven para ilustrar los dos métodos A) y B) expuestos en el § 4. Ademas, el primer
ejemplo ensefia la aplicacién del método de Wilkens con el esquema de calculo del § 3.

I) Oriita del astercide (931) Whittemora. .

Es éste el mismo ejemplo que en la referida obra de Stracke ?®, se encuentra calculado con
el método de Veithen-Merton, que como se sabe es el de Gauss-Encke adaptado al cilculo me-
canico. Tomamos entonces de dicha fuente los datos observacionales y las coordenadas topocén-
tricas del Sol, que resumimos en el cuadro siguiente:
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1

0

3

1920 t, {Marzo 20.37065 Abril 6.39902 Abril 22.34421
20.37065 37.39902 53.34421
a; 169°.96329 167°.36058 + 166°.03171
& + 18.79156 + 19.61153 4+ 19.60042
1y — 0.932209 — 0.919162 — 0.914198
m; -+ 0.164989 + 0.206121 -+ 0.227398
n, + 0.322126 + 0.335641 -+ 0.335459
X, -+ 0.996424 -+ 0.958665 + 0.849396
Y, — 0.000764 <+ 0.265070 + 0.494107
Z, — 0.000345 + 0.114958 -+ 0.214505
Luego agregamos el calculo de los férmulas (11), (15) y (17):
1 0 2
t, —t, — 17.02837 —+ 15.94519
7 — 0.292924 + 0.274291
2% + 0.085804 + 0.075236
3% — 0.025134 -+ 0.020637
C, — 2.893924 — 2.738527 — 2.725219
Sy + 0.512189 -+ 0.614111 -+ 0.677871
A; —+ 0.995426 -+ 1.273481 + 1.433424
B, — 0.000587 -+ 0.194473 + 0.348836

Férmulas de comprobacién: Z; (C;+S;)) +Ai+B — (Xi+ Y,) =0; 14 C% + 82 ==

7, 73 — 0.080346

P — 0.088725; , p — 0.009279;
Q - 0.003364, , q -+ 0.000993,
R —0.0294165 , r — 0.008286,
S 4 0.058036; ) s -+ 0.008862;
T -+ 0.01356544 , t - 0.013311,
a — 0.000279, , ¢ — 0.000389;

b - 0.000652, d -+ 0.000031;

Empezamos ahora el calculo de la: Primera Aproximacion.
Por la (18) resulta:

— 2.793 4 6.524 ¢,

[a] Zo = 389710313 ¢,

y teniendo en cuenta las férmulas (14) podemos escribir:

X, = — 2.738527 z, — 1.273481

[b]
Yo = +0.614111 z, — 0.194473

La resolucién del sistema de ecuaciones [a] y [b], con la condicién de que
& =% (x% 4 y% -+ 2%)-%/? provee por aproximaciones sucesivas.

2z, = 4+ 0.6932
y por consiguiente restilta:

24
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X, = — 3.171828
v, = 4+ 0.231229
r2, = 10.594486
& = 0.014500
Y& = 0.004833

En nuestro caso numérico las soluciones reales del sistema de ecuaciones [a] y [b], segtin
las consideraciones desarrolladas en la Nota del § 3, se obtienen como puntos de interseccién: d{e
las dos curvas:

_ 0.156; z — 3.262
¢ = 3897 z —2.793 (¢ = 1)
223 = 8.876659 z2 - 6.736068 z + 1.659574

Dibujando solamente las ramas de las curvas situadas en el semiplano de las ordenadas po-

sitivas como en la figura siguiente: |

3o

10

"

Q, %

“a0o -060 -Gve .0%0 O 030 0us 060 ogo E

se ve que se tienen tres puntos de interseccién Q;, Qs, Qs. El punto Q. de abscisa z = 0.11 co-
rresponde a la Tierra; el punto Q;, entonces, no corresponde a una solucién asteroidal; queda
en consideracion solamente el punto Qs cuya abscisa aproximada es z = -+ 0.69.

Las ©6rmulas (20) y (20’) dan:

z’, — 0.130168 , 7/, — 0.130372 ; valor promedio: z’, — 0.130270

Los valores aproximados de F y G hasta los términos de 2° y 3° orden respectivamente,
son:

F, -+ 0.998756 , Fs + 0.998909
G, — 0.292803 , Gs +0.274191
y en consecuencia, por la (21): )
z; -+ 0.730481 , zz + 0.656725
Las (22) proveen finalmente:
x’s — 0.199793 , x’, — 0.199773 ; valor promedio: x’, — 0.199783
y'o —0.491081 , y'o — 0.491037 ,, " yo — 0.491059



SEGUNDA APROXIMACION.

- Estamos ahora en condiciones de corregir los tiempos de observacién y de calcular los valo-
res de las series F y G con todos los términos que sean necesarios para alcanzar la precisién
de una unidad de la sexta cifra decimal.

Se tiene:
1 0 3
z, + Z, -+ 0.730481 -+ 0.808158 + 0.871030
A= = (2 +2) 2.2666 2.4078 2.5965
i
— 04005770 A, — 0.01308 — 0.01389 — 0.01489
t*, + 20.35757 37.38513 53.32923
tr, —t*, — 17.02756 -+ 15.94410
T — 0.292910 -+ 0.274272
% —-- 0.085796 + 0.075225
™ — 0.025131 + 0.020632
'l -+ 0.007361 -+ 0.005659
™ — 0.002156 -+ 0.001552
% -+ 0.000632 -+ 0.000426
XoX'o+ YoV o+ 2.2, + 0.429827 , 2¢& + 39— 1202 4 0.001702
s, + 0.040571 , 2&6+ 39— 4%+ 0.014870
Vi, + 0.298022 , 2&+9 75— 36 0% —0.052892
7, — 0.002515 , 2&+ 69, — 802+ 0.000741
f, — 0.014500 ,
f, + 0.000588 , g3 — 0.004833
f, + 0.000002 , gs -+ 0.000294
f. — 0.000002 , g; — 0.000013
.. ’ g6 0
F, = 1 —0.014500 =%, 4+ 0.000588 73, 4+0.000002 +¢;, — 0.000002 73,
G, = i — 0.004833 +*; + 0.000294 +¢;, — 0.000013 +5, (i=1,3)
[e] F, +0.998741 , F; + 0.998921
G; —0.262786 , Gs + 0.274174
Podemos plantear ahora el sistema de ecuaciones (31):
— 0.155201 2z, -!- 0.847300 z’, -- 0.292786 x’, = — 0.276452
+ 0.013294 z, — 0.747184 z’, — 0.274174 x’, = 4+ 0.161317
— 0.101794 z, — 0.145962 z’, -i- 0.292786 y’, = — 0.194815
+ 0.063691 z, + 0.1858565 z’, — 0,274174 y’, = + 0.154573
cuya solucién provee:
x’, — 0.198860
Z, + 0.693120 , y’, — 0.491294 , (V3,4 0.297971)

z’, —0.130598
Ademas, por las [b] se tiene:
X, — 3.171609 (r2, 10.592963)
y. + 0.231180 (&, 0.014503)

La repeticion del calculo de las férmulas (5) y (6) nos dice que varian solamente los coe-
ficientes: '

f. — 0.014503 ,
f; <+ 0.000584 ,

quedando invariados todos los demais.
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Si se tiene en cuenta que los nuevos valores:

F; 4 0.998741 , F; + 0.998921

G; — 0.292786 , Gz +0.274174
son valores coincidentes con los [¢] precedentes, podemos considerar concluido también el calcu-
lo de la segunda aproximacién y pasar al calculo de los elementos orbitales. Se puede compro-
bar inmediatamente que el grado de precision alcanzado es igual al provisto por el método de
Gauss. En efecto, los valores de las relaciones de las areas v, y vs, dadas por las féormulas (d)
de la Nota I del § 4, resultan:

— Gs _ _ — G _
"= G T e~ 484151 , w = Fa—rg = 0517017
que coinciden con los calculados por Stracke en el ejemplo citado en 2.
Calculo de los elementos orbitales.
Aplicando el formulario del § 5 se tiene:
i'o 3.254683 , r, Y, + 0.426609 , coS ¢ 0.970300
- 0.316528 , esin E + 0.240014 , acos ¢ 3.065447
a 3.159278 , e cos B —0.030198, , r,cos¢ 3.158019
al/?  1.777436 , cotg E — 0.125821, (1) —0.038356 , (3) -+ 0.314177
as/? 5{3%5554113 , E 97°.1713, (2) —1.763531 , (4) —0.671815
no 00 1 sin E + 0.952177 :
(631”.865) cosE  —0.124837 Constantes gaussianas
e 0.241906, P, + 0472346 , Q.— 0.862850
(¢ 13°.99905) , P, +0.857545 , Q, + 0.402690
(para t =t,) M, 83°.41954 , P, +0.2038728 , Q. + 0.305500

sin ¢ 0.397944
1920 { cos ¢ 0.917410

sec ¢ 1.090025

sin i sin o« — 0.154353 , sin @ 4 0.920300
&8 icos w 4 0.120021 , cos @ — 0.891214
cotg o — O.7TTT574s cotg @ — 0.425094 ,

o 307°.8677, Q 118°.0300;

sin o — 0.789430

cos o - 0.613841

sini 4 0.195524,

1 11°.2753;
Finalmente, calculando mediante los elementos orbitales arriba deducidos, las posiciones
tedrieas para los tres instantes t;, to, ts y para €linstan'e t, = 1920 Abr. 14.831797 de una cuar-

ta observacién no empleada en el cilculo de la determinacién de la érbita:
a; 166°.54783 , 84 + 19°.69497

(Coordenadas topocéntricas del Sol: X = +0.912908; Y = -+ 0.382348; Z = - 0.165837),
se obtienen, en el sentido observacién-célculo, los residuos siguientes:

1 0 3
coS 8 Aa — 0”1 0”.0 — 07.2 — 0”8
AS 4+ 0.1 0.0 0.0 + 0.1

que deben considerarse muy satisfactorios.
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Nos queda por observar un hecho muy importante: si se comparan los elementos orbitales
c¢btenidos por nosotros con los correspohdientes caleulados por Stracke se constatan entre ellos
leves discrepancias, la mas grande de las cuales alcanza en valor absoluto a casi 0°.02 en el
elemento 4. Esto prueba, como ha sido notado también en casos parecidos por otros auto-
res 19, que dentro de una prefijada precisién numérica (representacién de las coordenadas obser-
vadas con residuos del orden de 1”) queda un cierto margen de variabilidad en los elementos
orbitales sin que con esto el cadlculo teérico deje de reproducir satisfactoriamente las coordena-
das mismas.

II) Orbita del asteroide 1948 PA.

Este asteroide fué descubierto en nuestro Observatorio en la fecha del 3 de Agosto de
1948 %, Fueron realizadas las cuatro observacicnes siguientes:

1948 o 3

T. U. Equinocc'o . 1950.0
Agosto 3.26238 220 22™ 143,67 —23° 47 41”.2
Sept. 5.18310 21 59 04.24 —27 30 42 .1
Oct. 4.09609 47 06.76 —28 02 51 .7
’ 28.07754 52 07.71 —26 37 25 .7

Elijamos las tres primeras observaciones ccms fundamentales para nuestro célculo y em-
pleamos el método A) del § 4.

Los datos iniciales estan consignados en el cuadrc siguiente:

1 1 0 3

t, 3.26238 36.18310 65.09609
ti—t, — 32.92072 + 28.912599
7 — 0.566306 + 0.497364
7% -+ 0.320702 + 0.247371
Ll — 0.181615 + 0.123033
‘@ 3356°.66113 329°.76767 326°.7T7817
8 — 23.79478 — 27.51169 — 28.04739

L + 0.766288

m; — 0.446569

n; — 0.461930
X, — 0.663420 — 0.961613 — 0.982470
Y, -+ 0.704363 -+ 0.277629 — 0.171751
) Z, -+ 0.305499 -+ 0.120428 — 0.074467
C, — 2.064670 — 1.658884 — 1.670178
S <+ 0.938265 + 0.966747 + 1.028351
A, -— 0.0326€5 + 0.761837 — 1.099396

€, — C3 —0.494492

i? Aproximacién

Supongamos no conocer hada acerca de la 6rbita que tenemos que determinar. Un célculo
previo, que aqui vamos a omitir, efectuado con cuatro cifras decimales y suponiendo simple-
mente F, =1 y G, = 7, nos indica que la diferencia ¢ —férmula (80)— cambia de signo cuando
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se pasa del valor 1,5 al valor 2,0 de la distancia geocéntrica A,. La representacién grafica de e,
admitiendo que varie linealmente entre estos limites, nos provee €l valor aproximado A, = 1.85
para que resulte e = 0.

Nuestras hipétesis iniciales seran entonces A, = 1.80 y A, = 1.90, y luego, una vez compro-
bado el efectivo cambio de signo de « mediante el cilculo hasta 6 decimales de las férmulas

(23) a (30), agregaremos la tercera hipétesis complementaria A, = 1.85. Nos limitamos a dar
los resultados:

Hipoétesis Ay — W 1.80 , A, 1.8 , A +w 1.90
"10°%.¢ - 43322 , & —266 , e — 3888 (w = 0,05)

La aplicacién de la féormula interpolatoria de Lagrange para tres puntos, nos lleva a la
siguiente ecuacién de 2° gradoen n:

1661 (n? 4 n) — 266 (1 — n?) — 1944 (n>—n) =
cuya solucién en valor absoluto menor que la unidad es:

v = 0.07383

Resulta luego que AJ‘ = 1,85 — v.w = 1.846308 es el valor de la distancia geocéntrica para
el cual se tiene ¢ = 0, como se puede comprobar. En efecto, el calculo provee:

(a, 1.846308)

‘X, + 2.376418 %', -+ 0.289965
P, <{y0 — 1.102134 . v, {y’d —+ 0.542384 e+ 0.080003
z, — 0.973294 | Lz, 4+ 0.1437¢5
(A4 1.8388 As 2.0647)
22 Aproximacién
C:.irece’ones de 1 0 3
los tiempos de
observacion — 1061 — 1065 —_ 1191
t*, 3.25177 36.17245 65.08418
1Y, —t%, — 32.92068 -+ 28.91173
Ti — 0.566305 -+ 0.497342
72 -+ 0.320701 -+ 0.247349
3 — 0.181615 -+ 0.123017
4 -~ 0.102249 —+ 0.031182
% — 0.058244 -+ 0.030423
% + 0.032984 -+ 0.0151233

Procediendo como en el ejemplo precedente, se tiene:

F,= 1—0.022911 +*, — 0.00014% +*; +0.000116 +*, - 0.000002 -,
G, = Ty —0.007637 +*; —0.000071 +*; 4 0.000035 =*; + 0.0000"1 7%,

y repitiendo el calculo con el valor de A, de la Wltma hipdtesis se obtiene ¢« = -+ 0.000033. Es
necesario entonces aportar todavia una pequefia correccion a A,. Con la correccion empirica de
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+ 2 unidades del cuarto orden decimal se obtiene ¢ = + 0.000018. Aplicando ahora la “regula
falsi” entre las dos ultimas hipétesis se tiene fina'mente A, = 1.846748. Con este valor defini-
tivo de la distancia geocéntrica damos a continuacion los célculos en detall: de las férmulas

(23) a (30):

A, 1.846748 (Los demas coeficientes de las series
X,  + 2.376754 F. y G, quedan inalterados)
Yo — 1.102329 '
Zo — 0.973496
fo=—4¢& — 0.022901
gs=—1%4 — 0.007634
1 . 3
F, -+ 0.992693 + 0.994326
G, — 0.564928 -+ 0.496400
A =CZ,—X — 0.366805 — 0.848192
G, a,—A, —F, 4 + 0.331460 — 0.256017
a; — 0.586730 — 0.515747
£, C; — 2, C, — 0.143578
a, — a, — 0.070982
x’, + 0.290355
Yo -+ 0.143545
z, = Fiz,+ G, 7, — 1.047475 — 0.896717
Gy,=82z —Fy.—Y — 0806259 + 0.269108
(¥%0) s — 0.542120 -+ 0.542119
e — 0.000001

La deduccién de los elementos orbitales no presenta ninguna dificultad més. Damos los re-
sultados del calculo y los residuos para todas las observaciones disponibles.
Epoca t, = 1948 Sept. 5.17245 T. U.

M, 348°.4689 244°.4763 ) .
. 6.7586 Q 260.3802. } Eclipticales
[J. 632”.587 i 12.2931 Equinoccio 1950.0
2 3.156875
1 0 3 1
cos 8Aa 073 4074 4074 — 0.6
AS 0.0 0.0 0.0 18

Estos ultimos residuos han de considerarse también muy satisfactorios, como en el caso pre-
cedente, tanto mas cuando se piensa que durante €l lapso de 86 dias el asteroide ha recorrido
un arco de cerca de 15° de su Orbita.
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(1)

(2)

(3)
(4)

(5)
(6)
(7)

(8)
(9)

(10)

(11)
(12)
(13)
(14)
(15)

NOTAS BIBLIOGRAFICAS

Para una buena bibliografia sobre este tema consiltese R. Radau, Ribliographie relative au calcul des or-
bites, Bulletin Astronomique, T. XVI, 427 (1899), que contiene los datos de las principales publicaciones
aparecidas desde la época de Newton hasta el afio 1899.

Para las obras aparecidas posteriormente al afio 1899 y hasta el afio 1929, consiltese el Apéndice C del
tratado de G. Stracke, Bahnkestimmung ete. Berlin 1929. En particular, para la memoria de Wilkens ver:
A. N. 210, 81, (1919).

Ver G.’g' Stracke, obra citada, pag. 75 y siguientes.
A. N. 248, 317 (1931) y 244, 433 (1932).

A. J. XLIV, 153 (1935).

Véase en Oppolzer, Lehrbuch zuf Bahhbestimm’ung, T. I, 95 (1882) y en Lagrange, Oeuvres, IV, 500.

Con de nuestro conocimiento los ejemplos calculados en la memoria de Wi kens, citada en (2); de Stumpff
citado ea (4). y de J. Siroky, Contributions from the Astronomical Institute; Vol. I, n® 3, Brno (1947).

T. Oppolzer, tomo citado, pag. 364.

Hemos expuesto este método en la sesion de Coloquios astronémicos organizados en nuesiro Observatorio,
el dia 4 de Marzo de 1950.

Por medio de la publicacién que hemos recibido, intitulada: Formulae and directions for computing the or-
bits of minor Planets and Comets. Turku (1951).

A. N. 95, 145 (1879).

Ver Planetary Co-ordinates for the years 1940-1960. Table XIV, collected formulae, pag. 149.
Ver pag. 90 y siguientes.

Por ejemplo por H. Andoyer, Cours de Mécanique Céleste, T. I, pag. 164 (1923).

Ver MPC. 175.

31



APENDICE

g A B C

—0.020 ! —1.02041 + C.17637 — 0.34358
104 50

19 01937 17617 34305
104 50

18 01833 17567 34253
104 50

17 01729 17517 34201
108 50

16 01626 17467 34149
163 B0

15 01523 17417 34097
103 50

14 01420 17367 34045
103 50

13 01317 17317 33994
102 50

12 01215 17267 33942
103 50

11 01112 17217 33891
102 50

—0.010 |—1.01010 +0.17167 __0.33839
102 50

9 00908 17117 33788
101 50

8 60807 17067 33737
102 50

7 00705 17017 A 33686
101 50

6 00604 16967 33636
‘ 101 50

5 00503 16917 33585
101 | 50

4 60402 16867 33534
101 50

3 00301 16817 33484
101 50-

2 00200 16767 33434
100 50

1 00100 16717 33383
100 50

0.6060 ]— 1.00000 -+ 0.18667 —0.33333
100 50

1 99900 16617 33283
100 50

2 99800 16567 33234
99 50

3 99701 16517 33184
99 50

4 99602 16467 33134
99 50

5 99503 16417 33085
99 50

6 99404 16367 23036
99 50

7 99305 16317 32986
99 50

8 99206 16267 32937
98 50

9 99103 16217 32888
98 50

+ 0.010 ]| —0.99010 + 0.16167 __0.32839

63
52
b2
b2

52

51
52
51
52

51

51

51
50
51
51
50
60
61
50
60
49
50
50

49

49.

50

49

49

49

D’;

+ 0.03667
03650
03633
03617
03600
03583
03567
03550
03533
03617
+ 0.03560
03483
03467
03450
03433
03417
(3400
03383
03367
03350

+ 0.03333
03317
03300
03283
3267
03250
03233
03217
03200

03183

+ 0.05167

17
17
16
17
17
16
17

17

16 |

17
17

16

17
16
17
17
16
17
17
16
17
17
16
17
17
16
17

17

104 § 103 162
1] 104 }§ 103 ] 102
2 1208171 2061 204
3] 312 | 309 | 306
4 | 416 § 412 | 408
5% 52011 515 | 51.0
6| 624 § 618 ] 61.2
71 728 | 721 | 714
g | 832} 824 | 816
9 | 93.6 | 92.7 91.8

| 101F 100 99
1 J101f 100)] 99
21 2021 2801 198
3 { 0 t 30.0 | 29.7
41 404 F 40.0 | 39.6
5 1 505 | 50.0 | 49.5
6 § 60.6 | 60.0 § 59.4
71 70.7 # 70.0 | 69.3
8 | 80.8 | 80.0 | 79.2
9 | 909 | 90.0 | 89.1

98 53 52

PR T AN [ S | SE—"
1 9.8 5.3 5.2
2 4196 |} 106 § 104 .
31294 ]| 159 | 15.6
4 | 392 ] 212 | 208
5 1.49.0 | 26.5 § 26.0
6 | 58.8 j 31.8 | 31.2
7 | 686 | 37.1 | 36.4
g |.784 | 424 | 41.6.
o | 882 | 47.7 | 46.8

51 |. 50O 49
1 51 J. 5.0 4.9
2 | 10.2 { 10.0 .8
31 153 ] 15.0 | 14.7
4] 204 | 200 | 196
51 255 | 25.0 | 245
6 3 30.6 | 30.0 § 294
7K 3.7 F35.0] 34.3
8 | 40.8 | 40.0 | 39.2
9 | 45.9 | 45.0 | 441

- 16

1 1.6

2 3.2

3 48

4 6.4

5 8.0

6 9.6

71119 ] 112

8 | 136 ] 12.8

91 163 | 144




CEEE——— —— e
g A B C D
L " L
+ 0.010 }—0.99010 + 0.16167 . 0.32839 + 0.03167
98 50 48 17
11 98912 16117 32791 03150
98 50 49 ' 17
12 98814 16067 32742 03133
97 50 49 16
13 98717 16017 32693 03117
98 50 48 17
14 98619 15967 32645 03100
97 50 48 17
15 98522 15917 32597 03083
97 50. 49 | 16
16 98425 15867 32548 03067
97 50 ' 48 17
17 98328 15817 P 32500 03050
96 50 48 17
18 98232 | 15767 32452 03033
97 50 47 _ 16
19 98135 15717 32405 03017
96 50 48 17
+ 0.020 J— 0.98039 + 0.15667 — 0.32857 + 0.03000

USO DE LA TABLA

A continuacién, damos un ejemplo de aplicacion de la Tabla:
Sea controlar los valores de F; y G; dados en la pagina 15.
Se tiene:

Ccmo se puede comprobar directamente,

cimal,

£o
f

0.014503
0.001244

Il

sy O

.
’

Dawrn
l

F,
G1 =

0.040273

— 0.011796
— 1.01194
+ 0.17257
— 0.33932
+ 0.03530
-+ 0.998741
— 0.292786

los valores coinciden hasta la ultima unidad de-

.
’

.
’

Mo

h

| 98 97 96
1 98 | 9.7 9.6
21 1969 194 | 19.2
31 294 290.1 § <38
41392 | 388 ] 384
5 ] 49.0 | 485 ] 48.0
6.3 58.8 | 58.2 1 57.6
7 H 68.6 | 679 | 67.2
8| 784 ] 776 | 768
9| 882 873 | 86.4

| 50 49 48
1 501 4.9 4.8
211001 98 9.6
31 150 | 147 | 144
401200 | 196 ] 192
51 25.0 | 245 | 24.0
6 ¢ 300 | 294 ; 288
71 350 | 34.3 | 336
8 | 40.0 | 39.2 | 384
0| 45.0 | 44.1 | 432

| 47 17 | 16
1] 47 1.7 1.6
21 94 34 3.2
31 141 5.1 4.8
4 | 188 6.8 6.4
5 | 235 8.5 8.0
6| 2823 1021 96
71829 ] 119 ] 11.2
s | 376 ] 136 | 128
91 423 153 | 144

0.002498
— 0.000214
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