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FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA MUSICA

Por A. E. SAGASTUME BERRA

Dedicado a mi esposa, en el dia
de su cumpleaiios, — A, E. 8. B.

INTRODUCCION

En el presente trabajo nos proponemos estudiar los puntos esen-
ciales de la teorfa musical, desde un punto de vista sobre todo mate-
méatico. Al hablar de « teoria musical » damos, es verdad, un sentido
algo restringido a esta expresién: el muisico que siga nuestras conside-
raciones notard que nos referimos solamente a una parte de lo que
para él es < teorla musical », dejando de lado, por ejemplo, las cues-
tiones referentes a la métrica, al ritmo, asi como las de estética que
en rigor pertenecen también a aquélla.

En la misica, como en todo arte, hay también algo de ciencia;
v asi como el pintor, pongamos por caso, necesita de ciencias auxi-
liares como la geometria, algo de fisica y quimica (teoria de los colores)
ete., el misico no debe desdefiar los conocimientos cientificos nece-
sarios para su arte. Cierto es que la ciencia no explica todo en el arte,
y que el que emprende un estudio cientifico de esta clase, sabe de
antemano que existe una barrera, un limite méas alla del cual no le
es dado avanzar; pero ese limite varia en funcién del estado de los
conocimientos y también de las tendencias de la época. Nada tiene
de extrafio, pues, que hoy, en la era de la téenica, nos interesemos,
talvez mas que ayer, por los fundamentos cientificos del arte.

Maés que ayer, pero no més que « anteayer ». En efecto, para aque-
llos a quienes haya sorprendido el tema de este trabajo, no estari
de méas consignar que en la Edad Media, la musica era mucho mas
cientifica que ahora: se la estudiaba en la categoria de ciencia, al lado
de la aritmética, la geometria y la astronomia, en el quadrivium,
como se llamaba al conjunto de estas cuatro materias. Y si nos remon-
tamos hasta la época de Pitagoras, hallamos que la miusica es, rela-
tivamente, mucho méas ciencia atn.
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Ese paralelismo entre la musica y la ciencia ha ido desapareciendo,
y hoy nos encontramos con que los miusicos ignoran, o poco menos,
los fundamentos cientificos de su arte, mientras que los matema-
ticos por su parte, no se molestan en aplicar el poderoso medio de
estudio e investigacién en materia musical, que tienen en sus manos.
Existe una intuicion generalizada de que musica y mateméaticas tienen
algo de comin; pero no se sabe discernir qué es ese algo;se citan siem-
pre ejemplos, de musicos-matematicos o de mateméaticos-misicos,
como para hacer sospechar la existencia de un nexo misterioso entre
ambas disciplinas; pero no se tiene nocion de donde estd ese
nexo.

Bien es verdad que la confusién reinante ha sido agravada por mu-
sicos seudo-cientificos o matematicos seudo-artistas, que han errado
el eamino, contribuyendo a formar y mantener una atmésfera hosca,
de desorientacién e incomprensiém, que ha becho mirar con descon-
fianza las tentativas de acercamiento de la msica a las matematicas,
o a la fisica.

Esperamos no haber caido en semejantes errores. De todas maneras,
pedimos que no se juzgue con precipitacion este trabajo. Entendemos
dedicarlo tanto a misicos como a mateméticos; y si aquellos en-
cuentran algo abstrusos algunos pasajes, esperamos gue las conse-
cuencias de las ideas que expondremos, llevadas al terreno de la prac-
tica musical, aclaren las dudas y disipen la « priori inevitable descon-
fianza; vy en cuanto a los matemaAticos, les rogaremos nos excusen
la prolijidad con que expondremos puntos o razonamientos que les
son familiares, pero que queremos sean comprendidos también por
los misicos.

Si con este trabajo, resumen de muchas cosas conocidas y algunas
nuevas, contribuimos a despejar aquella atmésfera a que nos refe-
riamos, ello serd nuestra mejor recompensa.

L

Kste estudio comprende en total seis capitulos. En el primero,
repasamos las nociones de actstica necesarias, tales como la causa
del sonido, sus cualidades, el fenomeno de los arménicos, ete., orien-
tando esos conceptos en el sentido més conveniente a nuestros fines;
se dan también nociones sobre intervalos musicales v su medida, y
algo sobre la teoria de la consonancia.

En el Cap. II analizamos la construccién de la gama musical,
dando las condiciones a que debe satisfacer, y explicando coémo se
puede construir, en la forma més logica y natural posible, un con-
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junto de sonidos aptos para ser utilizados musicalmente. El matemé-
tico encontrarh en este capitulo algunos teoremas interesantes.

En el Cap. III tratamos el problema de la atemperacién, que se
reduce en esencia a dar un criterio para elegir entre lag (infinitas)
notas de la gama construida, un ndmero finito de ellas, destinadas
a ser utilizadas en la practica. Los criterios establecidos en los easos
ya conocidos permiten una generalizacién que es ayudada por una
adecuada representacién geométrica hiperespacial.

Aplicando esos criterios examinamos, en el Cap. 1V, algunas de las
numerosas gamas propuestas, haciendo una critica de cada una de
ellas, en particular de la gama atemperada usual, la cual ne responde
a los principios acusticos de donde podemos derivar las gamas. Se
estudian asimismo las gamas de Pitagoras, de Tolomeo o de Zarlino,
la pentaténica de los pueblos primitivos, las de Salinas, Gramma-
teus, Ramos Pareja, ete.

El Cap. V contiene los fundamentos de la armonia musical. La
representacion hiperespacial introducida en el Cap. III es un auxiliar
preciogo para definir y estudiar los acordes, en especial los perfectos,
mayores y menores, asi como otros tipos. Se enuncian también dos
principios arménicos generales, que llamamos el de dualidad (analogo
a s homoénimo de la geometria) v el de sustifucién. Se estudian los
acordes y tonalidades relativas, y el capitulo termina con una ecompa-
racidén entre los distintos conceptos de consonencia de un acorde,
en donde juegan un rol fundamental log sonidos diferenciales o de
Tartini, descubiertos por Sorge.

El ultimo capitulo, VI, nos presenta a los acordes en relacién con
la teoria algebraica de los vdeales, derivandose de ahi la nocién de
bajo fundamental de un acorde,del cual se estudian las propiedades.
Lag oportunas definiciones de la altura, absoluta y relativa, y dela
consonancia (relativa) de un acorde nos permiten luego, mediante
consideraciones respecto a los minimos de una cierta funcion, definir
lo que se entiende por ténica y dominantes (generalizacion de los con-
ceptos corrientes de dominante y subdominante) de una tonalidad,
v llegar asi a las notas diaténicas v cromdticas, fundamento de la teo-
ria, melédica. Se estudian los diversos modos de una gama (en gentido
distinto del usual) y termina el capitulo con varias reflexiones y
ejemplos de aplicacion de la teoria.

En cuanto a la bibliografia, que sobre estos temas es abundante,
no nos ha sido posible consultar sino unas pocas obras. Damos sin
embargo, a continuacién, una lista de las principales, por orden alfa-
bético de autores:
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I - Blaserna et Helmholiz. — Le son et la musique (Parfs, 1879 ed. Alcan).

IT - Boecio. — De Institutione Musica (ed. G. Friedlein, 1867).

II1 - Bosanguet, B. H. M.-— An FElementary Treatise on Musical Intervals
and Temperament (Londres, 1876).

IV - Dominguez Berrueta, J. — Sobre la teorfa cientifica de la misica. — Re-
vista de la R. Academia de C. Exactas, Fisicas v Naturales de Madrid
(Marzo, Abril y Mayo de 1916).

V - Dominguez Berrueta, J. — Teoria fisica de la misica. — Memorias de la

R. Academia de C. Exactas, Fisicas y Naturales de Madrid. (Serie 22,

tomo V, 1927).

Gandillot, M. — HEssail sur la gamme (Paris, 1906)

Guillemin, A. — Les premiers éléments de Pacoustique musicale (Parfs,

1904, ed. Alcan).

VIII - Helmhollz, H. von. — Die Lehie von den Tonempfindunger als physio-
logische Grundlagen fiir die Theorie der Musik (4% ed.).

IX - Helmholtz, H. von.— Vorlesungen {iber die mathematischen Akustik (1898).

X - Mersenne, M. — Harmonicorum Libri XIT (Parfs, 1648).

X1 - Murray Barbour, J. — The Persistence of the Pythagorean Tuning Sys-
tem - Seripta Mathematica, vol. T, ne 4, Junio 1933.

XII - Rameau, J. Ph. — Démonstration du principe de I'harmonie (Paris, 1750).

XIII - Rayleigh, Lord. — The Theory of Sound (2 volimenes, 2 ed., Londres,
1929).

XIV - Riemann, H. — Armonia v modulacién (ed. Labor, 1930).

XV - Sachs, Curi. — La musica en la antigiiedad (ed. Labor, 1927).

VI
VII

Carrturno 1
L.0OS FENOMENOS PRIMARIOS DE LA ACUSTICA MUSICAL

1. — FEl « material » con que la musica construye su obra artistica
es el sonido: asi como el pintor utiliza colores, el escultor trozos de
materia, €l poeta palabras, asi el misico utiliza sonidos, que combina
sucesiva o simultaneamente, formando una especie de tejido sonoro,
cuyas fibras verticales, por asi decir (simultaneas) constituyen la
armonia, mientras que las horizontales (sucediéndose segim un ritmo)
forman lo que se llama la melodia.

Fl sonido, desde el punto de vista fisico, es nada méas que un pro-
ceso ondulatorio o vibratorio de un medio elastico, que puede ser el
aire o cualquier otra substanecia, por ejemplo las cuerdas de los ins-
trumentos, madera, metales, ete. Refiriéndonos al aire, debemos
imaginarnos una onda sonora como un fendémeno peridédieo, por cuya
accion en cada punto se producen dilataciones y contracciones suce-
sivas, periddicamente, a manera de sistole y diastole, que empujan
en un sentido u otro las masas vecinas del aire, propagindose asi
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de un punto a otro de tal manera que, en un instante cualquiera,
encontrarfamos que los puntos de maxima dilatacion, o los de maxima
compresion, o los de un estado cualquiera intermedio, se suceden,
en cada direccidn, a intervalos regulares. Se trata, pues, de un feno-
meno doblemente periddico: periddico en el tiempo (para cada punto
a intervalos iguales de tiempo se reproducen los mismos estados)
y periodico en el espacio (para cada instante, a distancias iguales
se reproducen los mismos estado:).

En una cuerda tensa, el proceso es analogo: cada particula de la
cuerda se mueve a uno y otro lado de su posicién normal de equili-
brio, repitiéndose los mismos estados a intervalos iguales de tiempo;
¥ a su vesz, si pudiéramos fotografiar la cuerda en un instante dado,
observarfamos que ha adoptado una forma que puede no ser muy
regular, pero de tal modo que a distancias iguales, las particulas
ocupan igual posiciéon con respecto a su estado de equilibrio.

2. Los fenémenos que se producen en una cuerda en vibracion
son tan tipicos y por otra parte, tan importantes desde el punto de
vista musical, que no vacilamos en tomar dicha cuerda como modelo
para nuestro estudio. De igual manera podriamos tomar un tubo so-
noro, lo que nos llevaria a consideraciones semejantes; pero es talvez
mas objetivo el caso de la cuerda.

Dediquémonos, pues, a estudiar algo més de cerca el fenémeno de
la cuerda vibrante. Ya dijimos que ese fendmeno es doblemente perié-
dico, en el tiempo y en el espacio. Ahora bien:entrigonometria ele-
mental se estudian las funciones sen « (seno del arco @) y cos o (coseno
de @) que tienen, entre otras, la propiedad de que, cuando el arco «
aumenta o disminuye en 2z = 2 X 3,14159 (longitud de la circun-
ferencia de radio 1, o del arco correspondiente al angulo central de
360°), vuelven a tomar idénticos valores; en otros términos, el seno
v el coseno son funciones periddicas, con el periodo 2x. Se concibe
ahora que i en vez del arco « tomamos un fempo o una longitud,
podremos obtener funciones periddicas del tiempo o de la longitud,
v esto nos lleva a sospechar que el estado de nuestra cuerda vibrante
podra expresarse mediante senos, o cosenos, de tiempos y longi-
tudes.

Claro es que esta sospecha no constituye en manera alguna una
prueba o demostracion. El mateméatico necesita mucho mas que eso
para darse por satisfecho. En nuestro caso, la demostracion puede
hacerse con todo rigor logico por el camino que indicaremos somera-
mente a continuacion.
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Establezcamos, en la direccién de la cuerda en reposo (fig. 1) un
eje de abscisas z, cuyo origen O coincida con uno de los exiremos de
la cuerda. Esta es OA4, de longitud I. En O y perpendicularmente a
Oz, tracemos el eje de ordenadas Oy. Entonces, la posicién de cada
punte P de la cuerdsa en estado de vibracién (representada por la
linea sinuosa que va desde O hasta A) podri caracterizarse por sus
coordenadas z, y. Se demuestra entonces que, llamando ¢ al tiempo,

Fre. 1

tiene lugar la siguiente ecuacién diferencial, llamada ecuacidn de la
cuerda wmbrante:
Py _ 2O
at? da?

{1

donde a es una constante que depende solo de la seecién s, densidad
d v tensién T de la cuerda, y que tiene por expresion

/i
a = ?j— ° [2]

La ecuacién [1], si bien no es dificil de interpretar en términos vul-
gares, no significa otra cosa sino una expresién matematica de la ley
que rige el fenémeno. Lo dnico que nos interesa es que la solucion
de esa ecuacion puede expresarse mediante senos o cosenos de tiem-
pos v longitudes; y en efecto, se puede verificar que la expresién

y = A sen ax . sen ol , [3]

donde 4 y a son constantes, satisface a la ecuacion [1].
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La expresion [3], si hacemos en ella { = o, ¥ tenemos en cuenta
que sen ¢ = 0, nos da y = o. Es decir, que para el instante ¢ = o,
cualquiera sea la x, es siempre nula la y, o en otros términos, la cuerda
estd en su posicion de equilibrio. Es decir, que la solucién [3] corres-
ponde al hecho de comenzar a contar el tiempo cuando la cuerda
parte de su posicién de equilibrio.

También para x = ¢ y cualquiera sea t, por analoga razén se ob-
tiene ¥ = o, lo que corresponde al hecho de que el extremo O de la
cuerda es fijo. El otro extremo A, correspondiente a x = [, debe
quedar fijo asimismo, es decir que, cualquiera sea ¢, debe ser ¥y = o
para ¢ = [. Como A es una constante no nula, y sen aut adquiere, al
variar #, valores no nulos, para que se anule la y deberd verificarse

sen al = o .

Pero el seno solo se anula cuando su argumento es un nimero
entero de medias circunferencias, o sea un mimero nx, siendo # un
nlmero entero. Entonces

de donde resulta

v finalmente, la solucién [3] toma la forma

y=AsenﬂTn:c.senE£—6—at (4]

3. — La expresién [4] es una solucién de la ecuacion [1], que co-
rresponde al caso de la cuerda de que se trata. Pero ello no nos auto-
riza por ahora a decir que el movimiento de la cuerda deba regirse
por fuerza por una expresién de este tipo. Basta, en efecto, reflexio-
nar que si damos a los niimeros A y n dos pares de valores distintos
Ay, my; A, me, ¥ sumarmos las dos expresiones de y asi obtenidas de
la [4], se obtiene tambien una solucién. Y este razonamiento puede
generalizarse en varios sentidos, pero basta ya para justificar nues-
tra afirmacidn.

Ahora bien: existe un teorema general, de Fourier, segin el cual
una funcién cualquiera puede, en general, expresarse como una serie
(suma compuesta de un nimero infinito de términos) cuyos términos
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son senos y cosenos de la variable de que se trate. Aplicado este teo-
rema al caso presente, nos dice que una solucién de la ecuacion [1]
se expresard como una serie de infinitos términos del tipo [4] (obte-
nidos, naturalmente, dando a 4 y a n distintos valores, siendo los
de n enteros). O, en otres términos, la solucién mas general posible
de a ecuacién [1] para el caso que nos ocupa, seri

7 % 2
?-.r.smTat-l—Azsen—;lx.sen%ﬁ—at—]—

y = A sen

) 7 7
f—at—]— —|—Ansen—ﬂ~:c.sen-m£at—i—...

3%
4+ Az sen — 2 . sen 7 7

{ 7
o abreviado:

_ nE 5 L
y=ll.-1,!5910-!—2-Jx.senT't at - [a]
. :

4. — Podemos, pues, limitarnos a estudiar el término general

Uyn = A, sen —w}" z . sen ”TT: al 6]

de la serie [5]. Esta expresién se compone de tres factores: 4,, cons-
nT I
I I
haremos algunas reflexiones,

En primer lugar, imaginemos que, sin variar los otros factores,
hacemos crecer el valor de A,. Para cada punto (es decir, para cada
valor fijo de z) y en cada instante {para cada valor fijo de ?), los dos
ultimos factores no wvarian, de modo que al aumentar A4, aumenta
proporcionalmente el valor de y,. Por consiguiente, la separacién de
la cuerda de su posicién de equilibrio aumenta, y con ello impulsar
con mayor violencia las masas de aire que se encargan de fransmitir
a nuestro oido el sonido. La consecuencia es que éste se hace més in-
tenso, mas potente. Podemos decir, por lo tanto, que el coeficiente
A, mide la tntensidad del sonido. También se llama a A, la emplitud
de la vibracidn.

Ifl segundo factor es, como sabemos, una funcién periddica, lo que
significa que para ciertas distancias iguales, el estado vibratorio en

k

los puntos correspondientes es el mismo. Si hacemos z = TZ’
it

tante; sen X,y sen HE o Sobre cada uno de ellos por separado
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siendo % uno de los nimeros 0, 1, 2,... =, ello quiere decir que con-
sideramos el punto que representa las & n-avas partes de la cuerda.
' T ki .
Para esos valores de z resulta = Tz = = - kr, es decir, un
multiplo entero de =. Entonces resulta sen kn = o, como sabemos,
v anulandose este factor, se anula la expresion y,, cualquiera sea el

valor de ¢. Es decir que en toda la duraciéon del fenémeno, esos puntos

=06
4
o/ N o/ N\t /Nt A
I T AN A\ X
| ]
7 7 7
& J <
Fra, 2

estAn permanentemente en reposo. Por ello se llaman los nodos (véase
la fig. 2, donde se ha representado el caso n = 6). Los extremos O,

A son siempre nodos. En cambio si tomamos un punto r = ?Z +

+ .); [, que difiere de un nodo en la mitad de la distancia al suce-

&

3ivo, se tiene

TN wn Kkl ™ l b
p R et e S b
Yy
sen Tm—;i:=sen(lc1:—l——ﬁ—\=i1,
27

correspondiendo el signo + 6 el — segin que k sea par o impar. Los
valores =+ 1 son los extremos del seno, que no puede tomar valores
mayores que 4 1 ni menores que — 1. Por consiguiente, los valores
de y, sern también los maximos y minimos posibles, es decir, en esos
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puntos la cuerda se apartara lo més posible de su posicién de equili-
brio. Son los wientres o puntos de maxima vibracion.

Finalmente, el tercer factor, sen e at, que nos da la periodicidad

l

en el tiempo, puede estudiarse en forma aniloga al segundo, solamente

k
que en lugar de z, ahora tenemos af. Por lo tanto, st af = ? L, es

i . .
sen —- at = sen kx = o cualquiera sea el valor de z, es decir que en

esos instantes la cuerda pasa por su posicién de reposo. Si contamos
sucesivamente dos de esos pasos, en el segundo la cuerda vuelve a ini-
ciar su vibracién en el mismo sentido. En otros términos, el intervalo
entre dos instantes sucesivos de reposo mide la mitad del periodo T,
de vibracion. El instante #; correspondiente al valor £ es

!\‘-
I, = Ly
17
y el instante de reposo siguniente,
EF+1
-f-!.'-r- =L l )
an

de modo que el tiempo transcurrido, o sea el semiperiodo, es:

1 l l
tk+1“—tk = ?Tn.=ﬁ(k + l—k) :m
v el periodo sera:
T, = 21 _
an

Sien T, segundos la cuerda efectda una oscilacién completa, en
, 1 o . P
un segundo efectuara T oscilaciones. Ahora bien, el ntimero de os-
n

cilaciones por segundo es lo que se llama la frecuencia, concepto impor-
tantisimo desde nuestro punto de vista puesto que define, como lo
veremos méas adelante, la altura de un sonido. Indicando la frecuencia
con v,, tendremos entonces:
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Terminaremos este parrafo observando que, si queremos obtener
una imagen objetiva del fenémeno, por ejemplo en el caso de la fig.
2 (n = 6), no tencmos sino que suponer materializada la linea sinu-
soide, v sujeta al eje en los nodos O, Ny, N, N3, Ni, N, A ¥ hacerla
girar alrededor del eje x con movimiento uniforme. Asi se verd, ob-
servando desde cierta distancia, que los puntos de la curva efectian
vibraciones alrededor de la linea de equilibrio OA, a la que nuestra
curva materializada cubre cuando se encuentra « de perfil ». Kl tiem-
po de una revolueién completa corresponde asi al perfodo, ¥ el ntimero
de vucltas en la unidad de tiempo seri la frecuencia.

5. — En el § anterior hemos hecho el estudio de uno de os términos,
[6], de la serie [3]; ese término representa lo que podemos llamar un
sonido simple o, come se suele decir también, una note o un tono (en
sentido diverso del tono-intervalo que conocen los miusicos). Adver-
tiremos que muchas veces, al referirnos en lo sucesivo al sonido,
sin ecalificativo, entendercmos que se trate de un sonido simple o nota;
en cambio cuando no lo sea, especificaremos su calidad diciendo
sontdo compuesto. Y en cuanto a la palabra tono, preferimos reser-
varla para los intervalos que en musica llevan ese nombre,

En el estudio del sonido simple [6] hemos encontrado dos cuali-
dades, intensidad v altura, de gran importancia para la musica; falta
ain una tercera caracteristica clasicamente conocida, el timbre. Es
que un sonido simple no tiene timbre, 0 mas bien, no tiene sentido
hablar del timbre de un sonido de esta clase. Este concepto aparcce
recién cuando consideramos el sonido compuesto dado por la se-
rie [3].

El sonido compuesto proviene de la yuxtaposicién o coexistencia
de infinitog sonidos simples, dados por los términos de la gerie [5].
Las frecuencias de esos sonidos, segin [7], son:

7] 2a 3a da
Y] — — i Vo = 1 Yo = : —
LT 0 o RT g a WE g 5 WT g
0 zea
a
v = 9] ; Vo = ‘2"/1 > Vg = S‘); ] Vi = 4‘11 :

ex decir, son los maltiplos sucesivog de la llamada frecuencia fundo-
mental que es vw. Estos sonidos simples se llaman 2°, 3°, 4°,. .,
armonicos del fundamental; no hay inconveniente, si cllo es ¢comodo,
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en llamar a éste ultimo, primer armonico a fin de unificar la nomen-
clatura.

Todos estos armoénicos se producen en general simultaneamente
al vibrar la cuerda, teniendo cada uno de ellos su amplitud, 4, 4.,
As, ..., que puede adn ser cero en algunos casos, significando ello
que el correspondiente arménico no aparece como componente. Debe-
mos entonces imaginarnos que el movimiento de la cuerda esta pro-
ducido por la vibracion que hemos descripto para cada armoénico,

\.
:

n=1

|
[
i
1
1
!
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pero interviniendo simultdneamente todos los arménicos, con diversas
amplitudes.*Tn la fig. 3 por ejemplo, hemos representado los seis
primeros armoénicos, con las amplitudes indicadas a la derecha, y
abajo la’forma de la curva resultante, que se ha obtenido sumando
para cada abscisa las ordenadas de aquellas seis primeras curvas,
teniendo en cuenta, naturalmente, su signo o sentido.

La forma de la curva resultante depende, como es lagico, de los
arménicos v de las amplitudes componentes. Asi por ejemplo, dos
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cuerdas afinadas a la misma nota, v. gr. do, pero una de violin y otra
de piano, dan sonidos (compuestos) distintos, debido a que los armo6-
nicos que los componen estan distribuidos con diferentes amplitudes
relativas. Como la cualidad especifica que distingue dos sonidos de
igual altura (y, si se quiere, de igual intensidad) es el timbre, podemos
decir en consecuencia que el (tmbre de un sonido compuesto estd deter-
minado por lus amplitudes relativas de los armdnicos que lo componen.

6. — Puesto que un sonido compuesto consta de gran cantidad
de armonicos simples, cada uno de los cuales tiene su altura, o fre-
cuencia, y su intensidad, podemos preguntarnos: jqué entenderemos
por altura de un sonido compuesto”

Para responder a esta cuestion, debemos tener en cuenta un hecho
experimental, pero que podemos prever tedricamente, al menos con
cierta aproximacion. Digamos, para abreviar el lenguaje, que una
cuerda vibra en el estado n, cuando produce solamente el n-ésimo
arménico. Por ejemplo, en la fig. 3, los seis primeros diagramas repre-
sentan a la cuerda vibrando en los estados 1 4 6, mientras que el
séptimo da la imagen aproximada de la misma cuerda vibrando simul-
tineamente en los estados 1 4 6.

Cuando una cuerda esta en el estado », hay ademés de los extremos,
n-1 nodos intermedios que representan, por asi decir, ligaduras o
vineulos a que estd sometida; se puede, en efecto, imaginar que esos
nodos estan rigidamente unidos a sus posiciones de equilibrio, sin que
por eso se modifique en nada el movimiento de los demés puntos
de la cuerda. listo sentado, se puede prever que cuantos mas nodos
haya, es decir, cuanto mayor sea n, la cuerda tendri comparativa-
mente menog movilidad, y en consecuencia la amplitud serd menor.
Claro es que esto no es sino una manera de encarar las cosas, ¥ que
la consecuencia obtenida no puede considerarse como producto de
una irreprochable deduccién légica. Sin embargo, es lo que la expe-
riencia ensefla que se produce en la realidad: en general, la experien-
cia nos dice que los armoénicos aparecen con tanta menor intensidad
cuanto mas elevados son o, dicho en otra forma, que A4, es en general
una funcion decreciente de n.

Mas exactamente ain, puede decirse, siempre tomando por base
la experiencia, que los sonidos que impresionan nuestro oido con
caracter musical son los que siguen la ley enunciada, mientras que
aquéllos en que 4, no decrezea al aumentar n, o bien aquellos en que
un gran ntmero de las A4, sean de magnitudes del mismo orden,
nos producen la sensacion de ruido. Esto nos da derecho a sentar,
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como definicion, lo siguiente: un sonido (compuesto) es musical cuando
los armonicos sucesivos aparecen con intensidades (amplitudes) decre-
crentes a medida que aumenta su nimero de orden; de tal manera que
al cabo de un ntmero = relativamente bajo, las amplitudes de los
armonicos A, 1, Auie,... son todas despreciables en comparacion
con la del fundamental, A;. Un sonido, en cambio, es un ruido cuando
aparece una gran cantidad de arminicos con amplitudes comparables
a A;. Claro es que, segin esta definicidén, no existe un limite neto
entre sonido y ruido, sino solo una gradacion.

De acuerdo con ésto, quedard justificado Uamar altura o frecuencia
de un sonido musical compuesto, a la de su nota fundamental o més
baja, es decir a la que en los §§ 4 y 5 hemos llamado v..

Lo dicho nos explica también por qué hemos tomado como caso
tipico el de la cuerda, y no el de una barra, membrana o placa vibrante.
En estos tres dltimos casos, en efecto, el nimero o el orden de los ar-
moénicos de intensidad comparable a la nota fundamental son tan
elevados, que las vibraciones tienen mas el caracter de ruidos que
de sonidos musicales (atin el caso de las campanas no es netamente
tipico).

7. — La férmula [7] para n = 1, combinada con la [2] nos da:

1 T
V1 = g Vs—d' bl [8]

de donde pueden deduecirse las leyes descubiertas por Mersenne (1)
en 1636 para la altura del sonido dado por una cuerda. Ella es: inver-
samente proporcional a la longitud de la cuerda, a la raiz cuadrada
de su seccidon y de su densidad; y directamente proporcional a la raiz
cuadrada de la tensién que soporta. Todo ello estd condensado en
la féormula [8].

De las leyes referentes a la longitud v a la seccién hace uso el cons-
tructor de pianos, haciendo méas largas las cuerdas destinadas a las
notas graves, y envolviéndolas en una espiral de acero para aumentar
su seceidn; y el violinista a su vez aplica la ley de la tensién, cuando
ajusta las clavijas para hacer mas agudos los sonidos de su instrumento.

Ademas, en esas leyes se funda el sondmetro, que consta de una o
varias cuerdas de distintos materiales y secciones, mantenidas en
tensién constante por medio de pesos atados a sus extremos, ¥ que

(1) Mersenne, (X).
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pueden alargarse o acortarse por medio de puentes que corren sobre
escalas graduadas. Este aparato sirve asi para medir y comparar
alturas de sonidos, y su precisién es bastante grande.

8. — Asi como dos puntos de una recta determinan un segmento,
dos notas, o sea, dos cstados de una cuerda, determinan lo que se
llama un 7ntervalo. El intervalo se concibe asi como el conjunto de
notas de alturas comprendidas entre las dos dadas; y asi como los
segmentos se comparan y miden por su longitud, asi podemos tam-
bién definir una medida de intervalos que nos serd muy til en lo
que sigue.

En primer lugar, el intervalo estd definido por las frecuencias de
las dos notas dadas, sean por ejemplo v, v. En una cierta cuerda,
estas frecuencias corresponden a dos estados (§6) n, n’, de modo
que, scgin [7]

an an
Vo= s Vo= —_—

21

En otra cuerda, de constantes ay y /i, si consideramos los mismos
estados 7, »/, se tendran otras frecuencias v/, v/ correspondientes
a v, ¥, que no seran las mismas, pero que satisfaradn a la relacion

y por consiguiente,

Ahora bien, de acuerdo con nuestra definicién, en la que no se
especifica la cuerda que se use para medir log intervalos, dos cuer-
das, consideradas cada una en dos estados n, #/, iguales para las dos,

definen el mismo intervalo. Luego, cuando dos intervalos son iguales,
mnr !

0.2 . v v .
lo son también lag relaciones -, » - —- de las frecuencias que los com-
Y v

ponen; ¥ viceversa. Por esto es que la relacién de frecuencias nos da
un medio de comparar los intervalos, y por eso también se suele decir
que los intervalos se miden por el cociente de las frecuencias que los
componen. Pero no es ésta la medida que deseamos definir aqui.
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De la relacién anterior resulta, a su vez:

de donde:

Segun nuestra definicién, la medida del intervalo (v, v'), que indi-
caremos con I (v, v"), debe ser igual a la del intervalo (v, v'*"), 0 sea
I (v, v"). Es decir, debemos tener:

Iy, &) =1(v,v), [0]

donde la constante k es arbitraria (= o). Esto nos da una primera
propiedad de la funcién I (v, v').

Una segunda propiedad la obtendremos teniendo en cuenta que,
si partimos de una frecuencia v y formamos el intervalo I (v, v'),
llegando asi a la frecuencia v/, y luego, a partir de ésta formamos
un nuevo intervalo I (v/, v'"), el resultado sera el mismo que si partié-
ramos de v y formaramos el intervalo I (v, v'/). Es decir, la suma
de los dos primeros debe dar el tercero:

TG, +IV,Y)Y=1F,v). [10]

Con las [9] y [10] ya podemos hallar explicitamente la forma de
la funcion I (v, v'). Ante todo, como k es arbitraria en {9], podemos

. 1
tomar en particular k = o Entonces

k=1

I(v,") =I(1—)

£ '
A la funcién 7 (1 : VT) , que no depende sino de R , podemos de-
W

7

signarla con o (—\:-) - Entonces

I =% ( ; ) : [11]
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con lo cual la [10] se transforma en:

V, 'V” ‘J”
@(T)+@(y,)=@(v)

q ¥
0 sea, si llamamos ¢« a —, § a —— , ¥ tenemos en cuenta que
v

¥

,
= —\;— = af:

9 (28) = ¢ (o) + ¢ (§) . [12]

Si aqui hacemos § = 1, se obtiene ¢ (a) = ¢ () + ¢ (1), o sea:

¢ (1) =o0. (13}

Si imponemos a la funcion ¢ la condicion de que para un valor

&, arbitrario pero positivo y diverso de 1, tome un valer ¢, también
arbitrario y positivo, es decir

queda perfectamente determinada la funecién ¢. En efecto, por apli-
cacion de la [12] para « = B = & se tiene:

9 () =9(.0 =0¢(H + (8 =2C;
v luego, sucesivamente:

9 () =0 (8.8 =¢(8) +0(§ =3C
¢ (8 =0 (8.8 = ¢ (&) + ¢ (8§ =4C;

ete.; ¥y en general
¢ (& =nC [15]

para todo n entero y positivo.

Esta ecuacién puede extenderse para todo n real. Ante todo, para
los enteros negativos, pues en virtud de [12] y [13] se tiene (si n es
entero y positivo):

(. EM) =g =eE)+ (™) =0

AN, 50C. CIENT. ARG. — T. CXXITL 2
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Luego:

9 (£ = — 9 (&) = —nC.

Para n = o, siendo &° = 1, la misma [13] nos asegura la validez de
la [15]. Extendamosla ahora para todo exponente fraccionario %
Se tiene:

[ 2\ b
(;w)|=u¢(;a),

m [
\

n
¥

Jf\=pc=$

de donde:

@'(EZ)=%C;

y finalmente, si el exponente de § fuera irracional, se podria extender
también la [15] mediante consideraciones de limite. En resumen,
pues, podemos decir que la [15] es valida cualquiera sea el ndmero
real n.

Ahora bien: si ponemos £* = «, n es lo que se llama el logaritme

de « respecto a la base £; n v « se determinan mutuamente (una vez
fijado &). La [15] puede escribirse, pues:

¢ (@) = Clog: «,

indicando con log; « el logaritmo de « en la base E. De aqui, teniendo
en cuenta la [11], resulta finalmente nuestra férmula general

'

I1(,v) = Clog:— = C {log: v — log; v] [16]
y

que nos dice que: lo medida del intervalo enire dos notas v, v/, es igual
a lo constante C (arbitraria, positiva pero clegida de une vez por lodas)
multiplicada por el logaritmo del cociente de las frecuencias v/ y v, res-
pecto a lo base & (positiva, + 1 y elegide de una vez por todas).

9. — De la formula general [16] podemos obtener, segin los valo-
res numéricos que elijamos para C y &, distintos sistemas de medicién
de intervalos. De estos sistemas hay infinitos, pues tanto C como &
son arbitrarios, salvo las limitaciones indicadas. Mencionaremos, pues,
solo algunos entre los mas usados 0 mas convenientes para nuestro
objeto.
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I. — Medida de los intervalos en savariios. — Kl savariio, nombre
adoptado en honor del fisico Savart, es una unidad logaritmica com-
prendida en nuestra formula general. La medida de un intervalo en
savartios se obtiene multiplicando por 1000 el logaritmo wvulgar, o
decimal, de la relacién de frecuencias. De modo que habra que tomar
en la [16] C = 1000, y & = 10. Por ejemplo, si las frecuencias v,
¥ estan en la relacién de 1 4 2 ( intervalo que llamaremos una ociava)
la medida en savartios de este intervalo sera:

I(1,2) = 1000 logn = 1000 logyp 2,

| b

y como el logaritmo vulgar de 2 es 0,30103000, se tendr

I(1,2) = 30103000 savartios.

Si queremos obtener un intervalo que tenga 1 savartio por medida,
tendremos que resolver la ecuacion

r

1000 logy “T =1,

de donde:
1 o 1 .
920" = To00

Siendo 10 la base, y _161@ el exponente, el intervalo )T serf

v i
— = 101000
v

1
de modo que las frecuencias v/, v deben estar en la relacién de 107000
1000

(o sea 4/10 ) & 1, para que su intervalo sea 1 savartio.
Abreviaremos el savartio con la letra o, de modo que, por ejemplo:

Octava = I (1, 2) = 301,03000 ¢ .

I1. — Méridas y heptaméridas. — Si se toma C = 43, £ = 2, el
intervalo resulta expresado en una unidad que se llama mérida. (Sa-
veur). Es decir, que

W

I (v,v) = 43 log = intervalo medido en méridas.

’
v
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Por ejemplo:
Octava = I (1,2) = 43 log: 2 = 43 méridas,

puesto que en cualquier sistema, el logaritmo de la base (en este
caso logz 2) es la unidad.

Adoptaremos para la mérida la abreviatura .

En cambio, si conservamos = 2, pero tomamos C = 301, tendre-
mos la medida en una unidad que se llama heptamérida, ¥y que abre-
viaremos Ap. Por ejemplo:

Octava = [ (1, 2) = 301 log, 2 = 301 hu..

Como la medida de la octava en savartios es 301,03000 s, vemos
que la heptamérida difiere muy poco del savartio.

r

o 9 ¥ a5 g q
Si tomamos un intervalo — de una mérida, es decir, si
¥

/

43 log: —:7 =1,
tendremos:
\rj’
1(‘]%’3 y = 43
Y 4 301
301 Iogz-V— == —4‘3-— =7.

!

Pero 301 log., m:-)ﬁ es la medida del intervalo en heptaméridas. Lue-
go, como el intervalo elegido media 1 ¢, tendremos:
) 1
lp=7h, Y ]-hf-’-:-i-_U-:
es decir, la heptamérida es la séptima parte de la mérida, lo que jus-
tifica su denominacién.

Dos sonidos de frecuencias v, v cuyo intervalo sea de una mérida
seran tales que, como acabamos de verlo,

de donde:
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En cambio, si el intervalo (v, v') es de una heptamérida, se debera

tener
‘/, 1 3! 1 'JDI_
- — 2,’10!, == |'2 i
e =351+ ¥ N

III. — Octavas. — Tomando C = 1y ¢ = 2 en la [16], se obtendra
el intervalo medido en una unidad que llamaremos octave y simbo-

lizaremos con la letra w. La razén de esta denominacién esta en que,
!
L . p
si — representa un intervalo de lw, se tendra:
v

de donde

r
o oo Y A q
es decir, que la relacion — esde 2 4 1, o sea que (v, V) es efectiva-
v

mente el intervalo que hemos llamado octava. De acuerdo con lo que
hemos viste en 1 y II, podremos escribir las equivalencias:

1w = 301,03000 ¢ = 43 p. = 301 hp. .

Iista medida de intervalos, utilizada ya por Euler, parece deberse
en realidad a Juan Caramuel de Lobkowitz (%), quien le di6 el nom-
bre de « logarithmi musicali » y la utilizd en sus trabajos sobre la
gama musical.

. 3
IV. — Quintas, terceras, eic. — Para C =1, £ = —, obtenemos

la expresion del intervalo I (v,v") en lo que llamamos quintas, unidad
que simbolizaremos con la letra %. Una quinta seré, pues, un intervalo
(v, ¥) tal que '

V’

logge — =1,
Y

o)

v S |
/ =(._) =%=1,5.

(1) Véase J. MurraYy Barsougr, (XI).
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,1a unidad sers tal

-F~|Ut

Si en lugar de este valor de £ tomamos £ =

que

yf

10g5/4 o =1,

.,*_5
v x5

intervalo que llamaremos una fercerg (Y) y simbolizaremos por -.
Por ejemplo, el intervalo de octava medido en quintas sers

oo

loga/e 2= logge2 = 1,70952 X ;

—t

en cambio, medido en terceras, es:

2

10g5/4 % = 10g5/4 = 3)10628 T.

Analogamente podremos tomar como unidad cualquier otro inter-
valo, racional o no, segin nos convenga, tomando C =1 y £ igual al

intervalo de que se trate. Por ejemplo, el semitono alemperado o es
1 12

un intervalo cuya relacién de frecuencias es de 212 = 4/2 4 1. Por
lo tanto, la octava medida en semitonos atemperados vale

loge. 2 = 12,00000 « .
V2

10. — Para convertir las unidades, o sea hallar la medida de un
intervalo en cierta unidad cuando estd dado en otra, podemos hacer
uso también de una férmula general. Sea un primer sistema de me-
dida con las constantes C, &, y sea (v,v") el intervalo unidad en ese
sistema. Por lo tanto,

!

OlOgEVT= 1,

de donde:
1

T 3

vI
log: T

() La razén de las denominaciones quinia, fercera, es puramente musical y se
verd mds adelante.
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Sea, por otra parte, otro sistema de medida con las constantes C’
2. Entonces la medida del intervalo (v, ¥") en este nuevo sistema sera

v’
Y

1
C’ log = C' logs (E-a)

v, por las propiedades de los logaritmos:

]

c
C 10g$’ E .

Cl
C
dades del nuevo. Un intervalo cualquiera tendré, en el Gltimo sistema

una medida I’ (v, ¥") que serdigual a la medida en el primero, I (v, "),
!

C
C

Una unidad del primer sistema equivale, pues, a logy & uni-

multiplicada por la constante loge 5. O sea:

', =1(@,Y). —?,.— logs & [17]

Por ejemplo: sea a (semitono atemperado) la unidad del primer

sistema, y ¢ (savartio) la unidad del segundo. Entonces: C = 1,
12

E=4/2, ¢" = 1000, & = 10. Luego:

I' (v, ) {en savartios) = I (v,V) (en &) X 1010 0

12
]Ogm '\"I 2,

es decir:

1

I" (5,3) =1 (v,%") X 1000 X —- X 0,30103 = I (v,v") X 25,08583.

En particular, si

I(G,v) =1a,l’ (v,v) = 2508583 ¢,

0 sea:
la = 25,08583 o .
Asi, por medio de la formula [17], puede resolverse cualquier pro-

blema de conversién de unidades. No es necesario tratar en particu-
lar cada uno de los casos posibles, sino que preferimos resumir todo
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ello, al mismo tiempo que lo dicho en el § anterior, en el cuadro si-
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guiente:
Medida de intervalos
Unidad Constantes Equivalencias
= |
Designacion -z c £ en o en en hu en @ | BT ¥ en 7 en a
G . |
|
Savartio a 1000 |10 1,00000] 0,14284] 0,89990| 0,00332 | 0,00568 | 0,01032 | 0,039¢
Meérida . . . I 43 | 2 7,00070{ 1,00000] 7,00000| 0,02326 | 0,03976 | 0,07224 | 0,279(
Heptamérida | hp 301 | 2 1,00010{ 0,14286| 1,00000] ¢,00332 | 0,00568 | 0,01032 | 0,039¢
Octava . . . © 1| 2)301,03000[43,00000( 301,00000] 1,00000 | 1,70952 | 3,10628 | 12,000
. 3
Quinta. . . X U | 5| 176,09125(25,15319 176,07236] 0,58496 | 1,00000 | 1,81704 |7,0182
Tercera . . . T 1 i 96,91000(13,84286| 96,90003 0,32193‘I 0,55034 | 1,00000 | 3,8631
1
Semitono at. | a 1 2| 25,08583] 3,58333 25,08333{0,08333 | 0,14246 | 0,25886 | 1,000

Ejemplo de agplicacion de la tabla: El intervalo 4y — v 20 se
quiere expresar en octavas. Siguiendo la linea horizontal de la quinta
(%) obtenemos en la columna correspondiente a la octava (w) la equi-
valencia

1y = 0,68496  ;

luego:
4y = 4 X 0,58496 = 2,33984 w .
Anéalogamente:
1v = 0,32193 0.
Por tanto:

4y — 17— 20 = 2,33984 — 0,32193 .- 2 = 0,01791 o .

Este intervalo es lo que luego llamaremos la coma tolemaica o sin-
tonica. Bxpresada en savartios, puesto que lw = 301,03000 g, ten-
driamos

Coma tolemaica = 0,01791 X 301,03000 = 5,39145 5 .

En los calculos logaritmicos con las frecuencias, se presenta a me-
nudo el problema de calcular el logaritmo de un nimero en una cierta
base, distinta de 10,siendo asi que las tablas comunes de logaritmos
se refieren a la base 10 (logaritmos vulgares, decimales o de Briggs).
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La observacién general siguiente resuelve esta dificultad, permitién
donos siempre operar con una tabla de logaritmos vulgares, aunque
tengamos que usar distintas bases. Enire fres nimeros positvos a, b, ¢,
tales que los dos primeros sean diversos de lo unidad, subsiste siempre
la identidad

log, b . logy ¢ = log, ¢, [18]
que puede llamarse la propiedad transitiva de la logaritmacion.
En efecto: llamando A al logaritmo de b en la base a, A’ al de ¢ en
la base b, es decir, poniendo:
N =log, b ; N = logs ¢,
se tendré, por la definicién misma de los logaritmos, que:

ad = b ;. BP=c.

Elevando a la potencia N la primera de estas relaciones, y teniendo
en cuenta la segunda, se tendra

de donde:
MW = log, e,

v sustituyendo A, N por sus valores, resulta la [18].
Por ejemplo: para calcular en el § 9 el logz, 2, hemos aplicado

la [18], tomando a = 10, b = i , ¢ = 2. Entonces:
4

3
logm E- " logglg B = lOgm 2 s

de donde:
logyg 2 logio 2
1 2 = = :
0g3/2 3 IOglo 3 — lOg]u 2
log1o 5

En una tabla comin hallamos logi, 2 = 0,30103; logy, 3 = 0,47712;
luego:
0,30103 0,30103

logas 2 = = -
O8s2 047712 — 0,30103  0,17609 ~ b09Z.
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Si ponemos en la [18] a = ¢, teniendo en cuenta que log, ¢ = 1,
resulta:

log, b.logre = 1,
de donde:

1
].Ogb a = logT ] [19]

que puede también ser util. Por ejemplo, para a = 10, & = 2, se
tiene:

11
logn2  0,30103

logs 10 = = 3,32193 ,

lo que hemos utilizado para calcular la equivalencia 1t = 0,32193w
5 10

en la tabla, pues log, == logs —— = logs 10 — log: (2°) = logz 10 — 3.
o)

Una dltima observacién antes de dejar este tema: en la tabla ¥y
caleulos anteriores, hemos dado los resultados con cinco cifras deci-
males; pero ello no significa que deban tomarse esos valores como
exactos. Por el contrario, salvo algunas excepciones, todos ellos son
nimeros irracionales, o por lo menos, nimeros que no pueden ser
expresados como fracciones decimales con un ndimero finito de gua-
rismos. Es preciso tener esto muy en cuenta en ciertos caleulos muy
exactos, en donde puede ser necesario tomar seis, siete o més deci-
males, so pena de obtener errores en los resultados.

11. — Hemos definido el sonido (§ 6) como un movimiento vibra-
torio compuesto, en que los arménicos sucesivos tienen amplitudes
en general decrecientes, a medida que aumenta su ndmero de orden.
Por consiguiente, el arménico preponderante es el que corresponde
al estado 1 de vibracion, y precisamente, lo hemos llamado armé-
nico fundamental, y él nos ha servido para definir la altura del sonido
compuesto.

Para fijar las ideas, y recordando la formula [7], vamos a entender
en lo sucesivo por cuerda-ttpo, una cuerda ideal dimensionada de tal
manera que sus constantes satisfagan a la relacion

— =1, [20]
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en cuyo caso, en virtud de la férmula [7], se tiene v, = n, es decir
gue la frecuencia correspondiente al estado n es precisamente el
ndmero 7; o en otros términos, los arménicos sucesivos, a partir de
la nota fundamental, tendran las frecuencias 1, 2, 3,4, 5, ..., y en
consecuencia, podremos denominarlos arménico 1, arménice 2, ete.

El armonico 2 serd el que, inmediatamente después de la nota fun-
damental, presente mayor amplitud. Puede decirse que, en general,
la intensidad del armoénico 2 es en muy poco inferior a la de la nota
fundamental, siempre que se trate, naturalmente, de vibraciones
libres, Kl intervalo que forman estos dos armoénicos es lo que hemos
llamado una octava, pues sus frecuencias estan en la relaciéon de 1
a2,

El intervalo de octava es de una importancia fundamentalisima
para la musica, y ocupa el primer puesto entre los intervalos llamados
consonantes, es decir, <« que suenan bien ». Para explicarnos esta
consonancia, debemos imaginarnos que en cualquier proceso vibra-
torio natural que posea los caracteres de sonido musieal, la nota fun-
damental aparece siempre acompafada de su octava, con intensidad
comparable a la de aquélla; estas dos notas aparecen asi amalgamadas,
de tal modo que lo que oimos es en realidad esa combinacién de ambas,
No es extrafio, pues, que si ofmos separadamente lag dos notas puras,
nos aparezean como complementindose v tendamos a asemejarlas,
casi a identificarlas. Téngase en cuenta, en apoyo de esto, que los
fendmenos que ocurren en nuestro propio oido interno deben parti-
cipar de las caracteristicas de los demas fendmenos vibratorios.

Kl razonamiento puede extenderse, claro esti, a los armoénicos 3,

. 3 4
4, 5, ..., aunque cada vez en menor grado. Los intervalos T 1

—?— , ... apareecen asi como consonancias naturales, pero cada vez
menores, hasta llegar al terreno de las disonancias.

Claro es que no existe un limite definido entre consonancias y di-
sonancias. Todo musico admitird, por ejemplo, que la consonancia
por excelencia es la octava, mientras que un semitono atemperado
es una disonanecia. Pero entre estos casos extremos hay infinidad de
gradaciones, que esfuman toda delimitacién precisa. Mas aun: lo que
dijimos en la Introduccién acerca del limite entre lo cientifico y lo
artistico en la musica, puede aplicarse igualmente al caso presente.
Es decir que el limite entre consonancia y disonancia varia también
con la época y sus tendencias; vy podemos comprobarlo facilmente
examinando la evolucion histérica. En los origenes de la miusica,
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a través de los griegos y hasta la Edad Media, solo se consideraba
como consonancia la octava, a tal punto que la monodia antigua
solo se acompafiaba con sonidos al unisono o a la octava. Después
comenzd a usarse la quinta en el acompafiamiento, es decir, a admi-
tirse el intervalo de quinta como consonancia, ¥y mas tarde la cuarta
(una cuarta es o -— 1y = 0,41504 ). Solo mucho tiempo después
aparece en tal categoria la tercera, y con ella la sexta (una sexta es
lw—11=0,67807w). Quedaba aln un intervalo horrisono, el « dia-
bolus in musica », como se le lamaba, el eélebre intervalo de iritono
que podemos definir aproximadamente como equivalente a seis semi-
tonos atemperados, o sea 6« = 0,500000, hasta que Monteverdi se
atrevid con el fantasma, que se convirtié desde entonces en una <« ar-
monia disonante natural » e hizo evolucionar la misica casi hasta el
punto en que hoy la conocemos. Actualmente se tiende a nuevos
horizontes, como veremos en su oportunidad, y con ello la musica
se enriquece y adquiere nuevos medios de expresion.

Volviendo a nuestro tema, digamos que la idea expresada acerca
de la razon de ser de las consonancias naturales no es sino una apro-
ximacién. En general puede decirse que la consonancia de un inter-
valo depende, no solo del intervalo mismo, sino también de la altura
absoluta de las notas que lo forman, y por consiguiente, toda teoria
de la consonancia que solo se base en la medida de los intervalos,
debe ser aproximada. Asi por ejemplo, el intervalo entre los armoénicos

4 2 .« p P
2 y 4, puesto que 37 , es también una octava, y por tanto, segin

nuestra idea, deberia ser tan consonante como el intervalo (1, 2),
mientras que por otra parte, segin la misma teoria, siendo 4 y 2
armoénicos mas elevados que 2 y 1, la consonancia seria menor. Hay
asi una contradiccion, que no pretendemos ocultar, y que se hace toda-
via més grave si consideramos que, en la practica, un mismo intervalo
es tanto méas consonante cuanto mayor es la altura de las notas que
lo componen (la influencia de la altura absoluta es ciertamente menor
que la de la relativa, pero se hace sentir sin embargo).

Todo esto confirma nuestra aseveracion de que la teorfa =s incom-
pleta. No pretendemos llenar sus lagunas, sin embargo, pues para
nuestro objeto basta con la idea apuntada. Afiadiremos solo que
para explicar el aumento de la consonancia con la altura absoluta,
puede valer talvez la reflexién siguiente: existe un limite superior
para las frecuencias audibles, que naturalmente varia de un sujeto
a otro, y también con la educacién dada al sentido del ofdo. En
términos generales podemos fijarla, digamos, en unas 16000 vibracio-
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nes por segundo. Su magnitud no interesa a nuestro razonamiento,
sino solamente su existencia, y si le asignamos ese valor es solo para
fijar las ideas. Esto sentado, consideremos dos cuerdas, una de alturs
100 por ejemplo, y otra de altura 800. Los armonicos sucesivos ten-
dran, pues, las siguientes frecuencias. para la primera

100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 1000,

1100, 1200, 1300, 1400, 1500, 1600 , 1700 , 1800, 1900, 2000,

15100, 15200, 15300, 15400, 15500, 15600, 15700, 15800, 15900, 16000,
Para la segunda:

800 , 1600 , 2400 , 3200 , 4000,

4800 , 5600 , 6400 , 7200 , 8000,

12800 , 13600 , 14400 , 15200 , 16000.

Los armonicos superiores, en ambos casos, no son audibles, pues
sus frecuencias son superiores al limite fijado. Ahora bien: en el pri-
mer caso, hay 160 armoénicos que verdaderamente contribuyen a
formar el sonido, y en el segundo, solo 20. No es extrano, pues, que
el segundo sonido nos parezca més puro, mas simple, y un inter-
valo formado alrededor de él mas consonante que en el primer
caso.

Claro es que se trata aqui de sonidos compuestos. Para los sonidos
simples, seglin esta idea, iguales intervalos deben ser igualmente con-
sonantes a todas las alturas.

12. — Hemos mencionado ya la gran consonancia o semejanza,
casi dirfamos identidad, que nos presenta un sonido con su octava.
El identificar (a los efectos de la nomenclatura de los intervalos y
sistematizacion de la teoria) un sonido con su octava, es una cosa
corriente entre los musicos, de tal manera que dos notas a intervalo
de octava toman el mismo nombre, ¥ son equivalentes, en cierto modo,
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a los efectos de Ia teoria armoénica, pudiendo distinguirlos, si hubiera
necesidad, por medio de subindices o 4pices convenientes; por ejem-
plo, dos vy dos, 0 dof¥ y dofV.

Como nosotros poco tendremos que hacer con las frecuencias o
alturas absolutas, sino con las relativas, o con los intervalos, es conve-
niente hacer desde ahora una convencioén. Las frecuencias las referi-
remos a la cuerda-tipo, cuya definiciéon hemos dado en el § 11, y cuya
nota fundamental tiene la frecuencia (ficticia) 1. De modo que si en
alguna cuestion queremos hacer intervenir las frecuencias absolutas,
solo tendremos que multiplicar las relativas por la frecuencia de la
nota fundamental adoptada. Por ejemplo, si tomamos como frecuen-
cia fundamental absoluta la de la nota la;, o sea 435 vibraciones

. _ 3
por segundo, la quinta, cuya frecuencia relativa (§ 9) es + » tendria
la frecuencia absoluta —j’ - X 435 = 652,5 vibraciones por segundo {o

5
sea, 1305 en 2 segundos); y la tercera, e X 435 = 543,75 vibra-

ciones por segundo. .

Ademas, casi siempre consideraremos las frecuencias o los inter-
valos reductdos o la octave fundamental. Veamos qué significado tiene
esto: multiplicando una frecuencia por 2, obtenemos la nota que esta
una octava méas alta que la original; si a ésta la multiplicamos nue-
vamente por 2, el resultado serd elevar la nota una nueva octava;
asi la frecuencia original habra quedado multiplicada por 2% = 4, y
la nota original elevada en dos octavas. En general, muliiplicande
una frecuencia por 2%, la nota correspondiente queda elevada n oc-
tavas (n entero y = 0); y analogamente se ve que dividir una frecuen-
cia por 2" (o multiplicarla por 2—*) equivale a bajar la nota en »
octavas.

Ahora bien: si 1 es nuestra frecuencia fundamental, contando a
partir de ella una octava llegamos al sonido de frecuencia 2. Nuestra
octava fundamental es, pues, el intervalo (1, 2), ¥y para reducir una nota
a esta octava, bastard multiplicar o dividir su frecuencia v por una
potencia de 2 determinada en tal forma que el resultado quede com-
prendido entre los niimeros 1 y 2 (excluido el 2). Es evidente que ésto
es siempre posible, y de una sola manera. Por ejemplo, las notas de
la escala armonica

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, ...
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reducidas a la octava fundamental son:

2 5 4 5 6 7 3 9 10
S I A R TR
0 sea’
3 5 3 i 9 b}
1;1’751)11?;111:?115

puesto que cada uno de estos nimeros es igual o mayor que 1 y no
alcanza a 2.

Con el sistema de medida de intervalos basado en la unidad o
(§ 10), esta reduceién se efectiia en forma simplisima. Considere-
mos, en efecto, una frecuencia cualquiera v (= 1) y sea n el exponente
(entero positivo, nulo o negativo) que hay que dar al factor 2 para
reducir dicha frecuencia a la octava fundamental. Entonces

12" . vy <2

y tomande los logaritmos de base 2, teniendo en cuenta que cuanto
mayor es un nimero, también mayor es su logaritmo, se tendri

logs 1 < logs (27 .v) < loge: 2.

Pero
loga 1 =0 ;loga2=1 ; logs (2®v) = loga (2*) + logs v = n + logs v

Luego:
O0<n+logv <1,

es decir, al sumar al logs v el entero n, el resultado queda comprendido
entre 0 ¥y 1; en otros términos, n + logs v es la parie fraccionaria o
maniisa del logs v, y basta tomar esa mantisa, sin cuidarse de la carac-
lertstica o parte entera, para tener reducida la frecuencia v a la octava,
fundamental. Recordando por otra parte que logs v = log: (—Ii) es la
medida del intervalo (1, v) en octavas, tendremos el siguiente impor-
tante resultado:

Para reducir un intervalo (1,v) o una frecuencia v a la octova fundamen-
tal, basta tomar le parte fraccionaria o manitisa de la medida de ese in-
tervalo en octavas.
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. . .25
Por ejemplo: sea reducir la frecuencia B la. octava fundamental.

, ?) en octavas, hallada por el procedi-

miento explicado en el § 10, es:

La medida del intervalo (1

log ? = log: 25 — logy 3 = 4,64386 — 1,58496 = 3,05890 v

Luego, el intervalo reducido a la octava es 0,05890 w.
Es por esta razon que la medida w es particularmente cémoda
para el estudio que haremos en los capitulos siguientes.

(Qontinuard)
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Por A. E. SAGASTUME BERRA

( Continuacion *)

Carrruro 11

CONSTRUCCION DE LA GAMA

13. — Entramos ahora en el problema primarie de toda la teoria
musical. JQué sonidos utilizaremos para «hacer musica »? Claro es
que si consideramos las frecuencias absolutas, todas ellas, dentro de
los limites de la audicién (es decir, mientras sean sonidos) pueden
ser utilizadas. Por ejemplo, un piano, o un violin, pueden ser afinados
indiferentemente de modo que el la; dé las 435 vibraciones por segundo
que se le han asignado por convencién internacional, 6 440, 6 420,
o cualquier otro ndmero arbitrario (dentro de ciertos limites), con
lo cual las demas notas variaran también en forma arbitraria.

Si eonsideramos en cambio las frecuencias relativas, nos encontra-
mos con un problema de distinta indole. Para fijar las ideas adop-
temos, como es corriente hacerlo, el intervalo fundamental de una
octava, v consideremos todas las frecuencias reducidas a ese inter-
valo que, en nuestra cuerda-tipo (§ 11) es el (1, 2). ;Con qué nimeros
Henaremos el intervalo entre la frecuencia 1 y la 27

Desde el punto de vista en que nos colocamos caben, a priori,
dos soluciones, o mejor dicho, dos tipos de solucion: el tipo continuo
y el discontinuo o diserefo; o sea, si admitimos como utilizables todas
las frecuencias del intervalo (1, 2), que varian en forma continua,
0 si solo nos limitamos a ciertas frecuencias (en nimero finito o in-
finito) bien determinadas.

En el primer caso, tedricamente posible, tendriamos sin embargo
dificultades, en primer lugar de indole practica. En efecto, losinstru-

* Ver entrega I, T. CXXIII, phg. 1 y sig.
63
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mentos llamados « de sonidos fijos » (piano, arpa, flauta, ete.) que-
darian descartados o pasarian a un plano completamente secundario,
pues no podrian proporcionar la gradacién continua que adoptamos;
¥ aln suponiendo que utilizaramos los instrumentos de sonidos varia-
bles, violin, violoncello, ¥ otros que inventaramos ex-profeso, habria
grandes dificultades en la ejecucién e interpretacién. Dado que un
compositor hipotético quisiera utilizar en su obra todos los recursos
des una gradacion continua en los sonidos, la ejecucion de esa obra
deberia ser sumamente exacta, so pena de perderse el valor que el
autor ha querido asignar a esos recursos. Ademéas, desde el punto de
vista teérico, se nos ocurre que habria peligro de que la musica ast
constituida se convirtiera en una cosa amorfa e indefinida, por falta
de contraste.

De cualquier manera, limitaremos nuestro estudio a la solucién
discreta, teniendo para ello poderosas razones. En primer lugar, la
gama o sea el conjunto de sonidos utilizables, siempre ha estado
constituida, en la musica de todos los pueblos, por un conjunto dis-
creto (més atn, finito) de notas. Por otra parte, la naturaleza misma
nos ensena la escala arménica discreta en las vibraciones de las cuer-
das, tubos, placas y membranas, es decir, en todos los «mecanismos »
que podamos imaginar como aptos para construir instrumentos mu-
sicales.

Nuestra gama seré, pues, discreta. Pero aln en este caso, podemos
preguntarnos si convendri que conste de un nimero finitc o no de
notas. La posibilidad de un nimero infinito de notas en cada octava
puede desecharse por consideraciones analogas a las que hicimos
més arriba a proposito de la gama continua. Y queda finalmente el
caso de una gama finita (a forttori discreta) abierto a nuestro estu-
dio.

14. — Debemos, pues, llenar el intervalo fundamental (1, 2) con
un ndmero finito de notas. jQué criterio seguiremos para hacerlo?
Las posibilidades de eleccién son infinitas. Sin embargo, podemos
seguir una ruta segura si observamos lo que ocurre naturalmente,
o sea aplicando lo que hemos visto en el capitulo anterior acerca de
la escala armonica. .

La escala armonica, reducida a la octava fundamental (§ 12) es:

5 3 7 9 5 11
o B 1y S i1 Aoy Fom fE o )
=y 4: H 2 S 4 ] = H 4 7 DRI [1]

wo| w0
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Admitamos en nuestra gama, por ejemplo, ademés de la nota fun-
3 . . .,
damental, la 5 Ello quiere decir, refiriéndonos para concretar el

razonamiento al caso de las cuerdas, que junto con la cuerda-tipo
admitimos en nuestro instrumento ideal otra cuerda de frecuencia

S - " s
fundamental — . Esta cuerda también produce, a su vesz, el arménico
“

9

. 3
3, que con respecto a la cuerda-tipo tendri la frecuencia - X 3 = 5

2
. 9 . .
6, reducida a la octava, 5 Este sonido es precisamente otro de

los armoénicos comprendidos en la escala (1), ¥ no hay razén para
‘rechazarlo, una vez que originariamente hemos admitido el arménico

. 9 .
3. A su vez, partiendo de este sonido = Y tomando su tercer armédni-

27
o, obtendremos una nueva frecuencia (reducida) STIb Y en general,

prolongando esta construccién, nos vemos conducidos a considerar
todas aquellas frecuencias cuyo numerador sea una potencia cual-
quiera no negativa de 3, y el denominador la potencia de 2 conveniente
para reducirla 2 la octava fundamental, es decir, todas las frecuencias
de la forma 27 . 37 (n, = 0).

Admitamos ahora, ademas, el sonido -£— como perteneciente a nues-
tra gama. Entonces, por el razonamiento anterior, también admiti-
remos todas las frecuencias de la forma 2m . 57:. Pero mas atn:
a partir de una de éstas, debemos considerar como posible, o admisi-
ble, el tercer armonico (y con él el 90, 27°, ete.); o bien, a partir de
ung de las frecuencias 2% . 3%, el quinto armoénico (y con &l el 250,
el 1259, ete.). De manera que en conjunto las frecuencias admisibles
seran todas las de la forma 2% . 3™ . 5%

Es de observar en este punto, que las frecuencias obtenidas cons-
tituyen lo que ya Euler llamaba la gama matemdtica, es decir, con-
junto de sonidos cuyas frecuencias se expresan todas bajo la forma
2% 3re | 5ty

Si tomamos el arménico 6, por ejemplo, no se obtiene con este
proceso nada nuevo, pues 6 = 2 X 3 y 6.2% , 3%  H = 20+l
Sm+l 5% que es otra frecuencia de la misma forma, es decir, com-
prendida en las anteriores. Solo se obtienen frecuencias nuevas si
adoptamos un nuevo ndmero primo, 7 por ejemplo, como arménico
admisible.

AN. S0C. CIENT. ARG. — T. CXXIII 5
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Obsérvese que con este proceso obtenemos siempre un numero
nfinito (numerable) de frecuencias. Dedicaremos el resto de este
capitulo a estudiar esos econjuntos infinitos, y en el siguiente abor-
daremos recién la cuestién de cémo limitar el ntimero de notas para
satisfacer las condiciones del § anterior.

En general, llamaremos armonicos fundamentales, o constitutivos,
0 generadores de una gama, a los ndmeros primos tales que toda fre-
cuencia correspondiente a una nota de la gama se expresa como pro-
ducto de potencias de esos ndmeros, con exponentes no todos nulos.
El arménico 2 se considerara siempre como fundamental, sobreen-
tendiéndolo muchas veces, pues ya hemos visto la especie de iden-
tificacion que existe entre un sonido y su octava.

Generalizando, pues, el procedimiento anterior,supongamos tener
r 4+ 1 ntmeros primos distintos, el primero de los cuales sea 2; a
los demas, dispuestos en orden creciente, los llamaremos i, ps, . ..
pr. Por lo tanto, 1 serh por lo menos igual a 3, y entonces

3=m<pe < ... <pr.

Con estos nimeros primos tomados como arménicos fundamen-
tales, podremos construir una gama de frecuencias, formando todos
los posibles productos de sus potencias y reduciendo esos nimeros
a la octava fundamental. Una frecuencia cualquiera v de nuestra
gama tendri, pues, la expresion reducida

y = 2™  pyM py L phr

El exponente 7y debe ser tal que 1 <y < 2, de modo que, dados
los ndmeros p1, P2, ... P, para cada sistema de valores de ny, ns,

., % habra que determinar convenientemente ny de modo que se
cumpla esa condicion; y es evidente que ese valor de 7 queda asi
univocamente determinado. En otros términos, n, es una funcién
unfvoea de los valores ni, %2, ..., 7 (para p, P2, ..., Dr
fijos).

Puesto que el intervalo de octava esel fundamental, convendra
medir las frecuencias en octavas, w (§ 9), en cuyo caso, por el teore-
ma general del § 12, bastard considerar la mantisa del logaritmo
(de base 2) del ntmero pr™ . p™ ... P77 .

En general, cuando consideremos un nimero real «, podremos de-
finir lo que llamaremos parie entera de « ¢ indicaremos con E (a),
v la parte fraccionaria de a, I(a). Cualquier nimero real tal eomo «
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esta comprendido siempre entre dos nitmeros enteros sucesivos (o
coincide con un entero); asi, si N, es un entero tal que

Nesa< N, +1,
el entero N, serd por definicién la parte entera de =, y « — N, sera

la parte fraccionaria. O, dicho en otros términos, E(x) esia definido
por las propiedades siguientes:

1) E (o) es entero 2]
2
1T) a—E(@=20 ; a—[F(e)+11<0)
y la parte fraccionaria por:
IIT) F(o) = a—E(a). [27]

Resulta de IT) y TIT) en particular, que la parte fraccionaria de un
nmero no puede ser negativa, ni llegar o valer 1 6 mds.

Por ejemplo: la parte entera y la fraccionaria de « = 2,3025, son:
E(@=2 ; F (o) =03025. Las de « = 0,41, son: E (&) = 0 ;
F(a) =041 Tas de « = — 2,6 son: £ (z) = —3 ; F () = 0,4.
Las de « = 26 son: K (o) = 26 ; F («) = 0.

Esto sentado, las medidas de nuestras frecuencias v en octavas,

que llamaremos +% '™ " Pr geran
7

Y Mgy v Ty

M Pa... P
Yn,n,...n

== F (loge v) = F (logs (pi po™s ... p,r))

0 sea, por las propiedades de los logaritmos:
_,'Jx ces I - . .
':1.... n: =F (Z 7 loge p‘) :
i=1

Los logs p; son constantes especiales de nuestra gama, de modo
que poniendo:

'm;=10g2pi (’L.=1,2,...,7")

:
= (L)

\i =1

sera

(3]
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El conjunto de las infinitas Yﬁ: v Z: que se obtienen (para dados p;)

dando todos los valores posibles a los n;, es lo que constituye nues-
tra gama (por ahora infinita), a la que designaremos por I'#1--- 2r ,

15. — Suponiendo fijados de una vez por todas el nimero r y los
nimeros primos pi, Pa, ..., Pr, 10 que da por consecuencia el fijar
también las w;, estudiemos algunas propiedades generales del con-
junto I'™ -+ Py, que podremos llamar T simplemente, sobreenten-
diendo los indices (analogamente, podremos escribir para abreviar
Tug... n, €0 lugar de yi‘i’; ).

Ante todo, dadas las ni, ..., %, queda fijado un valor, y solo uno,
para v, .. a, - Si fijamos en cambio un valor de vy, ... n, DPertene-
ciente a I jquedarin univocamente determinados los valores de

Ny, ooy nr?

Para responder a esta cuestion, observemos que dada una yn,... s,
es decir, dadas las n,, ..., n,, y suponiendo que exista otro sistema
n', ..., n’ que dé la misma nota, deberia ser

F (logz (;™ ... p7)) = F (loge (p*v ... p™7)),
o sea que los nimeros
loge (p™ ... ) , logs (pr™ ... p'r)
deben diferir solo en un entero #g:

log: (™ ... p™) — logs (p™+ ... p™'7)= my,

0 bien:
A A y T
;“1-'! cee IeT — 2:.!._,.
Pt L Pt :
v esto es absurdo si ng =% 0, pues en la fraccion del primer miembro
solo aparecen factores primos distintos de 2, mientras que en el se-
gundo solo aparece el factor primo 2. La tnica posibilidad es que
ng = 0, en cuyo caso se tendri necesariamente n, = n'y, ng = n's,
., ne = n'y. Bs decir, que la v, . , determina univocamente

2

los exponentes ni,72, ..., n_.
Hemos establecido, pues, que: existe (para v y los p; fijos) una co-
rrespondencia biunivoce enire los sistemas de exponentes na, N2, ..., Ny

y los valores de yup, ... n, correspondientes.
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Por ejemplo: puesto que el sistema ni = 7y = ... = n, = 0 nos
da vo.0,...0 = 0 (la nota fundamental), no puede obtenerse esta nola
Jundamental con ningun otro sistema de exponentes, y particularizando
ain mas: si una al menos de las n; es distinia de cero, Yn, . n, 1O
puede ser la nota fundamental.

16. — Tomemos ahora un valor ¢ comprendido entre 0 y 1, excluido
el valor 1. En especial, puede dar la casualidad de que ¢ coincida
con uno de los valores de vy, . »,, ¥ entonces lo hard para un cierto
sistema de exponentes Ni, N», ..., N,. Excluyendo este caso, no
hay ningtn sistema de exponentes tal que yg,...n, = ¢. Pero cabe
la. pregunta: jexistirin sistemas tales que den aprozimadamente el va-
lor ¢? Y si existen: jeon qué aproximacién podemos aleanzar ese valor?

Demostraremos que: dado un nimero ¢, comprendido entre 0 y 1,
y excluyendo el caso en que exista un sistema (dnico, si es que exisie)
Ni, ..., N; tal que vy, . n. = ¢, pueden hallarse sistemas (n.,na,

-y M) tales que el error cometido al reemplazar ¢ por Y, ... n, Sea
arbitrarigmente pequefio. O, dicho en términos méAs precisos, que,
dado un valor = > 0, por pequefio que sea, puede hallarse una sucesion
de sistemas (0, 12, ..., 7,0), (@, 5B, ..., 2,2), ..., (W,
n®, ..., nUY), Ly elegirse en la sucesién un ndice vo tal que, desde
é en adelante, yn () | n ) difiera de o (por defecto o por exceso) en
menos de . Es deeir,

[0 . 0 — 0 < & para v = v (&) [4]

O también, expresado brevemente: I' es denso en el intervalo (0, 1).
Obsérvese ante todo que s s < r, I'Pi---Ps estd contenido en
I»---?7, pues puede considerarse a I'’1---?s como formado por las

Blovas s ‘
SELTEDs ) B, O"’T . Por consiguiente, bastara demostrar el teorema

LU M | I
para 7 = 1, pues si I'"* es denso, con mayor razén lo serd I'Pr---or
que contiene a aquél.

Antepondremos dos lemas acerca de la funcién # (), definida por
la [27].

Lema I — 8¢ o, § son dos niumeros reales, se verifica

Flat+@=F(@+F(@ —0(,p) [5]

donde
(0,8 F(@)+F@<1
e(a;@:{ z
L1, F@+F@=1

[5]



70 ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTFICA ARGENTINA

En efecto: de la [2/] resulta:
«=E(a) + F ()
¥ analogamente:
E=E@® +F®.
Sumando miembro a miembro:
e+ =E(@+EQE+F()+F®,
mientras que para el nimero « 4 3 debe valer también la igualdad
e+ @=E(@+§ +F(e+ 8,
¥y por consiguiente
E(@+8) +F(@+8 =E(@+EQ +F@+TF@.

Ahora bien: si F (a) + F (B) es una fraccién propia, es decir,
menor gue 1, las partes enteras y fraccionarias de ambos miembros
coincidiran, y serd F (¢ +8) = F (o) + F (8), que es el primer
caso de las [5], [5']. En cambio si # (a) + F () = 1, se puede es-
cribir

E@@+®) +F+@) =F@+EG +1+[F)+F(E—1],

v siendo F («) + F () — 1 fraccionario (pues F (a) + F (8) es
siempre menor que 2), y debiendo nuevamente coincidir las fraccio-
nes de ambos miembros, se tendra en este caso F (z + §) = F (o) +
4+ F (8) — 1, es decir, el segundo caso de las [5], [5].

Lema IT— Si 0 es una fraccion positiva irreductble (es dectr, que

. 18
Py Q son primos entre st) la funcién F (E n) , donde n es un enlero

2 3 Q—1

1
O,E’E’E’“. T

cualquiera, toma al variar n, los valores:

y solo ellos.
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Efectuemos ante todo, suponiendo n fijo por un momento, el co-
Pn p
ciente —— - Seré
Q

Pn o
— E ]
g
donde E es un entero, el cociente de la divisién, y « otro entero, el
resto, que serd por lo tanto uno de los nimeros 0, 1, 2, ..., @ — 1.
Entonces:
O=sa<@Q.
Ademas
.2y | _ & figg ) &
F(—-—)=1"(E+ -):F( ]= : 6
il Sy e T &

Hstas igualdades se explican, en primer lugar porque £, por ser
entero, no influye en la parte fraccionaria (también se puede demos-

trar por la [5], pues 0 (E, (; ) = 0 por ser F(E) =0) y ademaés,

mendoa una fraccién positiva y menor que la unidad, coincide

con su parte fracecionaria.
/

El valor asi hallado para ¥ (2- n) es, entonces, uno de los valores

Q

0 1 2 Q—1 . .
— =0,—)— -1 ———  lo que nos dice que, cualquiera sea
Q Q 4 Q 2 2 Q q q q
el valor de n, esa funcién solo puede tomar alguno de estos valores;
v solo falta demostrar que los toma a todos.

Para ello, sea ahora dado el valor de « comprendido entre 0 y § — 1,

“ P

¥y probemos que hay siempre valores de n tales que # { q n) s

Q
Como o debe ser, segtin lo anterior, el resto de la divisién de Pn por
@, bastard probar que se puede elegir n de modo que ese resto sea el
« dado; 0 en otros términos, que Pn sea congruente a o segin el mé-
dulo Q:

Pn

o (méd. Q) ,
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¥ ésto, como se sabe, es posible por ser P y @ primos entre si, y exis-
ten infinitos valores de # que cumplen esa propiedad (V).
Con ésto queda demostrado nuestro Lema II.

Obsérvese que segin ésto, si representamos los valores de I ( g ﬂ.)
1 2
Q9

dividen al segmento en € partes iguales, y distan entre si 212— =

en el segmento (0, 1), los puntos representativos 0, “a

g—1

. et .
Por tanto, el conjunto F ( 0 ﬂ.] no es denso en el intervalo (0, 1),

17. — Con estos preparativos, podemos ahora demostrar el impor-
tante teorema anunciado en el § 16, bastando, como ya se ha dicho,
hacerlo para I (suprimimos, por comodidad, los indices de las n
y las p). Es decir, que dado ¢ > 0 arbetrario, es posible elegir una su-
ceston nt) (v =1, 2,3, ...) y el indice wy = v () tal que, para todo
vy Z vo, Sea .

| Yat» — o] <e [4']
siendo p un nimero comprendido entre 0 y 1, dado de antemano, y de

tal modo que no coincida con ninguno de los y,.
El valor de 7, es.

Yo = F (wn) = ¢ (n), (7]
donde © = logs p; y siendo p un numero primo distinto de 2, = resulta
ser un numero irracional. Esto es esencial en nuestro razonamiento,

pues si = fuera de la forma i

Q

que F (zn) = F (% n) no es denso en el intervalo (0, 1).

La funcién & (n) tiene las siguientes propiedades:

-, va hemos observado en el § anterior

I) Est4 definida solo para valeres enteros (y, en el caso que
consideramos, no negativos) de la variable n;
II) Sus valores son siempre irracionales, salvo ¢ (0);

(1) Las soluciones de esa congruencia estdn dadas, como se sabe, por n =
= o PY(@—1 (méd. @), siendo ¢ (@) la funcién euleriana que da el nimero de
nimeros menoresque § y primos con él.
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IIT) Para todo n es
0=¢n) =<1 {8]

(§ 14) (Aunque el valor 1 no es aleanzado por esta funcién,lo inelui-
mos en el cardcter de una cota superior, y por razones de simetria,
eomo se verd);

IV) Es ¢ (n) = ¢ (m) solamente cuando n = m (§ 15);

V) Las diferencias AY, o sea ¢ {(n + 1) — ¢ (n), estan dadas por.

Ay =¢(n+1)—9(n) =5—0(n) [9]
donde
[(0siAY>006sid(n+1)>dHn)

b (n) = < [10]
L 15 80<05 5 4(n+1) < o)

[La (9) se obtiene de la (5), Lema I, tomando a = nx, § = = y lla-

mando & & ¢ (1) y 6 (n) a 6 (nx, ©). s menester observar que en la
[5], escrita bajo la forma

Fa+8) —F(x) = F (@) —0(a,
debe resultar
8(x,8) =0 si Fa+8)2F(d) y 6(x,8) =1si Fla+ 8)<P(x);
el caso F(a + &) = F () esth aqui excluido, en virtud de IV];
VI) YO =0 , Y@ >0.

Si definimos ahora las funciones

Y) =1 —¢(@) ) _
— r [11]
b6(n) =1—06(@n) j

vy la magnitud

8 = lws B [12]

es facil ver que la funcién ¢ (n) cumple las condiciones I 4 V (difi-
riendo de ¥ (n) solo en log valores que da la VI) teniendo para ella
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8(n) y 5 el mismo significado que el de 6 (n) y § con respecto a y (n).
En efecto: las propiedades I y II son evidentes para 0; la III es inme-
diata, pues de 0 < ¢ (n) < 1 resulta

0l —dMn) =1,
0 sea:

0<0(n) <1

[es para congervar esta propiedad que incluimos el valor de 1 como
cota superior en la (8)].

La propiedad IV también se verifica evidentemente para ¢. En
cuanto a la V, formando las diferencias de ¢ se tiene:

Ay =4+ 1) —4m =—ym+1)+o@) = —Ay,
0 sea:
Ay = —5+0(m) = (1—38) —[1—0(m)]

Ay =35—08(n),

siendo 0 (n) = 0 cuando sea 6 (n) = 1, es decir cuando

1—dn+1) >1—0b(n)

G(n+1) > ¢(n),

y 6(n) = 1 en el caso contrario ¥(n 4 1) < ¢(n) (aqui y en la

[10] no usamos el signo = pues la igualdad ¢(n + 1) = ¢ {n) esta
excluida, segin 1V).

Para ¢, en cambio de los valores VI, tenemos
VI') O=1 , W<

18. — Estudiaremos paralelamente las funciones <« complementa-
rias » ¢, 0. De la V resulta, para n = 0

$(1) —$0) =500 , IO —F(©) =3—6(0)
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Pero, segin VI y VI’, debe ser

$O)=0,000=0 , ¥

Il
=
f==}

—
=]
p—

]

—

es deeir,
yy =5, ) =3,
v entonces, de la V para n = 1, se tiene:
$(2) =91 +6—06(1) =26 —06(1)
P@) =0 +35—0(1) =25 —-0(1).

Supongamos ahora, por ejemplo,’que (1) = 0. Serid entonces
§(1) = 1, y por la III:

0<25<1 , 0=25—1x1

1 1

£, 75351.

0=<3d

El caso de igualdad debe excluirse, porque 8 (v &) resultaria ra-
cional, y queda

0<s<t , <s <1, [13]

2

y por consiguiente

§<6. (14]

Si hubidramos supuesto que 6 (1) tiene el valor 1 en lugar de 0,
hubiéramos permutado los papeles de §, & y tendriamos todas las
propiedades de ¢ para ¢ y viceversa, salvo naturalmente las que se
refieren a los valores VI y VI’

Con respecto a la funcién 6 puede demostrarse ahora que: si para
un valor m de la variable es 8 (m) = 1, necesariamente es 0 (m + 1) = 0
(y entonces, naturalmente 6(m) = 0,0(m + 1) = 1). En efecto,
giendo por III:

pm) <1,  Y(m) =0,
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y por IV y [14]:
Gm+ 1) =¢m) +s—1<1+s—1=5<35,

Y+ 1) = (m) +3528 >3,

resulta, por la misma [9]:

Gm +2) =¢(m+ 1) +6-—0m +1) <s+5—0(m+1),

Gm+2) =%m+ 1) +6—0m+1) >6+5—0m+1),

es decir,

bm+2) <1 —0m+1) , ¢m+2)>1—-0m+1),

y entonces, si fuera 0(m + 1) = 1, 8 (m + 1) = 0, resultaria
gm+2) <0 , dim+2)>1,

lo que es absurdo, en virtud de la [8].
Resulta de aqui que, como hemos supuesto 0(1) = 0, existira
un cierto valor v, tal que

1) = 02) = ..o = — 1) =0, B(u) = 1

I

(1) =6(2) = ... =8m-—1)=1,8(mn) =0,

y entonces serd 6{w + 1) =0, 6 (v + 1) =1, y a partir de v + 1
podra construirse otra sucesidn parcial en que los valores de 6 son
todos nulos (los de 6 todos 1) hasta llegar a otro indice v», en que

0(Ga) =1,080+1)=0[00) =0,00(:+1) =1],

y asi sucesivamente. En general, pues, quedan definidos asi los in-

dices vo = 0, vi, %, ..., v, ... tales que
o) =0 O(n) =1 °
0(vs) = 1 ’ H{.“'p) =0 |
para ; [15]

Vo1 < 7 < yp o 1 I

p=1,2,3, ... ‘
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Si queremos determinar los valores de los v,, comencemos por su-
mar la [9] desde un valor » hasta otro valor n + h — 1 del indice.
Obtenemos ast las expresiones generales

ath—1
Yn+h) —g(n) =hs — Y, 6()
' [16]
n+h—1
T+ ) —Fmy =h— ¥ 0.

En estas férmulas, que juegan un papel importante en lo que sigue,
tomemos primero 7 = 0 y h comprendido entre vy + 1 ¥ vp! vp1 +
+ 1<k <y, Recordando que ¢ (0) = 0, ¢(0) = 1, resulta:

hA—1

h—1
gy =he — ¥, 00) , VW =1+h— Y 60).
0 ]

En la sumatoria que interviene en la primera de estas férmulas,
el indice ¢ va desde e] valor 0 hasta A—1.Perovp1 < h—1 =< 3, — 1,
es decir, que el indice 7 llega ciertamente hasta v, 1, pero no hasta
vp. Luego las dnicas 6(2) no nulas (iguales a 1) que aparecen en esta
sumatoria, son: 6(w), 0(w), ..., 6(v,1), ¥ la suma vale p — 1.
Y como

h—1 h—1_ h—1 _
LD+ XD =YX b@+6@=h
0 (1]

1]

(pues cada término 0(;) 4 6() vale 1 y hay b términos), la sumato-
ria de la segunda férmula tendra el valor A — (p — 1). Queda en-
tonces:

Y(h) = hé — (p — 1)
[16']
G =14k —h+pP—1)=p—h(l—23)

Teniendo en cuenta la III, resulta de aqui

0<hd—(p—1=<1 , O=sp—h{l—23 =<1,
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Cuando % alecanza su valor maximo, y eon él la expresion hs -—
— (p — 1), o bien su valor minimo, las desigualdades deben seguir !
valiendo; y lo mismo digase para la segunda férmula, en la cual sin
embargo, a causa del signo —, el maximo de A corresponde al minimo
de p — k(1 — §) ¥y viceversa. Se tiene agi:

wé—{(p—1) =1 , p’“(‘ﬂp_l‘l-l)(l—-g)sl
pr1t+Ds—(p—-1020 , p—yv(1—5=0,

de donde resulta:

P p—1
Y, < — Vo1 = — — 1
P 8 ) p—1 5
p—1 14
1 = — 1 < =
Yp—1 ] ? Yu 1 S 2
desigualdades que se resumen en:
P 4
? —_ 1 < Vp < ? - [17]

En esta formula hemos execluido los casos de igualdad por una
razén ya antes expresada, o sea que de producirse dicha igualdad,
d resultaria racional, lo que es absurdo.

La [17] también puede escribirse

VP=E(%)=%MF(%), [177]

utilizando las notaciones del § 14 para la parte entera v la fracciona-
ria de un ndmero.
De aqui resulta

p+ 1 __‘;.‘(?’_i_l)_."'_’.i.p('.

Yprl T Yp =

)

c-["‘«.:
———

pero, por la [5]

ff’(.?"'i" ‘):F(%’]ﬂ;—j.‘(_;,)_&['ﬁ-l:l ’_‘;51)’

b 0
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y por lo tanto, simplificando, queda.

1 ] p+1 p
\lp-é-l'—‘\‘p:?‘_"f(_)—i‘ﬂ( 5 :—E—)=
0 sea:

ofi 1 p+1
‘*mi*"‘p:‘(—ﬁ-)ﬁ'ﬂ(l‘a ) ==l

D.al'::
—

En particular, para p = 0, y teniendo en cuenta que vo = 0 y

ademas, que 0 (i,O) = 0 (por ser F (%) > F(0) = 0) se tiene.

0
1
nw=E(5)
y por lo tanto:
1
Vgl — Yp = N1 + 0 (-p —;_ y —%) y [18]

férmula que utilizaremos mas tarde y que nos dice por lo pronto
que lag diferencias v,,1 — v, Son « casi » constantes, pues no pueden
diferir de v1 mis que en una unidad.

19. — Podemos ahora pasar a demostrar otras dos propiedades
de la funcién ¢ (6 ¢) que nos conduciran rapidamente a la demos-
tracién del teorema.

«) En lag [16'], h estd comprendido entre v, 1 + 1 ¥ v;, de modo
que se puede escribir

o= vp1+ 5 l€p=v—vp,
¥ entonces
Gp1 + 1) = (a1 +ws—(—1)
YOpa 1) = p— (pr + ) (1 —3) .
Pero, segin [17]

p—1—56< vy 16<p—1.
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Luego (teniendo en cuenta que 1 — 3 = 3):

p—1—0+4+uws—pP—-D<¢(patw<p—1+ui—(p—1)
p—(p—1)—ps<®lwpa+uw<p—p—1—35) —us,

es decir: :
=108 <4 (Gp1 4 0) <pbd

I—pd <d(patw<l—(w—1)34.

Las cotas superior e inferior de ¢ y ¢ difieren en 8, en ambos casos,
y por otra parte, no dependen de p. Quiere decir que dando a p los
infinitos valores de que es capaz, ¢ y ¢ toman infinitos valores, dis-
tintos en virtud de 1V, y todos comprendidos en el intervalo [(pn — 1) 8,
ud)] para ¢, 6 [1 — ud, 1 — (@ — 1) 5] para ¢. Imaginando entonces
tomar en una recta, a partir del punto 0 hasta 1 (del punto 1 hasta
0) v en el sentido positivo (negativo) intervalos sucesivos iguales a
8 (los que, naturalmente, no llenan todo el intervalo, por ser § irra-
cional), en cada uno de esos infervalos caen infinitos valores de la
funcién ¢ (de la funcién ¢). La amplitud de esos intervalos es, seglin

. 1
la [13], siempre inferior @ —- -

b) Para n = u, h = vp_1, la formula [16] da:

Yp1 +au—1
§ (vpor + ) — ¢ (@) = vp18 — E 0(z) ,
Yp—1 +u—1

FOpi+ ) =@ =i 5— X B0

1

Tomemos ahora 1 < p. < v;. Teniendo en cuenta que, por la [18],

se ve que la sumatoria de la primera férmula consta de vp_1 + p—
—1—u 4+ 1 = v,_1 términos, de modo que, giendo p < v, €l méa-

oo 2 oo : 5 =l
ximo fndice en esa sumatoria setd < v+ vp 1= vp— 80 {1;—) re 3 ) ’
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0 sea, en todos los casos, inferior a v, (pero z v, 1). En esa sumatoria,
las tmicas 0 (7) no nulas son, pues, 6 (vi), 6(v), ..., 001, ¥ la
sumatoria, vale p — 1. Entonges, por un razonamiento ya hecho, la
ofra sumatoria vale v, — (p — 1) ¥ se tiene:

Yvpor F ) 9 =vpaud—(p—1),
~ _ ~ [19]
Yl ) — 0 =vad—va+(@—1),

v los valores de los segundos miembros no dependen de p. Lo que
ocurra para ¢ en el primer intervalo (0, 8) [para ¢ en el intervalo
{1, 1 — §)] se repetird exactamente en cada uno de los intervalos
subsiguientes, ¥ en consecuencia nos bastari estudiar por ejemplo
las diferencias (& = 1) ¢ (vp1 + 1) — 0 (1), §(vpy + 1) — $(1); o,
lo que para nuestro objeto es equivalente, los valores de las nuevas
funciones

U (Vp + 1)

- G(@) = 1— §i(p) .

‘471 (p) =
Ahora bien: podemos probar que ¢ (6 $1) tiene las mismas propie-
dades I a VI {o VI') que ¢ (6 ¢). En efecto:

I) & (p) esth definida solo para valores enteros (¥ no negativos)
de p;
II) Sus valores son siempre irracionales [salvo & (0)];
III) Para todo p, segin [19] v [17], es

p—o+i—psd(ut+ 1 =00+Ds—psp+dsi—7p,
O Sea:
V(v + 1)

02h(p) = 212 <1y

IV) Es 4:(p) = ¢ (¢) cuando ¢ (v, + 1) = ¢ (v, + 1), 0 sea, solo

ecuando p = q;
V) La diferencia Ay, es:

- i
Ay =?[¢ (le‘l‘l)—q)(vp‘i“l)] —

1
= o [Gpr =) 8 — 1] = vy — vp—

AN. S0¢, CIENT. ARG. — T. CXXIIIL 6
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0, por las [18] y [17’]

de modo que si ponemos

l) , 61(p)=1——9(-6:%):

51=1—F(a

ge tiene
Al = 8 — 6, (p) .

v como 8, (p) solo puede valer 06 1, ser4 0 cuando AY; > 0, es decir:

_ [O0sidi(p+1)>wip
91(?):4 o -
L1>d0@+1 <ulp).

Finalmente:

VI y VI') es

B0 =1,60) <1;u0)=0,u(l) >0.

A las funciones ¢, §; pueden aplicarse, por lo tanto, todos los ra-
zonamientos anteriores. En particular, ambas funciones admiten
infinitos valores en cada intervalo de amplitud 6, 6 & = 1 — &,
el que resulte menor de los dos (y por tanto menor que %); supon-
gamos, para fijar las ideas, que sea 8. Como

bOp + 1) = 551(}") ’

. - 1 L= .
al intervalo 8§; < > de la funcién ¢ (p) corresponde un intervalo

- 1\2

061 < ( T) para la funcién ¢, en el cual habra infinitos valores de

ésta. Y asi se puede continuar indefinidamente, resultando que ¢
k

admite infinitos valores en todo intervalo de amplitud (—J;—-) , con k

arbitrario, y tomando & suficientemente grande, ese intervalo puede
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hacerse tan pequefio como se quiera. Resulta asi, como querfamos
demostrar, que los valores de ¢ (n) = F (nz) se distribuyen densamente
en todo el intervalo (0, 1),

Este teorema significa que, dada wna T :--?r con un nidmero
arbitrario de armoénicos arbitrarios, es posible reproducir un sonido
cualquiera dado de antemano en la octava fundamental, o bien exac-
tamente, o bien con la aproximacién que se desee. Mas adelante
veremos, como aplicacién de este importante teorema (1), que aumen-
tando suficientemente el ndmero de notas, las comas (que defini-
remos) podran disminuirse todo lo que se quiera.

20. ~- Los desarrollos anteriores pueden presentarse bajo otro punto
de vista, que nos llevarid a interesantes consecuencias.

La expresién de una frecuencia cualquiera (reducida o no) de nues-
tra gama, puede expresarse (§ 14)

y = 2™ })I"l < "I}p_”? Ve . prm' o

donde los enteros 71, fa, ..., 7y se han supuesto no negativos, mien-
tras que 7y puede tomar cualquier valor entero.

Ahora bien: no hay inconveniente en establecer para los expo-
nentes #i, e, ..., f, un campo de variabilidad mas amplio, admi-
tiendo que pueden también asumir valores negativos. En efecto:
iqué significado tendria un valor negativo de # por ejemplo?

No hay que olvidar que la expresion v, al mismo tiempo que una
frecuencia, representa también un intervalo; o mejor dicho (pues
las frecuencias de que se trata son siempre relativas) v representa
solamente un intervalo, medido desde la nota fundamental. En el
caso de 7y positivo, ese intervalo es hacia arriba, hacia las frecuencias
mas altas; y si n1 es negativo, el intervalo se medira hacia las notas
mas graves. Y lo mismo que se dice de n; puede decirse de ns, n3,
..., N, separadamente o en conjunto. Asi pues, la admisién de valo-

(*) El teorema, en su forma abstracta, no es sino un caso especial del feore-
ma de aproximacion de Kronecker (Die Periodenysteme von Funklionen reeller
Variablen, Berichte d. X. Preuss. Ak. d. W. zu Berlin, 1884), precisado por
Bohl, Sierpinski vy Weyl en 1910, en el sentido de que la distribucién de va-
lores no es solo densa, sino uniformemente dense en el intervalo (0,1). La de-
mostracién dada por nosotros permite también llegar a esta conclusién. Véase
el trabajo de H. WryL: Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins. Math.
Annalen, t. 77 (1916), p. 313, donde se tratan cuestiones andlogas, v se hacen
interesantes aplicaciones geométricas y meednico-estadisticas.
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res negativos para los exponentes m; solo significa que nuestra gama
puede contener los mismos intervalos hacia abajo que hacia arriba.
La not fundamental viene a constituirse asi en una especie de
centro de simeftria de la gama. Ya veremos mas tarde las consecuen-
ciag de esta simetria.
S1 medimos las frecuencias (o intervalos) en «, esa medida sera

logs v = ng + logs (pi™ . pe2 ... p7)
o sea, con la notacién (3):

T
]Og2 v = ng + E Ny Tf - [20]
1

Naturalmente, si convenimos, como siempre, en reducir las fre-
cuencias a la octava fundamental, el entero ne, lo mismo que la parte
entera de X w; #;, no tiene influencia alguna en la nota de que se
trate.

Esto nos sugiere el siguiente procedimiento: el conjunto de nd-
meros reales de la forma [20] (donde los =; son irracionales dados, y
las n;, incluyendo m,, son enteros variables) puede ser dividido en
clases de numeros equivalentes, llamando asi a dos de los mimeros
[20] que solo difieren en un entero.

Cada ntimero del tipo [20] pertenece asi a una clase, que esta deter-

minada por los exponentes 7, 72, ..., 7., ¥ solo a una (pues dos
sistemas distintos de valores de ny, ..., n,. dan, § 15, dos notas dis-
tintas).

Existe, pues, una correspondencia biunivoca entre las clases y los
sistemas 7y, ..., %, por lo cual no hay inconveniente en denotar
a cada clase con el simbolo (1, 72, ..., n,) del sistema que le corres-
ponde. Asi por ejemplo: el simbolo (0,0, ...,0) corresponde a la
clase

ng + 2w .0 = ng (ny arbitrario)

es decir, a la clase constituida por la nota fundamental y todas las
que estan con ella a intervalos de octavas justas.

La expresion {20], cuando ne, 71, ..., 7. tengan valores asignados,
fijos, puede considerarse como un ndmero representante de la clase
(e, na, ..., fe)e

Sean ahora dos expresiones [20]:

?’i,o-{-zmni s mu-l-Zm-mi,



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA MUSICA 85

representantes, respectivamente, de las clases (i, ..., n,), (my, ...,
m,). La suma de los dos intervalos es

(ng -+ mao) + Z = (s + mi)

que representa a su vez a la clase (m + my, ..., n, + m,), ¥ ésta
no depende de los representantes elegidos, es decir, de ng, mq, sino
solo de las clases, es decir, de los sistemas ny, ..., % ;m1, ..., M.
Puede por tanto, con derecho, llamarse sumea de las clases dadas.
Es decir, que dadas dos clases (ni, ..., n,), (m, ..., m,), Hamamos
suma de ellas a la clase

ny, ...,0) +m, ... ,m) =+ m, ..., n +m),[21]

¥y esta suma goza evidentemente de las mismag propiedades, conmu-
tativa y asociativa, que la suma ordinaria de mimeros.
Anilogamente podremos definir la diferencia:

(7’7;1,... ,'n.,)—(ml,... ,m,-) = (nl—-—ml,... ,nr—mr). [22

Las clase cero, (0,0, ... ,0) es la que sumada con cualquier otra,
da esta dltima; la diferencia de dos clases iguales es la clase cero.
Si sumamos k veces (k entero y positivo) la clage (n1, ..., n,) con-
sigo misma, obtenemos el malitplo k de esa clase, que sers evidente-
mente la clase (kni, ..., kn,):

k(m,...,n,)=(knl,..,,knr). [23]

Es obvio como pueda extenderse la [23] para k < 0.
Las propiedades [22] y [23] de las clases expresan que:

a) la diferencia de dos clases es otra clase;
b) el mailtiplo, o sea el producto de una clase por un entero, es
otra clase.

Debhido a estas dos propiedades, el conjunto de las clases constituye
lo que se llama un médulo con respecto al campo E de los nimeros
enteros, o un FE-médulo. Dos clases (ny, ..., %), (ma, ..., my) son
iguales cuando las sumas X m;n,, X w;m; difieren en un entero, lo
que expresamos asi:

Y win, = Zoam; (mod. 1).



86 ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA

Claro es que las clases definidas en este § no difieren sino apa-

rentemente de las notas y2' " P definidas en el § 14. Tenemos asi
10 Ry

una doble notacién para esas notas:

et = F (CBmng) = (B, ..., %) . [24]

LLTRO

La primera da la expresion efectiva, numérica, de la y2'"""?r. La
;

Yy wey

segunda es una expresion simbélica muy Util para lo que va a seguir.

Notemos solamente, por ahora, que el simbolo {(n:, ..., n,) puede
considerarse como representacién de un wvector r-dimensional, pues
segin [21] y [23] estos simbolos, en cuanto a su suma y su producto
por un ntmero (enterc) siguen las mismas leyes que los vectores.
Ya veremos mas adelante la importancia de esta representacién.

Solo hemos mencionado este hecho aqui, para justificar la deno-
minacién que introduciremos desde ahora, llamando gama o *» dimen-
stones o r-dimensional, a toda T ---Pr, que tiene 7 armdnicos gene-
radores (aparte del arménico 2).

(Continuard)
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(Continvacion *)
CariTruro III

EL PROBLEMA DE LA ATEMPERACION

21. — Con el estudio gque hemos hecho del conjunto I'p1--- 2+ ya es-
tamos en condiciones de realizar ahora el paso ulterior que anun-
ciamos en el § 14, v euya necesidad hemos puesto de manifiesto en
las reflexiones hechas en el § 13. Hasta ahora hemos construido, en
forma que nos parece natural y logica, un conjunto de frecuencias
o notas, ['71--- #; pero este conjunto es infinito, y ya hemos visto que
debemos adoptar un conjunto finiio de notas para tener una escala
apta para ser utilizada practicamente,

Se trata de estuciar, pues, el procedimiento més conveniente pa-
ra limitar, en alguna forma, el ntmero de notas de nuestra I'v-- 2,:
g este procedimiento lo llamaremos la afemperacidn. Entendemos,
pues, por atemperacién de una gama, en el sentido abstracto que
venimos dando a los conceptos musicales, un proceso que nos per-
mata elegir, entre las frecuencias que componen una 1'vr--Pr un nii-
mero finito de ellas, para ast obtener lo gama (que llamaremos,
para diferenciarla, gama atemperada) apta para ser utilizade mu-
sicalmente.

La tnica restriecion que Imponemos, como se ve, al proceso de la
atemperacion, consiste en que las notas resultantes sean « aptas pa-
ra ser utilizadas musicalmente »; expresién ésta un tanto vaga, so-
bre todo desde el punto de vista abstracto. Tocamos aqui una de las
fronteras entre ciencia y arte a que nos referiamos en la Introduc-
cién; y forzoso es que nos veamos compelidos en este punto a utili-

* Ver T. CXXIII, Entregas T y II.

AN, S0C. CIENT. ARG. — T. CXXIIT 8
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zar criterios ¥ medios musicales mas bien gque matemAaticos, Proeu-
raremos, sin embargo, fijar ¥ precisar en lo posible las ideas; y
para ello, lo primero que haremos serd estudiar varios casos coil-
cretos, conocidos ya, para pasar luego a la generalizacidon de con-
ceptos necesaria para nuestro estudio.

En los ejemplos que seguirdn a continunacién, y valga esia
advertencia para el resto de este trabajo, cuando nos sea neeesario
nombrar las notag, lo haremoes dando, ademas del nombre, y entre
paréntesis, una indicacién de la gama a que pertenecen, por e¢jem-
plo: do (Pui.), el do pitagérico; do (Tol.), el do de Tolomeo; efe.
Lia notacién es anédloga a la que usan los naturalistas en sus clasi-
ficaeiones zooldgicas y botanicas, y obedece a razenes anilogas, esto
es, que estos sonidos varian, en general, de una a otra gama, y es
menester en consecuencia distinguirlos cuidadosamente, so pena de
caer en lamentables confusiones.

22. — Comenzaremos por un ejemplo clisico, de una gama uni-
dimensional, en la que por consiguiente r, el ntmero de armodnicos
generadores (excluido el arménico 2) es igual a 1, y p; tiene el mini-
mo valor posible, a saber p; = 3. Se trata, pues, de la I®.

Las notas v,? de esta gama tendrédn por expresiom

Yn13 = F (nl 7{:1)

donde, segfin la ecuacién [3] del capitulo anterior,

logm 3

= 496,
Togu 2 1,58496

m = logy 3 =
Por consiguiente, sera
e = F (1,58496 n,)

y caleulando sucesivamente los valores en esta férmula se obtiene la
gigniente tabla:

y '-'w,13 ny Tn,® L Ynl3
I

0 | 0,00000 | 6 | 050077 | 12 | 001955
1| 05896 | 7 | 000474 | 13 | 0,60451
2 | 0,16992 8 0,67970 14 0,18947
3 0,75489 9 0,26466 15 0,77444
4 | 033985 | 10 | 0,84962

5 | 0,92481 | 11 0,43459
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Naturalmente, como ya se dijo en el § 14, las frecuencias v, ? de
csta tabla estdn medidas en @ (octavas).

Con respecto a la atemperacién, se presentan aqui varias posibi-
lidades. Claro es que a partir de la nota y® (o de cnalquier otra
de la I, ya que la altura absoluta no interesa) conviene tomar pa-
ra nuestra gama atemperada, otras notas lo més afines o proximas
posibles, y naturalmente las mas afines son las que tienen ntmeros
de orden méas bajos. De aqui que convenga tomar en este caso todas
las notas a partir de y¢® hasta nna cierta v, FEl problema estd en-
ionees en fijar un criterio que nos permita obtener el indice n;.

El criterio adoptado, y que es en realidad muy plausible, consiste
en cerrar con las notas v a v,° una especie de ciclo (que en este
caso los musicos llaman ciclo de quintas) de tal modo que la prime-
ra nota excluida, y%, . venga a reemplazar después del ciclo a la
fundamental y¢*. Claro es que el ideal seria que el ciclo se cerrara
efectivamente, es decir, que y3, ;. diera nuevamente la nota +p;
pero sabemos que esto no es posible (§ 15). Sin embargo, existen,
por el tecrema del § 16 y signientes, valores n; tales que ¥%, .. di-
fiere tan poco como se quiera de 0. El adoptar uno de esos valores
es, pues, cuestion de la « precision », por asi decir, que se quiera
dar a la gama. La diferencia v*, .1 — 7’ = 1%,4+1, o blen 1 —+%, 41
segin cudl de las dos resulte menor, es una medida de esa « preci-
si6n » y es lo que se llama la coma. El hecho de adoptar, no el valor
de v%, 11 — 1o, sino el minimo de los dos nimeros v%, i, 1 — 1%+ €0
esta definicidn, corresponde al hecho de que la v*, ., puede apro-
Ximarse, o bien por exceso a la nota fundamental, o bien por defec-
1o a su octava, cuya altura tiene la medida 1.

Por otra parte, la « precision » estd limitada por razones practi-
cas, pues el nimero de notas de la gama atemperada no puede pasar
un limite razonable, v este limite seria sin duda sobrepasado &1 im-
pusiéramos una pequeiiez excesiva a la coma.

Haciendo uso de una representacién grafica se aclarard lo que
hemos dicho. Para eso podemos representar en un eje de abscisas
los valores 0, 1, 2,... del indice m;, y tomar en cada uno de esos
puntos, como ordenada, el valor correspondiente de v,°%; asi por
ejemplo, la ordenada correspondiente al punto n; =0 es v =10,
la de ny =2 es v = 0,16992, ete. Se obtienen asi los puntos repre-
sentados en la figura 4. En esta figura se han trazado, ademas, al-
gunas de las lineas rectas sobre las cnales se disponen los puntos
representativos, ¥y que pueden servir de guia para hallar rapidamen-
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ie algunas propiedades que nos interesan. Asi por ejemplo, se ve
que para n; -]- 1 =75, el punto representativo estd muy cercano al
valor limite 1; y en efecto, si cerramos alli el ciclo, tenemos un

error o coma gue vale

1—rvf =1-—0,92481 = 0,07519 0.

T
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Tendriamos asl una gama cuyas notas, dispuestas por orden ere-
ciente del indiee, son vo*, 11%, 12*, 78, 7. Como el intervalo entre v@ 'y
7, 0 sea 0,58496 w, es lo que se llama una quinta (y), tendriamos
asi un ciclo de cuatro quintas, de modo que, llamando por ej. fa a
la nota fundamental, las notas de nuestra gama serian:

= fa 5 Y]3 — do ; 723 = sol ; Y33 = re : Y43 = Ia

0, dispuestas en orden creciente:

w=fa ; =30 ; vd=1lo ; vP=do ; v =re
que a su vez, si utilizamos el do y el re de la octava inferior, se trans-
forma en: do-re-fa-sol-la, que no es sino la gama pentaténica o de
cinco notas, utilizada por la misica primitiva asiria, china, griega
(gama de Terpandro), incaica, celta, ¥y en general por todos los
pueblos primitivos. De ahi que llamemos a esta gama (atemperada)
la gama primitive, y abreviaremos (prim.).
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Otra posibilidad de atemperacién, que salta a la vista en el gra-
fico, es tomar ny + 1 =17, pero, puesto gue y;* =0,09474 > 0,07519,
no se gana en preecision tomando n; +1 =7 en lugar de 5, pues la
coma resultaria aumentada. Sin embargo las notas v¢® hasta vg* in-
clusive constituyen las notas llamadas diatonicas (') de la gama de
Pitdgoras que veremos enseguida, y dispuestas por orden creciente
reciben los nombres siguientes:

w=Jo ; W=sd ; vd=lo ; =5 ; =do ;

vd =re ; v =g,

a los que agregaremos, cunando sea necesario, la indicacion (Pit.),
como ya se ha explicado.
El valor #; + 1 =12 & nos da una gama mejor, pues su coma es

Y12t — 1o® = 0,01955 © .

Es ésta la game de Pildgores, caleulada matematicamente por el
célebre filéscfo de los nfumeros, cuyas notas, dispuestas por orden
ascendente, toman los nombres:

v =fa 3 yP=faH ; 1P =sol ; 1 =solf ;
w=lo ; yw'=1lo#

v =si ; yP=do ; yP=do#t ; vP=re ; y=reH ;

vt = m (# se lee sostenido).

Si se quisiera disminulr a@n més la coma, seria preciso tomar
f1 + 1 ==53, pues recién para ese indice obtenemos un valor menor
de la coma, v55° = 0,00301 w, pero el niimero 53 parece yva excesivo.
Sin embargo, esta gama ya fué considerada por M. Mersenne (X)
en 1648, y R. H. M. Bosanquet construyé un instrumento utilizén-
dola (2).

23. — En los casos tratados, para efectuar la atemperacién, limi-
tamos las notas a tomar por medio de un segmento comprendido, en
el grafico de la figura 4, entre el punto 0 y un cierto punto n, del

(1) En sentido distinto del que damos mds adelante a esta denominacién.
() Véase Murray Barsour (XI), de donde tomamos estas referencias.
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eje de abscisas. Prescindiendo, por un momento, de la representa-
cién por medio de abseisas y ordenadas, consideremos solo el eje de
abscisas, y sobre él los puntos de coordenadas enteras y no negativas,
Ny =10,1,23,.... A cada uno de esos puntos podemos coordinarle
la nota correspondiente v, v:%, vo®, 1%, ... ¥ en esta forma la I® esti
representada por la sucesién infinita de estos puntos equidistantes.
Al atemperar la gama, venimos a tomar un segmento del eje, el
segmento (0, ny), que contiene a todos los puntos de la gama atem-
perada. Hay, pues, una correspondencia biunivoca entre las distin-
tas gamas atemperadas y los segmentos, y en consecuencia podemeos
individualizar cada gama atemperada por medio del segmento que
Je corresponde. Asi, la gama primitiva se puede indicar con B¢, 4
la gama de Pitdgoras con 1%,y y la de Mersenne, de 53 notas, con
Fs(o,az)-

Si tomamos ahora dos notas cualesquiera v,*,v,’, suponiendo por
ejemplo m > 7, ellas determinan un intervalo cuya medida es
T’ — Yo', que puede ser negativo, pues 7,3 puede tener una altura
inferior a la v (por ej., en la figura 4, esto sucede para n— 3,
m — 6). Como v,,* es equivalente, eomo ya dijimos (§ 20) a 1.+ 1,
que es su oetava, no hay inconveniente en considerar, en lugar del
intervalo megativo v.,.* — v, (si tal resultara), el intervalo positivo
equivalente 1+ v, —1,* = 1 — (v — v°). Esto tiene la ventaja si-
guiente: si efectuamos una traslacién, por ejemplo de una unidad
en el sentido positivo, del segmento {(wn,m) determinado por los
puntos representativos, se tendran los puntos {(nt+1,m + 1), y

Yot — o1 = F (0 + D =) — F((n + 1) m) = F (mm) + F (m) —
— 0 (?77/751 N ‘Tfl) —F (m-:l) — F (’TC]_) + 0 (’nm 3 TCl) = 'Yma — "fn:; -

— 0 (mm , 7) + 8 (nm, ™),

habiendo utilizado el Lema I del § 16.
En esta férmula pueden presentarse varios casos:

a) 6 (mm , m) = 0 (nm, ). Entonees vonp — vt = T — 145 ¥
I — (o1 — Y1) = 1 — (vi* — 714"), de modo que, ya sea vu*— v
negativo o no, el intervalo entre estas notas es igual al de las notas
‘.':,IPI 1 ng+1'

b) 8 (mm,m) =0, 8 (nm, ) = 1. Entonces v¥p1 — ¥ = 1 +
+ 1..b — 7.3, de modo que v} — v.® debe ser negativo, pues de lo
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contrario v%,.1 — Y®ai1, seria mayor que 1, lo que es absurdo. Entonces
el segundo miembro, por supuesto positivo, mide el intervalo entre
13 ¥ tm®, ¥ el primero ¢l de v 1, T'msr ¥y ellos son por lo tanto
iguales.

e) 6 (mm,m) =1, 0(nm,m) = 0. Entonces v — von =
= Ymd— 1 — L 01 + ¥mi1 — Y1 = va® — ¥4, ¥ el razonamien-
to b) puede aplicarse permutando los papeles de n, m, con n + 1,
m -+ 1 respectivamente. Ambos intervalos son nuevamente iguales.

El caso a) ocurre, por ejemplo, para n—4, m =7 [donde

b (nmy,m) — 0 (mmy,m) =0], o para n=>5, m =13 [donde
O (nmy, o) = 0 (may,m) =1]; el D), para n =4, m =8; el ¢),
para n—5, m=9. La figura 4 hace claros todos estos razona-
inientos.

Trasladando sucesivamente el segmento (n,m) varias unidades,
va sea en sentido positivo o negativo, como en cada traslacién uni-
taria no varia el intervalo (v,*, v,*), tampoco variard en la trasla-
cién total. Es decir, que: por una traslocion arbitraria (de wn nd-
mero entero de unidades) en lo direccion del eje, no se alteran los
tntervalos.

Lo que caracteriza la I'®, y toda gama atemperada que derive de
ella, como la de Pitagoras, [Py, es la existencia del armdnico 8.
Por consiguiente, si tomamos una nota, por ejemplo la fundamen-
tal vy?, ¥ le agregamos la siguiente, v,*, que representa precisamente
su tercer armonico, el conjunto de estas dos notas forma un acorde
que es caracteristico de esta gama, que puede servir para individua-
lizarla, ecnalquiera sea la atemperacién adoptada. Lo podemos lla-
mar acorde tonal o perfecto, y eolocarlo, con justa razom, en la base
de toda teoria armoénica (en el sentido que los musicos dan a la
armonia), referente a la 1. Como al trasladar el segmento (0, 1) los
intervalos, como acabamos de ver, no varian, podremos formar acor-
des perfectos con dos notas inmediatas cualesquiera, v,°, %.,1. Asi
por ejemplo, la [,y de Pitdgoras, contiene los acordes perfectos
piguientes:

fa-do; do-sol; sol-re; vela; la-mi; mi-si; si-faf; faft-do#;

do #-sol # ; sol f-re # ; re #-la #.

Del teorema demostrado respecto a la invariancia de log interva-
los por traslacion resulta también otra consecuencia, a saber: en wno
gama atemperada 1%, ), la coma es el mintmo de los intervalos en-
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ire la nota %, 1 y todas las de la gama, es decir, todas las v,° con
0=<m=mn.

En efecto, hemos definido la coma como el intervalo (v, v3,11)-
Si hubiera un intervalo menor que la coma, formado entre una v,?
con 0 < m = ny y 7%, 41, trasladando el segmento (m, 4, + 1) has-
ta hacer coincidir su extremo inferior con el origen, es decir, en st
unidades, lo tendriamos en la posicién (0, n; — m -+ 1), no habien-
do variado el intervalo en virtud del teorema; perc entonces el
intervalo (y¢®, v, m+1) seria, por hipétesis, menor que el (yd,
Yur1), ¥ no tendriamos ventaja alguna haber tomado n, + 1
notas en la atemperacién, cuando al tomar solo n—m + 1 la eo-
ma disminuniria,

Otra circunstancia importante que implicitamente se ha tenido
en cuenta en la atemperacién, es la regularided de los intervalos en
que queda dividida la octava. Ordenemos, en efecto, por orden cre-
clente de magnitudes, las notas de las gamas atemperadas I®@,y,),
limitdndonos, por brevedad, a los casos ny =4 v n, =11 (gamas
primitiva y de Pitégoras, respectivamente} y calculemos los inter-
valos sucesivos. Tendremos asi los siguientes cuadros:

Gamae primitive Gama de Pitagoras

Notas Intervalos Notas Intervalos Notas Intervalos

0,00000 0,07519
0,16992 0,00000 0,58496

0,16992 0,00474 0,00474
0,16993 0,09474 0,67970

0,33985 0,07518 0,07519
0,24511 0,16992 0,75489

0,58496 0,09474 0,09473
0,16993 0,26466 0,84962

0,75489 0,07519 0,07519
0,24511 0,33985 0,92481

1,00000 0,00474 0,07519
0,43459 1,00000

0,07518 -_—
0,50977 —

En ambos casos, la octava ha quedado dividida en intervalos de
dos magnitudes distintas. Ahora bien: una vez admitida la coma
como limite de error tolerable, puede considerarse en amhbos casos
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que todos los intervalos, dentro de esa tolerancia, son iguales. En
efecto:

0,16992 + coma (prim.) = 0,16992 + 0,07519 = 0,24511
0,07519 4 coma (Pit.) = 0,07519 + 0,01955 = 0,09474 .

Lios dos intervalos 0,16992 y 0,24511 de la [¥(, s son, pues, igua-
les salvo un error de una coma, y otro tanto ocurre con los inter-
valos 0,07519 y 0,09474 de la '@,y (las pequeflas diferencias en
la quinta cifra decimal provienen, como ya dijimos en el final del
§ 10, de que los valores son aproximados, pero no de un verdadero
error en las notas mismas, representadas por esos valores).

Las dos gamas @, 5 ¥y 1@, 1) presentan, pues, la misma regula-
ridad, pues ambas dan una division uniforme (dentro de los errores
admitidos en cada caso) de la octava, en intervalos iguales; pero la
[,y de Pitdgoras, aparte de ser mis rica, posee una coma consi-
derablemente més pequena, y de ahi su superioridad sobre la otra.

En general, en la tabla de las notas de una gama atemperada,
dispuestas por orden de magnitud creciente, los intervalos sucesivos
no son sino las diferencias primeras de estas notas (diferencias en-
tre dos notas consecutivas). Si formamos las diferencias segundas,
o sea las diferencias de las diferencias (una vez corregidas las dife-
rencias primeras en una ¢oma, en méis o en menos, segiin haya lugar),
el ndimerp de las primeras y la magnitud de las segundas nos dan
dos indices para juzgar de la regularidad de la gama atemperada,
va que es evidente que cuanto mayores sean dichos ntmero y mag-
nitudes, tanto menor seri la regularidad. Por ejemplo, segtn lo que
acabamos de ver, en las dos gamas [, ¥ [P6,1, el ntimero de di-
ferencias primeras es 1, ¥ la magnitud de las diferencias segundas
es 0, condiciones 6ptimas en cuanfo a regularidad.

En resumen: de la exposicion de la I® y su atemperacién, hemos
obtenido tres eriterios para juzgar la bondad de una gama atempe-
rada, a saber: en primer término, la coma, limite del error admisi-
ble; en segundo lugar, el ntimero N de notas; en tercero, el nimero
de las diferencias primeras entre lag notas, y la magnitud de lag di-
ferenciag segundas (una vez corregidas las primeras) que miden la
regularidad de la gama.

No seria dificil idear con estos elementos alguna expresién ma-
tematica que nos permitiera medir por un ntmero la bondad de
ma gama; pero ho nos es necesaria tal medida. Solo adoptaremos



122 ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA

las notaciones: ¢ para la coma, N para el nlimero de notas, v para
el numero de diferencias primeras, y A®* para las diferencias segun-
das (que colocaremos unas a continuacion de otras, entre parénte-
8is). Asi por ej.:

En Tg,o: ¢=007519 ; N =5
En D3guy: e=0,01955 ; N=12 ; v=1

~
I
—
=
[

0)
;AT = (0).

24. — Pasemos a otro caso, algo méas eomplejo, Tomemos ahora
r=2, py=23, p.=>5. Esta I®’% consta de las notas

t :1 fjﬂ: = F(Tcl Ny + T Tl2)
donde m = logs 3 = 1,68496
Ty = lng b= 2,32193

v por consiguiente

3,5 = I (1,58496 m 4+ 2,32193 ns) .

My, My

Siendo ésta una gama bidimensional, y dos los Indices variables,
sus notas podran disponerse en un cuadro a doble entrada, asi:

\'l'h ==

Ry 0 1 2 3 4 5 6 7
¥y .

0,00000 | 0,58496 | 0,16092 | 0,75489 | 0,33085 | 0,92481 | 0,50977 | 0,09474
0,32193 | 0,00639 | 0,49185 [ 0,07682 | 0,66178 | 0,24674 | 0,83170 | 0,41667
0,64386 | 0,22882 | 0,31378 | 0,39875 | 0,98371 | 0,56867 | 0,15363 | 0,73360
0,96578 | 0,55074 | 0,135701 0,72067 | 0,30563 | 0,89059 | 0,47555 | 0,06052
0,28771 | 0,87267 | 0,45763 | 0,04260 | 0,62756 | 0,21252 | 0,79748 | 0,38245
0,60064 | 0,10460 | 0,77956 | 0,36453 | 0,04949 | 0,53445 | 0,11941 | 0,70438
0,93157 | 0,51653 | 0,10149 | 0,68646 | 0,27142 | 0,85638 | 0,44134 | 0,02631
0,25350 | 0,83846 | 0,42342 | 0,00839 | 0,59335 | 0,17831 | 0,76327 | 0,34524
0,57542 | 0,16038 | 0,74534 | 0,33031 | 0,93527 | 0,50023 | 0,08519 | 0,67016
0,89735 | 0,48231 0,06727 | 0,65224 | 0,23720 | 0,82216 | 0,40712 | 0,99209
0,21928 | 0,80424 | 0,38920 | 0,97417 | 0,55913 | 0,14409 | 0,72905 | 0,31402

S OGN O

—

La ™5 puede representarse graficamente en forma anéloga a ia
1%; solo que en este caso, como es bidimensional, necesitariamos dos
eles coordenados para los dos indieces n,,ne y, si se guiere, un ter-
cer eje para los valores de Ti;vi' Obtendriamos asl una serie de pun-
tos representativos en el espacio, analogos a los puntos en el plano,
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de la figura 4. En general no haremos uso de esa representacién,
hastdndonos con representar los pares de valores de #y, %, en un
sistema cartesiano plano (fig. 5). Obtenemos asi, en el cuadrante
positivo, un reticulado formado por los puntos cuyas dos coordena-
das son numeros naturales. Cada uno de esog puntos defermina la
eorrespondiente nota. Por consiguiente, si P es un punto del reticu-
lado, de coordenadas #: , na, podremos indicar con y#:% ala v8.5.

Tty ey

[ I T A
Alass B o o B Gl ety
6*-9-—6—#—*—6—-‘-&—*——-

|
5»—6—-+—T—Q—IL-$—f—T—..~
4&-#—,—0—‘-*-—‘—7—,—-
1 I
Jo—-T—é—f—T—Q—T—Tn#-—
2«»*1--*—f—9—$-#++—
rlpl eyl

A i 1 ‘I .I i d .4

0] 7 z 3¢5 ¢ 7% >n,
Fig. 5

Tomemos ahora, en la I'¥’5, dos elementos cunalesquiera, NEAR
Y?n’,?n; Su intervalo, seglin va convinimos en el § anterior, es, de las
dlos cantidades Yiﬁ.?u, = Yifi o1l — (yﬁ;ﬁu — Y?rf.ia.)’ la que resulte po-
sitiva ¥ menor que la unidad. Tios puntos (uy,7e) ¥y (g, 1) de-
terminan, en la representacién grafica, un vector. Dando a este
vector una traslacién arbitraria, podemos verificar (como en el
caso del § anterior) que el intervalo de las dos notas correspon-
dientes no varia. Para ello, notemos simplemente que una traslacion
cnalquiera puede descomponerse en sus componentes segtn los dos
gjes. La traslacién en direceidén de ny hace variar solo las abscisas
de los puntos, mientras que las ordenadas quedan constantes: a esta
traslacién puede, pues, aplicarse integramente el razonamiento del
3 anterior. Otro tanto ocurre con la otra componente en direccién
del eje no, en la cual solo varian las ordenadas, quedando fijas las
abscisas. En resumen, pues, el intervalo mo ha variado durante las
iraslaciones componentes, v tampoco en la total.

3
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En particular, si trasladamos el eje de las n; obtendremos, en la
representacién geométrica, una recta paralela. Por otra parte, se-
gtn el teorema, los intervalos de las notas correspondientes a sus
puntos no han variado; y como esas notas forman la I, obtenemos
el resultado siguiente: en toda recte de la figura 5 paralele al eje
de abscisas, los puntos representan notas de una 1'%, idéntica a la
gue corresponde al propio eje. salve que tiene distinte note funda-
mental. Y un teorema analogo vale para las paralelas al eje ne: toda
recta paralela al eje de ordenadas contiene una I'S idéntica o la que
corresponde al eje, salvo que con distinta note fundamental.

De acuerdo con estos resultados, si quisiéramos atemperar la [83
manteniéndonos sobre una recta paralela a alguno de los ejes, no
construiriamos en realidad una gama bidimensional, sino una I o
una ['S. Debemos, pues, efectnar de otra manera la atemperacion.
Es, naturalmente, plausible que, junto con la nota fundamental
yg’:g, aparezecan en la gama atemperada las dos notas 7?38 v YS’:‘:’ que
corresponden a los armonicos 3 ¥ 5 de la fundamental, y que carac-
terizan precisamente la ['¥?5: v asi vemos que la gama atemperada
debe extenderse en las dos dimensiones, pues los puntos represen-
tativos deben contener, por lo menos, el triangulo formado por los
puntos (0,0), (1,0), (0,1). En general, podemos decir que los
puntos representativos de la gama atemperada constituirin, en el
diagrama. los vértices ¥y puntos internos de un cierto poligono &,
que llamaremos poligono atemperante.

Sean ahora Py, Ps,..., Py los vértices y puntos interiores y de
contorno del poligono ® (N es el ntmero de notas de la gama atem-
perada). Para cada vértice o punto del contorno, supongamos Py,
existirin en el reticulado cuatro puntos wvecinos, es decir, a la dis-
lancia unitaria de él, y entre esos cuatro puntos podran existir al-
gunos exteriores a ®, y a Tos cuales llamaremos genéricamente piun-
tos . Designaremos por @y, Qs,..., Qu todos los puntos @ asi ob-
tenidos. Por ejemplo, en el caso de la figura 6, el poligono @ tiene 7
vértices, y hay ademais otros cunatro puntos reticulados situados en el
contorno, y euatro internos: son, pues, en total, 15 puntos P, que he-
mos numerado de 1 a 15. Lios puntos vecinos a algtin P y exteriores
al poligono son, en el cuadrante positivo, los ocho puntos Q: y Qg
a @15, a los que tenemos que agregar los demas, que tienen al menos
una de sus coordenadas negativa.

Hecho esto, formemos los intervalos entre las notas representadas
por un punto P y un punto ¢, es decir, todos los intervalos eo-
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rrespondientes a los segmentos Pi @, donde k=1, 2,.... N;
h=1,2, ..., M. Bl minimo de esos Intervalos se llamarad la coina

de 1a I'3°5 atemperada y se indicard, como ya se dijo, eon la letra e.

— g

1B 1q Ny
b oy

1 Q; 103 IQ4 Tas 14, 1

Tig. 6

Siendo € el intervalo entre una nota perteneciente a la gama atem-
perada ¥ otra que no le pertenece, pero que es « vecina » (en el sen-
tido que la vepresentacién grafica aclara, segfin lo dicho), es decir,

un intervalo de la forma (-;ﬁf, 7};{5), 0 (ﬂ,}f’, Y%‘;) resulta que ¢

es el error que se comete al sustituir la nota T';‘\.‘;{“ por la y:f’,;rlf’: Los de-
mas intervalos de este tipo son mayores que la eoma (por la defi-
nicién misma) y deben considerarse como intervalos pertenecientes
a la gama atemperada, salvo la correccién de una coma.
Naturalmente, el problema esta en determinar el polizono atem-
perante de modo tal que la coma sea lo suficientemente pequefia,
y tratando de enmplir también las condiciones que mencionamos al
final del § anterior respecto al niimero de notas N y a la regulari-
dad, medida por los ntimeros v ¥ las A%, definidas en este caso en la
misma forma que en aquél. A la gama atemperada de tal manera,

por medio de un poligono atemperante @, la designaremos con ['%3.

25. -~ Con estos principios, pasemos a atemperar nuestra 3’5,
Como al trasladar el poligono ® no varian los intervalos, podemos
suponer a dicho poligono ubicado de tal modo que todos los puntos
@@ resulten ubicados en el cuadrante positivo, para asl evitarnos
céleulos eon notas negativas.
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Observemos ahora en el cuadro de la 1'¥7% dado en el § 24, que
las notas v3.5 —0,33985 0 y v3-5 —0,32193 @ estin a un intervalo de

0,33985 — 0,32193 = 0,01792

intervalo que yva en el § 10 encontramos, contando precisamente 4
guintas (es decir, tomando la nota pitagérica y8-5) y restdndole una

tercera [que es el intervalo (v3:3, ¥3-5)], reduciendo el intervalo en

N

lez\:u&o’mum‘o‘c‘sz

Fig. 7

2 w. Lo llamamos la coma tolemaice o sinidnica, y constituye un li-
mite de error bastante aceptable para tomarlo como coma de nuestra
gama. Si dejamos de lado la Y‘fi:% y tomamos en cambio la ¥j'7, co-
metiendo un error de una coma, habremos iniciado asi la eonstruec-
¢ién del poligono atemperante, que tendrd un vértice en el punto
(0,0) y otro en el punto (3,0). Estudiando la tabla de valores,
se ve que resulta conveniente cerrar el poligono bajo la forma de
un trapecio, euyos otros dos vértices son (0,1) y (2,1), trapecio
gue hemos rayado en la figura 7.
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Haciendo un paréntesis a nuestras consideraciones. y para acla-
yar mas los conceptos, veamos cuales son las frecuencias relativas
de las notas que asi se obtienen. Como la altura absoluta no intere-
sa, podemos asumir como frecuencia de la nota fundamental el nti-

2
mero — - Como el indiee 1 corresponde a la progresién segtn el ar-

moénico 3, las notas representadas por los puntos (1,0), (2,0) ¥
«‘) l?. ‘j

(3,0) tendran las frecuencias — X 3, — X 37y — x 3® respecti-
3] (3] 3]

vamente, o sea 2, 6 ¥ 18. La nota representada por el punto (0,1)

. . . 2 10 .
tiene la frecuencia = X 5 = 5 o bues el indice n, (ordenada) co-

rresponde a la progresién segin el arménico 5. A partir de este pun-
to, los (1,1) ¥ (2,1) progresan pitagéricamente, de modo que las

correspondientes frecuencias serin iw() X3y ? X 32, 0sea 10y 30
5) 5

respectivamente. Hemos obtenido asi las frecuencias

1
2,6,18, 0 10, 30

00' [<V]

o, si las redncimos a la octava fundamental (1,2) multiplicando o
dividiendo por la potencia conveniente de 2:

2 1 , .3 .9
‘§X2=§-,2X2~=1,6X2~=§-,ISX2~='§}
10 b 53 15
P 2-——1:__ —-3=_‘ -4 — =
5 X ~, 10%2 2 L 30X 2 :

y, dispuestas por orden creciente:

9 4 3

5
1_’_,7[,_—, L

5

8 3 'Z'%° ®

En esta forma, se ve gue estas frecuencias no constituyen otra
cosa sino la llamada gama de los fisicos o de Zarlino, que debe atri-
buirse en realidad a Tolomeo. Lios nombres de estas notas, en el or-
den tltimamente eserito, son: do, re, mi, fa, sol, la, si, a los que
agregaremos, cuando sea necesario, la denominacion (7'ol.) para dis-
tinguirlas de las homénimas pitagéricas (§ 23).
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La coma tolemaica es, como vimos, el intervalo entre las notas

Ti by 'Yg Como la 733, segiin acabamos de ver, tiene la frecuen-
27

. 9 27 .
cia —?—, la v3,5 tendra la frecuencia — X 3 = —— 6, reducida, —— »
g 4.0 > 3 16

5
mientras que la 'y’ 5 tiene la frecuencia reducida T - Luego la coma

sinténica es
27
16

g5 8l

"3 =%

valor clisicamente conocido y cuya medida en @ es precisamente
0,01792 o.

Continuando nuestros razonamientos, ahora que tenemos ya cons-
truido el poligono atemperante, podemos trasladarlo por ejemplo a
la posicion ABCD de la figura 7, y esto para facilitar los calculos.
Coloquemos ahora en cada uno de los puntos de nuestro poligono y
en los veeinos, los valores de las notas correspondientes en ®, obie-
niendo asi la « tabla gréfica » siguniente:

3> 0,80059 0,47555  0,06052

2-> 0,08371 0,56867 = 15, — 0,15363 — 0,73860 = 7,/ 0,32356

1-> 0,66178 0,24674 = 72> — 0,83170 — 041667 —  0,00163 = 7 0,58650
0> 0,02481 0,50977  0,00474 0,67970 0,26166
w4t bt ) }
my> 4 5 6 7 8 9

donde estdn indicados los valores de las abscisas (#n:) y ordenadas
(n2) y también los de las notas correspondientes, no solo al poligo-
no ABCD, sino también a los puntos veeinos. Ordenemos las notas

de la gama asi atemperada, lBC‘D por orden creciente, y calcule-
mos los intervalos:

Nota Intervalo Nota Intervalo
0,15200
0,00163 0,56867
0,15200 0,16993
0,15363 0,73860
0,09311 0,09310
0,24674 0,83170
0,16993 0,16993
0,41667 1,00163
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Hemos colocado al final de la tabla el valor ., P 4 1w=1,00163®
para cerrar el ciclo. Con ayuda de esta tabla y la anterior es facil
comprobar que, efectivamente, la coma &= 0,01792 ® es el minimo
de los intervalos entre lag notas 73 5y W;.

Tenemos en esta tabla, en pruner Iugar, el intervalo 0,09311 w, ¥y
ademaés, los dos intervalos 0,16993 y 0,15200 que, por diferir solo en
una eoma, debemos considerar iguales. Liuego, el nmero v de inter-
valos realmente distintos es 2; v las diferencias segundas se reducen
a una sola:

0,16992 — 0,09311 = 0,07681
Por tanto, las caracteristicas de nuestra gama son:

e = 0,01792 o ; N=7 ; v=2
2 = (0,07681 w) .

26. — Claro es que hay otras posibilidades de atemperacién de la
475 Aparte de una muy interesante gue veremos en el capitulo si-
guiente, las principales estdn representadas en la misma figura 7, y
consisten en tomar, en lugar del trapecio ABCD), los polifronos ABEF,
ABGH, ABIJ y ABKL. La PABJ" i Hon
gin disminuir la coma aumenta los nameros de notas N y de infer-

no es superior a la I pues

valos v, s1 bien disminuyen algo las A% La l‘d ngy Y2 es mds venta-
josa, pues tiene una coma que es la tercera parte de la tolemaica, no
habiendo aumentado sino a 3 el niimero v ¥ habiendo disminuido sen-
siblemente las A®; el nimero N de notas no es excesivamente elevado.

A partir de aqui, las %5 v r® congervan la coma inaltera-

ABLS ABEL
da, asi como las A? que no disminuyen gran cosa; el ndmero v au-
menta a 4 en la l"a g, > DEro acdemis, estas gamas tienen respectiva-
mente 28 v 35 notas. No es aconsejable aumentar el niimero N sin
obtener, como se ve, ventajas sensibles.

Por lo dicho, es oportuno que digamos algo acerca de la mejor de

estas gamas: la 177 , euyo correspondiente poligono ha sido ra-

ABGIT
vado en la figura 7. Como se ve, este poligono contiene ademds de
ABCD, otros dos trapecios congruentes a él, que son los gue tienen
sus bases menores en EF y GIH respectivamente, v eolocados en for-
ma andloga al ABCD. Esto quiere deeir que nuestra gama se com-

AN, S0C. CIENT. ARG. — T. CXXIII 8
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pondré de tres sistemas, cada uno de 7 notas, que constituyen una
vama tolemaica. Lias notas y2:% = v3:5 y 43,5 tjenen los valores
4 5,1 4,8

71’;=5 = (,24674 » 5 Y?i = 0,30563 v ,

de modo que su intervalo es 0,05889 w. Asi pues, al pasar del primer
trapecio ABCD al segundo, y andlogamente del segundo al tercero,
las notas tolemaicas sufren una elevacion de 0,05889 w, que es lo que
se llama un semitono cromdfico. Si distinguimos a las notas del pri-
mer trapecio con el signo | (bemol) v a las del tercero con el signo
# (sostenido) y reducimos todas las notas de modo que el do — y3:5

8,6
tenga el valor 0 o, el cuadro completo de la 1'%,  eg el siguiente:
’ ABGH

D;;;’z:- Nota Intervalo ]222?2:- Nota Intervalo
0,05214

do 0,00000 solp | 0,52608
0,05890 0,05888

doF | 0,05890 sol 0,58496
0,05214 0,05890

reb 0,11104 sol 4 | 0,64386
0,05889 0,03424

re 0,16993 lah 0,67308
0,05889 0,05889

reff | 0,22832 la 0,73697
0,03422 0,05%90

mip | 0,26304 lafF | 0,79587
0,05889 0,05214

mi 0,32193 sih 0,84801
0,03422 0,05888

fab 0,35615 st 0,90689
0,02468 0,03422

migE | 0,38083 do by 0,04111
0,03421 0,02468

fa 0,41504 siff | 0,96579
0,05890 0,03421

faodf | 0,47394 do 1,00000

El intervalo (72-5, Y?-' #) minimo se produce entre y:’g = 0,67970
b ke v
y 72'2 = (),68646, siendo el primero un punto @ y el segundo un

punto P. La coma vale, pues

¢ = 0,68646 — 0,67970 = 0,00676 » ,
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v, salvo diferencias de una coma, la gama presenta los siguientes in-
tervalos y diferencias segundas:

A As
0,02468

0,00954
0,03422

0,02467
0,05889

Las caracteristicas de nuestra gama son, pues:
e=000660 ; N =21 ; v=3 ; A?=(0,00054; 0,02467),
gue resultan, por ecierto, bastante satisfactorias.

27. — Como se ve, las consideraciones hechas sobre la /3’5 y su
atemperacién no son sino generalizaciones de los conceptos andlogos
expuestos para la I'® unidimensional. Hay aGn otro punto, el refe-
rente a los acordes, gque se transporta también a este caso.

Lo que caracteriza a la 1'37° es su fundamento arménieo, es deeir,
la presencia de los Unicos arménieos fundamentales 3 y 5; para cada
punto reticulado de nuestra representacidn grifiea (fig. 7), el armo-
nico 3 de la nota correspondiente esta representado por el punto ve-
cino situado a la derecha sobre su misma horizontal, esto es, cuya
abscisa es una unidad mayor y su ordenada la misma; y el armdénico
5, por el punto veeino situado encima, euya abscisa es la misma y
la ordenada es una unidad mayor. Si el punto elegido tiene lag coor-
denadas (77, 72), sus armdnicos 3 ¥ 5 tendrdn, por consiguiente, las
coordenadas (m, +1,%2) v (n1,me--1). Los tres puntos son los
vértices de un tridngulo rectingulo, y las notas correspondientes

3,5 8,5 3,5 q 3,8
AT o AN AL dan un acorde perfecto, del cual (e ©8

la nota fundamental. Asi por ejemplo, la gama de Tolomeo J"i',;—’c.p
contiene los siguientes acordes perfectos:

fa-la-do ; do -mz-sol ; sol-st-re

0 sea:

3.5 8,8 43,5y 3,5 3,5 3,5\ - 3,5 3.5 8,5
(7511 » T502 0 TG:I) ’ (76,1 r Tgla 2 T721 (77,1 » Tr's o 78,1) ’
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cuyas notas fundamentales son, respectivamente: yi:i’ = fa (Tol.},
1318 = do (Tol.}, v§:$ = sol (Tol.).

La gama I‘i';’GH, que podemos llamar gama folemaica eromdiica ¥
abreviar Tol. cr., presenta en cambio los siguientes acordes perfectos
(en los cuales la primera nota escrita es la fundamental, y se sobre-

entiende la especificacién Tol. cr.).:

fob-lah-de}y ; dop-mihy-soly ; solbh-sib-reh ; lap-dop-mily ; mih-sel-sth ;
fa-la-do ;o do-mi-sol 5 sol-si-ve ; lo-doft-mi ; mi-solff-si;

faft-laft-dodt ; dof-midk-solt 5 solff-svdf-redf .

Aqui se presenta, sin embargo, una circunstancia nueva. En los
acordes anteriores, la nota fundamental produce, por asi deeir, sus
armdnicos 3 v 5 o, en el lenguaje de los musicos, su quinta y su ter-
cera respectivamente. Pero también puede considerarse a la nota fun-
damental como producide por progresiéon de quintas y terceras; es
decir, dada una nota fundamental, y?ﬁv ﬁ‘, podemos buscar una nota
cuya quinta sea la nota dada, y otra cnya tercera sea también la nota
dada. Es evidente que estas notas son, respectivamente, la «(275

—1 ,n
yla v35 . Estas tres notas también caracterizan las cualidades
arménicas de la I'’%  y nos dan por consigniente una nueva clase
de acordes perfectos, que para diferenciar de los anteriores (a los que
llamaremos ahora mayores) se llamaran acordes perfectos (o fonales)
menores. Por ejemplo, a continuacién damos los acordes menores de
la gama tolemaiea cromética, entre los cuales los no impresos en

bastardilla gon los de la gama tolemaica simple:

mily-dobp-laly ; sip -solh-mily ; do-lap-fa ; sol-mip-do ; re-stly -sol ;
mi-do-la ; si-sol-mi ; doff-la-fa# ; solgf-mi-doft ; reff-si-sol
midE-dodt-lafr  ; sif-solff-mifF .

Obsérvese que, geométricamente, los acordes perfectos menores es-
tan representados por tridngulos rectangulos simétricos de los que
representan a los mayores, con respecto al vértice rectdngulo. Asi,
en el reticulado, los acordes mayor mi-sol #f-si y menor mi-do-la es-
t4n ubicados en la posicién que indica la figura 8, en que el trian-
gulo correspondiente al acorde mayor ha sido rayado.
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En la I'® estudiada anteriormente, esta simetria no produce nada
nuevo, pues el acorde estd representado por un segmento, euyo si-
métrico es un segmento andlogo. Hay, sin embargo, una diferencia,
pues en el acorde mayor la nota fundamental es la que produce su
guinta, mientras que en el menor, la fundamental es la quinta de
la otra, y en consecuencia, si el primer acorde se considera como

Fig. 8

ascendente, el segundo sera descendente. Lios mtisicos que sigan
nuestros desarrollos reconoceran en esto un resabio de los modos au-
ténticos y modos plagales de la musica eclesiistica, basados en la
misma gama, pero en los que permutaban sus papeles la ténica y su
guinta. Esta distineién ha desaparecido ya para nosotros, y efecti-
vamente, no tiene razén de ser alli donde la gama sea de dimensién
superior a 1; o mejor dicho, estd reemplazada por los modos mayor
¥ menor, basados a su vez en los acordes respectivos.

28. — Una vez tratados (en lo que nos es necesario por ahora)
los casos anteriores, ellos nos ilustran suficientemente sobre el mé-
todo a seguir en el caso general, que vamos a tratar.

Sea, pues, una I'™:?+:--- 2+ con los r armdénicos fundamentales
P1, P2, - - ., Pr, de modo que los valores, en m, de nuestras notas, es-
taran dados (§ 14) por:

i Pr o P Y Wy
%

Tﬂ: Ty.oo My

donde
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En este caso, para efectuar una representacidn grifica, no nos
basta un eje o un diagrama plano como en los ejemplos tratados;
puesto que tenemos 7 indices o coordenadas para las notas, tendre-
mos que utilizar lo que llamamos un espacio a r dimensiones, o r-di-
menstonal.

Claro es que este espacio, apenas sea # > 3, es una concepcién
abstracta, a la que podemos aplicar sin embargo las nociones de:
punto, veector, rectas, planos, ete. en un sentido que, si bien es fami-
liar para los mateméticos, no estarad de mas recordar siquiera some-
ramente aqui, de dcuerdo con los propdsitos enunciados en la In-
troduceién de este trabajo.

Un punio en un espacio r-dimensional no es sino vn conjunte de
r nameros dispuestos en un cierto orden. Podemos limitarnos, por
ejemplo, a suponer que los ntmeros de que se trata sean reales. Asi,

, 2 .
en el caso r =4, los niimeros — ; 1; — 5; 2,8, dispuestos en este or-

»

aen, definen un punto, que denotaremos el punto % s — 8; 2, :'B) ;
v los ntmeros mismos se llamaran promera, segunda,... r-ésima
coordenada del punto. Demas estd decir que, como hemos supuesto
dadas las coordenadas en un ecierto orden, los mismos nime-
ros dispuestos en otro orden definen otro punto; por ejemplo
2

15023 P — '1) es otro punto distinto del anterior, en el espacic

r_.d_'r

a 4 dimensiones.

Si indieamos eon zy, #s, ..., 2, las r coordenadas de un punto
P, con yi, Ya, ..., Y- las de oltro punto distinto @, y formamos las
expresiones

a=An+ (1 —Nyp , z=hts+ ]
1
+ 00—y , ..., Zz=rm+1—Ny,

donde A es un namero (real) variable a nuestra veluntad, para cada
valor que atribnyamos a A tendremos un sistema de valores de
21, Zoy ... .2, ¥ por tanto, un punto (21, 2s, ..., 2,) del espacio. Si
hacemos A = 1, obtenemos 2y — 1, 2a —Xo, ..., 2» = &,, es deecir,
el punto P; v en cambio para A =0 resulta 2; = 41, 2o =Yz, .. -,
2, — Y-, 0 sea el punto . A los infinitos valores de A corresponden
asl infinitos puntos, que por definicién, constituyen una recta. Hs-

ta recta contiene a los puntos P y @. Tenemos asi verificado un
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postulade fundamental de la geometria: dos punios determinan unae
recta. que los contiene.

En particular, el punto G (0, 0, ..., 0) eoyas coordenadas son to-
das nulas, o sea el origen, y el punte U/1(1, 0, ..., 0), cuya primera
coordenada vale 1 y las demés 0, determinan la recta cuyvs puntos
tienen las coordenadas

2=A.04+(1—N.1 , z2=%2.04+01—N.0 , ...,
Z=2.04+0—n .0,
esto es
=1—% , a=m=... =2 =0,
v esta recta, donde solo la primera coordenada tiene un valor arbi-
trario, mientras que las demés son nulas, se llama primer eje coorde-
nado. Andlogamente, el origen v el punto Us(0, 1, 0, ..., 0) determi-

nan el segundo eje coordenado, en donde solo la segunda coordenada
tiene un valor arbitrario y las deméas son nulas. y asi sucesivamente,

hasta llegar al r-ésimo eje coordenado, OU,, donde las coordenadas
de U son (0, ...,0,1).

Si en la reeta (1) determinada por los puntos P(zy, ..., ),
@ (i, ..., y,) tomamos dos puntos distintos (correspondientes a Gos
valores ", A" del parametro 1) tendremos las coordenadas:

de Z2': Zs="Vau+0—-Vyyp , ..., 2, =Na, + Q1 —W)y,
de 270 & =Nao+(1—N)y , ..., 2% =Na+ 01—\,

¥ st queremos ahora trazar la recta Z'Z”, las coordenadas de un pun-
to cualquiera V(wy, ..., v,) de ella seran:

n=w" 1+ l—wi=p n+ el —)n+ (=) W+ Q1 —w) (=) =
=N +uW—)n+ 1= —=pWN—=—0]n
ta=p2ls+ (1 —p)e =plom+p (1l —W)pp+ (1 —w) W+ 0 —p) (1 —V)n=

=N +uoW =N+ 1 —2" —n(N—=243)]m

e = pa'y 4 (1L — @y = W&+l — W) g+ (L= N5+ (1) (1= 2" g =

=D p =N =N — O — X)) s,
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de modo que si ponemos:
/\ ='}\I!+p~.('}‘f___}\ll)’
se tendré

L—A =13 —p(N—2),

n=An+ 01—y , ..., tp=Ax,+01—A)y

Siendo arbitrario el valor del pardmetro u, también resulta tal el
parametro A, y entonces las coordenadas v, . ... ¢, solo en aparien-
cia difieren de zi, ..., 2. En términos geométricos, hemos demos-
trado asi la validez de otro postulado elemental, a saber: dos pun-
tos de una recta determinan la misma recta.

(Continuard)
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Si ahora tomamos tres puntos P(xy, ..., @), Q(Y1, ..., Yr),
E(z, ..., 2,) de tal modo gue K no esté en la recta PQ, y forma-
mos las combinaciones

w=Amtpn+FA—rA—wa , ..., u =k +uy +

+(1_7\_V")zr

el punto U(uy, ts2, .... ¥,), al variar los parametros arbitrarios
L., deseribe lo que se llama un planoe. Luego: tres puntos mo ali-
neados determanan wn plano, y podriamos demostirar asimismo que
tres puntos de un plano determinan el mismao plano.

S1 tomamos 4 puntos no coplanares, determinaremos en forma
anadloga un espacto ¢ 8 dimensiones, todo contenido en 2l espacio
r-dimensional ; ¥ asi sucesivamente, de modo que en general A + 1
puntos que no estén en un espacio de z — 1 dimensiones determinan
un espacio k-dimensional contenido en el espacio total. En partieu-
lar, los espacios de » — 1 dimensiones se llaman hiperplanos, por su
analogia con los planos {(de 2 dimensiones) del espacio ordinario
tridimensional.

Se pueden generalizar asimismo los teoremas sobre intersecciones
de rectas, planos, etc., pero no necesitaremos esas generaliza-
ciones.

Notemos que los puntos O, U; y U, por ejemplo, determinan un
plano, de tal modo que las coordenadas de sus puntos, por las [2],
seran

wm=A.0+u. I1+01—3r—p).0 ; we=%.04+p. 0+ {0—r—p).1;
up=rA.0+pn.04+0—2%2—w).0 ;
U=p 3 =1—A—p ; w=w= ... =% =0.

* Ver T. CXXIII. Entregas I, IT y III,
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Andlogamente, 0, U1 y U5(0,0,1,0,...,0) determinan un plano, lag
coordenadas de cuyos puntos son de la forma (p, 0,141, 0,..,0),
v asi sucesivamente ; son los plancs coordenados, que contienen a ios
gjes coordenados y se cortan en ellos; asl por ejemplo, los planos
OU,Us v OUUs se cortan en el eje OU;, comGn a ambos. De la mis-
ma manera podrian definirse los espacios coordenados h-dimensio-
nales para h =3, 4, ..., r— 1.

Si a las coordenadas segtin el eje OU; por ejemplo, de los puntos
de una recta, un plano, ete. del espacio r-dimensional, se les suma
una cantidad constante @y, se obtiene nuevamente una reeta, pla-
uo, ete., respectivamente (paralelo al anterior), que se dice obtenido
del primero por fraslacién de magnitud a; en la direccidén del eje
U, v analogamente respecto a los demds ejes; de tal modo que si
a las coordenadas segiin O sumamos la cantidad ay, a las coorde-
nadas seglin O la cantidad as, etc., la nueva figura se dice obte-
nida por traslacién de componentes (a1, as, ..., ¢r), y puede repre-
sentarse esta traslacidn por un segmento dirigido desde el origen O al
punto £ de coordenadas (ay, @z, ...,¢.). El conjunto de segmentos
dirigidos obtenidos de uno dado por medio de traslaciones se llama
un vector, y queda determinado por sus componentes (ay, ....2,), 0
kien dando el origen v el extremo de uno de los segmentos dirigidos
que lo representan.

29. — Aplicaremos estas nociones a nuestro problema, representan-

do Ia nota f:’ por el punto A de coordenadas (n1; #2: ... ; %)

Py tty
ern el espacio r-dimensional, que llamaremos E, para abreviar. Lia

Pr... Pp g g 82 e D : .
Tﬁ: L’ puede entonces indicarse también con "—’Z-J-: Pr_ Venimos a uti-
‘o tip ;

lizar asi solo los puntos de coordenadas enteras v no negativas de
E,, que forman un reficulado, anélogo al reticulado recto o plano
que vimos en los ejemplos, de tal modo que para cada punto existen
punitos vecinos, que son los que se obtienen trasladando aquél en una
unidad, positiva o negativamente, en el sentido de cada uno de los
ejes. Es claro entonces que los puntos veeinos del punto (nq, ns, .0 )
serén los 2 # puntos:

m—1,m2, ... ,70) g -+ 1,n,...,%,)
(g, e—1,m5 ... ,n,) : (ni,me+1,ns, . ..,%)
i, ne, s — Lima, ..., 3 (,m,ns—+ 1,700, ... ,n)
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Se observarad que en ecada una de estas expresiones varia una sola
de las coordenadas, en una unidad positiva o negativa, con respecto
a las coordenadas originales del punto.

Podemos definir el intervalo de dos notas, T z”", le g lo mis-
mo que en el § 23, es decir, como el nidmero 71’1--- P .‘ﬁ > "0 i
M1y Mg y .
1 — (g o — v ), segin cudl de ambas cantldades resulte
"y .

positiva y menor que 1, Y entonces se verifica el siguiente

TeEorREMA, — El infervaelo entre dos motas no wvarie trasladando
arbitrariamente los puntos representativos en E,.

Demi, : Sea una traslacién cualquiera de componentes (ay, ¢s, ... @, ).
Ella puede, como es natural, descomponerse en sucesivas traslacio-
nes de a; unidades en direccién del primer eje, de as unidades en di-
receibn del segundo,. .., de g, unidades en direceién del Gltimo eje.
Y a su vez una cualquiera de éstas, por ejemplo la ar en direceién
del eje OU;, se compone de traslaciones de -1 en direccién de ese
eje. Bastara, pues, que demostremos que en una traslacién de una
nnidad positiva en la direceién del eje OUyp no varia el intervalo,
pues entonces tampoco variard en la traslacién total.

L Py
-

La traslacion unitaria en direcciéon OU, significa reemplazar Yf:l
1

pOT Ypl.‘- VPl y e

damget ke T

, es decir, bacer variar solo el indice n; en una
"

unidad, y analogamente para ™ ' ?7 | Ahora bien: utilizando el Le-
T e Mg
ma I del 16, se tiene:

— Py e PRy B Pl vy Plovesea Py e

Tmtl ™ Ynit = le,...,rri,g;+1.....m,.— s, s b i e b

=F (E T+ 'rr;c) — F (S I ::.-,) =
3 1 i
=}/ (\T My :T-) + I () — 0 { \T MiTi Ti ) — (:f-n.,-r,) -

—F(ﬁk)-}—ﬂ(;n;m,mﬁ) = v— Yn— B + 0.,

habiendo puesto, para abreviar:

wp ¥y eGP Py = M PR

(ol oy oo 7 In by e ! T+l [.m1.,..,mk+1,...,m,.
a = pPErans PRy el . — =
bkl = Yy, .,rf;:_.--l—l....,rfl. L “m = ”(":”E"'”"k

ﬂn = fi (E iy :;‘.) 5

K
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Aqui pueden presentarse los siguientes casos:

@) Om = B, Entonces Ymi1— Tni1 = Ym — Yns ¥ 1— (Yarr— tme1) =
= 1— (vn— vw), de modo que los intervalos son iguales.

b) 0, =0,8, =1. Luego vm1— a1 =1 — (va — tm), de modo
que v, — m debe ser positivo, pues de lo contrario vym,.1— a1 seria
mayor que 1, lo que es absurdo. Entonces el segundo miembro mide el
intervalo (Yn, Ym), v el primero el (-1, Ymi1), ¥ ellos son por consi-
guiente iguales.

¢) B, = 1,6, =0. Entonces “mi1i— Yot1 = Tm
1— (Yrg1— Ymal) = Tm— Yy ¥y €l razonamiento &) puede apli-
carse permutando los papeles de los indices n y m con n 4+ 1, m + 1.
Ambos intervalos son nuevamente iguales. Y el teorema queda de-

va— 1, 0 sea

mostrado.
De este teorema resultan anélogas consecuencias que en los ejem-

plos tratados. Si tomamos, por ejemplo, el eje OUy, sobre &l existe
una gama unidimensional 'Pkx. Sobre una recta cualquiera para-
lela a ese eje resultard existir entonces la misma ['#x, solo que con
distinta fundamental, puesto que tal recta puede obtenerse por
traslacién del eje. Si tomamos el plano OU,UL, sobre él existe una
I'#n. 7%, que se conservara en todo plano paralelo; y asi sucesiva-
mente.

Esto trae a su vez como consecuencia, en cuanto al problema de
la atemperacién de I'?---7r, que los puntos representativos de la ga-
ma atemperada deben Ilenar realmente una poreion del espacio E,, sin
estar confenidos en un espacio de menor ntmero de dimensiones,
pues si estuvieran contenidos, por ejemplo, en un hiperplano E, _ 1,
paralelo a r — 1 de los ejes coordenados, la gama no contendria en
realidad mas que los » — 1 armdnicos fundamentales correspondien-
tes a los »—1 ejes, pero no el restante. Se trataria, pues, de una
gama r— l-dimensional.

Se puede decir, siguiendo un razonamiento anilogo al que hici-
mos para el caso r =2 en el § 24, que si tomamos en £,, ademis
del origen O, los puntos Uy, Us, ..., U, tales que en (/; la tnica
coordenada no nula y que vale + 1 es la que ocupa el lugar & (0
sea, para abreviar, los puntos-itnidad sobre cada uno de los ejes),
la gama afemperada debe contener a todos esos puntos. Los tales
puntos deferminan en E, una figura compuesta por esos puntos,
las rectas que los unen dos a dos, los planos que los unen 3 a 3,.. .,
los hiperplanos que los unen r a r; estos hiperplanos son en ntimero
de r -~ 1 (uno opuesto a cada uno de los puntos), ¥ pueden llamar-
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se caras de esa figura, que serd en E, lo andlogo a un poliedro en
al espacio ordinario. Como este poliedro tiene 7 -- 1 caras, lo llama-
remos 7 - I-edro de E,. Para tener una nocién mas clara de estos
r - l-edros, piénsese en el caso r =23 (espacio E3 ordinario) en
donde la figura es un tetraedro formado por 4 puntos 0, Uy, U, U3,
6 aristas OUy, OU,, OUs, U Us, Uslls, UslUy y 4 caras triangulares
OU, U, OUUs, OU3UL, U.ULUs.

Resulta, pues, que la gama atemperada, o por mejor decir, log
puntos representativos en E,, deben contener al menos un r -+ I-edro.
En general, pues, esos puntos constituirdn un cierto poliedre a r
dimensiones ®©, que podremos llamar el poliedro atemperante.

Si la gama atemperada T} " ?7 contiene en total N notas, el po-
liedro @ contendra en su interior y contorno, precisamente N pun-
tos reticulares, que designaremos con P, Ps, ..., Py. Entre los
puntos vecinos a cada uno de estos puntos P, habra ciertamente al-
gunos exteriores a @, es decir, que no sean internos ni de contorno;
a tales puntos los llamaremos, genéricamente, puntos @, v si hay

M de ellos, los indicaremos con Qi, Qs, ..., Qur

Si formamos ahora los intervalos {Tz;h“'“, T";:k Pr) entre una
nota correspondiente a un punto Py (donde k=1, 2, ..., N) y otra
correspondiente a2 un punto Qn(h=1, 2, ..., M), tendremos asi

NM wvalores de intervalos, que pueden no ser todos distintos. I81 mi-

nimo de ellos serd, por definicién, la coma de T')'*"*" y la indica-
remos con £. Cabe aqui repetir lo que se dijo en los casos r =1y
r=2: como la coma £ es el Intervalo entre una nota Yp, perienc-
ciente a la gama, ¥ otra yg, que mo le pertenece, & representa una
correceion a efectuar euando se reemplaza yq, por yp,. es decir, que
la coma mide la precision de la gama atemperada.

Naturalmente, el problema de la atemperacién no consiste en cal-
cular ¢ dado @, sino por el contrario: dado un limite superior para
la coma ¢, determinar el poliedro ® mds conveniente, de modo que
la coma no pase el valor fijade, y se satisfagan ademés las condi-
ciones que enunciamos a continuaeién.

Estas eondiciones son independientes del nimero de dimensiones
7, de modo que son las mismas que ya dimos para r=1y r =2,
¥ no vamos a repetir aqui las consideraciones ya hechas; solamente
recordaremos que las condiciones son: gue el atmero fotal N de no-
las debe estar comprendido entre limites razonables, y que el nitme-
ro v de diferencias primeras (corregidas deniro del ‘error = &) y la
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magnitud de las diferencias segundas A* de las notas, deben ser tan
bajos como sea posible. [Estos dos Gltimos caracteres, v y A% son

los que miden la regularidad de la )" *7]

Finalmente, pueden generalizarse a este caso los conceptos de
ceorde perfecto, mayor y menor, que ya vimos en log ejemplos tra-
tados. Preferimos, sin embargo, dejar para mas adelante (Cap. V)
estas cuestiones.

Cariruno IV

LAS GAMAS MUSICALES

30. — En el capitulo anterior hemos analizado el problema de la
atemperacion de una I'#-.-2¢ dada, y hemos dado para este proble-
ma, no una solucién, sino un criterio para obtener la I‘;?""pq‘ uti-
lizable musicalmente, de acuerdo con los principios acusticos del
Cap. I, que nos sirvieron para construir en el Cap. 1T lag T'#i-.. 2y
las cuales mo son practicamente utilizables.

La aplicacién de ese criterio puede condueir a distintas soluciones
del problema, como ya vimos en el caso de la I, que da origen a
las gamas primitiva, de Pitagoras, y de Mersenne-Bosanquet, v la
adopeion de una solucién en lugar de otra, depende principalmente
de la preeisién que quiera darse a la gama, o sea de la coma . Aqui
aparece el rol fundamental del teorema del § 16: si existieran dos
sistemas de valores de los indices ny, ..., . 0, en el lengnaje hiper-
espacial, dos puntos distintos 4 , B de F,, tales que ~,-i’11 e Pp o= 72;1---1%
podriamos hallar un « ciclo » de notas desde la primera a la segun-
da, eon una coma cero. Eso no es posible (cualesquiera sean los nu-
feros primos pi, Po, ..., Pr) pero puede obtenerse aproximadamen-
le, eon la aproximaeion que se desee, v esa aproximacion estd medida
precisamente por la coma. Bsta debe, pues, existir necesariamente;
¥ si bien tedricamente puede disminuirse cuanto se quiera, ello se
verifica a cambio de aumentar, a veces excesivamente, el niimero N
de notas. Esto nos obliga a adoptar una solucién intermedia, en la
gue N no sea excesivo ni & demasiado grande; y tratando de satis-
facen también a las condiciones secundarias respecto al nfimero v
de intervalos o diferencias primeras, y a la magnitud A® de las di-
ferencias segundas (véase el final del § 29 anterior).
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Esto es, en resumen, lo que nos da la teoria expuesta. Ahora, en
el presente capitulo, veremos eémo se comportan las distintas ea-
mas ceonocidas con respecto a dichas conelusiones teéricas, haciendo
en cada caso las observaciones y criticas que esas gamas nos su-
gieran.

Efectuemos ante todo una observacién de caracter general. Si
disponemos por orden creciente las notas de una gama prdclice
cualquiera, y hallamos sus diferencias de magnitud, o sea sus in-
tervalos sucesivos, tendremos en todo caso un ntmero finito de in-
tervalos (ntmero que, en el caso de las gamas atemperadas dedu-
cidas tedricamente hemos llamado v). Por consiguiente, como el
intervalo desde la nota fundamental hasta una nota cnalquiera se
compone de la suma de todos los intervalos sucesivos hasta dicha
nota, tendremos que existe stempre un numero finito v de interva-
los &y, @9, ..., 1, que, junto con la coma &, nos permiten erpresar

yos e

toda nota v2* "' de la gama mediante una expresion del tipo
.

[’J:;': =mni+aetet ...+ a1, £ e, 1]
donde 1, Zo, ..., T,, T SON nimeros enteros y no negativos. A todo
sistema de intervalos (i, 4s, ..., 7,, €) (el Gltimo de los cuales es
la coma) que goce de esta propiedad, lo llamaremos una base de la
gama practica o atemperada de que se trate.

Claro es que la base no estid determinada univocamente, pues,
entre otras posibilidades, cabria la de tomar, en lugar de los inter-
valos 4, ..., i,, submultiplos cualesquiera de ellos, por ejemplo:

o 4

1 = )

s iy =

‘;\.1 ’

I'T'g . fi
e ;7,7=-kL (ki , ..., k, enteros > 0) ,
2 v

- entonces la [1] podria escribirse también

(%]

Too = @)y (e k) ¢ + o+ @ k) i = ze =

= I'l’llll + iE’z’L.,z —|—‘ coo + ﬂ'/'l,,’b.’v + Zs,
donde 2" = x:%,,... serlan enteros y no negativos; es decir, que
(i'y, .. ,1,,€) es tamhién una base.

No obstante la indeterminacién que existe en la eleccién de una
base, podemos sin embargo utilizarla desde el punto de vista préc-
tico, por la comodidad que representa: pero sin olvidar el inconve-
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niente apuntado, asi como el de que los intervalos 41, is., ..., 1,, ¢,
que son siempre irracionales, estin representados por fracciones de-
cimales racionales, y por tanto aproximadas, lo que no hay que per-
der de vista cuando se trate de edleulos precisos.

31. — Comencemos por la gama pentalénica o primitiva. En la
tabla del § 23 estin indicadas sus notas que, como va se dijo, to-
man los nombres fa, sol, la, do, re: como las mismas notas forman
parte también de la gama de Pitagoras, no hay por qué denominar-
las en especial « primitivas », sino simplemente, pitagdricas. Kl in-
tervalo 3,16992 o se llama el tono pitagdrico, tono (Pit.), v es el inter-
valo fa (Pit.)-sol (Pit.) — sol (Pit.)-la (Pit) = do (Pit.)-re (Pil.).
La coma de la gama primitiva, & (prim.) = 0,07519 o, que aparece
en el earacter de un intervalo de la gama pitagoérica, es el semitono
diatonico (Pit){(*) o ltma (Pit.). Segtiin ya vimos, la gama primitiva
eontiene solo un intervale de hase (v=1) ¥ en consecuencia, toda

nota de F‘€0,4) se expresa:

v (prim.) = x i+ xz 1 :
' 2
iy = tono (Pit) = 0.16992 ; < = lima (Pit.) = 0.07510 | [

Asi, se tiene:

fa (Pit.)=0.44+0.¢ ; sol(Pit)=1.44+0.c ; la(Pit.) =24, +0.¢
do(Pit) =3u+1.c ;re(Pit.)y=4.4+1.z ; ilw=>54 + 2¢.

En cuanto al ntmero de notas, N =5, ntimero de intervalos,
v=1, y magnitud de las diferencias segundas, A* = (0), la gama
primitiva es muy satisfactoria. Desgraciadamente, la magnitnd de
la coma es excesiva. El intervalo 0,07519 no puede ser tomado como
una « correceidn », es demasiado grande; y como esta magnitud es
la que debe ser considerada en primer término, de ahi que la F(%--h
haya perdido su interés practico, desde la ereacién de la gama de
Pitdgoras, ¥y no haya sido utilizada sino por pueblos en estado pri-
mitivo de su evolneion.

En Ia T3 de Pitagoras aparecen, ademas de las notas anterio-

0.11)
res, otras intermedias, de tal modo que, conservando los valores

(") Advertimos que los ecalificativos diaténico, cromdtico, serdn usados mas
adelante en una significacién més general. Aqui tienen, por ahora, la acepcién
que es corriente entre los musicos.
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v—=1, A*=0, el ntmero N es ahora 12, bastante aceptable, v ade-
méas la coma disminuye a & (Pif.) = 0,01955 w. Este valor, en unién
de la lima (Pit.) o semitono diaténico (Pit.) eonstituyen, como se ve
en la tabla del § 23, una base de I'3 Es decir, que

0,11)°

v (Pit) = ;14 & xe

N
> 3]
7 = lima (Pit.) = 0.07519 ; & = coma (Pit.) = 0,01955 J

Asi por ejemplo, se tiene (ver § 23):
tono (Pit.) = 24,4+ 1. ¢ = 2 X 0.07519 + 0.01955 = 0.16993 w ,
v el intervalo de semifono cromdtico (Pit.) o apétome (Pit.) es
semitono cromatico (Pit.) = 0.09474w =1 .4, + 1. =

Un tono se compone, pues, de un semitono cromético més uno dia-
tonico, o de dos diaténicos ¥y una coma, o de dos eromaticos menos
una eoma.

La gama pitagérica es bastante mejor que la primitiva, y ¢s una
de las mejores que ain tenemos ; esto explica, a nuestro modo de ver,
su persistencia a través del tiempo y de los pueblos (*): las gamas
orientales, persa, turca, ete. tienen todas, afim hoy, un caraecter neta-
mente pitagdrico. Sin embargo, su coma es ain algo excesiva.

Para obviar este inconveniente, dentro de la 1%, no hay otro re-
curso que la gama de Mersenne, u otras con mayor niimero de notas.
Pero siendo ya muy grande este ntimero, N = 53 para la gama de
Mersenne, estas gamas no presentan inferés practico.

32. — Pasemos ahora al caso de la I En la atemperacidn tole-
maica, ya vimos que el ntmero de intervalos-base es v =2, y esos
intervalos son: el 0,16993 w, que es el tono (Pit.) ¥ que aqui toma
también el nombre de tono mayor (Tol.), y el intervalo 0,09311 o,
que se llama semitono diaténico (Tol.). Por consiguiente, toda nota
tolemaiea podra expresarse mediante

35 (Tol) = x4y + 208 =+ 2=

1 = tono mayor (Tol.) = 0.16993 ; L
semitono diatoénico (Tol.) = 0,09311 f
coma (Tol.) = 0.01792 w. . ]

(31

(4]

Il

()

€

(1) MurraY Barsour (XI).
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La coma (Tol.) es aproximadamente 0,001 ® menor que la co-
ma (Pit.). Bl ofro intervalo seeundario, 0,15200 w que aparece en la
gama tolemaica (ver § 25), se demomina fono menor (Tol.), y se
tiene la equivalencia

tono menor (Tol.) = tono mayor (Tol.} — coma (Tol.) = 4 — «.

La Fi}ﬁ‘-n tolemaica es sumamente satisfactoria, ya sea por su pe-
quefia coma, su redncido ntmero de notas, N — T, asi como sus otros
dos caracteres, v—=2 , A? =(0,07681 w).

Las notas de la 1'% que figuran en la tabla del § 25 toman, co-
mo ya se dijo, los nombres: re-mi-fa-sol-la-si-do, en el orden en que
estin escritas en dicha tabla. Transformando sus magnitudes de mo-
do que el do tenga la medida 0,00000 w, lo que equivale a restar
0,83170  a todas las notas o a sus octavas, tendremos la nueva tabla

ordenada siguiente :

1])1:1;?5-; - Nota Intervalo ]31;2?;:_ Nota Intervalo
0.16092

do 0.00000 sol 0.58496
0.16993 0.15201

re 0.16993 la 0.73697
0.15200 0.16993

mi 0.32193 si 0.90690
0.09311 0,09310

fa 0.41504 do 1.00000

Vemos asi que los intervalos se disponen en este orden: tono ma-
yor: do-re; tono menor; re-mi; semitono diatonico: mi-fa; tono ma-
yor: fa-sol ; tono menor: sol-la; tono mayor: la-si; semitono diaténico :
si-do. O brevemente: dos tonos, un semitono, tres tonos v un semi-
tono.

Esta sucesion de intervalos es lo que constituye la llamada escala
digtonica mayor {(sobreentendiendo tolemaica), y la posieion de sus
notas ha dado origen a la nomenclatura adoptada por los musicos pa-
ra los intervalos. Asi por ejemplo, a partir del do fundamental, los
intervalos se designan de acuerdo con el nimero de notas que ellos
limitan, incluyendo las extremas:

intervalo de segunda: do-re
» » lercera: do-mi

» > cugrte: do-fa
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v asl sucesivamente. Hsta es la razén de las denominaciones adopta-
das en el § 9. .

Claro es gue el intervalo re-mi por ejemplo, es también una segun-
da; pero de! examen cle la tabla resulta que es distinto de la segunda
do-re; y surge entonces la necesidad de clasificar log distintos tipos
de segundas, y lo mismo de las terceras, cuartas, ete., habiendo adop-
tado los musicos los calificativos de mayores ¥y menores, aumentadaes
v disminuidas. justas, etec. En general, no nos interesan estas deno-
minaciones sino en cuanto puedan hacer més claras para los musicos
nuestras consideraciones; preferimos siempre dar la magnitud de los
intervalos que consideremos, y si alguna vez nos apartamos de esta
norma, sera para « traducir » nuestras medidas abstractas a un len-
cuaje familiar al mtsico. Por Io demds, hay que tener buen cui-
dado de no confundir los intervalos homénimos de gamas distin-
tas, y ain de la misma gama. Asi por ejemplo, la quinta tolemaica
do-s0l = 0,58496 w = 1% (ver § 9) coineide con la pitagdrica homg-
nima, pero 1no con la quinta tolemaica re-la == 0.56704 w; su diferen-
cia es una coma tolemaica. En la misma I'8:5  hay, como se aprecia
de inmediato en la tabla anterior, tres clases de segundas que no hay
que eonfundir y que son: el tono mayor, el menor y el semitono dia-
ténico ; asimismo, hay tres tipos de terceras, representados por los in-
tervalos: do-mi = 0,32193 , re-fa = 0,24511 » y mi-sol = 0,26304 o ;
estas dos Gltimas difieren solo en una coma (Tol.} ¥y toman el nombrs
comin de terceras menores, y la primera es la tercera mayor.

Si consideramos la otra posibilidad de atemperacion de la ['3’8
{§ 26), que es la Fi':i"r; 4 O sea la goma tolemaico cromdtica (abrevia-
do: Tol. ¢r.), segtin la denominacion introducida en el § 27, tendre-
mos los valores caracteristicos:

e =000676w ; N =21 ; v=3 ; A= (0009540 ; 0.02467 w) ,
como ya se vié en el § 26. Lios tres intervalos-base de esta gama son:

1o = 0.00889 v = semifono cromdiico (Tol. cr.)
71 = 0.03422 «» = diesis enharménica (Tol. cr.)
72 = 0.02468 v .

El intervalo 42 no tiene un nombre especial. Por lo demés, al semi-
tono cromético lo hemos denominado ip, en contra de nuestra con-
vencién general, porque por ser

i‘-g = ?il --'5- 7
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en realidad podemos eliminar a ¢, de la base, y mantener solo 7, e ..
Asi se tiene:

v315 (Tol.er) = o1ty + T2le £ 2 l
1, = diesis enharmonica (Tol. cr.) = 0.03422w ; i» = 0.02468 » [5]
e = 0.00676 w . I-

33.-— Un caso sumamente interesante, y que nos ilustrara sobre el
método hiperespacial del capitulo anterior, lo tenemos en la I18:5:7 tri-
dimensional y su atemperacion, Lias notas de esta gama tendran por
expresién

ya8ad = Flmm + mane + wans)

rﬂ\»i‘h.ﬂ:

donde las constantes fundamentales son:

Il

m = log.3 = 1.58496
loga 5 = 2.32193
log, 7 = 2.80735,

1
If

g
I

¥y por consiguiente :

-;fh-fg-?:; = F (1.58496 n; 4+ 2.32193 n, + 2.80735 ny) .

Las notas de esta gama podran representarse, como vimos en el
capitulo anterior, mediante los puntos reticulares del espacio ordina-
rio By, v la atemperacién se efectuarid agui mediante un poliedro
ordinario ®, cuyos puntos interiores y de contorno dardn las notas
de la T'%;5:7 atemperada.

Precisamente, el Sr. Juan Dominguez Berrueta estudia este caso
en dos publicaciones de la Real Academia de Ciencias Exactas. Fi-
sicas y Naturales de Madrid (*), publicaciones cuya lectura recomen-
damos a quienes nos hayan seguido, ya que, ademas del punto espe-
cial que desarrollaremos ahora, contiene muchos puntos de vista in-
teresantes y concordantes con los expuestos aqui.

El Sr. Dominguez Berrueta, basindose en distintas consideraciones,
establece su gama tefrarmdnice, como él 1a 1lama, que no es sino una
I'3:5.7 atemperada por medio del poliedro ® que hemos representado

0 avy y (V).

AN. S0C. CIENT. ARG, — T. COXXIII 13
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en la figura 9. Hay 17 puntos P, indicados en la figura con P; a
Piy, v 42 puntos @, que numeraremos £} a @iz, pero que no hemos
representado en la figura, en obsequio a la claridad. En la tabla si-
guiente damos: las coordenadas de los puntos P, el valor y nombre
de la correspondiente nota, y ademas, para cada punto P, los puntos
@ que le corresponden y que no estén ya computados, asi como los va-

Fig. 9

lores Y??e';.ﬁ’7' Las coordenadas de los puntos veeinos a un I’» se obt'e-

nen modificando en == 1 sucesivamente cada una de las coordenadas
de Py. Si éstas son (74, fie, 13), las de los puntos vecinos son:
(ny = 1, ng, n3), (B, ne = 1, na), (11, 72, n3 == 1) ; se obtienen asi 6
puntos (segtin que se adopte el signo -~ o el —) que pueden ne ser
todos puntos @ nuevos, pues pueden coincidir eon otros puntos P u
otros § ya considerados.

La coma, minimo de los intervalos (73-5’7, 73,-5-7) vale aqui

= 0.00642 v, y se produce por ejemplo entre 15 Ty 'r 7%

Las notas 73 5.7 4 73 5.7, situadas en el planong = 2, t1enen un ca-
racter tolemalco, pues ese plano corta al poliedro ® en una figura
formada por un frapecio tolemaico (ver § 25) y la base de otro. Para
la nota 73 8,7 adoptamos la denominacién te en lugar de lo #, de
acuerdo con 1o que propone el Sr. Dominguez Berrueta en los tra-
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hajos citados (). Ademas adoptaremos para todas esas notas la abre-
viatura (D. B.), en homenaje a dicho autor, a quien se debe, como

dijimos, la 13:5:7.

Punto 3,5,7 Puntos 3,5,7 Punto 3,5,7; Puntos 3.5,7
P Vi Qh Ty, P Vpy I Qh YQh
L Qn (2,3,1) | 0.04306 Q:(6,2,2) |0.76834
P (33,1) = Q: (3,2,1) | 0.20610 | Py (5,2,2) = Q=2(5,3,2) [0.50530
b 0.18338 |
=sol h 0.52802 Q: (3,4,1)|0.84995) = re Q(5,2,1) 10.37602
Q. (3,3,0) | 0.72067 JQm(5,2,3) 0.99073
[ (5,3,1) | 0.69795| ,, ©2.3.2)= Q:5(1,3,2) [0.16546
Pr(43.0) = | 10001 @ (4:2,1) | 0.79106 o . 0.75042 | Qus(2,4,2) [0.07235
=reh : Q: (4,4,1) | 0.43401 Qx(2,3,3) [0.55777
Qs (4,3,0) | 0.30563 I
;QE( ! Pu(332) =| | garac | Qus(3,42) [0.65731
Py (3.1.2) Q (2,1,2) [ 0.10656| = mi ‘ '{Qgg(a,zs,?») 0.14273
3\ L) =
0.69152 | @10(3,0,2) | 0.36960
—la} gmgg,l 13 088117 | Pr3.2)= 092034|Q30(4,4,2) 0.24227
i : =si : 1Q:(4,3.3) |0.72770
Py (4,1,2) = 40,2) | 0.95456
di ,mli) 027649{81:& 1 1; 0.46913 [P1s(3,1,3) = 0n(2,1,3) 10.91392
g = e g | 0-08384) @u(3,0,3) 10.17605
Qu(6,1,2) | 0.44641 Q::(3,1.4) |0.30623
Ps(5,1,2) = 2) | 0.53 I
s GLD= 1 g gp1a5) D002 0580521, oy | Qus(4,0,3) [0.76191
= si Qus(5,1,1) | 0.05400| T2 2 0,08384) 5" s" sy lo.so120
Qu(5,1,3) | 0.66880 R
@::(0,2,3) |0.06592
Ps (22,2)= 1,2,2) | 0.84353
Gi’fa, ) 0'42849|3HE2’2 13 0.62113 | P13 =| g arieg | Qull;1,5) 0.32805
A A =soldf | @(1,3,3) |0.97281
Pr (3,2,2) = 0.01345 Quo(1,2,4) (0.45824
= do : i -
2903} =
- T =] 023584 Qu(2,2,9) 0,04320
8=’s<;1 T 0.59841 | Qx(4,2,3) | 0.40577
P23 =) 082801 | Qu(3,2,4) j0.62816

Disponiendo las T%,f” por orden creciente, y de modo que

do (D. B.) =0,00000(b (lo que equivale a restar tedas el wvalor
T?:.,;5=7 = 0,01345 ®) tendremos las notas siguientes:

(1) La razén de esa denominacién es andloga a la que tienen las demés notas
usadas hasta hoy. Esas denominaciones fueron tomadas por Guido Aretino de las
primeras sflabas de los versos del himno a San Juan, de autor desconocido:

Ut queant laxis Sancte Johannes.

resonare fibris

solve polluti
labii reatus

mira gestorum
Jamuli tuorum
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Denominacién Nota Intervalo | Denominacién Nota Intervalo
0.02914

do (D.B.) | 0.00000 solp (D.B)I 0.51457
0.07039 0.07039

doft » 0.07039 sol » 0.58496
0.02915 0.05247

Te b » 009954 .3‘01# " 063743
0.07039 0.04064

Te » 0.16993 lal » | 067807
0.05246 0.05890

reff > 0.22239 la » 0.73697
0.04065 0.07039

mip > 0.26304 te » | 0.80736
0.05389 0.04064

mi 0.32193 sih > | 0.84800
0.09311 0.05889

fa ; 0.41504 si s | 0.906%0
0.07039 0.09311

fafF > 0.48543 do » | 1.00000

Teniendo en cuenta el valor de la coma, los intervalos distintos A,
v las A%, son:

A Az

0.02915

0.01149
0.04064

0.01825
0.05889

0.01150
0.07039

0.02272
0.09311

¥ por tanto, las caracteristicas de I'§-3-7 son:
e = 0006420 ; N =17 ; v = 5 ; A* = (0.01149 ; 0.01825 ; 0.02272).

Lia comparacién de esta gama con la I',5. muestra su superiori-
dad. En efecto, la coma (D.B.) es algo menor que la coma (Tcl.),
lo mismo que el nimero N de notas; y si bien v es algo mayor, las A*

son sensiblemente menores.
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De lo dicho se desprende que una base de I'§:5.7 estad constitui-
da por los intervalos:
7, = 009311 w = kma menor (D. B.)
1y = 0.07039 w = diesis cromditica mayor (D. B.)
13 = 0.05889 w = diesis cromditica media (D. B.)
71 = 0.04064 o = diesis enharmonica mayor (D. B.)
entre los ¢uales no hemos tomado el intervalo 0,02915 o debido a que

éste se puede expresar mediante los demas: 0,02915 ©w = 44 — 75 + 1.
Luego:

'f3’5’7 (D B) =TI 7:1 + .1'27:2 + ;{':;"‘.‘3 + LE4'£4:E T E
4 = lima menor (D. B) = 0.09311 o

o = diesis cromdiica mayor (D. B.) = 0.07039 v

13 = diests cromdtica media (D. .) = 0.05889

4 = diesis enharmonica mayor (D. B.) = 0.04064 o

e = coma (D. B) = 0.00642 v

Los # + l-edros del § 29 son aqul tetraedros (r = 3), de tal modo
que lag notas euya representacién constituye sus vértices, forman log
acordes perfectos mayores. Lia I'5:5:7 contiene los siguientes:

(Pg,P4, P';, P13) = labudoumib-fa# h (P4, P5, Pg, P14) = mib-sol—sib~d0# 3
(Pe, P7, Plg, Plﬁ) = fa-la-do—re# 9 (;.D'i, Pg, Pu, P17) = do-mi—sol—te )
en cambio, si consideramos los tetraedros simétricos, obtenidos lle-
vando desde cada punto los vectores unitarios negativos en la diree-
cidn de cada uno de los ejes, tendremos los acordes perfectos meno-
res {véase Cap. V) ; éstos son:

(Pu, Py, Py, Py) = mi-la~-do-soly ; (P, Pu, Ps, P2) = si-sol-mi-re}y ;

(Prz, Prgy Prg, Pr) = tefaff-reftdo .

En el capitulo V desarrollaremos estos conceptos.

(Continuard)
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(Continuacicn *)

34. — En todos log easos gue hemos venido tratando, las gamas
(atemperadas) obtenidas son, por decir asi, nafurales, en el sentido
de que ellas responden a los prineipios acitsticos expuestos en log ca-
pitulos T y 11, que deben constituir el fundamento logico (asi lo cree-
mos) de la teoria musical. Ademas, esas gamas presentan ofra par-
ticularidad que acentta esa naturalidad. Dicha particularidad es la
sigutente: en cada una de ellas aparecen como armoénicos primarios,
todos los nimeros primos hasta un elerto valor: por ejemplo, en las
gamas primitiva y pitagérica, los arménicos 2 y 3; en las tolemaieas,
2,3y 5; en la de Dominguez Berrueta, 2, 3, 5 v T; se podrfa cons-
truir una gama con log armdnicos 2, 3, 5, 7 v 11, o bien 2, 3, 5, 7, 11
v 13, ¥ asi sucesivamente.

Ahora bien, no excluimos la posibilidad de una gama en la cual
aparezea un determinado arménico, sin que estén presentes al mismo
tiempo algunos arménicos mas bajos; por ej., una [/ 4§ [B25713 4
') ete.

Es 16gico que estas gamas naturales posibles no presenten, diga-
mosle asi, una « musicalidad » tan perfecta como las anteriores. Por
ejemplo, en una I[%°!') ¢l misico notard la ausencia de las caracte-
risticas terceras tolemaicas, v. gr. do-mi (Tol.), debidas al arméni-
to 9, ¥ le parecera extrailo que un acorde tonal de esta gama sea el
do-fa# -sol (bien entendido, este fa#no coincide con ninguna de las
notas homénimas que lemos encontrado). Sin embargo, opinamos
que al artista puede convenir, en determinadas ocasiones, un con-
junto de sonidos tan fuera de nuestros héabitos, precisamente para
expresar alguna idea o sentimiento que intervenga en su obra.

Como ejemplo, daremos una [’ atemperada, muy satisfactoria de
acuerdo con los eriterios generales que hemos establecido, y que sera

(*) Ver Tomo CXXIII y sig.

AN. 80C. CIENT. ARG.— T. OXXIV 3
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sumamente extrafia y fuera de lo comiin debido a la ausencia de los
armonicos inferiores 3, 5, 7 y 11.

Los valores de las 7711?, teniendo en cuenta que el log, 13 = 3,70044,
seran

V13 = T (3.70044 my) ,

0 Sl
| e |
0 0.00000 8 0.20264
1 0.70044 7 0.90308
% 0.40088 8 0.60352
3 0.10132 D 0.30396
4 0.80176 10 0.00440
5 050220 | .... | ......

La gama atemperada F}t‘?.ﬂ} tiene por comnsiguiente wuna coma
¢ = 0,00440 w, inferior a todas las anteriores. Disponiendo las y}j
por orden ereciente, se ve que las notas de la gama pueden represen-
tarse por
vE(0,9) = 210 = s
donde
71 = 0.10132 »

es el Anieo intervalo entre las notas consecutivas. Por tanto se tiene:
£ =000440 ; N=10; v=1 ; A= (0),

caracteristicas que son, en si, mejores que todas las encontradas con
anterioridad.

No obstante, repitAmoslo, el cardcter de esta gama serd sin duda
extraflo, viéndose menoscabada su « naturalidad » por la ausencia de
los armoénicos inferiores.

35. — Hsa falta de naturalidad es, con todo, menos grave que el
algunas gamas que vamos a ver ahora, v que gozan sin embargo de
gran aceptacién. Por lo menos, 1a F%{Q‘_..-. dada a titulo de ejemplo en
el § anterior, responde a principios actusticos y 16eicos aceptables.
En cambio, las gamas que vamos a ver ahora provienen de admitir
ciertas convenciones cuya aceptabilidad constituira, precisamente,

uno de nuestros puntos fundamentales de diseusion.
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Comencemos por la llamada ordinariamente gema atemperada. Iis-
ta gama tiene una importancia enorme en nuestra miisica actual,
pues seglin ella estan afinados todos los instrumentos llamados « de
sonidos fijos », el piano por ejemplo.

Dado que las gamas de Pitagoras y Tolomeo (o de Zarlino, o de los
fisicos) poseen, como necesariamente debe suceder, una coma, o sea
nna correccidn a efectuar en una forma oportuna a fin de cerrar el
cielo de notas de la gama, pueden darse para el problema de la atem-
peracion otras soluciones que no responden a los prineipios que ve-
nimos desarrollando,

Una de esas soluciones (no la tnica, ni siquiera la mejor, como
veremos) consiste en dividir sencillamente la octava en 12 intervalos
iguales. Cada uno de estos intervalos se llama un semitfono atempe-
rado, abreviado semitono (at.), ¥, como vimos en el § 9, su valor en
w es:

o = —i-- = 0.08333 w .

10

Bsté, pues, comprendido entre la lima (Pit.) — 0,07519 @ y el se-
mitono diatdnico (Tol.) = 0,09311 w. Como 12 a = 1w, se podran
definir en la octava, 12 notas separadas una de otra por un semito-
no (at.), y constituir asi la llamada gama atemperada, cuyas notas
se expresan todas en funcién de la base o, v son:

do (at) = 0 fa#t (at.) = solp (at.) = G
do# (at) = rel (at) = « sol (at.) = 7

re (at.) = 2« sol## (at.) = lap (at.) = S«
re# (at) = mip (at) = 3a , la (at) = 9«

mi (at.) = 4 la# (at) = sip (at.) = 102

fa (at) = 5« si(at) = 1la.

Claro es gue esta escala no responde a los principios que hemos
establecido: con «, todos los intervalos de que consta son racionales,
¥ en consecuencia, ninguno de ellos puede expresarse bajo la forma
F(Zm;n), es decir, no existen las m; = logs p; ¥ por tanto, tampoco
les arménicos generadores p..
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Obsérvese que aqui nos estamos refiriendo a intervalos medidos en
w, v no a las relaciones de frecuencias. Kg menester tener ésto muy
presente para refutar a un posible defensor de la gama atemperada,
que quisiera argumentar basado en la mayor sencillez que implican
las relaciones racionales. No negamos el valor de este razonamiento,
sino que merced a la observacién hecha, lo vemos volverse en contra
de quien lo esgrima. En efecto, la definicién de la unidad o y el he-
cho de medir en esta unidad los intervalos, no es sino un artificio
matematico, edmodo sin duda (v fecundo, segiin vemos); pero 1o
olvidemos que el fundamento de tales medidas esti en la relacion de
frecuencias, y si expresamos por sus relaciones de frecuencias lcs
intervalos pitagoricos, tolemaicos y de Dominguez Berrueta, veremos

P . . 3 5 7 7 9
aparecer nUmeros racionales muy simples: —y — » — 7 — » — , ete.
' 2 5 6

mientras que los intervalos de la gama atemperada serian irreciona-

12 6 12
les tan complicados como /25 2, y/2?, ete. Es decir, que el caréc-
fer racional o irracional de un intervalo se invierte a veeces, como en
en este caso, segiin que lo midamos por su relacién de frecuencias o
en octavas.

Ya que la gama atemperada no responde a los principios actsticos,
naturales y 16gicos, desarrollados aqui, podemos preguntarnos a qué
principics responde, MAas en conereto: ;en base a qué debe aceptarse la
divisién de la octava en partes iguales? ;Por qué han de ser preei-
samente 12 esas partes, ¥y no otro niumero?

Lo tinico que puede adueirse para responder a la primera cuestion
es la « sencillez » de la solueién que asi se da al problema de la atem-
peracién. Ya hemos visto que la tal «sencillez» se refleja en la
existencia de intervalos que precisamente se caracterizan poi su
complejidad. Pero atn admitiendo el argumento: ;a qué precio se
obtiene esa senecillez? No existen ya intervalos estrictamente conso-
nantes, es en rigor absurdo deeir que do-mi-sol (af.) sea un acorde
nerfecto mayor. Mas atin, al dar este acorde en un instrumento, el
do (at.) por ejemplo, suena conjuntamente con sus armdénicos natu-
rales, ¥ ¢l quinto de ellos, que es el mi (Tol.) — 0,32193, choca con
el mi (at.) — 0,33333, produciendo una disonancia durisima. Hsto
es particularmente notable en el organo, por ejemplo, donde los dos
sonidos de frecuencias proximas producen una pulsacidn o temble-
gueo sumamente desagradable.

Pero atn admitiendo la divisién en partes iguales, queda la se-
eunda cuestion: jpor qué han de ser precisamente 12 las notas? La
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tnica razin que se nes alecanza en esto es de indole histériea, o pov
mejor decir, atavica. La gama de Pitdgoras, que gozé de gran bog:
en la Edad Media especialmente gracias a los trabajos fedricos de
Boecio (sigle VI), contiene 12 notas; y entonces es logico que pos-
teriormente, al introducirse en ttempos de Bach y Rameau la cama
atemperada, lo més conveniente desde el punto de vista practico
fuera conservar esa divigion de 12 partes. Pero en realidad hay ras-
tros de oiras divisiones, en 43, en 17, en 19 partes, ete. Y no hay
razén para que asi no sea, si se admite la divisiéon en partes iguales,
«a la manera de una escala termométrica », segin expresion del
Sr. Dominguez Berrueta (V).

El argumento mas fuerte que en su favor tiene la gama atempera-
da, ¥ que tal vez fué el que decidié a adoptarla a Bach y Ramean,
es la posibilidad de la transposicién, en los instrumentos de sonidos
fijos. Expliquemos un poco este punto: la gama atemperada es per-
fectamente uniforme en toda su extension ; o, dicho més claraments:
cualquiera sea la nota que se tome como origen, log intervalos suce-
sivos son todos iguales a o, ¥ por tanto, se distribuyen de la misma
manera en todos los casos. De ahi resulta la posibilidad de trasladar
o transportar una melodia cualquiera, de un lugar a otro de la esca-
la, conservandose exactamente los intervalos que componen esa me-
lodia. Esto no es posible, por ejemplo, en la gama tolemaica eromati-
ca, pues si suponemos gue una melodia comience, pongamos por ¢aso,
con las notas do, fo, mil, tendremos, segiin la tabla del § 26, los
intervalos :

do-fa = 0.41504 » ; fa-mih = -0.15200 w,

v si buscamos ofra nota de origen para reproducir Jos mismos inter-
valos, solo tenemos como posibles las siguientes transposiciones:
do# faff-mi ; mip-lap-solp ; mi-la-sol ; mi#f-la#-sol# ; sol-do-sip ;
sol#f-do#-si ; sih mip-rep ; si-mi-re ; siff-mi#f-re## ; mientras que por
). la melodia faff-si-la no seria una transposicién de la dada. pues
faft-si = 0,49295 , si-la = —0,16992 w. Y naturalmente, si la me-
lodia dada contuviera més notas, las posibilidades de transposicion
se reducirian.

Es indudable que en ninguna gama natural, ni atn en la '35
notable por su regularidad, se presenta semejante posibilidacd ilimi-
tada de transposicion. Pero jes que la transposicién tiene tan gran-
de importancia que se le deban sacrificar prineipios acusticos fnnda-
mentales, como los gque llevamos expuestos? Lia respuesta parece. por
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lo menos, dudosa. Por el contrario, séanos permitido creer que, res-
petando esos principios aclsticos y sacrificando en cambio la trans-
posicién estricta, no siendo posible sino una transposicién aproxi-
mada, como en el caso tolemaico antes tratado do-fa-miy —>fa#-si-la,
ganariamos en riqueza de medios artisticos en lugar de perder. Una
misma melodia podra presentarse entonces en diferentes modos (véa-
se lo que decimos en el capitulo VI), con otros tantos matices, dando
asl una mfisiea mas rica que si la transposicidn se redujera a una
repeticién estrieta a otra altura.

Mucho méas podriamos deecir con respecto a la gama atemperada;
ereemos, sin embargo, gue es suficiente con lo anterior, a lo que agre-
garemos una ultima observacién. Es dudoso hasta qué punto la afi-
nacién de los instrumentos responde hov dia a la gama atemperada.
Iin efecto, una vez tomado el punto de partida, por ejemplo el fa
normal de 435 vibraciones por segundo, las demés notas de un ins-
trumento se afinan a oido, y con el auxilio también de las pulsa-
ciones producidas entre dos sonidos; v ambos medios, el oido v las
pulsaciones, se rigen por los fenémenos naturales de los arménicos,
es decir, caen dentro de lo que venimos exponiendo. Es, pues, mas
atie probable que la afinacidn de un instrumento tenga, aiin hoy, un
cardcter pitagérico o tolemaico, alejado sin duda de la atemperacién
« termomdétrica » ideal de la gama atemperada.

36. — 81 nos hemos extendido un tanto en las razones que hemos
dado en contra de la gama atemperada, es porque ellas se aplican,
wmutatis mutandis, a toda una serie de procedimientos artificiales de
atemperacién que, siendo mas o menos malos que la divisién en par-
tes iguales, poseen andlogos inconvenientes. (itaremos varios ejem-
plos ().

Como hemos visto, o mejor dicho, como resulta de las considera-
ciones de los §§ 25 v 26, una vez que se han tomado a partir de una
nota cualquiera cuatro quintas pitagéricas, es necesario disminuir
una coma tolemaica para obtener exactamente la tercera tolemaica;
0, en nameros,

4y — = (Tol.) — 20 = 4 X 0.58496 — 0.01791 -— 2 = 0.32193 ¢ = =

(véase § 10). Si en lngar de corregir en 0,01791 w cada cuatro quin-

(*) Para mé4s detalles, consiltese J. Murray Barsour (XI).
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) . 1 .
tag, corregimos cada quinta en —— & (Tol.), obtendremos el mismo
4

resultado final. aunque claro es gque no las mismas notas intermedias,
Fiste sistema de atemperacién toma el nombre de entonacién media,
o atemperdacion media, y tiene el inconveniente de dar notas, en ge-
neral, demasiado bajas con respecto a las de la gama tolemaica cro-
métieca.

Tiene, por lo demas, defectos analogos a la atemperacién comun,
aungue es algo mejor pues conserva algunos intervalos naturales, en
especial las terceras tolemaicas. Puede, pues, decirse que algunas de
sus notas pertenecen a la I'® pero en cambio desaparecen las quintas
justas, ¥ con ellas toda traza del armoénico 3, més importante que el 5.

Puede decirse que en la entonacién media hay acordes tonales, que
constan de una nota y su tercera justa.

El espaiiol Francisco de Salinas {(siglo XVI) y el italiano Zarlino
han estudiado, no sélo esta entonaciéon media, sino también ofros dos

. . . 2 1 .
tipos, en que cada quinta es corregida en — ¢ en — de coma sinto-
4 3

nica, de los cuales parece ser preferible el Oltimo. Se viene asi a caer
en la division en 19 intervaleos propiciada por Aristoxeno, el adversa-

rio de Pitagoras. En efecto, 1y ~;— ¢ (Tol.)= 0,68496 — 0,00597 —
= (,57899 w, que coincide mny aproximadamente con la undécima
nota aristoxénica, pues %:7 == (0,57895 w.

Otro procedimiento es el de Grammateus, quien conserva las notas
pitagéricas llamadas digténicas, do-re-mi-fa-sol-la-si, e intercala las
cromaticas do# = rep , re# = mi} , fa# = solp, sol# = la},
la#f = sipy, dividiendo en dos partes iguales los intervalos entre las
notas diatonicas. Al eontrario de la entonacién media, sus notas son,
en general, demasiado altas. Posee acordes tonales pitagéricos, for-
mados por las quintas que contiene.

37.— Mucho mas natural es la gama del espanol Ramos Pareja
(siglo XV), quien conserva todas las quintas pitagéricas entre las
notas diaténicas, a excepeibn de la guinta sol-re, a la eunal rorrige
en una ceine {(1'ol.}. Puede decirse entonces que esta gama se funda
en los arménicos naturales 3 v 5, v precisamente cae bajo nunestra
teoria general de la atemperacién. Bs una 135 designando con
MNES el paralelégramo indicado en la figura 10. Hay 12 puntos P,
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v 18 puntos @, que hemos indicado también en la figura. Lo mismo

Fig, 10

que hemos hecho en cases anteriores, damos a continuacién la tabla
correspondiente

Punt 45 | P o
Q: (0,1)]0.32193 | P (3,2) = .l
= : 3 (3.3)]0.72067
P’il’]?b 0.90689 | 0s (1.0) | 0.58406| =re | 39878 | Quid]
B l@ a2y o282
g (4,2) = .
' 08371 | Q(4,3)] 0.30563
Po2l) = | (oo le@olotenz|  =la 0.98371 | Qn(4,3)
= mily ' Q22| 081878] Lo
Py (31) = 9_’m)i T | 0.56867 | @:(5,3)]0.89059
i b_ 0.07682 | Qs (3,0) |0.75480] T
Py (4,1) P“’(_ﬁ’:i) T 0.15363 | Qu(6,3)]0.47555
4_’fa T | 0.66178 | Q:(4,0)]0.33985}
sy Pn£7,;)#f 0.73860 | Qu5(7,3)]0.06052
5_’d T 0.24674 | Qs (5,0)|0.92481F
- ‘ o R ©14(8,1){0.00163
Fo (5,1) = ¥ oo m gty Ds (6,00p0.60977 il ’d()) 4| 032356 | Qu(0.2) 0.90852
— sal : | Qu(7,1) 1 0.41667) 01e(8,3)] 0.64548



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA MUSICA 73

La coma vale agui £ = 0,00163 w, v se produce por ejemplo,
entre Py v @Qy7.  Ordenando ahora las mnotas de wmodo que

o

do (R. P.) = 0,00000 w, resulta:

Denominacion Nota, Intervalo || Denominacién Nota Intervalo
0.09310

do (R.P.) 0.00000 sol (R.P.) (.58496

0.07682 0.07519
doff » 0.07632 lap 0.66015

3.07519 0.07682
re » 0.15201 la » 0.73697

0.09310 H 0.09311
mil » 0.24511 sih 0.83008

0.07682 0.07681
mi » 0.32193 sl » 0.90689

0.09311 0.09311
fa » (0.41504 do » 1.00000

0.07682
fa# » (.49186 — -

Los intervalos 0,07519 @ v 0,07682 w solo difieren en una coma, ¥
por tanto deben considerarse iguales. Ademas de este intervalo, solo
hay otro, el 0,09311 @, de modo que las caracteristicas de esta gama
SOR ¢

e=1000163 ; N=12 ; v=2 ; A = (0.01792 w),
v una base estd dada por los intervales ya considerados, de modo que

Y (RPY = 1ty - 2ufe + e

u=0093110 ; 4 =007519w ; &= 0.00163w.

Las caracteristicas de esta gama son muy aceptables: compdirense

8,5 . S, NP & Aol :
con las de la I3 § 26. y se verd que hay superioridad en todos

los caracteres de la gama de Ramos Pareja.
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CAPITULO V

FUNDAMENTOS DE LA ARMONIA

38. ~— Por armonia o harmonia se entiende en misica el estudio
de los distintos acordes o conjuntos de sonidos, su clasificacion, las
relaciones existentes entre ellos, sus combinaciones, v las marchas ar-
monicas de las voces o instrumentos de una composicién musical.
En ésta aparece también otro elemento principaligimo, v en cierto
modo contrapuesto a la armonia: es la melodia, o sea la sucesién de
notas o sonidos (y silencios o pausas) que corresponden a eada voz
o instrumento especial. En la mavoria de los casos se reserva el
nombre de melodia a la sucesién de notas que corresponden a la voz
o instrumento prinecipal; pero hay también melodia en las demas
voces, en el sentido mas amplio que hemos indicado, y por otra par-
te. hay casos en que la melodia en sentido restringido no existe, por
haber varias voces de primera importancia que ejecutan cacda una
una sucesion distinta de notas.

La melodia v la armonia son elementos complementarios en sen-
tide andlogo a lo que lo son los conceptos de sucesién y simultanei-
dad. movimiento ¥ reposo. Un acorde o una armonia, esta constitui-
do por notas que se ejecutan simultdneamente; una melodia, por
notas que se ejecutan sucesivamente; un solo acorde, lo mismo que
una melodia puede tener, v tiene por lo general, un significado, nos
produce cierta sensacion de reposo, majestad, serenidad, o por Io
contrario, de movimiento, de inquietud. En cambio, una sola nota
de una armonia o melodia no significa absolutamente nada, Es so-
lamente su combinacién con las demés, y con las pausas (por medio
del ritmo, otro elemento importante) lo que tiene un significado de
por si. Partiendo de una nota arbitraria (que 1o tiene ningin sig-
nificado arménico ni melédico) podenos comnstruir muchas armonias
distintas, y también muchas melodias distintas., Lia obra musical se
extiende asi, a partir de su primera nota, en dog sentides o, para
utilizar un simil matemético, segfin dos coordenadas. Las absecisas
representan, por ejemplo, la melodia; las ordenadas. la armonia. Si
se nos da la nota inicial y la melodia, las armonias restantes quedan
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determinadas, hasta cierto punto; viceversa, si se nos da la nota ini-
cial ¥ la armonia (inicial también), queda determinada, dentro de
clertos limites, la melodia.

De acuerdo con ésto, se ve que armonia y melodia no son inde-
pendientes, sino que por el eontrario, se complementan y condicio-
nan mutuamente para formar la obra musical. Son como los siste-
mas ce fibras verticales ¥ horizontales de un tejido, que cada nano
no es sino una parte del tejido, que no puede existir y se deshace
sin el otro. Hasta en la escritura se hacen pafentes estas relaciones,
pues se escriben en una misma linea vertical las notas simultaneas,
cuye conjunto determina la armonia, y en sentido horizontal van
dispuestos los pentagramas o pautas, doude se eseribe la melodia.

S1 estudiamos por separado la armonia, asi como la melodia y el
ritmo, no es sino por razones de metodizacién cientifica, siguiendo
el principio de pasar de lo particular a lo general ¥y de lo simple a
lo eomplejo.

39. — En una gama natural, fundada en los armdnicos pi, p=, ... pry
es precisamente la presencia de estos armdnicos, con exclusidn de
todo otro, lo que determina el eardcter de la 1'»+-- -2 y la distin-
gue de todas las demés. La atemperacién no hace sino delimitar,
mediante ciertos procedimientos que ya hemos estudiado en el Ca-
pitulo I1I, las nofas que deben tomarse para constifuir la gama

préactica, atemperada, Iy ~"”"; pero deja subsistente el caricter
fundamental a que nos referimos.

No es, pues, extrafio, que si tomamos una nota cualquiera - oo P

v a partir de ella las gue representan sus propios armonicos
P1, P2, ..., Pr, Obtengamos un conjunto de notas de ['».--2r o de
I's %" (supuesto que en ésta sea también posible tomar esos ar-
ménicos) que caracterizan a la gama. Se tiene asl un conjunto de
sonidos, o sea un acorde, que podemos llamar acorde perfecto o to-
nal, mayor, v que caracteriza a la e 7 & [} P de que se tra-
ta. Ya hemos visto en lo anterior varios ejemplos.

Nuestro objeto es ahora generalizar aquellas consideraciones, he-
chas en casos concretos, y dar asi las bases de nna teoria general de
la armonia, en la que estos acordes tiemen un papel basico.

Si tomamos la A tenemos en cuenta la expresion (§ 14)

i
m.A.nT

PPy = K (E 'nﬁti)’
13

la nota que da el arménieo py de ésta {donde &k puede ser 1, 2, ..., )
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se obtendra snmando a la expresién anterlor el nfimero m — logy py,
o mejor (para reducir a la octava fundamental) su parte fraceio-
naria, F(m.). El arménieo pp de y2--- ¥ serd asi:

i

Thowew Hp

y 'L 1 —_— p— O - .
e Py 4 B (m) = F()} nﬂti) + F (m) ;
1
pero la suma que figura en el segundo miembro, o sea:

Flum+mo+ ... +mae+ .. +0,m) + F (7

solo difiere de

s P Pl Pr = F (711‘7[1 +?227C9_+ . + (ﬂk"‘ 1) Tk + 500 +'J"n‘,2':',}

tay anpt+ 1.l ny,

en el namero 0 (: T, 1,..'], (que puede ser 0 6 1, pero que es siem-
pre entero, y éstoaen virtud del Lema I del § 16 {(formulas [5] v [57],
donde % = \?‘ ;7 , f=nz). Es deeir, que el armdénico que busea-
mos, reducide a la octava fundamental, da precisamente la nota

(i: T'f[ t f’_"_rnr, en la gue solamente el indice correspondiente al ar-
ménieokp;- ha sido anmentado en una unidad, permaneciendo inal-
terados los otros.

Haciendo sucesivamente k= 1, 2, ... r, vemos que el acorde per-
feeto mayor de I'P--- #» formado a partiv de la nota TR R ijvr:, nota

fundamental del acorde, estd formado por la » -~ 1 notas siguientes:

la nota T Py nota fundamental del acorde;
S Oni BT I (IR 5% i
SU aTMONICO. 1, O Se8 Yoy o it
o PL P2 B3y - ey Py R
Pz v 2 Tmne + 1,08, 0 ?
» Pay » » __Pl'PmPa-:A-.PT .
BN T S SR (Y )
» " e L TRERCRR o . OIS
ey » L T -n”.-.l»",-'f'l.

En la representacion hiperespacial (§ 29), los vértices del
¥+ l-edro de £, es decir, el origen O vy los puntos-unidad
Uy, ..., U, sobre cada uno de los ejes, forman un acorde perfecto
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mayor, en virtud de lo que acabamos de ver (en este caso es
My ="Ng = ...=n,=0) v de la definicién misma de O y de los
puntos-unidad U. Trasladando este » 4 1-edro de modoe que el pun-
to O vaya a ocupar un puanto P, de coordenadas (ny, %2, .... 1),
log vértices de este nuevo r -4~ l-edro representan precisamente las
notas del acorde mayor enya fundamental es yfjm Pr; v viceversa,

dado este acorde, los puntes representativos de sus notas for-
man un r -+ l-edro que puede ser obtenido por traslacién del
OU, U, ... U, Por consiguiente, teniendo en cuenta la invariancia
de los intervalos por traslacion (§ 29), obtenemos que: fodos los
acordes mayores de I'?---2r (o los que existan en [ag---7ry estdn
formados por iguales intervalos, iy se obtienen wnos de olros varian-
do en iguales intervalos sus notas constetutivas (0 sea, por lranspo-
sicion, § 35).

Segun estos resnltados, a cada punto reticulade corresponde un
acorde perfecto mayor (el que tiene por nota fundamental la repre-
sentada por el punto) y reeiprocamente, de modo gue el acorde cu-
va nota fundamental esté representada por el punto P, de coorde-
nadas (ny, s, ..., 1,) puede simbolizarse por [P] o por [, ns, ..., iy
indistintamente,

El estudio de los acordes perfeetos mayores de I'#v - - rr se reduce
ast al del acorde [Q] o [0, 0, ..., 0] cuyas notas eonstitutivas son
{véase mas arriba) :

Ia fundamental Ty =0w
1 I P ipn - T Pneeu T D
el arménico pi, o sea: 1"/ " = F (m)
p + SRR T i CRER R
' P2y > 2 S | s I (=)
53 . Sy Gee s S
c: Pry ® 2L "U.‘...\;.l. * =F (m) .

Por ejemplo: en la 1'375°7 ¢l acorde [0] consta de las 4 notas:

= 0w ; v3:5.7 = F(log, 3) = 0,58496 w .

0,0,0 L0, 0

13807 = F (log, 5) = 0,321930 ; +:3:7 = F(log,7) = 0,80735 0 .

1l

40. — También hay otro acorde earacteristico de una I' - 2r que
es el acorde perfecio o tonal menor, que vamos a definir ahora. Si
tomamos como nota fundanmentql una nota vh, jfjﬁ;, podemos congside-
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rar aquellas notas de las cuales la dada es el arménico pi,, el pa,..
el p,. Estas r 4- 1 notas dan el acorde perfecto menor.
Por la misma demostracion hecha en el § anterior, resulta que si

2

tomamos la nota 2 <P Fr el arménico pi de ésta es precisa-

g )

mente la nota dada ¥ " Pkeodr Tmego, las notas que forman el

TR oo 3 Ry oo Rp
acorde menor son:
la nota fundamental R
O L
lla de 1 1 A2 Py Pay e B
aquella ae 1l cual es armonieco p,;, o0 sea e At
I, Figs oo 0w Wi
- * = iy A P n SENPL Ty s By
x !“ by, Bgy— 1y Py o eq N :
N N . T P P Bas e P P
’ » * P, * ? S, g e — 1 Ly 2
» > » » i Prs 2 G ey Py P

En el espacio E,, cuyo reticulado representa la ¥ -2, el punto
H de coordenadas (1,1,...1) junto con los puntos: H,(0,1, ..., 1),
H.(1,0,1,...,1), Hs(1,1,0,1, ..., 1), ..., H.(1,...,1, 0) for-
man un » -+ l-edro que representa un acorde tonal menor. Cada uno
de los puntos Hj esta situado en uno de los hiperplanos coordena-
dog (véase § 28), el hiperplano my =0, v el r - l-edro, una vez
efectuada la traslacion que lleva H a coincidir con el origen O, se
coloea en posicién simétrica del que representa-el acorde mayor [0].
En efecto, la traslacién produce una disminucién de una unidad en
todas las coordenadas de H, y por tanto, de los demés puntos; y
entonces Iy se transforma en el punto (—1, 0, 0, ..., 0) simétrico
de Uy (1, 0, ....0) respecto a O; Hs en el punto (0, —1, 0, ..., 0),
simétrico de Us(0, 1, 0,..., 0);...; H, en (0,..., 0, — 1), simé-
trico de U, (0, ..., 0, 1).

Como en el caso de los acordes mavores, todo acorde menor de
['ee--2e (0 los que existan en una Iy ") pueden ser obtenidos por
une traslacion del que acabamos de considerar, y por consiguicinie
estdn constituidos por los mismos intervalos, y se obtienen wnos de
otros por transposicién estricty. '

5 s s

Podemos también designar a cada acorde menor de acuerdo con
su nota fundamental, o el punto que la representa en K, si
P rne Py = ';i’;-'-i”r eg la nota fundamental del acorde tonal menor,

[ Y

éste se designard por {P} o por {ni, #s,... n,}. Por ejemplo, el acor-
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de menor que consideramos mas arriba como tipo, es el acorde
(H}=1{1, 1, ..., 1}. Este acorde estd constituido por las notfas:

 lamental, R (g‘ —-)
Slla de la que es arménico pi, 0 sea f} Tt = Fm o ... + )
i
S > P2y > 2 Yf};'p"=F(m+:t3+...-]—7:r)
» > » » » P3, » > -L-;'Il"'m =Fmt+mtat . ..
k3
D12 e » Pry > 2 Ti}rnlpr =F(m+ ... +7)

Por ejemplo: en la I'375'7 el acorde {H} consta de las cuatro

notas:
735 = F (loga 3 + loge 5 + log 7) = 0,71424 0
Tﬁ:?jf = F (logz 5 + logs 7) = 0,12928 »
.],?:3‘,1 = F (loge 8 + loga 7) = (,39232 v
ei:?:g = I (logz 3 + logs 5) = 0,9068% w .

En la figura 11 hemos representado el acorde mayor [O] v el
menor {4, 1, 3} para objetivar nuestras consideraciones.

41. — Por este procedimiento, es decir, tomando una nota fun-
damental y aquellas que representan sus arménicos contenidos en
la I'P---7r 0 bien aquellas de las que esa nota proviene como armé-
nico, no es posible construir otras clases de acordes; o por lo me-
nos, si fuera posible, ello excede los limites de todo lo que se ha
acostumbrado hasta hoy en la mtisica. Hstos acordes mizfos, ni ma-
vores ni menores, posibles desde un punto de vista abstracto, esta-
rian formados por una nota fundamental y, para ciertos indices, los
arménicos correspondientes, mientras que para los indices restantes,
habria que tomar aquellas notas de las euales proviene TR b co-

mo arménico. Es decir, que ademas del punfo (i, sis, . ..,52.) apa-
recerian en la representacion espacial, algunos puntos del tipo
(M1, ..., np -1, ..., n.), ¥ ofros del tipo (ny, ..., 0 —1, ..., 5y).

o

Por ejemplo, en la gama tolemaica eroméatica, un tal acorde mixto
estaria constituiclo por las notas (véase fig. 7):

fa v8:8 = mi;

73:3 = do (fundam.) ;

il
‘a3
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otro, por ejemplo, por las notas

£3r5| = mi (fundam.) ; +3:2=do ; 34

1y

Fig. 11.

Dicho en otros términos: un acorde mixto se compondria de su
nota fundamental, y ademas, » notas vecinas a ella. elegidas arbi-
trariamente pero de modo que no queden dos de estas notas veeinas
sobre la misma paralela a uno de los ejes coordenados. O, si se pre-
fiere, de la nota fundamental llevariamos en la direccién de ecada
uno de los e¢jes un vector de médule unitario, positivo o negativo a
eleceion, v los extremos de esfos vectores nos darian las notag res-
tantes del acorde. Cuando todos los vectores son positivos, obtene-
mos un acorde mayor ; si todos son negativos, uno menor.

Pero, repetimos, estos acordes mixtos « abstractoss» presentan,
por lo menos hasta ahora, escaso interés musical.

Ndétese que segun las 1deas expuestas acerca de la generacién de
los acordes menores v mayvores, venimos a coineidir en lo esencial, ¥
salve nuestra mayor generalidad de conceptos, con Rameau v con
las ideas expuestas modernamente por H. Riemann, quienes consi-
deran el acorde menor como una especie de mversion del mayor, en
el sentido de que sus intervalos, contados hacie abajo. son exacta-
mente los mismos que, contados hacia arriba, contiene el mayor, ¥
vieeversa. De ahi gue, con Riemann, consideremos como nota fnnda-
mental del acorde menor, no la mas baja (easo de los acorides ma-
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vores) sino la que usualmente se coloca mas alta, por ej. el mi en
el acorde tolemaico la-do-mi. De ahi también que, llevando més lejos
esa « inversion », pueda hablarse, con Dominguez Berrueta, de un
prineipio general (mas general de lo que sospeché este autor) ana-
logo al prinicipio de dualidad de la Geometria, que permite, de cada
composicién eserita en modo mayor, deducir otra eserita en modo
menor, y viceversa, de tal modo que los intervalos de cada una, en
sentido ascendente, son exactamente los mismos que, en sentido des-
cendente. contiene la otra. Pero este principio, como veremos {§ 51)
no tiene una validez ilimitada.

Este se traduce geométricamente, por una simetria respecto a nn
-determinado punto de K., y se manifiesta, en cunanto a nuestro es-
tudio, como un principio de economia, que nos permite reducirnos,
hasta cierto punto, al estudio del acorde mayor, pues todo lo que
de él digamos se traduce inmediatamente en una proposicidén ducl
o rectproca referente al acorde menor, v viceversa (salvo explicita
advertencia en contrario, que cutdaremos de hacer en los casos en
que no sea aplicable el prineipio).

El acorde mayor revela de una manera directa la constitucidén
armoénica de la gama, pues al escuchar los sonidos que lo componen,
estamos escuchando, con la nota fundamental del acorde, los armd-
nicos que, por pertenecer a la I't---v le dan su carieter, y tales
como serian producides por una cuerda que diera la misma nota
fundamental. Es por eso que el acorde mayor presenta una aparien-
cia de cosa terminada, coneclusiva, ¥ nos da la impresién de reposo,
grandeza, brillantez y analogas.

En cambio en el acorde menor, si bien tenemos también una ca-
racterizacién de la gama, la interpretacién de su concomitancia de
sonidos no se produce espontdneamente (por eso yva decia Rameaun
que el acorde mayor se produce en la naturaleza, mientras que el
menor es artificial), y requiere para su comprension un cierto pro-
ceso subjetivo que, por elemental e inconsciente que sea, existe. Kl
fundamento arménico de la gama surge inmediatamente del acorde
mayor ; mediatamente, en cambio, del menor. De ahi que el acorde
menor, también conclusivo, sirva para expresar suavidad, nostalgia,
¥ en general, sentimientos deprimentes.

(Continuara)

AN, 80C, CIENT. ARG.— T, COXXIV 6
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Por A. E. SAGASTUME BERRA

{ Continuacidn *)

42. — Otro prineipio arménico general, si bien de distinta indole
que los anteriores, que nos permite obtener nuevos acordes, es el que
llamaremos principio de sustifucion, y que pPasamos a exponer.

A diferencia de los casos anteriores, emn que nuestras considera-
ciones se referian indistintamente a una ['? -+ #r 0 2 una gama atem-
perada [} " (en este tiltimo caso la finica variacién era simple-
mente limitar el ndmero posible de acordes), debemos ahora refe-
rirnos prineipalmente a una gama atemperada Iy ;"

1l prineipio general de sustitueién puede enunciarse asi: es posi-
ble sustituir una nola (o verias, sinndidneamente) de un acorde qite
podamos considerar como perteneciente a Ty "7, por la nota (o
respecitvamente, las notas) de valor mds prézimo de Iy "7, sea
por exceso, Sea por defecto, v obtener asi lo que llamaremos en ge-
neral un acorde alterado.

Para usar de una expresion breve, diremos que una nota se altera,
en sentido ascedente o descendenle, cuando se la sustituye por la
que més se le aproxima dentro de T'j " por exceso o, respectiva-
mente, por defecto.

Nétese que este concepto es algo mis amplio que el ordinario:
ordinariamente, la alteracién (cromdtica) ascendente (o descenden-
te) significa lo mismo que simhboliza el signo #, sostenido (o res-
pectivamente, | , hemol). mientras que en nuestra definicion puede
no suceder asi. Por ejemplo, en la gama de Ramos Pareja (§ 37)
la nota mi es la alteracidon descendente del fa, pero no coineide comn
el fub, puede esta Gltima nota no existe. En el fondo, ésto es polo
cuestiéon de nomenclatura de las notas: en el ejemplo citado, nada
nos impediria llamar fap al mi.

(*) Ver Tomo CXXIII y sig.

AN. SOC. CIENT. ARG, — T. CXXIV 19
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Un acorde alterado proviene, pues, de la alferacion de algunas de
las notas que lo eomponen.

Al enunciar el principio de sustitucién, hemos usads la frase
« acorde que podamos considerar como perteneciente a T‘f; 0 Pry por
la siguiente razém: el poliedro atemperante @ sabemos que es un
poliedro a # dimensiones, lo cual quiere decir que el espacio de me-
nor nimero de dimensiones gue lo contiene es precisamente un K.
Pero nada impide que podamos considerar a ese poliedro « sumer-
gido », por asi decir, en un espacio K; de mayor niumero de dimen-
siones (8 > 7); por ejemplo, uno de los trapecios tolemaicos (poli-
gono plano, o sea « poliedro » a 2 dimensiones) podemos considerarlo
en el espacio ordinario Ej3, o en un K, E;, ete. Esto trae como con-
secuencia que un acorde mayor, pongamos por easo, de I'§ ™,
pueda considerarse como una parte del acorde perfecto mayor co-
rrespondiente de E;. En este caso, las notas de un acorde mayor
[71, Mo, ..., ms] que no estén sitvadas en E, pueden ser sustitwidas,
segfin el principio general, por sus alteraciones de I'p """, y ob-
tendremos asi un nuevo acorde. En este proceso se ve también cémo
difiere del ordinario nuestro concepto de alteracidn.

A los acordes obtenidos en esta forma, i bien entran en rigor bajo
la clasificacién de acordes alterados, los llamaremos més especial-
mente, acordes umperfectos, mayores y menores (segiin sea aquél
del que provengan), pues participan en cierto modo de wna perfee-
¢idn relativa; a las notas agregadas, provenientes por alteracién del
acorde [#y, ..., 7], ¥ que no pertenecen al acorde perfecto de
Iy " *r las llamaremos, por una razén que veremos més adelante,
disonanctas coracieristicas del acorde.

Reservaremos en cambio méas particularmente el nombre de acor-
des alterados (propiamente dichos) a los que provienen de altera-
ciones sin salir del espacio F,, asi como a los que combinan esta
posibilidad con la anterior.

En cuanto a la notacién, para los acordes imperfectos y alte-
rados, haremos las signientes eonvenciones: para los acordes pro-
venientes (por sustitucién) de acordes mayores, continuaremos
usando los corchetes [ 1; para los provenientes de acordes menores,
las llaves { }. Dentro de esos corchetes o llaves colocaremos, si se
trata de acordes alterados propiamente dichos, las coordenadas de
la nota fundamental del acorde original, agregando en la coordena-
da. que corresponda a la nota alterada ('), una linea

(1} Téngase presente que, a partir de la nota fundamental, la direccién de cada
unc de los ejes, o de los vectores unitarios, determina unfvocamente otra de las
notas del acorde.
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parte superior si se trata de alteracién ascendente, y en su parte
inferior si es descencente. Si la nota fundamental es también alte-
rada, una linea analoga abarcara todo el eorchete o llave.

Si se trata de acordes imperfectos o alterados que combinan am-
bas posibilidades, serd necesario indicar ademads, dentro de un pa-
réntesis ordinario, los arménicos que corresponden a las dimensio-
nes « extra s, con andlogos simbolos para las alteraciones. Recuér-
dese, pues, que los nimeros encerrados en estos tltimos paréntesis
indican nuevos armonicos, a diferencia de los otros, que indiecan
coordenadas.

Veamos algunos ejemplos.

Refirdmonos a un caso més o menos familiar a los musicos: ¢l de
la T95an de Tolomeo o de Zarlino cromética (8 26).

Del acorde mayor [6,2], o sea el formado por las notas

Te:3 = mib, ¥;

5 — 28,5 = g
2 = sol, Ya'a = sih

se obtienen los siguientes acordes alterados propiamente dichos:
[6,2] = mi-sol-si ; 16,2] = reff-sol-sip
[6,2] = mily-sol-si ; [6,2] = mip-sol-la#t

[6,2] = mily-sol#-si), i [6,2] = mip-solp-sih = (7,2}

-—.
=)
[N

st

|

= mi-sol-si = {6,4} ; [6,2] = re#-sol-la#

ete. ete.
¥, 81 consideramos el plano tolemaico sumergido en el espacio s, ¢it-
va tercera coordenada corresponda al armémnico 7 (logs 7 = 2.80735),
los siguientes acordes imperfectos mayores :

6,2 (7)) = nip-sol-sih-vep ; [6,2 (Z)] = mi)y -sol -sip - do# ,

¥ los alterados siguientes:

6,2 (7)] red# -sol -sip - do#

mi-sol-sip-rep ; [6,2 (7)]

[6,2 (7)] = mi-sol-sip-do# ; [6,2 (7)] = re#f-sol-sih-re

ete. ete.
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Si eonsideramos el espacio E,, con un eje més, correspondiente,
por ejemplo, al armdénico 11 (logs 11 = 3,45943) tendriamos com-
binaciones como éstas:

[6,2 (7, 11)] =mip-sol-la-sih-rel ; [6,2 (7, 11)]=mib-sol-lah-sih-do#

etce. ete.

Anélogamente, del acorde menor {5,4}, formado por las notas

vais = ma, yial = do oy = o
obtenemos:
5,4 | = fap-do-la ; J5,4} = mip-do-la
Rk 22
5 4! — mi-do- - Tl b e
la J mi-do-la# ; é ) 4J mi-do-lah

[5 ' = mi-do#-la = [4,4] {5,4_} = mi-si#-la

I' } = fap-dola# ; 15,4} — mib-do-lah = [5,2]

2

ete. ete.

los acordes imperfectos

{5,4 (?)} = mi-do-la-sol} ;1o ()] = mi-do-la-fa#

{5 4 (T, ﬁ)} = mi-do-si-la-solp ; {5 ! (Z’H_)} = mi-do-sih-la-faff

efe. ete.

vy los alterados

{5,4(7“)} = fap-doJa-soll ; {5,4(_7)} — mip-do-lafadt

{5,4 (7)} = mi-doda#-soly ;5,4 (D)} = mi-do-lah-fa#t

ete. efe.

Por ejemplo, el acorde {5 ,4(?)} se forma tomando el acorde me-
nor tolemaico {5,4} — mi-do-la y agregandole Ia disonancia carac-
teristica proveniente del arménico 7. Como logs 7 = 2.80735, si lle-
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vanlos & partir del punto (5,4) correspondiente a la nota mi, v en
sentido negativo (por tratarse de un acorde menor) el vector uni-
tario correspondiente al tercer eje, obtendremos el tetraedro de Ej
eorrespondiente al acorde perfecto menor. La nota obtenida tiene
el valor ¥ ('yg:z —2,80735) = 0,51458 (pues y§:5 =0,32193) y estd
comprendida (véase la tabla del § 26) entre fa# y solph. Tuego:
{5 ,4(_7')} = mi-do-la-solp ; ¥ si se tratara en cambio de {5,4(7)}
obtendriamos mi-do-la-fa#f. Sirva este ejemplo para los casos ana-
logos.

43. — Son de interés algunas observaciones sobre los acordes asi
obtenidos. En primer lugar, en los ejemplos hemos visto que las al-
teraciones en un acorde pueden llevarlo a coincidir eon otro, como
en IOS Ccasos [672]={6:4}7 [672]217:2}; {5’4'} =[474]’

{6,4} =15,2]. Hay, sin embargo, una diferencia conceptual entre

ambas acepciones del acorde. Tomemos, para fijar las ideas, el caso
[6,2]={7,2}. En la acepcién [6,2] se trata de un acorde alte-

rado, pero que no dejo de representar el acorde mayor de donde
proviene; en cambio, en la otra acepeidn, {7 ,2}, se trata de un
acorde menor por esencia, y que no puede por tanto representar en
ningfn caso un acorde mayor. Dicho de ofro modo: los dos acordes,
compuestos de las mismas notas, desempefan funciones muy distin-
tas. El acorde {7,2] es, por definicién, perfectamente consonante,
mientras que el [6,2] presenta solo lo que se llama una consonan-

cig aparente, Kstas observaciones se complementan con las que van
a eontinuaeciéon, y que se refieren mas especialmente a los acordes
imperfeetos.

Un acorde imperfecto estd constituide por dos clases de notas:
en primer lugar, las que corresponden al acorde tonal de 1'% " "r
que son todas consonantes por definicién, puesto que admitimos, al
construir la gama, la consonancia de los arménicos pi, Ps, - .., Pr;
en segundo lugar. las notas agregadas, que hemos llamado disonan-
cias caracteristicas. Fstas son notas también de I'J'*7, disonan-
tes (pues no responden a Jos prineipios armdénicos en que nos ha-
samos) pero que sin embargo representan, lo més exactamente
posible, a otras notas consonantes no pertenccientes a I'm-- pp:
vy decimos consonantes, porque ecorresponden a otros arménicos
Dri1y - .., Ps conl los que podriames ampliar la I'm--- 2+, Tomemos un
ejemplo muy simple: la gama de Pitagoras }“:}..,1‘\_ (§ 22); un acor-
de mayor de ella es, por ejemplo, [1]= do-sol (Pit.). Consideremos
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ahora el segmento (0.11) que representa a esta gama, colocado en
un plano, paralelamente al eje 2, de coordenadas, sobre el que se
representa el armoénico 3; el otro eje coordenado e, sea el que re-
presenta el arménico 5. Mas precisamente, coloquemos nuestro seg-
mento sobre el reticulado de la figura 7, paralelamente al eje nq, ¥
de modo que el punto representativo de v = do (Pit.) coincida con
el punto (5,3), que representa precisamente la nota v8:% = do
(Tol. cr.). Entonces se tendrd que do (Pit.) —do (Tol cr)=
= (,00000 w; ¥y también Y '8 = y1® =gol (Pit.) =sol (Tol. cr.) —
= (0,32193 w. En cambio la nota ve¥ = 715 =mi (Pit.) — 0,33985 o
1o coincide con la 73 5—=1m (Tol. er.) =0, 32193 w, sino que difieren
precisamente en wna coma (Tol.) =0,01792 . El acorde perfecto
mayor {5,3] = do-mi-sol (Tol. cr.) da origen a los acordes imper-

'l

fectos mayores de la gama pitagérica [1 (3)] = do-mi-sol (Pit.) y
[1 (5)] = do-re#£-sol (Pit.), en los cuales las notas ma (Pit.), redf (Pit.)
son disonancias caracteristicas, provenientes de la sustitueién del
ms (Tol. er.) consonante. por sus alteraciones ascendente y descen-
dente respectivamente.

De esta manera se explica la formacién del acorde ordinariamente
llamado de séptima dé dominante, por ejemplo do-mi-sol-sily para el
tono de fa. Aqui el sip es una disonancia caracteristica, que repre-
senta a la nota consonante {¢ de la gama de Dominguez Berrueta, en
la que do-mi-sol-te es el acorde perfecto mavor. Y analogamente, tie-
nen explicacidn de esta manera otros acordes que la musica actual
utiliza més o menos frecuentemente, y que revelan armdnicos mas ele-
vados. de los que, por alteracién, resultan ciertas notas componentes.

44, — Consideremos ahora un acorde mayor cualquiera [y, .. ., -]
de ['v .-y Hste acorde estd compuesto, como sabemos, de las » 4 1
notas
Yoy ooy 0 Tog+1ime, cenemy 0 YupgmtLioonn, v oo 3 Toyng ... np+1
(habiendo escrito por brevedad ¥, ..., en lugar de Yo Pr, o efe.,

e g

lo que no trae confusién alguna). Propongamonos el problema de de-
terminar un acorde menor {m,, ....m,} tal que, de las notas que
componen este Ultimo, o sea:

le....,mq. ) Ym;—l,mz,...,m,,. ] Ym,_,'m;-u-l,....mT I | Tm;,'m,,....m,,.-——l

coineida con las anteriores el méximo niimero posible de ellas (natu-
ralmente, sin tener en cuenta el orden en que han sido escritas).
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Evidentemente, hay pares de acordes que presentan al menos una
coincidencia (por ejemplo, para m; — ;). Supongamos, pues, que
haya por lo menos una coincidencia. Entonces pueden ocurrir tres

casos :
@) Yog..ong = Tmy... mp: Twego m; =mn; para 1=1, 2,3, ..., r.
Otra de las notas del acorde [, ... u,| tiene uno de los indices, por

ejemplo el que ccupa el lugar 2, una unidad mayor, y es por lo tanto
iy - 1, nilmero que no puede coineidir ni con my, ni con my -— 1, que
son los valores posibles del indice correspondiente, en las notas de
{my, ....m.}. Luego no hay, fuera de la coincidencia supuesta, nin-
guna otra.

B Ty oo g g = e s T e my- Entoneces se deduce m; = n;

para todos los i ==k, y en cambio mz— 1= m. Pero entonces es
también Vogooomptdoonge = Tmeoo mpo.. mp €8 decir, hay otra coinci-

deneia entre las notas de ambos acordes, y no puede existir ninguna
mas, porque para toda otra nota del primer acorde el indice de lu-
gar k es 7y, v para el segundo acorde, i ; y estos indices no pueden
coincidir,

c) Tagooomp +1.ome = Yoy ooomgp—1 ... mye Iiste caso se subdivide en
dos, segin que sea h— %k o h ==/, v corresponden a los casos a,b
en cuanto a los razonamientos v resultados. Si h =%, es m; — ny
para todo i1, -1 =m, — 1, ¥ los indices a5, m; difieren en
dos unidades. de modo que no pueden eoincidir otras dos notas
cualesquiera del acorde. En cambio si h =k, es n; = m; para todo
iep ik kv oma = 1, mop = g 4 1. LUCEO Tay . 41...m, =
= Tmy...my—1...my ¥ ademas se demuestra exactamente como en b,

gque ne pueden existir otras coincidencias.

Por consiguiente, el nimero mizimo de cotncidencias es 2, que se
producen en los casos b, y ¢ para ==/ Los acordes que, con res-
pecto al [n; ... n,] estdn en el caso b (es decir, en que una de las
mty; es una unidad mayor que la n correspondiente, mientras las de-
mas son ignales) son los # siguientes:

/ |
lm—l—l,ng, ,nrj
{nl,ng—i—l,,.. ,n,}
{"h,ﬂg,ﬂ-a—i—l, ,'i'r,}
{m,m, .n,—*.~l}.
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y los que estan en el caso ¢ (h==%), o sea que dos de las m; son
una unidad mayores que las n; correspondientes, son

e+ 1,0+ 1,50 ,n, ... ,n,_l,n,}

|
1
{nl—l—l,nz,n3+1,n4,...,n,_l,n,}
J
1

{nl + 1%, Ny Py ey Tlpa N Ij
|
{

nl,nz—l-l,ns—l—l,m,...,n,._l,n,.}

{nl,nz,na,m,... ,m_.l—}—l,n,—!—ll,

rir—1
y son en total (r — 1)+ (r—2)F...+2 + 1=¥ .
Estos acordes, que presentan con el dado el nimero maximo j0-
sible de coincidencias, se llaman los acordes relativos de [ny, ..., ).

Su numero total serd, pues:

r(r—1) _ 2r+7r (@ —1) _ r(r—l—l)‘

s + =
2 2 2
Por el principio de dualidad, dado un acorde menor {my, ..., 1.},
. Loor(r41 :
podran hallarse también % acordes relativos, mayores, gue
serdn los signientes:
[ml—l,mz,M3,..,,m,.]
[, me— 1, w3, , M)
[my , ma , Mg, , my — 1]
[y — 1, me— 1, my, s M1 5 M)
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Los acordes relativos de uno dado, por presentar el méiximo nfi-
mero posible de notas comunes con el acorde dado, presentaridn un
cierto parentesco o afinidad con él, y e ahi sn importaneia.

1 2 J

Fig. 12 bis

Ejemplos,— Tomemos, como caso mas familiar a los mtisicos, la
gama tolemaica (cromditica) v en ella el acorde mayor [5,3]= do-
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mi-sol (ver fig. 7), compuesto por las notas: Y3 13 — do, 73 2 = sol,
Y3 4 =mi El {ridngulo que forman estas notas estd representado,

gin rayar, en la figura 12. Los tres tridngulos ravados correspon-

den en cambio a los tres acordes menores relativos (pues siendo

LT+ 1)
Q)

r=2es =3),osea: 6,3} = (v3

3,5 ard ¢ B°
15 J ) 75.3) f’ﬁ p)

= gol-do-mip : (5,4} = (*{ A ,Y1 T : = miJa-do ; {6,4} =

= (v§;8, 733, v&:3) = si-mi-sol.
Dualmente, la figura 12 bis representa log acordes relatlvos del acor-

de menor {5 .4} = mi-la-do, que son: [4,4]= (“{_l 47 .5 4 ’ 74 5) 3
= la-mi-do# ; [5, 3] (¥3:5,v35, 735 = dosolmi ; [4,3] =
(74 o 3_ 5 y = fa-do-la.

Fig, 13

El caso de la I‘?;!5’7 de Dominguez Berrueta es también inte-

resante, En la fieura 13 hemos dibujado en linea llena, el tetrae-
dro correspondiente al acorde mayor [3,2,2], o sea:

§ = do-mi-sol-te
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En lineas de puntos se han dibujado los tetraedros de los acordes
3341
e

relativos, en total (r = 3) =0, v que son:

{4:2’2} ol LR R A Tizé’:i) = sol-do-mib-?
{3’3, 2} = (1’313:3 V3T v, 185 = mida-do-solb
{3’2’ 31 = (Y%:é:% R S B Y%:S;Z) = te re#f-faff-do
1,3,2) = (230, @57, vh1, 1i37) = simi-sokrep

= 2-"-te-mi

]
(W)
U2

7 3,5,7 3,5,7 3
37T23,3773'93)73

'

—— o ——
N 3
(8]
o

)
) = ?-te-do#-sol
)

;

-l=(Y3'5'7 35,7 3,57 .3,

| \'¢,2,3 T3,2/3 V41,3 V4,
\

S

Fig. 13 bis

En la atemperacién de Dominguez Berrueta 1o existen las notas

BB, T 8,507 BT 3,6,7. . e o
Ti5'l 0 Talsiz o Yalate Y Y3'aa; POl esta razon las hemos desig

nado con «?». Si se quisieran completar los acordes relativos, ha-
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bria que tomarlos alterados, ¥y lo méas préximos posibles a los ori-
ginales. Hs decir que, teniendo en cuenta que
I = 0,79106 v ; yi;,{::g = 0405770 ; 13:3:% = 0,55777

Tgl 57 = 0’14273 w,

3,4

tendriamos que reemplazar

/
14

] |
1 J
{4,2,3} , {4,2,3} = fa-te-dot-sol
/ |
l J

,2, 2} por sol-do-mip-te

{3,3,3 >

rep-solp-te-mi .

Analogamente, en la figura 13 bis se ha dibujado el tetraedro

correspondiente al acorde menor {3,3,2} = {;5; , ;?:,7,, ,g I
w3, BT

r3:2-7y = mi-la-do-solp en linea llena, y en lineas punteadas los co-
rrespondientes a los acordes relativos, que son los que se indican a
continuacién, con las sustitneiones o alteraciones ecorrespondientes:

= 3,5, - - . . - Pg_n
[2,3,2] = (1’233;;, {gjgjg, rg:i; s ‘{S' = lo-mi-?-2-

(2,3, 2] = la-mi-do#-soll

[372)2] = (Yg:g’; ’ ng,g 3 Yg’g:; ’ Ygr;’g) = do-sol-mi-te
[3,3,1] = (v3:5:7, vi: 1. 1441, 153Dy = solhrep-?mi ;
[3,3,1] = solp-rep-sip-mi
2,2,21 = (31, 8D, BEd, WD) = fa dodarest
[2,3,1] = (+3:3: 7, v§:5: 7, v5: 37, v3 5D = Tsolp-Ta ;
[2,3,1] = si-solp-mih-la
3,2,1 = (v3:5:7, +3:5:7 , 3239 » 13:57) = Tsolp-dos;
{5,2, 1] = re-te-solh-do.

45, — Serd 1itil en este punto confrontar nuestro concepto de
consonancie de un acorde, o por mejor decir, la explicavién tedri-
ca que damos de la eonsonaneia, con otra que se ha propuesto, a
nuestro juicio errdneamente.
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Segtin nuestro concepto, es consonante un acorde fundade ex-
clusivamente en las propiedades arménicas de una gama. Ya he-
mos explicado (§ 11) por qué una nota cualquiera, que suene si-
multdneamente eon sus arménicos inmediatos, nos produce una
impresion de un todo homogéneo, una verdadera consonancia, has-
ta en el sentido etimolégico de la palabra. De ahi que, al admitir
como armonicos primarios de uvna ['®---#r los numeros primos
P1. .. .. Pr. debamos admitir como consonantes con una ota cual-
quiera, o sea como sonidos aclsticamente mas afines con ella, aque-
llas otras notas que representen, directa o indirectamente, sus ar-

moénieos pPi. ..., P, ¥y solo ellas. Si esas notas representan directa-
mente esos armonicos, es decir, si tomamos aguellas notas que, a
partir de la nota dada, contituyen sus armdnicos pi, ..., p», obte-

hemos precisamente el aecorde perfecto mayor. Si en eambio la
representacién es indirecta. es decir, si tomamos aquellas notas de
las cuales la nota dada es el arménico pi, ..., p., obtenemos el
acorde perfecto menor. Asi pues, segin este concepto, los Gnicos
acordes estrictamente consonantes son el perfecto mayor y el me-
nor (aquél mas directamente consonante que éste) o bien fraceto-
nes o partes de ellos.

Ahora hien: observando lo que ocurre en la gama pitagdrica o
tolemaica, se ha ereido encontrar la explicacién de la consonancia
de los acordes (') basandose en el fendmeno de los somidos dife-
renciales o de Tartini, deseubiertos por el alemin Sorge, y estu-
diados por el insigne violinista cuvo nombre llevan, y que pasamos
a expliear.

(Cuando produeimos simultdneamente dos sonidos de frecuencias
Vi, Vs, ¥ dentro de ciertas condiciones, se puede escuchar también
un tercer sonido cuya frecuencia es la diferencia vo — vi de lag fre-
euencias de aquéllos, ¥ que por esta razén se llama sonido diferen-
cial o también sonido de Tariimi, Por ejemplo, si las notas son un
lo normal, de frecuencia 435 y el do inmediato bajo, de frecuencia
261, el sonido de Tartini tiene la frecuencia 435 — 261 = 174 =
= 261 X %, v representa por tanto el fe de la octava inmediata-
mente inferior.

Tiste sonido diferencial es un wverdadero sonido; no es una ilu-
sion de nuestro oido, como puede comprobarse experimentalmente
de varias maneras: en especial, es perfectamente capaz de interfe-
rir con otros sonidos, vy también de dar nuevos sonidos diferencia-

(1) Véase, por ej. Braserva v Hermaonrz (I).
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les con las motas primarias o con otros sonidos diferenciales, Se
tienen asi sonidos diferenciales de 1¢. 2°, 3¢, ..., orden.

La explicacién tedrica de estos sonidos no es nada sencilla (1),
pero aqul lo TGnieo que nos interesa es la manera <« aritmética »
como se originan, y que se resume diciendo que dos sonidos se
componen por diferencia, en cuanto a sus freecuencias, para dar
un sonido diferencial de un orden una unidad mayor que el ma-
ximo de los 6rdenes de los componentes.

Cuando ejecutamos un acorde (de dos notas por lo menos) de-
bemos, por econsiguiente, tener en cuenta que el acorde no se com-
pone sb6lo de esas notas, sino que ellas van acompanadas de todo
un ecortejo de frecuencias dadas por log sonidos de Tartini de los
distintos 4rdenes,

Observemos ahora lo que ocurre con los acordes mas usuales y
conocidos. Tomemos como primer ejemplo el acorde pitagdrico
do-sol. Si el do tiene una frecuencia v, el sol inmediato tiene una

.3 . ..
frecuen'cia 5 Vv, O sea que ambas frecuencias estin en la relacion

3 . .o 5
de 1 2, o también (multiplicando por 2 ambos numeros) que
P

ellas son proporcionales a los ntmeros 2 y 3. El sonido diferencial
de 1 orden estard representado (con el mismo factor de propor-
cionalidad) por el ntmero 3 —2 =1, y los sonidos de Tartini de
2¢ orden por los nimeros: 3 —1 =2 2—1=1. Como 1 v 2 ya
estan entre los sonidos originales o los de 1° orden. se signe que
los sonidos de orden 3%, 4° ..., serdn los mismos. Luego, en este
caso, el «cortejo» de frecueneias se compone de los ntmeros 1, 2
v 3 solamente. Entre ellos, las notas originales del acorde son las
2 y 3, v el nuevo sonido 1 representa la octava bajo de wna de lus
notas del acorde (el 2) o sea el do de la octava grave inmediata.

Tomemos otro ejemplo: el acorde tolemaico do-mé-sol. 31 v es la

. .. . b
frecuencia del do, el mi tiene la freecuencia— v, v el sol, como an-

4

tes 3 v. Multiplicando estos ntimeros por el minimo coman mul-
tiplo de los denominadores, que es 4, v suprimiendo el factor co-
man v, resulta el do representado por 4, el mi por 5, el sol por 6.

(1) Ver Lord Ravimica (XIIT) vol. II.
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Los sonidos de Tartini son:
De 1er grden: 6 —4 =2 ;6—4=1;6—5=1;

De2 orden:6—2=4 ;5—2=3;4—2=2;6—1=25;
5—1=4;4—1=3:;2—1=1;

De 32t orden: 6 —3 =3 ;5—3=2;4—3=1;3—-2=1;
3—1 =2

Al calcular los sonidos de 12 orden, obtenemos dos frecuencias
nuevas: 1 y 2; combinando éstas con las notas originales o entre si,
obtenemos los sonidos de 2 orden, de los cuales uno solo nuevo:
el 3. Por tanto, para obtener los sonidos de 3°" orden nuevos, solo
es necesario combinar este 3 con las notas originales v las de 1 y
2° orden; y se observa que no aparece ninguna freeuencia nueva.
Es por eso que hemos. detenido el proceso, pues evidentemente, en-
tre los sonidos diferenciales de 4 orden no vamos a obtener nada
nuevo, y tanto menos eon los de drdenes superiores.

El acorde do-mi-sol da asi origen a las seis frecuencias: 1, 2, 3,
4, 5 y 6. Las tres dltimas son las notas originales del acowde; la
frecuencia 3 es la octava haja de la 6, o sea el sol; la 2, la octava
baja del do; y 1a 1, la octava baja del 2, es decir, la doble oetava
baja del 4. Los sonidos del conjunto representan, también en este
caso, los sonidos originales o sus oclavas o dobles octavus bajas.

Si analizamos desde el mismo punto de vista un acorde tal co-
mo el do-mi-sol-sih (Tol. cr.) (considerado como disonante, por
oposicién a los anteriores, todos consomantes segin la elasificacidn
usual) tendremos que las freeuencias son ahora proporcionales a

5 3 16

T Ty
de los denominadores, proporcionales a 36, 45, 54 y 64. Por tanto,
los sonidos de Tartini de 1°* orden son:

, 0 bien multiplicando por el minimo comiin miltiplo

45-36=54—45=9;54—36=18;64—36=28;64—45=19; 6454 =10

¥, sin necesidad de ir mas lejos, observamos que aparecen aqui
frecuencias tales como 10, 19 6 28, gue no represenian ocicvas de
ninguno de los sonidos origineles. Naturalmente, lo mismo ocurri-
rd con los sonidos diferenciales de érdenes mas elevados.
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46. — De aeuerdo con lo que ocurre en estos casos, se ha creido
encontrar la explicacion de la consonancia o disonancia de un
acorde, en el estudio de los sonidos diferenciales, Sc ha dicho: un
aeorde es consonante cuando sus sonidos diferenciales son solo las
notas originales o sus octavas, y disonante en caso contrario.

Nuestra opinién es bien distinta: son consonantes aquellos acor-
des fundados en las propiedades armoénicas (o aclisticas) de la ga-
ma, es decir, solamente los acordes perfectos mayor y wenor, y
disonantes todos los demds. Bien entendido que estos acordes ma-
yvor ¥ menor deben ser formados como ya ha sido explicado en los
§§ 39 y 40, ¥ en consecuencia, este concepto es mas amplio que el
usual.

Segfin esta opinién, son efectivamente consonantes los acordes
do-sol (I’it.) ¥ do-mi-sol (Tel.), ¥ no lo es el acorde do-mi-sol-sily

o/

(Tol.cr.). Este Gltimo es un acorde imperfecto [5,3(7)], prove-
niente del acorde perfecto mayor [3,2,2] de la I‘E;,E»ﬂ de Do-

minguez Berrueta, o sea do-misol-te. El sip (Tol.cr.) es lo que
hemos llamado una disonancie caracteristica, y proviene de la no-
ta te (D.B.)=10,80736 0 (véase la tabla del § 33) que es aproxi-
mado, en la gama Tolemaica cromatica, por el sify (Tol er.) —
— 0.84801 ® (ver la tabla § 26).

El acorde do-mi-sol-te es consonante también en el otro sentido,
pues las frecuencias de las notas originales son proporcionales a
1, %r %—: Z ,o08ead 35, 6,y 7,y se ve entonces que los sonidos
diferenciales de los distintos érdenes no dan, aparte de las frecuen-
cias originales, mas que los nfimeros 1, 2 y 3, todos ellos octavas
bajas de notas del acorde.

Por brevedad, permitasencs por un momento llamar asonanies
a los acordes tales que sus sonidos diferenciales representen sola-
mente notas de entre lag originales del acorde, trasladadas en una
0 mis octavas. Reservamos, en cambio, el nombre de estrictamente
consonantes para los acordes que responden a nuestro concepto,
tal como fué explicado en los §§ 39 y 40, y consonantes a los acor-
des que en el concepto usual, bastante vago, « suenan bien », segiin
lo juzgaria un musieo o persona cualquiera con disposicién musieal.

Hemos visto, pues, tres ejemplos de acordes menores que una oc-
tava, que son a la vez estrictamente consonantes y asonantes. Illlos
son: el do-sol (Pit.) = do-sol (Tol.) == do-sol (D. B.); el do-mi-sol
(Tol.) = do-mi-sol (D.B.); v el do-mi=sol-te (D.B.), o sea, los
acordes mayores de las gamas de Pitdgoras, Tolomeo y Dominguez



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA MUSICA 305

Berrueta, respectivamente. Entre otras cosas, demostraremos en lo
que sigue que éstos son los Gnicos que tengan esa propiedad; es de-
cir, que nn acorde menor gue una octava y que sea la vez estricta-
mente consonante y asonante debe ser necesariamente uno de los
acordes mayores de las gamas de Pitagoras, Tolomeo o Dominguez
Berrueta.

HEsto ya nos da un primer argumento en contra de la explicacién
de la « consonancia» por medio de los sonidos de Tartini. En cfzc-
to, ningln misico dudara en clasificar como consonante, en el sen-
tido corriente, un acorde menor tolemaico, por ejemplo el la-do-mi.

. . . 5 5 .1
Lias frecuencias son aqui proporcionales a o ly T 0 (multipli-
cando por 12) a 10, 12 y 15. Entre los sonidos de Tartini de 1°T or-
den aparece va el 2, que no representa octava baja de ninguno de
los sonidos originales.

Se nos objetara tal vez que, en virtud del principio de dualidad,
si para los acordes mayores debemos considerar las diferencias de
las frecuencias originales, para los menores corresponderia conside-
rar las sumas. Esta objecién tiene una triple falla: en primer iugar,
el admitir el principio de dualidad ya nos coloca en el terreno de
las ideas que vamos exponiendo, en el cual resulta inconsecuente
buscar la explicacién de la consonancia por otros medios que no
sean los que ya hemos explicade; en segundo lugar, los sonidos de
Tartini existen realmente, enalquiera sea el acorde o conjunto de
notas que consideremos, y no estd en nuestras manos el tomarlos o
rechazarlos; ¥ si se les atribuye fodo el peso de la «explicacién »
de la consonancia en el caso de los acordes mayores, no vemos por
qué se los ha de dejar de lado en este otro caso; y en tercer lugar,
atn admitiendo el prineipio de dualidad v tomando los sonidos adi-
tivos (que, como luego veremos, existen realmente) en lugar de los
diferenciales, tampoco se explica nada. En el ejemplo del acorde
la-do-mi, aparece el sonido (aditivo) de frecuencia 10 -}- 12 — 22,
oetava superior del 11, que no estd entre los originales del acorde.

Pero atin hay més: entre los mismos acordes mayores falla la ex-
plicacién. En efecto, si en lugar de tomar el acorde directo mayor
do-mi-sol trasladamos el do una octava hacia arriba, tendremos lo
que se llama la primera ¢nversion: mi-sol-do (llamado acorde de sex-
ta) que no es asonante, pues las frecuencias son aqui: 5, 6 ¥ 8; los
sonidos diferenciales de primer orden son 3, 2 y 1; y este 1ltimo,
combinado con el sonide 8, nos da un sonido de Tartini de 29 orden

8—1=17, que no es octava grave de ninguno de los sonidos ori-
ginales.

AN. SOC. CIENT. ARG. — T. OXXIV 20
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Para mostrar ain mas claramente la divergencia de les tres con-
ceptos de consonancia estricta, consonanecia y asonancia, presenta-
mos en el pequefio cuadro siguiente algunos ejemplos de acordes con
las freeuencias (relativas) de sus notas, y su cardcter en sada una
de las clasificaciones. Se observard que hay acordes que tienen una
propiedad v no las otras, lo que prueba esa divergencia:

Acorde Frecu(-.:ncias Erstf;cttea— Consonante| Asonante
(relativas) consonante
do-misol . . . . 4,5,6 si si si
mi-sol-do A 5,6,8 si si no
do-mi-gol-te  (D.B.) . . 4,5,6,7 si no si
sol-te-do-mi >, 6,7,8,10 sf no no
mi-sol-te-do-re  » ! 5,6,7,8,9 no no st
do—mi—sol—sib. - e ofla P 36,45, 54,64 no no no

Se observaréd que faltan aqui los casos de acordes que sean col-
sonantes sin ser estrictamente consonantes. En efecto, los acordes
consonantes en el sentido usual son solo los mayores y menores de
la gama tolemaica (v por consiguiente, de la pitagérica ¥y primiti-
va) y sus inversiones, que son también estrictamente consonantes;
pero en cambio, hay acordes estrictamente eonsonantes que mno se
clasifican usualmente como consonantes. La clase de aquéllos es,
pues, mas amplia que la de éstos, v si hemos elegido el ealificativo
de < estricto » no ha sido para indicar aue reduzcamos asi las posi-
bilidades (pues como vemos ocurre precisamente lo contrario) sino
para significar que ese caracter se refiere « estrictamente » a nues-
tra teoria armoénica.

47. — Para demostrar, en uniéon de otros puntos también intere-
santes, nuestra afirmacion anterior de gue solo hay tres tipos de
acordes que sean a la vez estrictamente consonantes y asonantes,
conviene que demos previamente algunas nociones y definiciones a
efecto sobre todo de abreviar el lenguaje.

Dada una freeunencia cualquiera n, o hablando en términos arit-
méticos, un niimero entero y positivo, ese niimero puede descompo-
nerse siempre, como se sabe, en un produeto de factores primos, ¥
la descomposicién puede hacerse de una sola manera, Aislemos en
esa descomposicién todos los factores 2 que aparezean, v sean por
ejemplo, p factores iguales a 2. Como 2 es el dnico ntmero primo
par, los restantes factores, y con ellos su producto, serin impares.
v dicho producto tendra la forma 2 g 4 1, siendo ¢ un niimero en-
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tero y no negativo; pues todo nGmero impar es la suma del niimero
par més préoximo (2 ¢q) mas la unidad. Por tanto, » quedari expre-
sado bajo la forma

n=2202q+1). [1]

Los nGmeros (enteros y no negativos) p, ¢, quedan determinados
univocamente cuando se conozea el nfimero #; ¥y reciprocamente,
dados p ¥ ¢, la expresién anterior determina a s, Dar el nfimero »n
equivale, pues, a dar el par de nimeros enteros y no negativos
P, q.

Por ejempo: si #=120=2X2X2xX3X5=2"x15=
=2(2XT4+1), se tiene: p=3, g=7 8Bl n=21=3 X 7=
=292 X104+ 1),es p=0,9g=10. Si n=1=2°(2X 0+ 1), e
p =g =0. Reciprocamente, si p=25, g=1 se tiene n=2%(2 X
X 14+1) =96.

Al namero p lo Hlamaremos el exponente de n, v a n, un represen-
tante del ntimero impar 2 ¢ 4+ 1, y diremos que éste esid represen-
tado por n.

Actisticamente, el significado de estos niimeros es muy simple:
la expresién [1] nos dice que la frecuencia 2 ¢ -~ 1, elevada en p
cetavas (multiplicada por 2 sucesivamente p veces) da la frecuencia
n. Esta proviene, pues, del arménico impar 2 g 4 1, solamente que
estd colocada p octavas més alta.

Por otra parte, definiremos las inversiones de un acorde, Iifec-
tuar una inversién quiere decir simplemente, sustituir la nofa mas
baja del acorde por su octava alta inmediata. Aritméticamente, un
acorde esta dado por un grupo de nimeros uj, #e, ..., 2 que son
las frecuencias de las notas del acorde. Si my por ejemplo, es la mas
baja de estas frecuencias, la inversiéon significa sustituir el ndmero
ny por su duplo, 2 n,. Si las frecuencias estan dispuestas por ovden
creciente: #; << Me < ... < fg, ¥ ho llegan a cubrir una octava, de
modo que 7 < 2 1y, la inversion del acorde es

Mo << Mg < ... < Mg << 2 ny.

A partir de aqui pueden efectuarse nuevas inversiones. Después
de % de ellas, el grupo de ntGmeros presenta el siguiente aspecto:
29 < 20 < ... < 205 v bajando una octava todas las freecuen-
cias recaemos en el acorde original. Es decir, que un acorde de k
notus admite k — 1 inversiones,
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Probemos ahora los siguientes teoremas :
TeormMA I.— 8¢ W es un entero no negativo. los nimeros
pt+l,p+2,p04+3,. 0+ @+ =2u+1 [2]

representan o todos los ndmeros impares, 1, 3, 5, ..., 2u -+ 1 (natu-
ralmente, en distinto orden, en general).

Dem.: Los numeros (2) son todos de la forma p - A, siendo
h=1,2 ..., u+ 1. Dos cualesquiera de ellos, p -+ hy, @ -+ ha, Te-
presentan a impares distintos, porque de lo contrario se tendria:

wth=2m2¢+1) ; w+h =2m(2q¢+1)

¥ si suponemos por ejemplo que k; es menor que s, también resul-
tard py < p2. En este caso se tiene, multiplicando la primera ecnacién
por 2P:, la segunda por 2 y restando:

(0 + ) — 27 (@ + he) = 224 (2g+ D—2mtm (20 +1) =0,

de donde:

20 (u+ M) =20 (p + o), wt e =20 (0 + Ry

Como ps > p1, la diferencia p» — py serd por lo menos igual a 1,
v el factor 2Ps— gerd mayor, o a lo sumo ignal, a 2. Es decir

wt e 22 (0 + h),
y como hy = 1,

pt+h>2@+1) =20+2,
de donde, simplificando:
he 20+ 2,

que es absurdo, pues ke puede a lo sumo valer p | 1.

Los numeros representados por los nimeros (2) son, pues, todos
distintos; son pu -+ 1 ndmeros impares, ¥y todos evidentemente meno-
res que 2 1w+ 1, salvo uno que es igual. Como los impares que cum-
plen estas condiciones son los -+ 1 nidmeros 1,3, 5, ..., 2p -1,
resulta probado el teorema.
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TeorEMA II. - Todo acorde menor que una octave, y en el que
estén representados todos los mimeros impares 1, 3, 5, ..., 2+ 1
(eada uno una sola vez) puede reducirse, mediante inversiones
traslaciones de una o mds octavas, « la forma

pt+l<p+2<... <2p+1. 21

Bste teorema no es sino el reciproco del anterior.
DEeM.: Ante todo, el acorde consta por hipétesis, solo de p+1
notas de la forma

2r0 .1, 2003 . 2P 5 , 206 (2p 4 1) .

Si tomamos como octava de referencia la octava comprendida entre
la frecuencia 1 y la 2, y puesto gue nos es permitido elevar o bajar
cualquier nimero de octavas, bajando py octavas tendremos las fre-

cuenclas

1, 2m—», 3 , 2m:—00, 5 ; 2Pu—P (20 + 1)

Como las frecuencias deben ser todas < 2 y = 1, tendremos ;

—
A

= 2P—h, 3 < 2
1g2m—m. 5 <2

v en general

12— 2k 4+ 1) <2 para k=0,1,2,...,¢p,

de modo que, poniendo p,— py — — 0, se tiene:
! 2% < ——-—2
2k + 1 2k 4+ 1
y
27‘;—;’1_ < 2% <2k + 1.

Evidentemente, existe (para cada k) un solo ar que ecumpla estas
condiciones, pues tomando los logaritmos de base 2 de los tres miem-
bros, se tiene:

logs 2k + 1) —1 < o < log, 2k + 1),
v siendo a; entero, resulta:

@ = E [log: (2% + 1)] . (3]
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Como el mayor de los o es evidentemente a, multiplicando todos
los nfimeros de nuestro grupo,

172—0‘1-3)2—“2'51 s ’2—0.]‘-(2]{;_]_1)’ R
27% -1 2u—1) , 27%(@2p + 1),

por 2% todos ellos se hacen enteros, y se tiene:

2% 1, 2%—% 3 2% —% 5, . .., 2% *%(2k+ 1), ... 5

[4]
%=y 20— 1) , 2u + 1

Supongamos, como primer caso, que K se pueda escribir en la for-

ma p— 2%, Entonces, 2 +1=2%+*4 1, y porla [3], o, =k 1,

mientras que @, ;= E[log:(2"**—1)] —h. Y para el valor

E=2t-% es 2k +1=2"4+1 y oy=nh. De las notas [4], la pri-

mera es, pues, 281 la 2h ~'.ésima es 20 1R (20 1) =201 | 2

v la Gltima, 2**+* 4- 1. Es decir, si las disponemos en orden erecien-
te, se tiene:

PR R R RN R S A ']

Probemos ahora que todas las notas restantes son de la forma
2b+1 L 2w, giendo v=1, 2, ..., 22— 1. Por tanto, resultara que
2%+ 1 gg la menor de todas las [47].

Para ello, probemos gue toda frecuencia de la forma 2"+ -4 2w
estd en el grupo [4], siendo v=1, 2, ..., 2°-—1: pues probado
ésto, estas 2" — 1 notas, junto con 2p =2"** vy 2 n f1 =22 L]
que figuran en [4’] nos darén todas las 2%—1 4+ 2 =24 1 =pn 41
notas del acorde.

Sea o = 0 el exponente de v, y éste un representante de 2 p + 1,

es decir, sea
v=2*{2p 4+ 1)

Como el maximo valor de v, o sea 2" — 1, es inferior a 2%, resulta
clertamente o < . Ademas,

2p 4+ 1 =2—%y < 2—a(2h—1),

v por tanto
2p =2 (2 — 1) — 1< 2= (2—1),

p < 2—a—1 (2 1),
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Por tanto, si tomamos el indice
k= 2h—a—1 L »
resulta, por una parte
k< 2h—a—1 L 9—a—1 (_2h— 1) =9 Qh—a—1 _
— 92—0—1 — Qh—a___9—a—1 <,
1o que prueba que k es uno de los indices 1,2, ..., p—1; y ademds,

2k +1 =24+ 2p+1,

¥ por ser
0<2p+ 1< 2t—2,

2h—-a < 2]{; + 1 < 2 i 2h—o. = 2h—a+1’
lnego oy = -— a. Por consiguiente, el namero
200 =ox (2 + 1) = 24 +1—0—a) (Qh—a L 29 4+ 1) = 2hF1 L
+2e+1(2p 4 1) = B+1 4 2y

estd en nuestra serie. Esta consta, pues, como ya dijimos, de los si-
guientes numeros (ordenados por orden creciente) :

21 2htl L1 < 2Rt L Q2R T L4 < hFL 4

[5
F2v< . < 2h T 4 22k ]) = 22 2 ]

de donde, practicando dos inversiones:

2b+1 L 2 20+l L 4 < ., <2 FT L2y <, < 2hF2

— 2 <22 L 20 +2 4 2
v bajando una octava y reemplazando 2" por p:
ptl<p+2< . . <ptv< .. <2p—1<2p<2p+1, [6]

v el teorema queda demostrado en este caso.

Si ahora fuera p =2 -+ 1, se tiene ¢, =h -+ 1= %, 1, o, _a=h,
 la nueva nota 2p 4 1=2"-1 L 3 aparece intercalada en [5] en-
tre la 3* y la 47, Practicando entonces cuatro inversiones y bajando
una octava, recaemos en la [6]. En general, si u =2 L § siendo
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6 < 2+—1, el valor de z, sigue siendo el mismo, & + 1. ¥ la nota
2u41=2"*4 2§ + 1 viene a intercalarse en [5] entre las dos
inmediatas, 2¢** 42§ y 281 4 25+ 2. Con 2(5 + 1) inversio-
nes y un deseenso de octava, la [5] nos da siempre la [6]. Al llegar
al valor § =2 —1, 6 u=2"+1~-1 1la nota 2pn -+ 1 se coloca al
final del grupo [5], v la [5] da directamente la [6]. Si
p=2"+1=2"  valen los mismos razonamientos con el valor
' —h +1 en Ingar de h. El teorema estd, pues, demostrado en to-
dos los casos,

48. — Lios dos teoremas anteriores son previos, y sin relaeién por
el momento con los acordes asonantes. Ellos nos dicen que los acor-
des menores que una octava. en que estén representados los armo-
nicos impares 1,3, 5, ..., 2u -4 1 son todos del tipo u +1 < v+ 2 <
< ... <2p+ 1 y solamente éstos. Relacionaremos ahora, en los
teoremas que van seguir, el acorde-tipop+1 <n -2 < ... < 2pt+1
con los acordes asonantes.

TrorEMA I11. — El acerde-tipo [6)] es asonante.

DEM.: Como las notas consecutivas de [6] difieren en una unidad,
el 1 sera uno de los sonidos de Tartini de 1¢ orden de este acorde;
tomando en cambio las notas de dos en dos se obtiene el sonido dife-
rencial 2, de tres en tres el sonido 3, v asi sucesivamente, La fre-
cuencia méis alta entre los sonidos diferenciales de primer orden es
evidentemente 2 p 4+ 1 —{p + 1}= u. Los sonidos diferenciales jun-
to con las notas originales dan. pues, toda la serie numérica
1,2,...,mpn-+1,....2u+ 1. Es entonces evidente gne los sonidos
diferenciales de 2° orden, o de érdenes superiores, no dan frecuencias
nuevas.

Lios sonidos diferenciales 1, 2, ..., i representan armdénimos impa-
res que no pueden superar evidentemente a 2w -+ 1; ¥ como ya en-
tre los sonidos originales p++ 1, p -2, ..., 2p -1 estin represen-
tados todos esos arménicos (Teorema I), concluimos, como afirma
el teorema, que el acorde-tipo es asonante,

TroreMA IV. — Todo acorde asonante menor que wna octava pue-
de reducirse (mediante inversiones 1y trasluciones de octavas) al ti-

po [6].

DeM.: Procederemos a esta demostracién por el método de indne-
cibn completa, tan conocido de los mateméticos. Ante todo. es inine-
diato que el tinico acorde menor que una octava en que estén repre-
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sentados los arménicos 1 y 3 solamente, y cada uno una vez, es el
acorde 2 < 3 (el otro posible, 3 < 4, se reduce a éste mediante in-
versién y descenso de una octava), y éste es evidentemente asonante
y del tipo [6] (u=1). El teorema esta asi demostrado para el caso
especial g = 1.

Admitamos ahora, por un instante, que hayamos demostrado el teo-

rema para todos los valores u=1, 2, ..., §, es decir, gne para cada
uno de esos valores de p, el unico acorde asonante menor jue una
octava en que esté representados los armdnicos 1, 3, ..., 2u 4+ 1, sea

el acorde [6]. Bajo esta suposicion, eonsideremos ahora un acorde
menor que una octava, asonante, vy en el que estén representados los
armoénicos hasta el 2(5 + 1)1, es decir, algunos de los nitmeros
1,35 ...,286+1, 206 +1)+1 =25+ 3, pudiendo no estar to-
dos, pero debiendo figurar el (ltimo. Evidentemente, siempre podre-
mos disponer las notas de ese acorde en orden creciente, de modo
que 26 - 3 sea la dltima (ello solo requiere subir o bajar cierto ni-
mero de oectavas), es decir:

<< . <vm<28+3. 7]

Si consideramos el acorde parcial formado por las mnotas
Vi, Vo, ..., Vm, éste es menor que una octava. Sus sonidos diferen-
ciales, por estar eontenidos entre los del acorde total, no presentan
sino arménicos impares no superiores a 2§ -+ 3. Probemos ahora
que estos armonicos no pueden alcanzar el valor 26 - 3.

Para ello, llamemos 2 g, -+ 1 al armdnico que representa vy, v sea
i el exponente de v, para E=1,2, ..., m. Es decir, sea

e =27 (2¢, + 1)  (k=1,2, . ,m).
Entonces se tiene (puesto que el armdénico 28 4 3 no esti repre-
sentado entre los vi) :
2qr+ 12541 , 6 q=35. 18]
Consideremos ahora, siendo % > k, el sonido diferencial v’ — vy,

llamando p a su exponente ¥ 2q -+ 1 al arménico que él repre-
senta :

v — v = 2P (Zq -+ 1) = 2p' (2 o' + 1) — 2Pk (qu -+ 1) . [9]
En esta expresiéon se presentan tres casos para los valores de

Di, D&’y segln que el primero de éstos sea igual, mayor o menor que
el segundo.
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En el primer caso, py = pg’, se tiene:
wW—ve =20k [2q + 1) — 2g+ 1] = 2%+ (g — qz) .

Entonces la diferencia qif -— qx, por la [8], es ciertamente no su- *
perior a 8, y el factor impar contenido en ella, o sea 2¢ -+ 1, re-
sulta a fortiori < §, y por tanto, ciertamente < 254 1.

Sipe > m', en la [9] se puede sacar como factor comfn a py’,
obteniéndose asi:

20 (29 + 1) =200 [2q + 1 — 22— (2¢; + 1)] ;

la cantidad encerrada entre corchetes, por ser evidentemente impar.
coincide con 2g + 1, y por otra parte es < 2qx’ -}-1; luego, se
tiene

29+ 1<2q +1=<26-F1.

Fn el tercer caso, pp << pr’, se puede escribir [9] bajo la forma
22 29 + 1) =22 2002 2 + 1) — Qg + 1],

en donde nuevamente, la cantidad entre corchetes es 2 ¢ + 1. Aho-
ra bien: como el acorde total [7] es menor que una octava, cierta-
mente es vy << 2vg, 0 sea:

22 (2qx + 1) < 2Pe+1 (2, + 1)

2p Bk (2q + 1) < 2 (2q + 1) -
Por consigniente, se tiene:

29+ 1=200"2Q2q +1)— Ca+1)<2Q2qu+1)—
— QCaq+1) =2q¢+1

vy, como antes, 2q + 1 < 28 + 1.

En todos los casos resulta, pues, que log sonidos diferenciales del
acorde parcial vq < vo <. ..< v, representan arménicos < 28 + L.
En otros términos, este acorde parcial, donde solo intervienen ar-
moénicos de la serie 1, 3, ..., 28 4+ 1, es asonante. Luego, en virtud
de lo que hemos admitido, este acorde puede reducirse a la forma
64+ 1<8+2<...<26-1 Tuvirtiendo nna vez y agregando la
nota excluida 2§ - 3, se tiene el acorde total en la forma

d+2<d+3<...<264+1<26+4+2<2643,

que no es sino el acorde-tipo [6], en donde p tiene el valor § 4+ L.
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Vemos, pues, que, admitido el teorema para los valores n<3§,
resulta también cierto para nw—= & -+ 1. Como ya sabemos que el teo-
rema es cierfo para n < 1, resulta cierto también para uw = 2; sien-
do cierto para p. < 2, resulta cierto para p = 3; y asi sucesivamente,
quedando demostrado en general.

49. — De estos resultados se obtiene inmediatamente el

TrorEMA V.— Los acordes asonanles mienores que ung octeva
son todos aquellos en que estdan representados todos los armonicos
impares (y cada uno una sola vez) desde 1 hasta un vwpar cualquie-
ra 2u-1 (u=0,1,2,...). y solamentec ellos. Tales acordes pue-
den reducirse siempre al acorde-tipo

pt+l<pt+2<...<2p+1 [6]

y reciprocamente.

Dem.: Un acorde asonante menor que una octava se reduce al
tipo [6] (Teorema IV), v éste contiene representantes de todos los
armdnieos impares 1, 3, 5, ..., 2u-+1, cada uno una sola vez
(Teor. I). Reeiprocamente, todo acorde que contenga dichos repre-
sentantes se reduce a la forma [6] {Teor. I1) y éste es asonante

{Teor. TIT).
Resulta asi que los Gnicos acordes asonantes menores que 1na o¢-

tfava son:
para w = 0: 1, (acorde «impropio» de una sola nota);

» w=1:2 <3, do-sol, acorde mayor pitagorico, es-
trictamente consonante;

» n=2:3 <4 <5 sol-do-mi, inversién del acorde mayor
Tol., estriciamente consonante;

> w=23:4<5 <6 <7, domisolte, acorede mayor de D. B.,
estrictamente consonanie;

> uo=4:5<6<7<8<9, mi-sol-te-do-re, no estrictamente con-

sonante;
> p=>56<7 <8<
< 10 < 11, sol-te-do-re-fa#f (?), no estrictamente
consonante;

» n=6:7<8 <9 <10
< 11 <12 < 13, te-do-re-mi-fa#f (?)-sol-lah (?), no es-
trictamente consonante;
ete.
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(las notas fa#f (?) y lap (?) indican notas que no tienen equiva-
lente exacto en nuestros actuales sistemas, pues la primera perte-
nece a una ' v la segunda a una I'%),

Como se ve, los finicos acordes estrictamente consonantes v a la
vez asonantes son los que ya mencionamos en el § 46, pues la serie
de los niimeros primos irmpares 1, 3, 5, 7, 11, 13,. .. coinecide con la
de los numeros impares solo hasta el 7, pero a partir de aqui ya apa-
rece el 9, que es impar pero no primo,

CAPITULO VI
ARMONIA Y MELODIA

50. — Estudiemos un poeo mas de cerca el conjunto de somidos
que acompafian a un acorde, ¥ que parcialmente mencionamos en el
§ 45. Distinguiremos en el acorde, por una parte los sonidos origi-
nales, que podemos también llamar sonidos diferenciales de arden 0;
por otra parte, los sonidos diferenciales de orden 1, 2, 3,...; v ade-
mas, los armdnicos sucesivos de las notas del acorde.

El conjunto de frecuencias que se ponen en aceitn al ejecutar un
acorde, da asi por lo pronto esos tres conjuntos parciales. Ahora
bien: st tomamos una frecuencia cunalquiera del conjunto total, sea
v, un multiplo cualquiera de esa frecuencia esta también sn el con-
junto total. En efecto: si esa frecuencia es uno de los sonidos origi-
nales, ya sabemos que también los armoénicos de ella estin en el
conjunto; y estos armoénicos no son sino los miltiplos sucesivos de
v. 81 v es un sonido diferencial de 1° orden, igual a la diferencia
v —v” de dos sonidos originales, como también estin en el con-
junto los miltiplos kv, kv’ (donde k=1, 2, 3,...), estos multi-
plos dan a su vez el sonide diferencial kv — kv = k(v — v/ )= kv.
Si v es un sonido diferencial de 2° orden, igual a v — v7 siendo
v v sonidos de orden 0 6 1, como acabamos de probar gue también
kv v kv estAn en el conjunto, nuevamente deducimos la misma
consecuiencia para kv; y en general, se prueba lo mismo para soni-
dos diferenciales de cualquier orden (induccién completa). Final-
mente, si v es un armoénico de uno de los sonidos originales, entonces
es igual a un clerto multiplo v" de una de las frecuencias origina-
les v'; pero entonces también estd en el conjunto del wmialtiplo
khv' = kv,

Andlogamente se prueba que si tomamos dos frecuencias vy, Vs
del conjunto (vi > v}, la diferencia vy — vo también estid en él. O,
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mas brevemente : como vy, vz son sonidos realmente existentes en el
conjunto, dan un sonido diferencial que es v; — va.

El conjunto total de frecuencias puestas en juego al ejecutar un
acorde es, pues, un conjunto de nhameros enteros (y positivos) que
tiene las siguientes propiedades: la diferencia de dos de ellos esté
en el conjunto, y un miltiplo cualquiera de uno de ellos estid tam-
bién en el conjunto. Todo conjunto de ndmeros que goce de estas
propiedades se llama en algebra un ideal en el campo de nimeros
enteros. Por consiguiente: gl ejecufar un acorde, se pone en juego
un conjunto de frecuencias que comstiluyen wn ideal en el campo
de logs nimieros enteros.

Ahora bien: un razonamiento bien conocido (') mos permite afir-
mar que un idecl en el compo de los nimeros enteros estd consittud-
do por Tos mitlttplos de un cierto ndmero P, y solamente por ellos.
Estos miiltiplos, siendo 3 una frecuencia, no representan sino los
armdénicos sucesivos de .

Por consiguiente: al ¢jecutar un acorde, se dejan oir, no sélo las
notas originales de ese acorde, sino todos los armdnicos de una cier-
ta nota B, y solamente ellos (los sonidos originales figuran, natu-
ralmente, entre dichos arménicos).

La nota . definida asi univocamente para cada acorde, no es sino
lo que en casos particulares ya Rameau llamaba el bajo fundamental
del acorde, solo que presentado y definido en una forma méas gene-
ral ¥ completa (%),

Notemos que si el acorde se reduce a una sola nota, el conjunto
de frecuenecias puestas en juego consta precisamente de los arméni-

{t) Este razonamiento es el siguiente: sea a¢ > 0 el minimo entero positivo que
estd en el ideal I; y sea b otro elemento cualquiera de I. Efectuando la divisién
de b por a obtendremos un cociente g y un resto r, de mode que se podré eseribir

b 7
— =g+ — 9 b=ag+r,
a @

v siendo v el resto, deberd ser no negativo y menor que el divisor: 0 < r < a.
Ahora bien: porestara y ben I, también agy b — agestdnen I. Perob —ag =1,
luego r estd en I. En el ideal estd entonces el niimero no negativo r, menor que a;
v como a era el minimo entero positivo del ideal, se deduce que necesariamente
es r = 0, lo que prueba que b = aq es miltiplo de a.

Todo ndmero del ideal es, pués, miltiplo de a; ¥ reciprocamente, por la defi-
nicién misma de T, todo miltiplo de @ forma parte de él. El ideal I consta, pues,
de todos los miltiplos de @ (inclusive 0) y sélo de ellos.

(2) Este concepto se aproxima en realidad més, por su definicién aritméfica,
al sonido genitor de M. GanpiLLoT. Véase (VI).
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cos de esa nota, de modo que nuestras consideraciones se pueden
aplicar también a este caso: la #inica diferencia es que el bajo fun-
damental B coincide con la nota misma, en lugar de ser un verda-
dero « bajo ».

51. — ;Como se halla el bajo fundamental  eonociendo las fre-
cuencias vy, va, ..., v, que constituyen las notas del acorde? Desde
luego, por su misma definicidn, § debe ser un divisor comin de
Vi, Va,. .., ¥y, ¥ por tanto, divisor del maximo comtn divisor & de

estos ntimeros: es decir, existe un entero % tal que
6 =ko.

Ahora bien: el ideal es el conjunto ménimo que contiene a los
nameros dados vi, ..., v,. Como los miltiplos de d constituyen un
ideal que contiene a vy, ..., v,, es necesario que todo maltiplo de &
lo sea también de 3 y viceversa. Pero de aqui resulta k =1y § =5,
pues de lo contrario, por ejemplo el nimero (k4 1) = i L _}t ! ]
seria multiplo de @ sin serlo de 3. Por tanto: el bajo fundamental B
es el mdximo comun divisor de las frecuencias de las notas del acor-
de, Vi, Vo, .., V.

Si el acorde se traslada en un intervalo cualquiera. es claro que
su bajo fundamental se traslada en el mismo intervalo; por ejemplo,
¢1 elevamos una octava todas las freecuencias vy, ..., v, o sea si las
duplicamos, también quedarid duplicado . Podrd pensarse talvez
que si en lugar de tomar el intervalo de oetava tomamos nno frac-
cionario, por ejemplo nna quinta, o sea % , algunas de las frecuen-

cias se hacen fraccionarias y ello podria traer dificultades; pero es
evidente que tales dificultades son ilusorias, y que podemos siempre
evitarlas; en el caso propuesto como ejemplo, podemos, si se guiere,
adoptar como unidad de tiempo para la medida de las frecuencias
el doble segundo, en cuyo caso las frecuencias originales se hacen

3 . 3
2vi, 2vs, ..., 2v,, v al efeectnar la traslacidn del intervalo — se
<

transforman en 3 vy, 3ve, ..., 3v,. El bajo fundamental 2§ se
transforma en 3 3 o, volviendo a la unidad primitiva (el segundo),

en — P, ¥y hemos eliminado la difienltad.

Podemos aprovechar esta circunstancia para suprimir todo factor
comin a las frecueneias originales (lo gque equivale a bajarlas en un



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA MUSICA 319

mismo intervalo), en cuyo caso los niimeros vq, ..., Vi, Se hacen pri-
mos entre si, y f se reduce a la unidad. En el coso de freeuencias
Vi, oo Vi promas entre sit, resulta p=1 y el ideal consta de todos
los nitmeros enteros.

En lo que sigue, al referirnos a las freecuencias vy, ...,v, de las
notas de un acorde, entenderemos que ellas sean primas entre si, ha-
biéndose suprimido sus factores comunes, en cuyo caso el bajo fun-
damental es Ta frecuencia 1. Si las frecuencias no fueran primas
entre si, de modo que tuvieran un factor comtn, ese factor es preci-
samente la frecuencia del bajo fundamental §. Resulta de aqui que
siempre es posible expresar las frecuencias originales de un acorde
bajo la forma fvi, Pva, ..., Pva, stendo P la frecuencia de su bajo
fundamental v v, ..., v, nimeros primos entre si.

Por ejemplo: calculemos el bajo fundamental del acorde fa-la-do
tolemaico. St adoptamos el la normal de frecuencia 435, entonces el
fa tiene la frecuencia 348 y el do la freeuencia 522. Como

348 = 87 X 4 = v
435 = 87 X 5 = fv
522 = 87 X 6 = B,

resulta 3 =287, ¥y vy =4, vo =235, vs = 6. Como f.2° = fa, resulta
que el bajo fundamental  es la doble octava baja del fa del acorde.

El mismo resultado se obtiene, naturalmente, si se toman las fre-
cuencias relativas en lugar de las absolutas. Sabemos ya que en el
acorde mayor tolemaico (sea éste el fa-la-do, el do-mi-sol, o cnalquier
otro) las tres frecuencias estdn en relacion de los nitmeros 4, 5 y 6.
Entonces (por ser estos nlmeros primos entre i) el bajo fundamen-
tal es 1, doble octava baja de la nota 4, o sea, en el caso propuesto,
el fa. Lios resultados coinciden,

En el caso del acorde mayor pitagérico, de frecuencias 2 y 3, el
bajo fundamental es la octava baja de la nota 2, fundamental o
ténica. En la gama de Dominguez Berrueta, el acorde mayor es do-
mi-sol-te 0 4, 5, 6, 7, y el bajo fundamental se halla nuevamente dos
octavas abajo del do.

En general, un acorde mayor de la [I'm+---+7» consta de notas de
P P Pr
Qa1 ° Qo Mttt 9oy
. » & enteros determinados en tal forma gue sea siempre

frecuencias proporeionales a: , siendo las a,

Pk

I < oe;
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O sea

%<2“k<pk,

de donde:
foge pr — 1 < a < loge py,

y, recordando la definicién de las magnitudes n;, (ver férmulas [3],
§ 14) y de la parte entera de un nimero (férmulas [2], § 14), re-
sulta finalmente :

o = E(‘TC;G) = E (logg 'ph) o

Como las « crecen al creecer k (pues p; < pa < ... pr), multipli-
cando las frecuencias del acorde por 2£¢%) | que es la mayor poten-
cia de 2 que apareee en los denominadores, todas las fraceiones se
hacen enteras:

2E(:7.,.j - 2E(ﬂ7.)—f"' (:n]_ ?Jl : 2E(.‘!,.]—f‘:(n,)_ s .

QE () E—(p_y), Pr—1 , Pr.

Y como ninguno de estos ntimeros, salvo el ltimo, contiene el fac-
tor primo p,, es evidente que son primos entre si. El bajo funda-
mental es 1 =2F . 2-E@  es decir, estd E(m,) octavas mas
abajo que la primera nota o {énica del acorde. Por consiguiente:

Bl bajo fundamental de un acorde mayor de ung D'Pr---Pr esid
E(n,) octavas debajo de la note fundamental o tdnica del acorde
mismo; y no depende, por consiguiente, sino del arménico wmds alio,
Dr, que da origen a la gama, pero no de los demds.

Por ejemplo, en todas las I'--++7 cuyo armoénico més alto sea el T
(estén o no los arménicos 3,5 entre los generadores de la gama), el
bajo fundamental de los acordes mayores esta K (loga 7) octavas de-
bajo de la ténica. Como 22 < T < 2%, se tiene E(logs 7)—= 2, eonfor-
me ya lo vimos en la gama de Dominguez Berrueta. En una I'----11
como F(logs11)= 3, el bajo fundamental estaria tres octavas abajo
de la téniea.

Anélogamente podemos operar con los acordes menores: un acor-

. 9N M
de menor (véase § 40) se compone de las notas: 1, ’ Do D
_ D D2
9N,
, donde los exponentes Ay, Az, . .., *, deben determinarse en forma

r
semejante a las oy del acorde mayor, es deicr, de tal modo que
1 2\

- < — <1
2 Dk
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(esto teniendo en cuenta que la nota fundamental 1 es lg mds alta
del acorde) ; o sea:

1
5 Pr < 2% < pi
loge pr — 1 < M < logs pr .

Por consiguiente, se tiene nuevamente :
M = E (=) .

Multiplicando las frecuencias por el producto p:...p que es el
minimo comin multiplo de los denominadores, tendremos las fre-
cuencias

pipr...py, 28y . p,, 26(mipipy L p,
.G 2E@) gy L P,

evidentemente primas entre si. El bajo fundamental es ahora 1, y
vor tanto se obtiene dividiendo la frecuencia de la nota fundamental
(la primera de las escritas} por pypez... p.

El bajo fundamental de un acorde menor de una I'?---Pr se ob-
tiene dividiendo la frecuencia de la note fundamential por ol pro-
ducto p1pz... po; y depende, por lo tanto, de todos los arménicos
generadores de la gama.

Por ejemplo: en la I'* de Pitagoras, el acorde menor do-fa (don-
de do, nota fundamental es la mas alta) tiene las frecuencias rela-

. 2 . .
tivas 1’? , 63,2 El bajo fundamental se encuentra dividiendo por

3 la frecuencia del do, lo que da el fa de la octava inmediatamente
inferior al fa del acorde. En la T'%’% de Tolomeo, las frecuencias
son 15, 12, 10 y el bajo fundamental se halla dividiendo por
15 =3 X 5 la frecuencia de la nota fundamental, lo que da por
ejemplo para el acorde mi-do-la, un fa situado en la cuarta octava
baja a partir del mi. En efecto, si tomamos, como es eostumbre, el do

. . D .
como frecuencia 1, el mi tiene la frecuencia % la frecuencia del
bajo fundamental § es la 15-ava parte de esta Gltima, o sea

b 1 4 1

. 4 .
es, decir el fa (?) bajado cuatro octavas.

AN. S0C. CIENT. ARG.— T. CXXIV 21
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Es digno de notarse que con respecto a la teoria del bajo funda-
mental, no se verifica el principio de dualidad. Ello tiene su expli-
cacién en el hecho de que los sonidos diferenciales provienen todos,
como miltipto, de un sonido de frecuencia minima, que es precisamen-
te el bajo fundamental. En cambio los sonidos aditivos (que habria
que considerar, en el caso de las acordes menores, como duales de
los de Tartini)} no admiten un méximo, del cual todos ellos sean
submiiltiplos. Ficticiamente podriamos hallar el minimo comitin mil-
tiplo de las frecueneias vi, Vs, ..., Vs de un acorde, y construir con
ayuda de este « tiple fundamental » una teoria andloga a la del bajo
fundamental, restableciendo asi la ley de dualidad. Pero ello mo
tendria sentide actsticamente, pues hay siempre armdnicos gue so-
brepasan en altura a ese « tiple fundamental », el enal pierde, por
lo mismo, toda su importancia.

(Continuari)
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Por A. E. SAGASTUME BERRA

{Conclusién *)

52. — Aunque los acordes que admitimos como consonantes en
sentido estricto son solamente, como ya lo hemos dicho, los acordes
mayores v menores, podemos sin embargo, basdndonos en la teoria
del bajo fundamental, dar un concepto de consonancia relative que
sirva para precisar la nocién mas o menos vaga que de ello se tiene.

Supongamos, para ello, un acorde euyas notas originales pueden
eseribirse (§ 51) bajo la forma Pvy, fve, ..., fve (no excluimos el
easo m =1, v enfonces v; = 1). Aqui B es la frecnencia (absoluta)
del bajo fundamental.

Ctuando el bajo fundamental esta cerca de las notas dadas, ello
indica que éstas son armoénicos relativamente bajos de aquél, y en
consecuencia, el acorde es « consonante ». Viceversa, si los interva-
los entre el bajo fundamental y las notas originales del acorde son
orandes, éste es méis o menos « disonante ». A consecuencia de esta
observacién, podemos entonees, para precisar los coneeptos, definir
primero la altwra relativa I del acorde. Por definicién, la altura re-
lativa serd la media geoméirica de las frecuencias relativas del acor-
de o0, lo que es lo mismo, la media geométrica de las frecuencias
absolutas, dividida por la frecuencia del bajo fundamental:

_ :’Bvl.ﬁvz... Bvm -
©

m

L =vi.%m...Vn

(1]

La altura absoluta I del acorde seri en eambio la media seomé-
irice de las alturas absolutas de sus notas originales:

L='T\7@V1-BV2--'6V1"363V1V2...Vm=61. [2]

(*) Ver Tomo CXXIII y sig.
400



FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LA MUSICA 401

La magnitud

L
K = log; - = logs 6 (3]

se llamara la consonancia (relativa) del acorde ().

Esta definiclén que tiende, como deecimos, a precisar ¢l concepto
comin de « consonancia » (relativa) de una nota o acorde, se justi-
fica, no s6lo por la observacidn puesta al principio de este parrafo
(cuanto menor es I mayor es la « consonancia ) sino también por
el hecho de que, a mayor altura (absoluta) de una nota o acorde,
corresponde también mayor « consonanecia sy ; pues segun la [3], K
depende no s86lo de I, sino también de I.

Lias alturas, relativa y absoluta, pueden ser también medidas en
octavas, tomando los logaritmos de base 2. Sus respectivas medidas
A, A en este sistema seran, pues:

= f” (logs % + logs vs + . .. -+ logs va) [4]

A = ?_i flogz (B) +logz (Bw) + ... +logs (Bvm)] =log 8+ N, [5]

de donde resulta también

K=A—\. (6]

Si trasladamos el acorde en un intervalo cualquiera o (« 2 0)
medido en , ello equivale a multiplicar las frecuencias originales
por 2¢ Entonces § también queda multiplicado por 2¢ (§ 51), v por
tanto, si I, L/, %', A/, K’ son las magnitudes anélogas a 1, I, ,, A, K
para el nuevo acorde, se tendré:

V=1 ; L'=2eL ; ¥=X ; AA=a+A ; KK=a+K.

En particular, la econsonancia resulta aumentada en la magnitud
constante «. Podemos, segin ésto, reducirnos por ejemplo a estudiar
los acordes formados en las inmediaciones del la normal de 435 vi-
braciones por segundo. El do bajo de esta octava (generalmente se lo

. 3
llama do;) resulta tener asi la frecuencia 435 X? =261, y el do

alto (doy), la frecuencia 522,

(*) Compérense estas definiciones con las de A. Gurremivy (VII).

AN. 800. CIENT. ARG.-— T, OXXIV 26
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Obsérvese que eu el caso de una sola nota, la altura relativa es 1,
v la absoluta coineide con la frecuencia, Por tanto, en este caso. la
consonancia es simplemente el logaritmo (de base 2) de la frecuen-
cia. Asi por ejemplo. para el doy, la consonancia es:

K == log: 261 = 8,02790 .

Para el acorde mayor de una gama, como va vimos (§ 51), las w
son los numeros:

2E(1r7.) s 2E{VJ.'1 —E(®) ., 2E (7)) —E (w3) C P2, L

QB (mp) —E(m._) | DPr—1, Pr -

81 hacemos coincidir la nota fundamental del acorde con el dog,
tendremos entonces

2B 3 = 261,
de donde
B = 261.2—E(x,)

g
K = logs 261 — E (r,) = 8,02790 — E (log: p.) 7]

férmula que nos permite caleular la consonanecia relativa de los di-
versos acordes mayores.

La medida en octavas de la altura refativa de este acorde sera,
segun la [4]:

1
M = - llogs (25) + loge (2F (I —E(m .p) 4 ... +

-+ Jogy (2E(m) —E@)  py + ... 4 log: p,] .

Pero el término log, (2F 7 —B@r | ) es igual a Elx,) — E (7)) +
+ loge pr = E () — E (m) + 7. Luego:

1
r+ 1

7:2+...+E('T:,-) 'E(’K,—_1)+TE,-._1+'KT]=E(‘TET)+

Ay = [E(m) + E(r,) — E(@m) + = + E(x,) — E(x) +

[F(m) 4+ Fm) + ... +F (=) (8]

1
+7”;|:]
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Por tanto, la altura absoluta, medida en octavas, serd (siendo doy
la ténica) por las férmulas [6,], |7] v [8]:

Aar = Ky + My = log= 261 + o 1 [Fr)+Fm)+. ..+ )] (9]

+ 1

Las formulas [8] ¥ [9], teniendo en cuenta que F (7)) = AR 2y

se pueden eseribir también

1
)\“ — E{T\.,} — o |-i,;|:n-:. B _l_ .I,,usn_-,...;-._l, -+
‘ r -+ 1 1,0, .. ,0 By1lyae,0
+ s+ et 8]
2Oy iy
_\. = |““.I 2[“ AP Py ‘i ne Iy P +
¥ = + | !Il,n,. -0 b+ T (A |
+ e ygEmer] 9]
L {1 RS b

Teniendo en cuenta que ymm---2» —= 0, se ve que el segundo ter-
H i 0 )

PRLETPI

mino del dltimo micwbro de estas férmulas no es sino el promedio
aritmético de las notas del acorde mayer, expresadas en .

Analogamente podemos obtener lag alturas relativa y absoluta
v la congonancia de los acordes menores, Segan el § 31, las v son
en este caso

ipr . D, 28y p 2B iy e, 2B pipe . P

Por lo tanto, st doy es la fundamental, se tiene

Bpipa ... 0 = 522,
de donde
522
PiPe ... Do

Ky =10g:522 — (1 + @ + ... + =) = 9,02790 —

—(1?1'{'7::“’1*-‘.-4_-7}}‘ |
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Por otra parte, por la [4], serd

1
Aoy = T [loge (prpz ... p) +Joge 2P pe ... p) + ... +

+log: QFTW py . praPrrr. . P . Floge (2E T pips. . pi)]

E] término

logs QR by .. Pr_y Drgr ... Py
se caleula asi:

loge (258 .y prc1 Dhgr ) = E(me) +m+ oo meo +

i+ oo =Em)—wmt+ =ttt .+,

mientras que el primer término es simplemente m + 75 4. . .~ 7,
Esta suma aparece asi repetida ¢ -+ 1 veces, v teniendo en cuenta
ademés que E (my)— mp — — F(ng), resulta:

Ay = T e +7:,—-;__IT]- [F(z) + F (m) + ... + F(x)]. [11]
Por lo tanto,

A=Ky +rAn=10g:522— — — [F (z)) + F(m) + ... + F(z)], [12]

+

v estas dos férmulas pueden escribivse también:

1
m= 1+ + '—I_WT_T'"'I"]. [?0 —l—YPle“.,O_'_
J I /T - 7
R o it
A = JoBs 522 — s [ o g
1D3 v 00 Dy ’
e Ly itd

Haciendo uso de estas tférmulas [3] a [127], hemos calenlado en
la tabla. siguiente los valores AL,A , K para algunos acordes cntre los
més comunes, especificando en cada caso la gama a que pertenecen.
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Acorde Gama v A il K
dos cualquiera 1 0,00000 | 8,02790 | 8,02790
dos-sols prim, ¢ Pit. 2,3 1,29248 | 8,32038 | 7,02790
dos-mis-sols Tol. & Tol. cr. 4,5,6 2,30230 | 8,33020 | 6,02790
! dos-mis sols-tes D. B. 4,5,6,7 2,42856 | 8,45646 | 6,02790
dos-mig faffs(?)-sols-tes T8,5,7,11 8,10,11,12,14 |3,43473| 8,26263 | 5,02790
| dos-mis faFfa(?)-sol-labs(?)-tes | T3:5:7.11.18 12 10, 11,12,13,14| 3,47902 | 8,50692 | 5,02790
E dosfas prim. 6 Pit. 3,2 1,29248 | 8,73542 | 7,44294
_ d(i4—13b3-f3.3 Tol. 6 Tol. cr. 15,12,10 3,60459 | 8,72560 | 5,12101
mi4-d04-1a3-solb3 (@) D. B. 105,84 ,70,60 |6,28568 | 8,92127 | 2,63559
| doa—mia-solg-siba Tol. er. 36,45, 54,64 5,60417 | 8,16215 | 2,85798
| o . . .
cualquiera at. irracionales ® arbitr, | — =

Hemos incluicdo entre los « acordes », a una sola nota, ¢l dos que
es el punto de partida, para que sus valores de 4, A y K sirvan de
comparacion con los restantes. De acuerdo con esto vemos, por ejem-
plo, que para la altura absoluta del dos, o sea 261 vibraciones por
seoeundo, el maximo de consonancia estd dado por el logs 261 —
—8,02790; v en efecto, todos los deméas acordes tiemen una conso-
nancia menor.

En la segunda seccidén del cuadro van una serie de acordes ma-
yores de distintas gamas. Tas notas seguidas de (?), por ejemplo
fa#f3, (1), indican notas que no tiene equivalente exacto en nuestros
sistemas aetunales. Obsérvese c¢Omo disminuye la consonancia al au-
mentar los armdnicos generudores de la gama (eomo la altura ab-
soluta A varia poco, esa disminucién se debe al aumento de la al-
tura relativa A, ¢ sea al alejamiento del bajo fundamental con res-
pecto a las notas del acorde).

En la tercera seccidn del cuadro van los acordes menores. (‘omo
éstos se consideran engendrados en sentide inverso a los mayores,
es decir, con la téniea como nota més alta, hemos tomado para ésta
el doy en lugar del dos, salvo el marcado con asterisco en la gama
de Dominguez Berrueta, pues en ella no existe nna nota [la llama-
riamos re(?)] que completa el acorde menor dos-laps-fas-res(?);
en este caso hemos partido de la ténica mi,. La consonancia de los
acordes menores es mas baja que la de los mayores, y yva el acorde
menor tolemaico doslaps-fa; es muy poco mas consonante que los
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mayores de las gamas 3787771 y 2627111218 gye contienen arméni-
cos elevados.

El acorde que figura en la cuarta seccién es, entre los disonantes,
uno de los més usados. Es un acorde de séptima de dominunte, co-
mo se le llama, con respecto a la tonalidad de fa. Obsérvese su baja
¢onsonancia, apenas superior a la del acorde menor de Dominguez
Berrueta. Para nosotros es uno de los acordes que hemos llamado
imperfectos (véase § 42) y proviene del acorde mayor dos-miz-sols-
te; de la gama de Dominguez Berrueta, por sustitucién de la nota
tez por su més préxima tolemaica, sips. Notese cuanto se pierde en
el cambio.

Finalmente, en la quinta seceidn del cuadro tratamos el easo de
- la gama atemperada. Cualquier intervalo {< 1®) de esta gama es

wracional, de la forma (21-—2):", donde « = 1, 2, ..., 11. No exis-
tiendo relaciones racionales entre las v, éstas pueden representarse
solo aproximadamente por niimeros enteros, y éstos erecen a medida
que la aproximacién es mayor. Con ellos sus logaritmos, y por tan-
to &, crecen indefinidamente. De ahi el valor-limite oo que hemos
indicado para i La altura absoluta A puede ser arbiiraria, pero
en cualquier caso la consonancia K tiene, por la [6], el valor-limite
— . En este ejemplo se ve claramente la norabie difevencia entre
una gama « natural », como la de Tolomeo o Domingrez Berrueta.
v ia gama atemperada «artificialmente » (ann admitiendo gue los
vaulores de K no correspondan sino groseraments a lo que entende-
mos intuitivamente por « consonancia »).

53. — Supongamos tener dos acordes A’ , A7, de frecuencias p'y,
Bvs, ..., BV el primero, B7v7, $7v7s
por lo tante, los frecuencias de los bajos fundamentales son [, B”.

s ooy BV el sezundo;

Tomando en conjunto todas estas m” -~ i’ notas, se forma otro acor-
de A cuyas alturas %, A v bajo fundamental § queremos haliar, su-
poniendo conocidas las magnitudes andlogas ', A%, §7 5 &7, A7, p~
relativas a los acordes dados.

Por la misma definicién del bajo fundamental §, éste debe ser el
maximo comin divisor de todas las frecuencias dadas. Tste miximo
comin divisor puede hallarse asi: hallemos primero el m. e. d. de las
frecuencias de A’, con lo que obtenemos B'; por separado el m. e. d.
de las frecuencias de A7, que es }; ¥ luego, el m. ¢. d. de =stos dos
nimeros. Resulta entonees que B es simplemente el m. ¢. d. de §" . f”.
i1 maximo comtn divisor de dos numeros ¢, h suele indirarse con
{a,b). Asl pues, se tiene:

8= (6,8 [13]
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Ahora bien: el m.e. d. de dos niimeros es una funecidn lineal (y
homogénea) de ellos; ¥ por otra parte, es naturalmente submiltiplo
de esos mismos namercs. Por tanto, la [13] equivale a decir que
existen enatro nfimeros enteros «’, a”, k" " (los dos altimos positi-
vos) tales que:

B=aB +ap [14]
B=K6 5 & =k'B. [15]

La altura absoluta A es también una funeién lineal homogénea de
AN, A”. En efecto, se tiene:

1 .
A= W logs (&' ) + ... 4 loge (V@) + logs (87 V") +
m’ ]0g2 (@,vll) + s + 10g2 i ;;;‘J."rlu'j
I rr I —I_
m’ 4 m m

oot log (67 we)] =

m! logs (8" v")) + .. + logs (8" ")

m' = m m'

y. teniendo en cuenta la definicién de A’ , A" [{érmula (5)]:
A — 1 (mf AI + rr A/f) [16]
- [ + m" m ’

lo gue prueba la afirmacién. A resulta ser una media ponderal de
A/, A, con los pesos m’ ,m”, respectivamente,

Para caleular L, hay que tener en cuenta que el dnico factor co-
mun a todas las frecuencias del acorde total A es 3, ¥ que esas fre-
cuencias pueden expresarse, por las [15], en la forma: 3.2v, ...,
Bl ey PRV, L, PR, . Linego las v; para el acorde total
A son ahora los ntmeros: k'v'y, EVa, ..., B ey BV oo, BTV e
cuyo promedio logaritmico, segiin la [4], es L. Es decir:

1 7 1
M= e (loga () + .o o logs (Vo) + loga (K7 5) +

1
+ "1— 10g2 (]’\.” l““.- 1 = —F——57 [m/ ].Og-z kK + ]0g2 V’l + oo +
m -+ m

+ loge v + m'" loge B + loga v"'1 + ... + loge v ],
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v, teniendo en cuenta que, por la [4], logs v'1 4. . . loga v/, = m'l,
v analogamente para A, resulta finalmente:

A= [ OV + loge B) + ' A+ logs k)] [17]

m! - m’

La [17] nos dice que también A es una funcién lineal (no homo-
génea) de X ,1”. Si consideramos por un instante como altura rela-
tiva fictrcia del primer acorde, a la magnitud 1’ -}- logs &/, ¥ anéloga-
mente, & -+ logs & para el acorde 4”7, la [17] nos dice que A es la
media ponderal, con pesos m”,m”, de esas alturas iicticias.

Estas consideraciones pueden ser utiles para calcular la altura
relativa, o el bajo fundamental, de acordes complejos. Por ejemplo,
vamos a calecular por este procedimiento A y  para el acorde de
séptima dominante que aparece en la tabla final de § anterior. El
acorde 4 estd formado por la superposicién del acorde A’:
dog-miz-soly, y del « acorde » de una sola nota A”: sips. Para el pri-
mero, se tiene m’ =3 (namero de notas), vy —4, v, =5, vi; — 6,
y & = _2_—611u= 65,25 o, adoptando como unidad de tiempo el cua-
druple segundo, = 65,25 X 4 — 261. El valor de A, que no de-
pende de la altura absoluta, es el dado por la tabla, o sea A" = 2,30230.
Para el acorde 47, es m” =1, v/1 =1, y 1 = 0. En cambio B es
261 X 64

36

= 464 K 4 — 1856. Siendo

2

— 464, o, adoptando la misma unidad de tiempo, ¢ =

261 = 9 X 29 ; 1856 = 64 X 29

¥y 9 vy 64 primos entre si, se tendra ' =9, k" — 64, el m.c.d. de
B, B sera 29 y, volviendo al segundo como unidad de tiempo.

2
B = - '?f = 17,25, de donde

29

K = logs 7,25 = log; 4

= 485798 — 2 = 2,85798 ,
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en concordancia con el valor de la tabla. Aplicando ahora la {17],
sera:

L 13 (2,30230 + loge 9) + 1 (0 -+ log, 64)] =

4
1
4

o
Il

- [3 (2,30230 + 3,16992) + 1 X 6] = 5,60416

también de acuerdo con la tabla (el error en la Ultima cifra no tiene
importancia, ¥ se elimina usando més cifras decimales en los loga-
ritmos),

Resumiendo los resultados de este §, podemos enuneciar ¢l teorema:

Superponiendo dos acordes A’ , A”, se obtiene un acorde compiies-
to A, cuyo bajo fundamental y alluras absoluta y relativa son fun-
ciones lineales (y las dos primeras homogéneas) de las correspoidien-
tes magmitudes pora los acordes A’ , A”. En partienlar: el bujo fun-
damental B es ol mdzimo comdn divisor de los bajos fundawentales
f”.p” de los acordes dados.

Esta ltima proposicién puede enunciarse también, en forma
mas atil para nuestro objeto, ast: el bajo fundamental B de vn acorde
A, compuesto de los acordes A7, A”, cotneide con ‘el bajo fundamen-
tal del acorde de dos notas formado por los bajos fundumentales
B’ B de los acordes componentes.

Pues si consideramos el acorde formado por las notas 7,87, su
bajo fundamental es el m. c. d. de estos ntimeros, es decir, f.

54. — Si queremos, pues, estudiar eon respecto a su consonancia
tales acordes compuestos mediante otros dos, convendra considerar
previamente Jos acordes de dos notas formados por los bajos funda-
mentales.

Como la altura absoluta. para este efecto, es arbitraria, podenios
hacer coincidir uno de los bajos fundamentales, por ejemplo {3’, eon
el dos de 261 vibraciones por segundo. Hstudiaremos, pues, los acor-
des de dos notas formados por este dos y otra nota cualguiera, den-
tro de las distintas gamas que hemos dade en los ecapitulos 11T ¥ IV.

Comencemos por la gama pitagorica, o sea la 1%, 1y, que consta
de las notas fa, do, sol, re, la, mi, si, fa##, do#, sol#f, re#f, la#f, engen-
dradas por guintas sucesivas (véase §§ 22, 28), de modo que cada
nota se obtiene de la anferior multiplicando su frecuencia por 3 ¥
reduciendo a la octava. Si tomamos para el dos la frecuencia (rela-
tiva) 1, esas notas, en el orden escrito, tienen las frecuencias:

4 3 0 27 81 243 720 2187 6561 10683 50040
377278 16 64 138 ' 512 2048 4006 16384 32768
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. g g 4
Para el acorde dos-fas, las frecuencias relativas son, pues, 1 ¥ 3’

6 3 v 4. El bajo fundamental es 1 (pues esas frecuencias son primas
entre si) v representa un fa dos oetavas méas bajo que el original, o
sea fa; (el subindice, ya sea positivo, cero o negativo, indica la oc-
tava a que pertenece la nota, contada de do a si, y considerando co-
mo octava 3 la que contiene el la normal de 435 vibraciones por se-
gundo, o para nuestro easo, la que comienza con el do de frecuencia

261). El bajo fundamental serd la frecuencia absocluta de este fa,, o
1

e

Fod!

4
sea § = 261 X§ X —=87. Aqui 261 es la frecuencia del dos;

C e 4 .
multiplicandola por 3 tendremos la del fas, v bajando dos octavas,

- 1 . o
o sea multiplicando por ; , tendremos la del fa;, que es ol bajo fun-

damental. Teniendo en cuenta la tormula [3] obtenemos la conso-
nancia: K = logs 87 = 6,44294,

Con el acorde dog-sol; operamos analogamente: las frecuencias re-
261

5

lativas son 2 v 3. Bajo fundamental, dos, de frecuencia 3 =

= 130,5. Consonancia I = log, 130,56 = 7,02790. Y asi seguiriamos
con las demas notas pitagdéricas, obteniendo finalmente la siguiente
tabla:

Gama pitagérica

Acorde Bajo fund. K Acorde Bajo fund. K
dos - fas fa, 6,44204 | do - fadts do_s —0,97210
- solg do, 702790 | » -do#f | do_s | —2,97210
- Tey doo 502790 | » -sol#fs | do_s —3,97210
» - lag do_, | 402790 | » -re#s | do_yu | —5,97210
» - Mg do_; { 202790 | » -laffs do_1z | —6,97210
- iy do_s | 1,02790

Para la gama tolemaica eromética, dehemos tener en cuenta ante
todo que las frecuencias relativas (tomando el dog como unidad),
segiin los §§ 25 v 26, son:

32 48 36 27 8§ 6 9 4 3 9 5 5 1

' ’ S = y = =1 3

2525 '25 25 'B5 5 5 '3’ '2 '8 °38 4

| @

Q0

25 25 26 75 125 125 125
! b b 3 g b b

18 24 16 64 72 96 64
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correspondiendo, respectivamente, a las notas:
fabs, dobs, solhs , rebs, laps, mips , sis , fas, dog, sols, re; , lag, mis, siy,

faffs , do#fs , sol#ts , redfs , ladts , mif, | siffs .

Efectuando célculos analogos a los del caso anterior, obtendremos
ahora el cuadro siguiente :

Gama tolemaica cromética

Acorde Bajo fund. K Acorde Bajo fund. K
dog - fahs faby_2 | 3,33405 | dos-las fas 6,44204
» - dobs fah_» | 3,38405 | > - mis doy 6,02790
> - solls fab_z | 3,38405 | » -sis doo 5,02790
> - rel; fa)_o | 3,38405 | > -faffs | sihp_o(?) | 3,85798
> -labs laho | 570598 | > -do#s| fa., | 3,44204
> -mips | lape | 570598 | » -solffs| do_y | 4,02790
v - sips laho | 570598 [ » -re#f, | do_s | 2,02790
> - fag fa, 6,44204 | » -la#; | sih 4(?) | 1,85798
» -30ls do: 7,02790 » - miffs fa_a 1,44294
> -Tes doog 502790 | - -sidhs do_s | 2,02790

Obsérvese que, en conjunto, esta gama presenta mavores consenan-
cias que la pitagdrica.

Mayores atfin seran esas consonancias para la gama de Dowinguez
Berrueta. que vamos a estudiar ahora. Su frecuencias relativas (§ 33)
SOm :

6 9 4
A e Rty ! ,._-‘

o Wt 5

4+ 7 7

7 2 v

Q
5 5 09009 64

(S
e
>

para las notas, respectivamente:

solps , rebs , labs , mips , sips , fas , dos , solz , res , las , mis , si; ,

fatfs , do#s , sol#fs , reffs | tes .
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Clon estos datos construiremos ahora la tabla correspondiente,
gue es:

Gama de Dominguez Berrueta

Acorde Bajo fund. K Acorde Bajo fund. K
dos - solhs |mihhe (7) | 5,22055 | dos-1as fa 6,44204
» -reps [mbh-1(?)] 4,22055 | » - mi; do 6,02790
» -lalys lao | 570598 | » -si doo 5,02790
» -mips | lape | 570598 | » -fu¥fs laho | 5,70598
» -sips lnha | 570508 | » -do#fs | lap_s | 3,70598
» - fag fay 6,44294 | > -soldfs| sip_1 (2} | 4,85798
» -sols dos 7,02790 | > -reffs faq 5,44294
> =-1€:z dOo 5,02790 > —‘te:s d01 6,02790

En esta tabla y la anterior, los bajos indicados eon (?) [por ejem-
plo, sip_2 (2)] indican, como de costumbre, notas gue no pertenecen
a la gama respectiva, pero que se aproximan a ella.

Se observa en todos los casos un maximo de consonancia para el
acorde dos-sols, y el valor inmediatamente inferior a éste correspon-
de, también en todos los casos, al acorde dos-fa;.

55. — Hstos hechos pueden ser tratados en general, de la sizuiente
manera: sea un acorde de dos notas dos-¢, donde ¢ indica una nota

Dy

de la octava 3* perteneciente a la Fg"' atemperada que conside-

ramos. Si asignamos la frecuencia 1 al dog, a la nota ¢ correspondera
una freenencia fraceionaria, comprendida entre 1 y 2 (ineluido el
extremo inferior) v el numerador v denominador de esa fraceién no
podran admitir otros factores primos que 2 v los p1, ..., p,, Lenera-
dores de la gama. Se puede escribir, pues:

2% ™ pg™ L P
Qs _ mm, ?]Em._‘ . prmr

[13]

donde los nimeros ng, ..., &, ; Mg, ..., M, S0n enteros, positivos o
nulos.

Si suponemos ya simplificada la fraceién, de modo que ne haya
factores comunes al numerador y al denominador, ello significa que
si un exponente #; por ejemplo, es positive, su correspondiente m;
debe ser nulo (en caso contrario podriamos aun simplificar uno o
més factores p;) y viceversa; sin que esto excluva el caso, también
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posible, de que simultdneamente sea n; == ni; — 0. Ksta condicién que
imponemos {evidentemente sin menoscabo de la generalidad) a los
nimeros %; ,M; puede expresarse brevemente diciendo gque su pro-
ducto mym; ha de ser nulo en todos los casos:

nyn; = 0 G=0,1,...,r (19]

Por otra parte, como hemos dicho, la fraceién [18] debe estar com-
prendida entre 1 y 2, lo que da:

2me L ope < 2% g™ L P < 2met Ll opem o opomy

condicién que utilizaremos bajo la forma logaritinica, es deeir, to-
mando los logaritmos de base 2 de los tres miembros; teniendo en
cuenta que logs p; = my, se tiene:

Mo+t + ...ty =0 Frum+ ... F R <
< Mg+ Mmim + ... -I—m,:,-i—l,

lo enal, si escribimos :

O = o + 1T + ... + M, )
8

(20]
gn =19+ mm+ ... + 0w, J

queda en la forma:

¢ = o0 < gm -F 1. [21]

Tias notas de nuestro acorde tienen las frecuencias relativas 1 y ¢,
o, por la [18] 2m py | . powry 2% p™ . plr v estos nlimeros son
primos entre si. En virtud de esta cireunstancia, el bajo fundamen-
tal estara representado, con el mismo factor de proporeionalidad, por
la frecuenecia relativa 1, v por tanto la freeuencia absoluta

261

Qmg plma. . Pr"‘T

(pues el dos, de frecuencia absoluta 261, tiene la frecuencia relativa
2me ., per). De aqui resulta, tomando logaritmos de base 2 y
recordando la férmula [3]:

K = log, 261 — me—mum — ... — Mip T,



414 ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA

o sea, por la [20]:
K = log: 261 — ¢, = 8,02790 — ¢, .

La funeién ¢, (y con ella la consonancia K), por depender de las
variables enteras #1,, niy, ..., %ty solo toma una sucesion disereta de
valores. Como K v o, varian en sentidos opuestos, eonvendra estu-
diar la funeién @, a partiv de su valor minimo, para ir obteniendo
asi los valores de I que sean mayores, gue son los gque mas nos in-
teresan.

El minimo abscluto de ¢y, es 0, valor que se obtiene cuando todas
las m; son nulas. En este caso, por la [21], @, estd comprendido en-
tre 0 y 1, incluido el extremo inferior G; y como todas ias m, son ma-
vores que 1, es para ello forzoso que sea ng — #t2 —. . . — i1, =, con
lo que la ecuacidn [21] gueda reducida a

O0=ny <1,

de donde resulta ny =0; por la [18] es entonces ¢ = 1, ¥y recaemos
en el dos. Naturalimente, el acorde reducido a una sola nota presenta,
como yva observamos, la maxima consonancia posible.

En general, la ecuacién [21] puede también eseribirse

0= o Qom’{l}

v observando yue ¢, — @, es otra funeidn del mismo tipo, solo que
las variables son ahora ny— ntg, 09— my, ..., n—m, (y pueden
tomar valores negativos) y por tanto podemos indicar a esa funcién
con la notacién @, . o bien ¢, si ponemos:

hiﬂ’n«;—fmi ('L‘=0;17--"’l‘)' [23]

gueda
0= < 1. 211

Dado un elerto valor de @, que corresponde biunivocamente a wn
sistema de valores de ny, niy, ..., m, queda fijado un vaior de la
consonancia /(. Las ecuaciones [217], [23] ¥ la condicién [19] nos
permiten entonces determinar un ndmero finito de sistemas de va-
lores mg, ny, ..., n, de tal manera que los acordes doz — ¢ correspon-
dientes presenten esa consonancia. En efecto, s una n; es distinta de
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cero, en virtud de [19] debe ser n; =0, y por ta [23], h; = —m; < O.
En eambio si m; — 0, pudiendo »n; tomar cualguier valor, resulta
h; = n; = 0. Pero es elaro que basta con que se sepa cuales de las
h; deben ser negativas {debe haber, excluyendo el caso del ncorde
de una sola nota, al menos una m; ==0) para limitar las posibili-
dades, reduciéndolas a un numero finito.

Consideremos, por ejemplo, el caso (el mas importante) en ¢ue
P1, Pa. ... Py coineidan con los nmimeros primos sucesivos 3, 5, T,
11,... sin faltar ninguno, o que por lo menos, sea p; = 3, P = 2,
ps = 7. Entonces m; = 1,68 (no necesitamos méas que dos citras de-
cimales). m. = 2,32, m3 = 2,81, ete. Por tanto

Gm = my + L8 mi + 2,32 m + 281 ms + ... + mm,,
expresion que, sustituyendo las m, por las /;, nos da .
a) Evidentemente, excluido el valor 0, ¢, no puede tomar un

valor menor que 1, el cual corresponde a uig—1, my = e —. . .=
— m, — 0. Entoneces la ecuacién [217] se transforma en:

0<ho+ 1,58k + 2,32hs 4+ ... +mh <1,

con iy ——1, Ity = O para @ > 0. Es c¢laro que ningua de lax ; pa-
ra ¢ = 2 puede ser positiva, pues va q resultaria mavor que 1.
Luego ho="hy=... =%, =0, v la ecuacion se convierte en:

0=18m—1<1,
de donde la tnica solucidon i, — 1. Por la [23] se tiene entonces:
no=0,n1=h1=1,nz=...=n,-=0,

v la nota ¢, por la [18]. es , 0 sea el soly.

2

b) El valor inmediato de ¢, superior a 1 es 1,58, para my =0,
My =1, ms—...— m, —0. Entonces iy =—1, /1; =0 para 11
v la [217] da:

0<hy— 1,58 +232hs+ ... +=mh < 1.
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Para ho = 3 no hay solueidn, pues ¢, resulta = 1,42, Para b, = 2

se tiene la solneibn o —...=—=h, = 0. Para h, = 1 nuevamente no
hay solucién, pues ¢ — — 0,58 + 2,82 Ity -}-. . .+ 7.8y, que no pue-
de estar comprendido entre 0 v 1; para he =10, existe la solucién
ho—1, hy=...=h, = 0; ¥ no hay mis soluciones. Tios valores de
las m; son, en el primer caso, ny =2, #y=tc—...=n, =10 y en
el segundo, ng =1, ng =1y = Ny =...= #, = 0, que corrvesponden,
. 4 5 .
respectivamente, a ¢==— o sea el fas, y ¢=—, el lay tolemaico.
9 (2]

e) Inmediatamente al valor 1,58, tendremos para ¢, el valor
232 para mo—mny—0, me=—1, mg—...— m,— 0. Entonces
ho = —1, y las demas &; = 0, de modo que la [217] es:

0<ho4 1,58 h—232+ 281k + ... +n.h <1,

Como ps > 11, es my = 3,46 (pues log: 11 —=3,46) y con mayor

razén ws, . . . , ;W serdan todos nlumeros mayores que 3,46, Por con-
siguiente, es necesario, para que la condicién anterior se verifique,
que hy =hy;=...= h; =10, ¥y queda entonces

0<hy+158h—232+ 28 hy<1.

Para hg = 4 no hay soluciones, lo mismo que para hyo = 2. Para
hg =3, tenemos la solueién fiy = 3 = 0. Para ho=1, tenemos la
posibilidad 2, = 1, ks = 0; y para i, = 0 hay dos soluciones: i, = 0,
hs=1,7v b1 =2, ha=0.

Lias tinicas solueciomes para este valor de ¢, es decir para
My =My — Mg —,..= M, =10, ms=1 gon, pues:

]’!0-3,h1=0,h2=~—1,h3=h4=...’hr=0;

luego

ho=3,m =m=m=.. =n=0;c= <l (Tol cr) o (D.B)
h0=1=f?.‘,hg=—1,h3=h4= =h,-=0;

luego

g=1l=mn,m=n3=_ .=n=0;¢c= g—,mibg (Tol.cr.) o (D.B.)
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hh=0="h  hh=-—=1 hi=1 k= ., =h=0;
luego
ng=0=1m =N, 03 =1,0=... =n,=0;3=% fa#ks (D.B))
ho =0, =2 hh=—1,h="h~h= he =0 ;
luego
ng=0,n1=2,n2=n3=...=m=0;c=-9—, sihs (Tol.cr.) o (D.B.)

3

Y asi podriamos continuar: para cada nivel de la funcién o, hay
un namero finito de notas ¢ tales que el acorde dogc presenta it
misma consonancia, dada por la férmula [22]: v estag consonancias
van disminuyendo a medida gue aumentan los valores de .

Notese que, en el caso ¢), la tnica hipotesis realmente necesaria
es que en la 1'”---7r sea p; =3, pues entonces p; = 5, v
T = loge b = 2,32, y valen todas las conclusiones obtenidas. Analo-
gamente, en el caso D), todas las conclusiones son validas con la sola
hipétesis que sea p1 =3, p==295; y en cl caso ¢}, con la hipotesis
P =3, po =0, p3 = 7. Los deméis arménicos podran ser arbitrarios.

Si lamamos {énica a la nota dos que nos ha servido de punto de
partida, y que es la gue corresponde a la consonancia maxima ¢ al
nivel 0 de @u, podremos lamar dominantes primeras a las nofas
gque corresponden al nivel siguiente de Qm, 0 sea al nivel 1, dominan-
tes segundas (*) a las del nivel siguiente [en el case b), o sea para
p; = 3, ps =D, este nivel es 1,58} ; luego vendran las dominantes
terceras, cuartas, ete., eada vez mas alejadas armoinicamente de la
nota fundamental o ténica. La primera dominante (tinica) en el
caso p; = 3, o sea el sol, se suele Hamar simplemente dominanie; ¥
en cambio se Nama subdominante a una de lag dominantes segundas,
el fa (en las gamas que econtengan el armoénico pi ==38).

Naturalmente, las consideraciones anteriores pueden aplicarse a
cualquier otra nota de la gama, y cualquiera sea su altura absoluta;
lo Gnico necesario entonees para que sigan valiendo las conclusiones,

(*) Esta acepcién difiere de la que se usa algunas veces. Los musicos suelen
llamar ssgunda dominanie a la dominante de la dominante. Asf, si la ténica es do,
su dominante sol, la segunda dominante serfa la dominante de sol, o sea re. En
cambio en nuestra denominacién, y en la gama tolemaica por ejemplo, las segun-
das dominantes son fa y la.

AN. $0C. CIENT. ARG, — T, CXXIV 27
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es tragladar en un mismo intervalo todas las notas de que se trata.
Asi por ejemplo, si tomamos como ténica el re (Pif.) en cualquier
octava, en lugar del sol su dominante 1% geria el la (Pit.), que co-

rresponde al intervalo 5 - 8 el re es la unidad. Nétese que pueden
aparecer asi dominanies que 1o pertenezean a la gama alemperada :
por ejemplo, si tomamos como témica el re (Tol. er.), su primera do-
minante seria una nota a intervalo - eon respecto a ella. Redueién-

donos ecomo de costumbre al do como unidad, el re (Tol. er.} tiene la

9 . 2
altura — | y su dowinante, la altura 9— X = = 7 , que no es cl
o o] 2 16
la (Tol. cr.) ni ninguna otra nota de la Mysgp. Bsta nota difiere
de la (Tol. er.) (que es -;5,)") en el intervalo ?—2- s —E;- = gé— que no es

sino una coma sinténica. Analogamente, si calculdramos por el pro-
cedimiento anterior las quintas dominantes de do en la gama de

. 10
Dominguez Berrneta, obtendremos una sola, -_ , que es el solp (D.
7

. 8 0 12
B.), mientras que las otras, T ¥ =, o pertenecen a esa gama.
7

56. — Volvamos ahora a los acordes. Ya vimos (§ H53) que un
acorde A, compuesto mediante la superposieién de dos acordes A,
A7 tiene como bajo fundamental, el bajo fundamental del acorde
(de dos notas) formado por los bajos fundamentales de los acordes
A7, A”. Ello nos condujo a estudiar con cierto detenimiento esos
acordes de dos notas, clagificando sn consonancia, con lo que hemos
Hegado a clasificar todas las notas de una gama atemperada eual-
quiera, con respecto a una nota fundamental o ténica, en una serie
de niveles, de tal modo que a cada nivel pertenece una o mas notas
que, junto con la tonica. dan acordes igunalmente consonanfes. A es-
tos niveles, o mejor dicho, a lag notas que se encuentran en cada uno,
las hemos llamado, seglin su importancia armoénica o sea Segin su
consonancia con la téniea, primeras, segundas, terceras,... deimnt-
nantes de ésta.

Partamos ahora de un acorde mayor cualquiera, por ejemplo el
gue tiene come fundamental o tonica la nota do. Su bajo funda-
mental es también un do, situado (§ H1) un cierto namero de octa-
vas debajo de la témica. Consideremos ahora las dominantes 13
235 ete. hasta un elerto orden determminado %, de esa nota do, v los
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acordes mayores que tienen como bajos fundamentales esas domi-
nantes. Bn virtud del mismo teorema citado del § 51, esos acordes
serdn aquellos que tienen como notas fundamentales las homoénimas,
solo que elevadas nuevamente a la octava original a que pertenece
la ténica. Esos acordes se llamarin acordes de 19, 2°, ..., k-ésimu
dominante relativos a la ténica do, o a la fonalidad, o tono, de o
mayor. Son, por su misma definicién, los acordes que presentan
mayor afinidad armédnica con el acorde de ténica.

Tomemos ahora en conjunto, todas las notas que pertenecen a
todos esos acordes (incluso el de ténica): las llamaremos wnofes ia-
tomicas pertenecientes a la tonalidad; a las demdas notas existentes
en la gama atemperada, las llamaremos nofas cromdiicas; v diremos
que las notas diaténicas constituyen la escula o gama inclodies (ma-
yor), dentro de la gama total atemperada, a la que podremos llamar
ahora, para diferenciarla, gama arménica. La gama melddica esta,
pues, constituida solamente por las notas diaténicas; y la gama ar-
moénica, por éstas v las cromiticas. Bien entendido que esta defini-
citn se refiere esencialmente a una ténica o tonalidad, y a un cierto
orden % de las dominantes cuyva afinidad con la ténica eonsideramos
como admisible o aceptable.

La importancia del concepto de notas diaténicas esta en lo si-
guiente: si construimos una melodia o sucesién de notas utilizando
exclusivamente la gama melddica, es claro que cada una de esas no-
tag, y por tanto, toda la melodia, podra armonizarse o acompaiarse
con uno (al menos) de los acordes de ténica o dominantes hasta el
orden k, es deecir, precisamente aquellos acordes que hemos aecep-
tado como mas afines al de ténica.

Tias mismas consideraciones que hemos hecho para las tonalidades
mayores pueden aplicarse también a las fonalidades meonoves, a
saber: si partimos de un acorde menor (de fénica), podemos consi-
derar su bajo fundamental, las dominantes 1%, 27, ..., k-ésima de ese
bajo, v los acordes menores que tienen como bajos fundamcntales
esas notas. Las notas de todos esos aeordes en conjunto forman la
gama melddice menor de esa tonalidad, las demas notas, no diatént-
cas, son las cromdticas. Una melodia que conste solo de notas dia-
témicas podrd armonizarse con los acordes que hemos considerado.
La tnica diferencia estad en que ahora la nota del bajo fundamental
no es homdnima con la fundamental de cada acorde, como en el caso
mayor, pero aparte de eso, todo lo dicho se mantfiene aplicable.

Para cada tonalidad (ya sea mayor o menor} se suelen considerar
solo las que Uamaremos dominantes principales de los distintos ér-
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denes. Una dominante prinecipal de k-ésimo orden (A =1,2,...) de
una F;“"pr es una dominante de k-ésimo orden comin a todas

las Iy, 0™, ..., I3 ™ 7" contenidas en la pama dada. Toda
dominante principal de k-ésimo orden pertenece, pues, en el mismo
caracter, a la I'p contenida en Ty "*® (recuérdese que p1 es el
armdénico méis bajo); pero reciprocamente, toda dominante %-8sima
de T3 es también una dominante k-ésima de Iy *"*7. En efecto,
si esa dominante corresponde (ver § anterior) a wn cierto nivel
P = g == miyw de la funeién @, relativa a I’fﬁ, se ve facilmente
que ese mismo nivel puede obtenerse para la @ Mo - myt ...+

-+ i@, con el mismo nimero de orden % (tomando me=—=...—

= m, == 0) con lo que se obtiene la misma dominante para Fg: P
Por otra parte, toda Iy admite a lo sumo wna dominante de ca-
da orden, pues la ecuacién {21”] con las condiciones [19] y [23] es

en este caso

05h0+h11'51<1

en la cual por lo menos una de las ; es un numero conocido y nega-
tivo. 81 las dos h; estan en estas econdiciones (o sea, si #g, My == 0),
esta ecuacion no tiene solucién, mientras que si una de las &; es
incbgnita, o no hay solucién o hay una sola. En conclusién, pues:
Las dominantes principales de una Dy " son simplemente las

dominantes de la Iy conienida en ella, y para cada orden existe
a lo sumo una dominanie principal,
Asi, en la I'®) las dominantes sucesivas son:

3
de 1™ orden: —
2
» 20 » :i
3
» 3™ s : po existen
2 40 R »

9
» He » ' —
8

ete.
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Como ejemplo de todo lo dicho, tomemos primero la gama tolemai-
ca cromética. Si tomamos la ténica do, en virtud de lo que hemos visto
en el § 51, @), la primera dominante es sol; en virtud de b) las se-
gundas dominantes son fa y la (solo la primera es principal); las
terceras dominantes, consideradas en ¢), son el lap, mip y sip (unin-

.. 7
guna principal), aparte de otra (3) que ya no pertenece a la gama.

Los acordes respeectivos son:

de do:  do-mi-sol
» sol:  sol-si-re
» fa: fa-la-do
> la: la-do#f-mi
» lap: lap-do-mih
» mip: mip-sol-sily

» stp: sip-re-fa(?) .
Por consiguiente, obtendriamos las siguientes gamas melddicas :

Con una dominante 12: do-re-mi-gol-si
> 2 » » y una dominante 2*; do-re-mi-fa-sol-la-si
» » » > dos » 2¢: do-do#f-re-mi fa-sol-la-si

y asi sucesivamente.

Hay que fener en cuenta que la dominante segunda que aparece
en esta gama, no es principal, es decir, no aparece en tal caracter en
la gama pitagérica, mientras que el fa es comtin a ambas gamas
(principal). Como ya hemos dicho, usualmente se prescinde de esta
dominante la (asi como de las de érdenes superiores), y queda asi la
gama melédica mayor de todos conocida: do-re-mi-fa-sol-la-si. Obsér-
vese que si en lugar de la gama tolemaica hubiéramos tomado la pi-
tagorica, como en ésta los acordes son de dos notas, habriamos tenido
que tomar cinco dominantes (véase la tabla del § 54), a saber: sol,
fa, re, la y mi, para llegar a obtener, con los acordes respectivos:
do-sol, sol-re, fa-do, re-la, la-mi, mi-si la gama melédica homénima.

En la gama melédica tolemaica usual, las dos dominantes prinei-
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pales sol v fa se designan ordinariamente como dominante v subdo-
minante respectivamente, como va dijimos.

Para el ejemplo correspondiente a las tonalidades menores, en la
gama tolemailca cromitica, consideraremos como ténica el sol. EI
acorde menor de ténica es entonces sol-mip-do, en sentido descen-

dente, y sl el sol es la unidad, el mi} es % v el do g— . La primera

dominante es el re (principal), las segundas do (prineipal) ¥ mi (no
prineipal). Detengamonos aqui, va que el proceso se aprecia va cla-
ramente en este ejemplo. Se tiene ahora:

Acordes menores: de sol: sol--mi}p-do
» re: re-sip-sol
> do: do-lap-fa
» i mi-do-la
v las gamas melédicas son:

con una dominante 1%: sol-mip-re-do-sip

> » » » y una dominante 2%: sol-fa-mip-re-do-sip-lap
» > > dos > » 2 sol-fa~-mi-mil-re-do-sil
la lap

ete.

Generalimente, ¥ por razones analogas a las del caso anterior, se
adopta la segunda de estas gamas, que se suele eseribir en sentido
ascendente v a partir del do, asi: do-re-mip-fa-sol-lap-sily. Como en
el caso de la tonalidad mayor, el re se llama generalmente la domi-
nante ¥ el do la subdominante.

En el caso de la gama de Dominguez Berrueta, las dominantes 13
y 2% gon las mismas que en el caso tratado; pero todos los acordes
estan formados por cuatro notas, de las cuales algunas faltan sin
embargo en la l‘i’5'7. Agi, para el acorde mayor de tonica do, hay
que agregar la nota te; para la 1* dominante (principal) sol. habria
que agregar una nota mi# (?) que no existe; v para las segundas
dominante fa, la, hay que agregar respectivamente las uotas re#f y
fa X (?) (el signo X equivale a doble sostenido, # #) ésta ualtima
inexistente. Asi, la gama melddica mayor de do seria do-re-re#-mi-
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fa-sol-la-te-si (*) (con solo dos dominantes principales). Analoga-
mente, Ta gama menor de sol seria sol-solp-fa-mip-re-do-sip-laj, fal-
tando en la gama tres notas mipp (?), siph (?) y fap (?) que for-
man parte de los acordes de las dominantes.

57. — Ya hemos indicade que las nociones de ténica y dominautes
{en particular, dominante y subdominante) son de imporiancia ba-
sica en la armonia, asl como los conceptos de notas diaténicas v cro-
maticas juegan un papel preponderante en la melodia. En lo ante-
rior, el misico que haya segnido nuestras consideraciones habri no-
tado que hemos dado a estos coneeptos un sentido més amplio que el
usnal. Creemos que ello es necesario: por una parte, esta mayor am-
plitud de coneceptos nos es sugerida por la teoria misma, tal como la
hemos presentado, y esta tecria no tiene otros fundamentos que los
hechos actisticos que se observan en la naturaleza. Por eso hemos cri-
ticado en el capitulo correspendiente la gama atemperada usual, asi
como otras gamas « artificiales », donde se ha hecho caso omiso de
los fendmenos actsticos que de por si, naturalmente, nos estdn sena-
lando el camino a seguir; hemos errado el buen camine, y creemos
que se debe volver a él. Por otra parte. los musicos nos daran la ra-
z6n, cnando probemos a la luz de ejemplos que daremos oportuna-
mente, que ellos misinps han tendido, y particularmente en jos tiem-
pos actuales. a salir del estrecho marco de la gama atemperada, in-
tuyendo, conseiente o ineonscientemente, un plus ultra fuera de los
canones. HEse plus ultra es el que creemos haber puesto en claro en lo
gue antecede, o por lo menos, haber dado las bases para una teoria
més eompleta y mas racional sobre todo, de la misica.

Antes de dar esos ejemplos, hagamos algunas observaciones sobre
los altimos puntos tratados.

Lia teoria de la tonalidad se completa con el estudio de las caden-
cias. Se efectiia una cadencia cnando se pasa de un acorde de una
de las dominantes al acorde de ténica. Este 0ltimo es como el eje
alrededor del cual gira toda la trama arménica de una composicién
o un trozo, o la meta arménica a donde nos dirigimos; el acorde de
ténica da, pues, la sensacién de final, de reposo. es el punte donde
decae la tension (de ahi el nombre de la cadencia). Como se ve, da-
mos también una mayor amplitud a este concepto, admitiendo ca-
dencias a partir de enalquiera de las dominantes aceptadas. El es-
quema mas simple e inmediato de una cadencia es: dominante-ténica,

(1) Discrepamos en este punto con Dominguez Berrueta, que no admite el re#f
como nota diaténica.
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v entre éstas, las mas simples son: deminante (en el sentido nsual)-
ténica, o sea la eadencia perfecta, y subdominante-ténica, o eadencia
plagal. Por ejemplo, en do mayor: sol-do y fa-do,

La teoria de la modulacién puede también desarrollarse en base a
lo dicho. Se entiende por modulacién un cambio, suficientemente
estable, de tonalidad. Lia modulacién a un tono nuevo va precedida.
generalmente, de una cadencia sobre ia nueva ténica, o sobre una de
sus dominantes. Podemos repetir aqui que con la amplitud de con-
ceptos adoptada, las posibilidades de modulacién se¢ haeen mas ricas.
También los acordes llamados modulantes son méis numerosos v se
prestan a mas variadas cembinaciones.

En las modunlaciones debemos tener en cuenta una cireunstancia
importante, debida en esencia a la desigualdad de los intervalos de

toda Iy """ Si consideramos, por ejemplo, el cuadro de notas de

3.5 . o g
la T"per tolemaica cromética (§ 26), observaremos que a partir del
do, los intervalos se distribuven irregularmente asi:

0,05890 ; 0,05214 ; 0,05889 ; * 0,05889 ; 0,03422 ; 0,05889 ; 0,03422;
0,02468 ; 0,03421 ; 0,05800 ; 0,05214 ; 0,05888 ; 0,05890 ; 0,03424;
0,05889 ; 0,05890 ; 0,06214 ; 0,05888 ; 0,03422 ; 0,02468 ; 0,03421;

o sea, con las notaciones de la formula [5] del § 32:

iyt te—e ;01 ; ¥+ T st g g
1y i i ;'L‘l—]'iz 3 i1~ dg—e 5 2 + 19 H 11+ 19 5 3 3
By -1y 5 01+ s HE T o - Y S 2 30 i e

Por congiguiente, si adoptamos en lugar del do otra ténica, por
ejemplo re, a partir de esta nota los intervalos ya no se disponen en
la misma forma, sino gue comienzan con el marcado con asteriseo.
siguen en orden hasta el dlimo escrito, vy luego vienen los tres pri-
meros; 0 sea, en resiumen, que estes tres han pasado a altimo término,
pero conservando el orden eiclico total. Fin conseeunencia, algunos de
los intervalos de la gama original. por ejemplo el intervalo de quinta:

1y = 0,58496 @ = 6 (i, + 52) + 2 (2 + ds— &) + 34 + iz =
=314 + 94— 2e,
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no puede formarse a partir de la nueva ténica. La gama arménica no
pierde por ésto su cardceter tolemaico, pero estd, diremos, en otro
modo (1). Al alterarse asi la disposicién de los intervalos por el
cambio de modo, claro estd que la gama melddica también cambia en
general. De ahi que se produzean variaciones en las relaciones armo-
nicas : algunas dominantes pueden desaparecer, o aparecer otras nue-
vas, 0 aunque no sufran tales modificaciones las notas fundamentales
de los acordes de las dominantes, pueden aparecer o desaparacer al-
gunas de las restantes notas de esos acordes, ete. Sin embargo. como
ta gama total no ha perdido su caracter (en este caso, el hecho de
que es siempre una 1®’%) podemos aqui, con buen derecho, hacer nso
del prmecipio de sustitucion (§ 42) para restablecer log acordes o
notas que falten por medio de notas de la misma gama. La « distor-
si6n », si se nos permite esta expresion, es asi menor que en cnalguier
otro ¢aso en que intervenean armonicos extranos.

Para no extendernos demasiado, bastara para nuestro objeto con
dos ejemplos. El primero, es el que ya hemos tomado, que completa-
remos en sus detalles: cambio de tonalidad de do mayor a re mayor
en la gama tolemaica cromatica, con el correspondiente cambio de
modo. Lios intervalos de esta gama son los va indicados.

Limitémonos al caso de la gama melddica usual : do-re-mi-fa-sol-la-si
para el fono de do (mayor), es decir, admifamos solo las dos domi-
nantes prinecipales sol y fa, sitnadas, con respecto a la ténica, a una
quinta, 1% =0,584%6 ®, y una cuarta— 1w —1y% 041504 w. A
partir de la ténica re admitiremos también las dos dominantes, v ve-
remos cémo puede formarse la nueva gama melédica de re mayor con
esas dos dominantes. El acorde de ténica de do es do-mi-sol, con los
intervalos :

guinta:  do-sol = 1y = 0,584960 = 11 1y 4 95a— 2 ¢
tercera:  do-mi = 1+ = 0,321930 = 64 + 56— 2.

El acorde de dominante sol-gi-re solo agrega las notas si, re, cuyos
intervalos eon el do son:

séptima:  do-si = 0,90689 © = 174, + 147 — 3¢
sequnda do-re = 0,169930w = 341 + 32— &
(1) Esta nocién de modo no coincide con los usuales modos mayor y menor,

a los que propondriamos llamar sislemas mayor y menor, aunque tiene andlogo
fundamento, a saber, la distinta disposicién de los intervalos sucesivos.
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v el de subdominante fa-la-do agrega las notas fa, la, con los inter-
valos:

cuarta do-fa = 041504 w = 8¢ + 672 — ¢
sexto: do-la = 0,73697w = 147 4 1172 — 2¢,

de modo que la gama melddica se compone de estos intervalos, a par-
tir del valor 0,00000 o correspendiente al do. Si formamos los mismos
intervales a partir del re (reduciendo siempre a la octava) tendremos:

quinia: 0,16993 4 0,58496 = 0,75489 w = 14 4 + 124, — 3z:

inexistente — Nota mas proxima: la = 0,73697 v

tercera: 0,16993 4 0,32193 = 0,49186 © = 92 + 872~ 2=

inexistente — Nota mas proxima: faff = 0,47394 »

séptema: 0,16993 + 0,90689 — 1 = 0,076820 = 4, + 24— = :

inexistente - Nota més proxima: do#f = 0,06890 w

segunda: 0,16993 + 0,16993 = 0,33986 w = 64 + 69— 2 ¢ :

inexistente — Nota mas proxima: mi = 0,32193 w
cuarte: 0,16993 4 0,41504 = 0,58497 w = 117 + 94— 2¢ = sol

sexta: 0,16993 4 0,73697 = 0,90690 v = 17 7, + 14 &» — 3= = s1.

Luego, en rigor, la gama melddica de re mavor constaria solo de
las notas re-sol-si. En estos casos es donde tiene su aplicacion méis
legitima v fecunda el principio de sustitueién : sustituimos las notas
inexistentes por sus representantes nas praximas, que tienen vn este
caso la propiedad de no alterar el caracter de la gama, pues no in-
troducen arménicos nuevos; y obtenemos asi la gama melddica: re-
mi-faff-sol-la-si-do#f. Obsérvese que va el acorde de ténica no es exac-
tamente el acorde mayor que corresponderia (los de dominante y
subdominante s1 lo son) ¥ en ésto se manifiesta el cambio de modo,
gue si bien no produce un cambio de cardcter en la gama, lo produce
en la melodia. En esto ereemos ver la razén de que se atribuya a de-
termminadas tonalidades un cardeter propio, unas veces brillante, otras
suave y melanedlico, y asi sucesivamente. En el ejemplo que hemos
tomado, obsérvese que las notas alteradas son mas bajas que las que
corresponderian, en la magnitud constante 0,01792 w. Este descenso
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de altura produce una cierta disminueién de la brillantez vy energia
propias del tono de do mayor.

El seeundo ejemplo, tal vez mas luminoso {debido a los intervalos
mas grandes y mas diferentes entre si) es el de la gama pentatdnica
que, como va (ijimos, puede representarse aproximadamente en nues-
tro sistema actual por las notas: do-re-fa-sol-la. Pueden distinguirse
asi eineo modos. que son :

Modo I - Do-re-fa-sol-la; sin 32 ni 7* (con relacién a la ga-
ma tolemaica) ;
» IT - Re-fa-sol-la-do; » 2* » 62

> III - Fa-sol-la~do-re; » 42 » 72 ;
» IV - Sol-da-do-re-fa; » 32 » 62 ;

» V - La-do-re-fa-sol; » 2* » 5%,

Véase el estudio que hace Helmholtz (VIII) de estas gamas.

Mediante esos cambios de modo se explica a veces la diserepancia
aparente entre las tablas de una misma gama. Por ejemplo, es posi-
ble que algunas de las tablas que hemos dado en los §§ 23, 24 para
lan gamas pitagérica y tolemaica no coincidan aparentemente con las
de otros autores ('), pere disponiendo en otra forma los infervalos,
sin variar su orden ciclico, esta discrepancia desaparece. Lo esencial
enn una gama atemperada no es la sucesién de notas. ni los nombres
de éstas, sino la sucesién de intervalos.

Fn estrecha conexitn con estos cambios de modo se presenta la
cuestion de la transposicion o transporte. Incidentalmente hemos to-
cado va este punto en el § 35, pero ahora se nos presenta a plena
lnz: es en general imposible, en una Iy """ enalquiera transportar
o transponer una melodia dada en un tono a otra tonalidad. conser-
vando estrictamente los intervalos de esa melodia. Lo que acabamos
de decir con respecto a los acordes de una tonalidad v a la gama
melédica se aplica integramente al caso de tna melodia cnaljuniera.
Iista puede aparecer asi en diversos modos, dirfamos también con
diversos matices, ¥ ello, lejos de ser un inconveniente, puede ~onsti-
tuir en manos del artista, un recurso de extraordinaria fecundidad
v belleza ; rerurse al que renunciamos voluntariamente, ecnando adep-
famos la gama atemperada, exactamente uniforme en toda =u ex-
tensidn,

1} Por ejemplo MurraY Barsour {XI).
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58. — Trataremos de confirmar finalmente con algunas reflexio-
nes y ejemplos, no s6lo el heeho de que la teoria expuesta no esta tan
alejada de la realidad eomo parece, sino que, conselente o ineons-
cientemente (ya lo hemos dicho) la misica tiende a salirse del estre-
cho marco que le fija la gama atemperada, en busea de cances més
naturales. En particular en las obras contemporaneas, es facil descu-
brir, alin bajo la méascara de nuestro sistema melddico v arménico, esa
tendenecia.

En primer lugar, procedamos a una experiencia fécil de realizar,
v también de explicar: imaginemos un violinista en trance de tem-
plar su instrumento, ¥ econ nuestro piano {bien afinado) procedamos
a « darle el 1a », como es nsual. El violinista procederi a templar la
segunda cuerda de su instrumento de aeuerdo con ese lag y, si tiene
por lo menos una relativa préetica, lo consegnird exactamente. Pero
ahora dejémosle que afine sus otras cuerdas a oido. sin confirmar su
afinacién por medio del piano. Sabido es que el violin se afina por
quintas, de modo que si la segunda cuerda es el las, la primera cner-
da o prema dara el miy, la tercera el res, v 1a cuarta el solo: estas dos
Gltimas son més bajas, la primera més alta que el lag de donde par-
timos. Confrontemos en seguida su afinacién con la del piauno. Pues
bien: ereemos no equivocarnos al afirmar que, en la gran mayoria de
los casos, habrd afinado la primera demasiado alta, ¥ las otras dos
cuerdas demasiado bajas.

i Qué explicacién tiene ésto? ;Por qué se ha eguivocado el violi-
nista? O mas bien: yquién estd equivoeado: el violinista o el piano?
Observemos ante todo que las diferencias en la afinacién reconocen
una causa comin: el violinista ha estimado las quintas demasiado
grandes (con relacién a las del plano); pues asi se explica que. con
respecto al punto de partida fijo y comfin para ambos instrumentos,
el lag, las notas més altas (el mis), aparezean més elevadas atin en el
violin que en el piano; mientras que las més bajas (el res v el sol2)
aparezean mas bajas. Esto sentado, la explicacién surge inmediata-
mente: la guinta justa, natural, o sea la quinta pitagérica, es. en
efecto, mayor que la quinta atemperada. La quinta pitacorica vale
(,58496 w0 (véase el cuadro de equivalencias del § 10), mientras que
la quinta atemperada, que consta de siete semitonos atemyperados, va-
le Ta="7 < 0,08333 = 0,68333 w. El oido nos lleva a apreciar muy
_exactamente las quintas justas, y de ahi gue el violin, afinado por
quintas justas, aparezea desafinado respecto al piano. Es, pues, a este
ultimo y no al violinista a quien debemos calificar de « desafinado »
(con respecto a la afinacién natural).
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Lia misma explicacidén tienen otros fenémenos que se observan muy
frecuentemente. Supongamos, por ejemplo, una melodia que, del to-
no de do mayor, module a mi mayor, luego a soll# mayor, y final-
mente regrese a do mayor; o mas simplemente atin, supongamos que
la melodia se reduzca a estas cuatro notas: dos-mis-sol#fs-doy. Si nues-
tro violinista ejeeuta esas cuatro notas « de oido », partiendo del dos
en concordancia exacta con el piano, su dos final serd més bajo que
el doy del piano. Lia explicacién es que esas cuatro notas forman en-
tre si (aproximadamente las dos tltimas) tres teveeras tolemaicas, ¥
la tercera tolemaica 1t = 0,32193 » es menor que la tercera atem-
perada, eompuesta por cuatro semitonos, o sea 4 a =4 X 0,08333 =
= 0,33333 ©; al ejecutar tres terceras sucesivas, no se ha hecho sino
acentuar el fenémeno, multiplicando la diserepancia. Analogamente,
es un hecho sabido que los instrumentos de metal por ejemplo, dan
las quintas « muy altas », siendo neeesario a veces recurrir a la obs-
trueeidn parcial del pabellon, o al uso de pistones u otros mecanis-
mos para bajar las notas (mecanismos que, por otra parte, restan
naturalidad y frescura al sonido). Lio que ocurre es que esas quintas
son exactamente pitagéricas, y se las debe bajar para hacer concor-
dar esos instrumentos con el resto de la orquesta. Un fenédmeno seme-
jante ocurre a veees con las voees humanas.

Todo esto contribuye a probar que el fendmeno de los armonicos
sucesivos, cuya realidad objetiva estd fuera de discusién, constituve
el fundamento logico y matural para una teoria actstico-musical.
Toda persona con algiin oido, y por escasa que sea su cultura musi-
cal, es capaz de dar econ muy grande exactitud los intervalos de quin-
ta y tercera justas, v atn el de séptima do-te, o de apreciarlos en un
instrumento de sonidos variables, eomo el violin; en cambio los can-
tantes y violinistas se ven ohligados a corregirse a cada pasn, para
no discordar o « desafinar » con el instrumento que los acompaia:
de ahi la sensacién de belleza y majestad que nos producen los coros
a cappelle v los eonjuntos de cuerdas solas (por ejemplo Jos cuarte-
tos), en donde las voees no tienen aquella traba, v pueden desenvol-
verse libremente segtn los dictados del sentido musical de los ejecu-
tantes. ;No es ésto una prueba de que marchamos por un camino
equivocado, y debemos volver al bueno?

59. — Como un ejemplo magnifico (y por otra parte, muy cono-
eido) de aplicacién de la escala armdnica en foda su pureza (salvo
la atemperacién de los instrumentos) podemos citar el Prologo del
« Oro del Rhin ». En él, Wagner, para dar la sensacién de la natu-
raleza que despierta poco a poco, nos hace oir, para comenzar, una
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sola nota, profunda y larga, un mi}i, al que se van agregando luego,
en su orden, las notas: mips (la octava del anterior), sip. (la quin-
ta de la octava, o sea el arménico 3). mips (la doble octava, o armo-
nico 4) y solz (tercera de la doble octava, o arménico 5). Estos
arménicos, oidos asi en su orden natural, dan a maravilla la sensa-
¢idén requerida. Siguen luego arpegios v otras figuraeiones, con nctas
tomadas exclugivamente entre esos arménicos, que forman en col-
junto un simple acorde mayor gigantesco, que se hace oir durante
136 compases. Esas figuraciones representan los movimientos de las
aguas, y la sensacién es tan exacta v nitida que no nos sorprendemos
cuande, al levantarse el telén, nos encontramos en el fondo del
oran rio. .

No sdlo los arménicos 3 y 5 (eorrespondientes a las quintas y ter-
ceras, respectivamente) presentan un caracter de evideneia para la
intuicién musical, sino también los armdnices supertores, especial-
mente el siguiente, o sea el 7. Este se introduce subrepticiamente en
la miusiea, ya desde Monteverdi, particularmente bajo la forma, al-
terada, del acorde de séptima de dominante; por ejemplo, do-mi-sol-
sip. Este no es sino un aeorde imperfeeto, donde la nota sip esta
sustituyendo, lo més préximamente posible, a la nota te que repre-
senta precisamente el armdnico 7 en su pureza.

Si bien al prineipio no se usé este acorde como conelusivo (acorde
de ténica) ello estd sueediendo ahora, ¥ no solo entre los autores de
musica seria, sino que ha llegado ya al terreno popular: en la misica
de jazz es corriente eneontrarlo como acorde de témica; no necesita-
mos citar ejemplos especiales.

Por otra parte, ya hemos visto ejemplos de acordes, cuyo uso es
muy comtfin desde hace tiempo, y que se interpretan sin difieultad
como acordes imperfectos o alterados en los que interviene el arma-

nico 7. Bn el § 42 hemos visto, entre otros, los ejemplos: [é ,'2(7‘)]:
= mi-sol-sip-rep ; [6, 2(7)]= misol-sih-do# ; {5,4(7)} = mip-do-
la-fa##, acordes modulantes por exeelencia, asi como los siguientes,
utilizados mas modernamente: [6,2(7,11)]=— mil-sol-la-si-rep , &
[6,2(7,11)] = mibp-sol-da-si-reh o [6,2(7,11)] = mip-sol-la-si-do##
5.4 (7)) = midolaft-sol, {5,4(T)} — mi-do-lapfat, ete.

En « I amor brujo» de Manael d; Falla, en la « Danza del fue-
20 », log primeros compases estdn armonizados por un acorde que se
reduce a: do-mip--sol-la. Este acorde, eserito en forma descendente
(sol-mip-do-la) se reconocc facilmente como representaunte de uu

acorde de la gama de Dominguez Berrueta, el acorde menor de sol:
{4,2,2} (véase el cnadro de esta gama en el § 33),
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Lios acordes ya citados ['6-, 2(7 ,11)]— mip-sol-la-si-dc# y analo-
gos sirven también para explica_f la procedencia de la « escala de
tonos enteros » usada eon frecuencia entre los autores modernos, De-
bussy, Ravel, ete. Véase por ejemplo en los « Six épigraphes anti-
ques » de Debussy, el segundo: « Pour un tombeau sans nom », don-
de se hace un uso preponderante de esa escala, armonizada con
acordes andlogos al que tratamos.

También en la misma obra, en el primer epigrafe : « Pour invoguer
Pan, dieu du vent d’até », es de notar el uso de la gama pentatiniea,
que es muy frecuente en toda la literatura musical contemporanea;
véase por ejemplo, del mismo autor: « Pagodes», o ainn mejor, la
pieza de Ravel « Laiderounette, impératrice des pagodes » (de la suite
« Ma mére 1'Oye »), cuva melodia estd construida exclusivamente
con las notas negras del piano, gune constituyen justamente una cama
pentatonica. Lia misma idea de las « pagodas » aparece asi, en ambos
aufores, expresada de igual manera, mediante el uso de esta gama
primitiva.

Podriamos multiplicar los ejemplos, ¥ aun dar otros en que resul-
tara palpable la presencia, disfrazada, de armdnicos mas elevados, el
13 por ejemplo. Pero creemos que basta va con lo dicho. Séanos per-
mitido, para terminar, repetir una vez mas lo que va dijimos en la
Introduceién: la mateméatica sola no es eapaz de explicarlo fodo en
musica, ¥ ni siquiera pretendemos que la teoria expuesta exnlique
todo lo que la matemética puede explicar en tan interesaute terreno.
Solamente hemos querido con esta publicacién, resnmir ideas cono-
cidas ¥ algunas nuevas, o presentadas en forma nueva, mostrando
que la matemdtica tiene fambién un papel que cnmplir en este cam-
po. Estd fuera de duda que no llegaremos a «escribir misica en
ecuaciones » (ni lo degearfamos), pero la parte cientifica de ia mi-
siea, tan abandonada por los misicos, puede ser tratada con medios
matematicos, lograndose asi darle un fundamento general, sdlido ¥
de mayor amplitud y profundidad.
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