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PERTURBACIONES SECULARES DE PLATÓN

Pon REY.NALDO P. CESCO

1. Introducción. — La solución del problema capital de la mecánica celeste depende, como es 

sabido, de la integración rigurosa, basta ahora no lograda sino en contados casos particulares, de un 

sistema de seis ecuaciones diferenciales simultáneas de segundo orden, del cual se conocen cuatro inte

grales.
Se ha conseguido, sin embargo, integrar dicho sistema por el método de las aproximaciones suce

sivas, llegándose a expresar los elementos (coordenadas) de cada planeta, en series de potencias de las 
masas. Y estas series dan, por resultar convergentes durante muchos siglos, gracias a la pequeñez de las 
masas planetarias con respecto a la del sol, una solución de aquel gran problema con aproximación 

suficiente para establecer las teorías de los planetas.
Para lograr esta solución aproximada se procede ordinariamente así : lomando, por ejemplo, como 

elemento infinitesimal, una elipse kepleriana, se transforma, con el auxilio del método de variación de 
las constantes arbitrarias, el sistema de seis ecuaciones diferenciales de segundo orden en las coordenadas 

(ecuaciones que resultan de aplicar el principio de masa, en coordenadas relativas, a dos cuerpos P y P' 
que giran en torno del sol, teniendo en cuenta sus acciones mutuas) en un sistema de doce ecuaciones 
diferenciales lineales simultáneas en los elementos elípticos, en cuyos segundos miembros aparecen las 
derivadas parciales con respecto a dichos elementos, de cierta función, la función perturbadora, que 
estando definida en las seis ecuaciones correspondientes al movimiento de P por la expresión

y en las seis restantes por 

donde A es la distancia entre P ( j,-, y, :) y P'(a/, y', :') y r y/•' los radios vectores correspondientes, debe 
expresarse en función de los elementos y del tiempo por medio de las fórmulas del molimiento elíptico, 

lo cual es imposible sin algoritmos infinitos.
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Por tal motivo se recurre a un adecuado desarrollo en serie de dicha función, cuya convergencia 

pueda asegurarse al menos durante cierto tiempo, y previo el cálculo de las derivadas, que no ofrece, en 
general, dificultad, pues debido a la pequeñez de las excentricidades e inclinaciones de las órbitas, basta 

considerar los primeros términos de dicho desarrollo, se calculan por simples cuadraturas, las perturba

ciones de los elementos en las primeras aproximaciones con respecto a las masas.
He aquí el esquema del desarrollo clásico de la función perturbadora: con la nomenclatura del

y que, en general, es = sen — pequeño y r y /■' son notablemente diferentes, es posible desarrollar

párrafo 2 se tiene :
i i

rrl---  2/7,/cos(u---v'— r)] 2(i-|-íc)

donde
sen (u — t) sen v' — 

r2 _j_ r'2 — .2rr' cos y — -)

y puesto que
. ... ''V'-'-'

i
(i -(-íe)-2, por la fórmula del binomio, en serie absoluta y rápidamente convergente según potencias 

de r/-’. Hecho esto, se desarrolla cada término de y en serie de Taylor, según potencias y productos de las

excentricidades e y c 
ofrecen dificultad :

y se obtiene, finalmente, agregando los desarrollos de las segundas partes, que no

a'R0>1 = J¡NeHe'H'7]Fc°s D

donde
a'Rli0 = 2NWH'r/Fcos I)

D = xa H- y.'l' + -F 3'w' — 2V-'.

Este desarrollo ha bastado para estudiar el movimiento de los grandes planetas, pero habiéndose 
mostrado insuficiente para dar cuenta de algunos problemas especiales, como por ejemplo del caso 
.lupiter-Pallas, han debido los astrónomos ingeniarse para descubrir otros. La principal dificultad con
siste siempre en demostrar la convergencia absoluta de las series de partida, para poder asegurar la del 
desarrollo final, y en dar la expresión analítica hasta el grado requerido por las excentricidades corrien

tes; pero esta última es más bien de carácter práctico.

Demostrada la posibilidad de desarrollar — en serie convergente según los múltiplos de las longitu

des medias / > o lo que es lo mismo, de las anomalías medias Z \ t', es decir,

= VA^ cos (zr

\ teniendo en cuenta que las segundas parles de las funciones perturbadoras carecen <le términos inde
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pendientes de ó ú', esto es del tiempo, — términos seculares —, se tendrá como parte secular única, 

para todas las ecuaciones, la siguiente :

Esta parte secular da origen en los elementos, como se sabe, salvo en los semi diámetros mayores, 

al integrar el sistema de ecuaciones diferenciales por aproximaciones sucesivas, a ciertos términos de la 

forma en la primera aproximación con respecto a las masas, 72¿2 en la segunda, etc., es decir, a las 

perturbaciones seculares del elemento , cuya importancia astronómica y cosmogónica es excepcional.
Los métodos conocidos para obtener estas perturbaciones seculares, es decir para determinar las 

derivadas de Ao,o, son el clásico de las series, (pie consiste en derivar los términos seculares de un des
arrollo cualquiera de la función perturbadora, y el muy exacto de Gauss, útil empero solamente para el 

cálculo de 71, que reduce el cálculo de las derivadas de Ao,o al de la atracción ejercida sobre el planeta 

perturbado, en cada una de sus posiciones (generalmente basta considerar un número de éstas inferior a 
veinte para obtener gran precisión) por la masa del planeta perturbador supuesta distribuida sobre su 
órbita con densidad proporcional a su velocidad.

El objeto de esta memoria es el estudio de las perturbaciones seculares de Plutón, planeta transnep
tuniano recientemente descubierto, tema que nos lia sido propuesto por nuestro eminente profesor doctor 
A. Wilkens, y que liemos desarrollado bajo su inteligente y benévola dirección, por todo lo cual le esta
mos vivamente agradecidos, patrocinados por el Observatorio Astronómico de la Universidad Nacional de 
La Plata, cuyo Director, el ingeniero I). Félix Aguilar lia comprometido muchísimo nuestra gratitud 

por habernos comisionado para iniciarlo y alentado tanto para proseguirlo.
La dificultad del problema consiste en calcular las perturbaciones de Plutón debidas a la acción 

de Neptuno, cuya órbita se cruza con la de aquél, pues es fácil hallar, para cada posición de Plutón 
convenientemente próxima a su perihelio, una de Neptuno, tal que sea|a?|^>i. resultando por tanto 

divergente el desarrollo clásico de la función —no obstante ser A 2 u. a., según el cálculo del astró

nomo francés G. Fayet publicado en las Comp. llend. de París (190), páginas i/íá-iáb.
El método de Gauss debe descartarse, puesto que se está aproximadamente en el caso de órbitas que 

se corlan, de manera que, o bien su aplicación es prácticamente imposible, o lo es en extremo laboriosa, 
aparte de que, como los demás métodos numéricos que puedan utilizarse, sólo se presta para el cálculo 

de las perturbaciones seculares en la primera aproximación con respecto a las masas.

lie aquí los resultados obtenidos : en el capítulo I damos un desarrollo de — según potencias de e,

e' \r rp, formalmente igual al clásico de Laplace-Le A'errier, ampliado con el octavo orden por Boquet, 
pero con coeficientes esencialmente distintos, y cuya convergencia demostramos aun en el caso tan desfa
vorable del par de planetas mencionados; y además, la expresión general de la parte secular de la función 
perturbadora y las fórmulas para calcular, con independencia del desarrollo periódico, esto es, de las 
operaciones con las clásicas series auxiliares, los términos de cualquier orden con respecto a las excen

tricidades e inclinaciones de las órbitas.
En el capítulo II se dan las fórmulas para calcular los coeficientes y sus derivadas, primero para un 
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valor particular de la inclinación mutua de las órbitas y luego en general, tal como aparecen en el des

arrollo de la función perturbadora.
Finalmente, en el capítulo 111, recurriendo a la representación por integrales dobles (Gauss) de la 

función perturbadora y de sus derivadas, logramos establecer, mediante una conveniente aplicación de la 
teoría de aproximación por polinomios, un método para calcular perturbaciones seculares, con una apro
ximación prefijada, al menos en la primera aproximación con respecto a las masas, aplicándole en el 

capítulo IV al caso de Nepluno-PJutón.
Falta estudiar todavía las perturbaciones seculares en la segunda aproximación con respecto a las 

masas y las importantes desigualdades a largos períodos debidas a las conmensurabilidades aproxima

das de los movimientos medios de Urano n Neptuno con el de Plutón, anotadas desde hace tiempo por 
A. Wilkens en su Vota : Bemerkungen líber den transneptunischen Plañe ten Pinto, Asir. iNachr. (2/40), 

páginas 85-88.



CAPÍTULO l

2. Indiquemos con a, e, 0, ©, w, s y a', e', ()', z', , z' los elementos elípticos de los planetas P v P',
y sean r, /•' los radios vectores, v, v' las longitudes en las órbi

tas y 77i, m' las masas.

Tomemos como plano fundamental el de la eclíptica y 

sea G el nodo ascendente de P' repecto a P. Si denominamos 
con ~ y respectivamente, las longitudes de G en las órbitas de 

P y P'. y con J la inclinación mutua de dichas órbitas, resulta, 
por las fórmulas de Gauss :

sen J sen (V — 6') = sen <p sen (6 — 0') ;

y además

eos J = eos 9 eos z' -- sen o sen z' eos (f) — ()').

3- Es sabido que la parte principal R/de la función perturbadora correspondiente a la acción de P 
sobre P', se obtiene multiplicando por/. la expresión siguiente :

i
K i = — = (/•-*—f—/-'2—2/7-'eos V) -

donde \ es el ángulo formado por los radios vectores r y /“'. 

Es

eos \ — eos (¿’ — t) eos (r' — ■:') -J- sen (v — -.) sen (v' — eos .1

= eos (e — v' -{- V — — ‘2r~ sen (c — t) sen (u' — V)

donde 

y si se reemplaza el doble producto de senos del segundo miembro por diferencia de cosenos, resultará
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COS \ = V2 COS (i’ ---- l’/ -j- ---- t) --T(" COS (i’ UZ----- 7

donde v2 = i — r/2; y si hacemos 

v

la función Ri podivi escribirse así :

Ahora bien, para lodo r(, e. d., cualquiera sea la inclinación mutua de las órbitas, se tiene

si r 4= /•'; y si la diferencia r— /•' alcanza el valor cero, como ocurre en el caso de Neptuno-Plutón, la 
expresión

V eos (g -f- g')
'r=='" i — v2cos(g — g')’

donde y. — v — - y g' = v' — cuyo valor absoluto se conserva < i, no puede alcanzar el valor — i a 
menos que exista choque, e. d., que sea simultáneamente

g 4~ y.' == 2kj j
a __ 2/. _ s — o, 4~ 1 i 2» • • •

ni tampoco el valor — 1, pues para esto debería ser

g gz = 1 Ay = 4~ i,-43, ...
g — y! = 2 /w~ ) Ay = o, “4 1, ~4 2, ...

de donde resulta, por ser

u = w 4~ w

u' = w' -p <o',

g === iv 4~ c») — ~ == (Aj —4 2A>>) — = 4~ ~
2 — 2

g — o/ — — (A’i — — = 4- //•> —
2 — 2

o sea
eos iv — 4z sen (ó> — -7) 

eos w' — -4 sen (<o' — V)
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lo cual es incompatible con /• = /•', en el caso mencionado, como es fácil comprobar numéricamente con 

los datos y resultados del § iR

Podremos, pues, desarrollar Rj por la fórmula del binomio en serie absoluta y uniformemente 
convergente, obteniéndose :

1
IR = \ r- -| - r'2 — ‘irr''r eos (v — v' 4- — ')] 2

r'2 — irrf'r eos (c — v'
i . 3
-----7 ár? eos2 (v 4— v' —
2.1

"T • • •

4. Para desarrollar ahora IR en serie de Taylor, según potencias y productos de las excentricidades 

e y e', calcularemos el valor Ro de IR para e — e' = o.
Puesto que para e=e' — o resulta r — a, r' = a', v = l y v' — l', siendo l \ l' las longitudes 

medias, se tendrá :
i

Ro — [a2 -R a'2 — ’iaa'')2 eos (/ — /' 4 — t)] 2

Veremos más adelante que las expresiones

1
s — , - - s i 3 5

(na') r a,“ -- 2¿zíz'v-eos ÓJ ? s = — ? —,
2 2 2

pueden desarrollarse en series convergentes de cosenos, pudiéndose por tanto escribir :

a2

i

n3n'3 |42 R- a'2 — iaa' (i — t¡2) eos ó| 2

a'2 — '¿aa' (i — tj2) eos ú|

1 00
— - V A(,) eos ¿ú, \(0 — \(—O

2 ---oo

1 oo— ¿y

— •> u B(,) eos í’ú, B(0 = B(-o

---oo

« oo

C(,) eos ¿A, C(') = €<-'■>

.2 ---  OQ

1 OQ
— - y
— n <-> D(,) eos ¿ú,

— oo
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a4a'4 [a2-j-a'2— 2aa'(i—r(2)cos'>] £ E(,)cosí¿/,
2 ---QO

.y en general,

_1 —s 1 00
(aa'\ 2\a2~-ar~— zcia'íi—r2)cosól — - Y A* * cos ¿ú,

‘ 9 s 1—co

E0 = E(-¿)

Si reemplazamos en Ro, poniendo además, en vez de las potencias de eos (/ 4- /'— t — 4) sus expre
siones en función de los cosenos de los múltiplos del argumento, e. d.,

2 eos2 x — eos 2a -|- 1

2’- eos3 a = eos 3a 4- 3 eos a 

23 eos4 a — eos \x -|- 4 eos 2a 3

y para simplificar, a = / con lo cual

/ —Z' + t' —7 = —(/' —X) 
y

resultará
Ro = | cos z G' — A)

—- “ ’G' S B(1) cos ¿ (/' — a) cos (/' 4- A — 27')

1 3
_ 7 ’G4 Z cos í (/' — a) [cos 2 (/' -j- A---  2t') + I
2 4

4“ ~ o ’G6 S D(l) eos i (lf — a) [cos 3 (/' -[- X — 2t') 3 cos (/' -|- X — 2t')j

1 35
2 64 r‘S E0) cos z — A) ícos Z| + ó — 2'z) + 4 cos 2 U' + X — 24) + o

O sea
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eos COS 4 (/' 4~ A   2 y)

Transformando los productos de cosenos en sumas, mediante la fórmula

2 COS Z ( /' a) COS /’ (/' A  2?') — COS [(z j) l' (i j) A  2j’.'\ 

+ COS | ( i —j) /' — (1 + i) 7. + 2/’-'j

\ reemplazando, tendremos :

+ 7 v! Z E0 cos [(* + 1V' — 0 — 1 ) — 2?] 4- V IP') COS [(z---  I ) /'—(í H - i) X + :í?]l

4- ! 2 1)0 eos [ (i 4- i) /' — (z — 1 ) A -- 2T'] 4- S cos [(z - -i)i' — (z4- i) a4- ST'J i

4- -64: S G0 cos [(¿ + 2) /' — (/ — 2)Z-- zl"'.l + S G(0 COS [(z — 2)/' — (z’4-2)‘a — VJ |

+ Hr<81S E0 cos [(* 4~ 2)¿' — (z —
2) *A- -4t'J4-SE(í) COS [(/ — 2 ) /' — (Z 4- 2 ) A 4- vi 1

4- 7T- r/’ 1 Z 1 )(0 COS r(z + 3) /' — (z — 3)k-— 6-'] 4~ £ D0 eos i(z — 3)l' — (i - 3) a 4- 6?] I

4- ’g8 ! S E0 cos + 4) — G’ --4) A — 8V] 4- Z E0 cos [(*“-'!)/' — ( i 4~ 4) x -L s-']

Podemos cambiar respectivamente en la 4a, 5a, 15a, sumatoria de la expresión anterior, z en

i — i, Z —¡— i, i — i , i i , i — 2, z-|-2, i — 2, z 4~ 2, z — 3, z 3, z — Z|, z —.'i, con lo que resultará

^r/V|¿0 cosz’(/'-a)4-...
1 2 O

+ 7 V 1 y li"~" eos | 77' — (/■ — 2)7. — 2t'] + V B" +11 cos [</' — (/+ 2) 7. + 2-'] (
4

+ 4i)6¡SD<¡-»cos[¡7' —(¿ —2)X —27'1 v Di' + Iieosl,/' — );'- 2)7. ¿-.>7'1 |

+ -4/ i y C<‘-2> eos [</' — (i — 4) 7. — ] + V (:<■+2>) cos [il' — (i -j- \) 7. + 'r'] |
1 i o

35
644-
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4- Jí- ! V |)<«-3) cos [//' — — 6) a — Gt'J - D(‘ + 3) eos [il' —(i 4-6) a — 6-'] ¡
‘ 3a

+ 4U8! SE(i-4» eos [«' — (i—8) A — 8?] + 2 E0+*cos + 8)X + 8< j +...

Y si ahora cambiamos i en —i en las sumas 5a, ya, ga, na, i3a, i5a y observamos que

R(-i4-D _ B<‘ —i); D(-‘ + D — C<-‘ + 2> = E(-‘ + 2) = E<‘—2>; D<-‘ + 3) — ]_)(< —

cos [— il' — (— i + 2) X 4~ 2'Z] = COS [il' — (i--- 2) A — 2?'] ; ...,

tendremos
o *■

r0 = - y V'> eos / (/' — a) 4- 0 ‘4 S c(í) cos i (r — 74 4- r(8 v e(í) cos i U' — 74 4~ • • •
2 O 120

7¡-v B<i-D COS [</' —(,í---- 2) A----  2?]

¿2ToyD<- ’>cos[í7'- 
IG L

— (í----  2 ) A----  2~']

£ C(l’-2> cos [/? —
0

(i — 4) a — 40

0 r
~r/7E"-->cos[(7'-
.52

-(/• —4) A —4-4

3) cosr,7<_
ib

-(i — G) A — Gt'J

_1.^8 VEO-4) cos[,?

120
_(i —8)X —8t'

o todavía
Ro = SM(,) cosí (/' — a)

4- S N(í) COS [l (/'---  a) 4“ 2 A--- 2?']

4- £ P(C eos | i (/' — a) 4" -Va — 4<|

4- y Q<*> cos [¿ (/' — a) 4- G7. — 6y| 

— £ R(,) cos [i (/' — a) -- 8a — 8t'J 

4~ • ••,
o más simplemente

Ro = £ K<‘>A) eos \il' — h\ — (i — /¿) ■/],

en cuyas expresiones hemos puesto para abreviar

M® = 1 Ao> + ? ,«C<» -i- 4Í í’E® +...
2 O 120
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N<« = »•!)«-<> 4....
2 LÓ

Q O
p(<) __ L '.(JO-2) _L _ .,8F(í-2) _|_

S ' ^32 ' 1 "■

R<> =

Q(0=2_.fi6J)(í-3) J_ _

KM) = M(') para h — i

= Nf) //, = /— 2

— P<‘)

= (')<-)

= R«)

h = i — z|

h = i — 6

li = i — S ...

5. Para obtener ahora IR basta reemplazar en Ro las magnitudes a, a', Z = / — - y respec
tivamente por a ( i -j- x), a' (i -R x'), r -|- y y l' y'.

Para que esta substitución no altere la convergencia de la serie final de Ro, debemos demostrar que 
las expresiones

[/•2 I rr>---  2r/.f / j ----- 2\ cos xj ? x __ £? 2,
1/1 2 2 2

son desarrollares en series convergentes de Fourier, aun cuando no sea constantemente r< r', puesto 

que para obtener dicha serie de Ro hemos supuesto desarrolladas en 

las expresiones

series convergentes del mismo tipo

•» - 
o .)

2 2

Se tiene

y poniendo con Le Verrier (Anuales de l'Obs. de París, t. I. pág. 3gg),

— 2 COS -i

1
2?

— s

de donde

resulta
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Ambas raíces son positivas y si ° una la que corresponde al signo menos, es siempre menor

que la unidad.
Si se loma la raíz menor, se licué

r2)cos'b] s = ————-------— (i —a‘J — 2a eos 0)
' ,J rV's(i—7¡2)sV 1

v el segundo miembro se puede desarrollar en serie de Fourier de cosenos, convergente, por ser o<a< i, 

ido . ,
para x = —? —? —? •••? v cualesquiera (pie sean r y r .

12 2
La serie que obtendremos para Rj efectuando el reemplazo indicado, expresada por medio de los 

coeficientes o de los Al(1), A(,), P(,), ..., es formalmente igual a la de Le Verrier ampliada con el 
octavo orden por Boquet; pero dichos coeficientes M(l), N(<), ..., tienen expresiones esencialmente dis

tintas.
Recordemos (pie si se pone

xP-^ eos //y = V eos n'l
n=-()

oo

(— 1)’a
óc'í eos i y'

(i 4-íe')p + 1 7 cos /¿7

x"i sen ¿y' oo
= V S , • sen /fu' 

n'=l

74, h, p, q h, p,q

c
*

%= c*

U',l,p,q

donde y e y' son las ecuaciones del centro y y Z' las anomalías medias, resulta

y 0C 90
iii = 7 i y

I i——oc p = 0
¡,p. q eos [(Z —|— a') /' — (A — a ) a — agí — a'ó' — (í — /() y]

~ C0S [(*---- ) Z' ----  (A + A) A 11M -L A'w' ----  (¿ ----  A) V]

I -/4, h,p, q^i,’,¡,p, 7 eos [(/ — a') /' — (h ----  //) A----  AG) 4“ — (i ---- /i) y]

#
~7 h, p, g^n', i,p, q COS I ( / 7 ” A ) l (/i A ) A----A(0 ------ fl ü/ ----  ( / ----  /í ) T 4

donde
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__ up ^K(Í’A> 
p p! 2aP

G) —— (<} ~V---  ~

y h debe Lomar los valores i, i— 2, i— i— 6, ...
Para hallar ahora la parte secular — [RJ— de Rt, e. d., los términos de Rt independientes de las 

longitudes medias l y /', haremos sucesivamente eu la fórmula anterior, h — i, i — 2, i — á, ... ; busca

remos para cada li los valores de // y n' que igualan los coeficientes de /' y a y eu el término correspon

diente
COS [3 (¿’) (/'--- X) + /?0) + fócó----  2/1'7]

daremos a i el valor deducido de la ecuación 3(7) = o.
Si observamos que para h—i—2/.', // —o, 1, 2,..., el argumento del coseno de la primera línea 

de términos que componen Rj es

(¿ zz) Z' — (i — n' — 2Á‘) 7. — um — n'ó)' — zk-.' 

y que la igualdad
i /i' = i — (n 2//)

exige que sea k — n — n' — o, la suma parcial que corresponde a dicha línea no dará más términos secu

lares que éstos :
*"X _

2o, 0,/9, 7'0,0,/), 7

El argumento del coseno de la segunda línea es

(i — n') /' — (i n — 2//) 7. -]- /no /¿'o/ — 2/<•■:'

y por consiguiente será i — n' = i // — 2 ó, si // = 2/.' — //'.
Si damos a i el valor //', de donde h = n'—2/1, obtendremos los siguientes términos seculares 

correspondientes a la suma parcial de dicha segunda línea :

^,7 eos [(2 k— n') G) +

Análogamente resulta para la tercera, con el argumento

(i — n')l'— (i — n— 2//) 7. — hú) -|- n'¿7 — 2k~' n — n'— 2 A-, i = //' y h — n’—2/.-,

obteniéndose por tanto,

Finalmente, de la suma parcial correspondiente a la cuarta línea resultan los siguientes términos 

seculares :
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p

por ser el argumento del coseno

luego
/ = — n' /¿ — — n' — ik.\

Ahora bien, se tiene

//. > o

i > o;

pues recordando que

resulta

Sustituyendo y agrupando se tendrá

(0,0)
KP

■ - (— — n' — 2k) T- («' + 2k, »’)KP = RP

p
V

7 = 0

+ •••>

Si ponemos

se tendrá

2k
V
¿J 

n'=0

oo

V kJ
•=o

y '
<-* )

i'=0

oc

V

OC 
y ó

oo

V

P=o

s
o, o

^(0,0)c(p)

p

S'"
0, 2k eos

" > P> 7 Ik COS [ ( 2 At ' 4o

I

1 , n',p, q J-

*

p

oci_l y y y —2*)q(p) 
/.o L i *Vp
I A=0 m' = 0 f p=0
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y
u

*=0
pió /’ k COS [ ( 2 /¿') (.)-----//'ó)' —

y sumando con respecto a /.• e introduciendo los codicíenles M("\. tendremos finalmente:

* (p)Ahora bien, las cantidades m n f. y 5 que aparecen en las S del desarrollo anterior, son 
’ ’' ’ ‘ d n,n, p, q 1 1 m, n

diferencias de coeficientes de series de Fourier y pueden, por tanto, expresarse de la siguiente manera :

(eos my eos ni! — sen my sen m'C} d'
o 

P

xf(i
(i + <r'X+1

(eos ny' eos //' sen zzy'sen n'l'pp,'

-------- cos m^ity
(i 4- ¿c')p +

donde y es la ecuación del centro y por definición iu = y-\-'l la anomalía verdadera de P, y análoga

mente w' — y' -- la de P'.
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Se tendrá pues, haciendo

Recordando que

Mp)
m, n

\xP~yjc"! eos mw eos nw'

i

A o, o — i ; ^m,0 ---- -’^O, n ---- ~ j

r
a

P
-|- e eos wa'

P'
i -f- e' eos w'

\ que las derivadas de ir y ir' con respecto a Z y Z' son funciones conocidas de r y /*', respectivamente, en 
virtud del principio de las áreas ; esto es

tendremos

donde

Cél
El cálculo de estas integrales no ofrece dificultad, resultando como puede verse en Tisserand (Mée. 
t. I, pág. 2á3 y 258) :

1/71, p --  <J ---- ( 3 9,

n,p — 2 2 ’ p + y
n oc

u = 0

e'
2

2u

2

A continuación escribiremos el desarrollo de [ Ri] considerando solamente los términos de orden 

menor o igual al octavo con respecto a y = -,y'
2

cienteb M \ 1 ’b .como conviene para los casos en que rt no es muy pequeño (Le \ errier):

e'
- yn2 v t dejándolo expresado por medio de los coefi-
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donde

|li,| = M"”S"” 4-M<0)S(I) 4-...4- M(0>S<8’ 
L 1 0,0 1 1 0,0 1 1 8 0,0

1

2

1

2

I

I
+ 4

i

4

I

4

T
1

2

COS ( 2(0----  2(o)

+ i

4

1

2

i

W*
8 0,2

COS ( z|(o'----  4(0 )

V->S(0) 4-
2,0 1

N<2)S(1> 4-
1. 2,0 1

.. 4-N(2)S(8’l
1 8 2,0]

\<|>S(U) +
1,1 1

N(,)S°’ +•
1 1,1 1

.. + \u’swl
1 8 1,1]

H+ M(3)s(1) +•
1 3,3 1

.. j_m'3’sw 1
1 8 3,3]

+ N(s)S(,) + ..
1 1,3 1 . + n®s<8) ]1 8 1,3]

ÍN(3)S(0) 4-
3,1 1 n(3)s(,) +1 3,1 1

4- N(3)S(8) 1
1 ' 8 3,1]

ÍM<4>S(0) 4-
L 4,4 1

MWS*" +•
1 4,4 1

..+mws(8,|
1 ’ 8 4,4]

ÍNWS<0) 4-
2,4 1 n<4,s(1> + „1 2,4 1

. + nws(6) ]1 8 2,4]

ÍN<4>S<0> 4-N(4)S(1) + ..
4,2 1 1 4,2 1

. + n(4’sw I
1 ' 8 4,2]

[p(4)S(0) 4-P(4)S(1) -J-
0,4 1 1 0,4 ‘

. + PWSM1
1 8 0,4]

1 p(i>s(0) 4-
L 0,4 1

p(4)S(1) 4-
1 0,4 1

p(4)s<8)|
1 8 0,4j

|p(4)S(ü) 4-
| 4,0 1

P(4)S(l) 4
1 4,0 ‘

. + P(4,s‘81 1 <
1 8 4,0]

p(3)S(0)
3, 1

P(3)S(l) 4-
1 3,1 1

4- P,3)S|8) I .
1 8 3,1 ¡

[p(2)S(ü) 4-
2 2

p(3)g(l)
1 k 2,2

. p'V’ I.
1 8 2,2]

|XDS'Ü'
1,3

COS (2(0----  2t')

cos (3¿o — 3o>)

COS ((0 3(o'----
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0.0

s"’ = ay2 4- ay'2 + 4y2y'2 + 6-/4 -- aoy'6 + 1ay2-//4 + ;oy/8

S(2) — 2y2 -- 2y2 — 28y2y'2 + l8y/4 + 156y2/4 + IOOy'6 760/7/ 4“ /¡go/8

S, ;’o = 67/ + '1S-/--/'-’ + 18/4 + 72Z4x'2 + 576X2/4 + 200/6 4- 54oy4y'4 + '|32o/2/6 + 1/170/8 

S*4'o = 6y4 + 2 V/2/2 + 6/4 + 31274y'2 + 91 27J7/4 4- 2007/ 4- 414o/4/4 4- 1160072/6 4- 245o/8 

S^o = 2076 4" '12074/2 4- 6607J7'4 4" iooy,G 4- 6ooyGy'2 4- 11 yoo/4/'4 4- 1 7oooX2z'6 4~ 24507/

= 20y6 4“ í^oy4/'2 4~ ’^Oy-'y'4 4" 2Oy'G 4" 2 2 Soy///2 l566oy4y'4 4~ l4o4oy2y'6 4“ M7O7/8

So,o = 7°'/? "i- aSooy6/2 4- 1008074/4 4- 616o/2/8 4- /4907/8 (*)

(*) Correcciones al desarrollo de M. F. Boquet : 
Página B. 70, en vez de

x' * COS lVf r-

--------— = 4- 56ox'8 4" 2 (35x'7) eos 4~ 2 (448z'8) eos 27 4~ 2 Í2ix'7)cos 3í' 4~ 2 (224z/8) eos 4?'
11 +x) ’ ' ’ ’ ‘ '

4- 2 (7xz7) eos 5í' 4” 2 (64z'8) eos 6í' 4~ 2Zz7 eos 7*' 4~ 2 (8z’8? eos 8í'
debe leerse

x'7 eos ¡y'
----- ——--- 7^ = 49o/'8 4" 2 i35x'7) COS í' + 2 (/¡20/8) eos 2»/ 4~ 2 (2 l/'7) COS 3í' 2 (232z'8) COS

+ 2 (7Xl7) COS 5í' + 2 (92X'8) COS 6í' + 2x'7 eos 7*' 2 ( I 5z'8> COS 8í'

E11 consecuencia, las fórmulas 109, 166, 186, 209 y 228, deben corregirse de la siguiente manera :

280 k4\ léase 245 k/;Pág. B. 32, renglón 4o : en vez de

Pág. B. 34, renglón 70 : en vez de ...4- 7(896 4- 56i) h/ léase

Pág. B. 4o, renglón último : en vez de léase - (5o4 4- 56t) k/;

Pág. B. 49, renglón último : en vez de

Pág. B. 58, renglón / - I w <') (io 4" 2t) *v- ;

Pág. B. 36, fórmula (173), en vez de - (35oo 4- i4oí) —
2

Pág. B. 68, en vez de
eos ij'

1) — 2 J (*870 4- 522? — 72?) z'B •’ 6 ¡ eos 4- ... debe leerse

( 1 4~ 2?')*

1 01 tanto lian de corregirse las fórmulas 172 v 200 de la siguiente manera :

Pág. B. 36 y B. '46, renglones 70 y 24° respectivamente ; en vez del paréntesis

1 18'0 I 2 1 / 4~ 5321- 4" 67i3 — 72? — 16?) debe leerse (— 1370 — 121 í 4~ 532í’ 4~ 67? — 72i1 — 16?)
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S^'O = 7o/8 11 a o y 6/2 aóaoy4-/'4 11 ao-/2-/’ + 70/

S^ = 8xx'(i-+x'a i-a-/.'4 + .V/»)

SM = - 8Z7.' (1 + 7.'- + 2z'* + r,7.'6)

s^i= —8ZZ'Ú + 2Z2 +- "z'2^- 12z2z'2 + 58Z.'4 + 6oZ

,/8

s(3)
1,1

s«>
1,1

l’ág. B. 35, fórmula 170, renglones 4° y : en vez del paréntesis

(1 + 9^ + i5/P + /? — 4o/t* — 16/P) debe leerse (1 -f- 9/1 -j- i5/i2 — /i3 — 4o/i* -j- 16Ú5)

Pág. B. 69, en vez de

eos ¿y'
------ - — D 4~ (4200 — 61 i? 4- i6?)z'® 4~ 2 J (17620 — 1987? — 16?) z'6 : 4 < COS 2? 4~ 
(1 4- x )

debe leerse

eos iy'
-———-— = I) 4- (4200 — 6iii2 4" i6?)z'6 4- 2 > 116520 — 1087? — 16? 1 z'? : 4 • eos 2:' 4* 
(1 4~ x)

Por consiguiente, las fórmulas 165 y 190 debe corregirse así :

Págs. B. 33 y B. renglones 23° y 26° respectivamente : en vez del paréntesis

(17620 338ai — — 520? — i6?‘) debe leerse ( 16620 3382? — 19870- — 52OÍ3 — 16?)

Pág. B. 67 : en vez de
sen iy1

——77 = D — 2 (9380? 4~ 189? — 592?") z'6 : 48 | sen 2;' —

sen iy*
--------— = 1) — 2 ! (— 700? 4~ 13g?3 — 692?) z'" : 48 I sen 2^' — ... 

(1 4- x')3

debe leerse

Es pues necesario corregir las fórmulas 165 y 196 aún más, de la manera siguiente :
Págs. B. 33 y B. 44, renglones 17o y 20o respectivamente, en vez del paréntesis

(6768 — 9380? — 4132¿’2 — ...) debo leerse (6768 4~ 700?' ~ 4i32¿-— ...)

Finalmente, las fórmulas i84, 2 13 y 232 deben corregirse así :
Págs. B. 4o, B. 5i y B. 60, renglones 8o, 21o y 11o respectivamente : en vez del paréntesis

(1262 4~ 434i 4- 20-4? 4~ 8?) corresponde escribir (1282 4~ 868? 4~ 2o4? 4" 16?)

=... + ! 2 (IM 4- 8?)z'* ■ 3 i sen i;’.
(1 4- x') ‘

pues la fórmula

(pie figura cu el lomo I de los Anuales de L Obs de París, pág. 352, debe corregirse así :

_ | ( 43/| Z + 8i8) Z'1 : 3 | sen
(i + x'/

Pág. B. 43, fórmula 192, renglón 13°, en vez del paréntesis

(93 — 4i6?— 741P — 344? 4~ 48?) léase (98— 416?— 7'11?— 344?— 48?)
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s(5)
1.1

s’6)°1,1

s(7)
1.1 

s(8)
1,1

s,w
9 9

= — 8XX' (3oX4 4- 9°X2X'2 4" 3°X'4 4- !ooXg 4“ 32 iox4X'2

2X'4 + 32()5x'6)

~62ox2X'4 4~ 23o5x'6)

- 8xx'(*4-'»X6 + 2/3ox4X'2 4- 3<)9ox2X'4 4~ <V>X'6)

S(1)
9 2

n

s(2)

9 9

/24" 9gX2X'2+ io35x'4)

'iX2X'2 (Boy2 + Box'2 - - 793X4 4~ 68oox2x'2 4~ 52o5x'4)

s<;’
9 9

'iX2X'2 (loooy/ --- 4 48oy2x'2 23ioy/4)

S(8)
9 9

= 2 y/2 (iooy4 4- 36o/2x'2 + 65y/4)
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s,4>
2. 0

s'61
2,0

2X2 O5X4 + 1 2OX2X'2 + 9°X'4)

s""
3,3

s(,)
3, 3

s'2’
1,3

(3)
S3,3 ÍX3X'3 s'”

1,3

s(4)
3,3

'iX;’X'3

s(5)
3,3

= — 4x3X'3

íx3x'3

s(7)
3,3

= — Vx3x'3 (9 lüX2 + i33ox'2)

sw
3,3

s,0>
3,1

^(0)
"'4,4 = 2OX4XZ4

s">
3, 1

s'1’
4,4 ---  2OX4X'4

s'2’
3, 1 — lx3x'(i(j —6xM ' i6x'2) s'2’

4,4 2°x4X'4

s(3’
3,1

s'3’
4,4 — 2ox4X'4

'"X'X'1

s,5)
4,4

820X X'4

158ox4X'4

i 1 2oxx4X'4

S(s>
4,4

= ’Z 1;

s® «lax’x'4; sw
4,2 = w/x'2; s"”

0, 4

s" =-!2x2x'4; s"’
4,2 - w/x'2; s"’

0,4

sZ=i-!X2X'4; s<2)
4,2 = 2ox4x'2 ; sw

0, 4

2X'4;

S = 207 1 
4,0 A
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= 2X4

s24 = — lax-x'4; Q(3)
4,2 = 26ox4x'2 ; s<3> =_2X'4;0,4 A ’ s,3)

4,0

s™ = i 2x2x'4 ; s(4).
4,2 = 4i2X4x'2 ; S(4) — 2'/'4 ;

0, 4 A ’
S(°)

4,0

S™ = iooy.-’x'4; s(5)
4, 2 = 2 6ox4x'2 ;

C=6°x2x'4 ' sw
4,2 = 6ox4X'2 ’

— I0X4

' <



CAPÍTULO II

6. Primeramente nos ocuparemos del cálculo de los coeficientes A(,), B"\ C y de sus derivadas
sucesivas respecto a a, las cpie aparecen en el desarrollo de la función perturbadora expresada algorítmi
camente así :

. (í) ..(i) 2>/'B<;>
p p ! ctaf ’ p p\ 2aP ’ 1

para un valor particular r(0 de para poder expresar luego dichos coeficientes y sus derivadas sucesivas 
en función de r¡ y de los valores particulares calculados.

Si se pone a = —,

1 00 .
- £ P(í) eos i ú = [ i a2 — 2 a (i — r(02) eos ú]
2 -- oc s

resulta de la igualdad

En las tablas de Brown-Brouwer, está explicado cómo 

de los fBJ0 de Laplace : basta escribir

se pueden calcular los coeficientes E(,) en función 
s

[ 1 -I- x 2 — 2a (i — r,„-) eos 4] • = —-------—
(1 ---- f(o )

y poner- 

de donde se deduce ai = ai (a, t;o), haciendo por ejemplo, a = tg 3o V ai = tg 3i ) despejando 3i de la 

ecuación que se obtiene al substituir, o sea

(i — r(02) sen 2 3o = sen 231,
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con lo que resulta

- - a- — 2a (i — 7¡o‘") COS '¿j s = X] - ---- 2 7.1 COS ú) s

i 3 *) 
tendremos las siguientes expresiones para el cálculo de I

tanto de A(,) (r|0), O> (v¡0), ...

Si damos a s los valores (0 , y
s

por

(<) i z- (<)
= 6"> = - 1/- ígl (*1)

I I — r,o-T 2 2

('■)

Derivando sucesivamente la fórmula (1) se halla

a'
2a

1
S----- (!)•> IV 1

7. ~ 1
s

a'+srfrw

I da
(2)'

a' 3’ s

X

1
2 pP1)

s

5

da2
(3)

2a*
1 o

2 a

1 , (ó
?/r

s
“d?

1
2

1 as + *
tí)

lodo >(■ 1 educe pues a calcular las derivadas sucesivas respecto a a de los coeiicientes T * (a; 7¡o), lo 

t nal puede haca ise usando el mismo método adoptado por Tisserand para el cálculo de las derivadas de 
los coeficientes de Laplace.

Si en la expresión
1 °° (’j
- £ r eos i'b = 11 - r a2 — 2a (1—r(o2) eos ¿d~s

se pone : — — ]?? o sea
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2
, r

eos 'li == z ---- y
zl 4- z 

cos Pj —
— i
—?

2

resulla

V r,;i? =
s

— s

— oo

Derivando respecto a z :

1 V ¿T(<
Zj 1

9 —oo

■é)

s ' 2
/yl

2

oc

V
— oo

v por comparación de coeficientes :

Pero también se puede escribir dicha derivada asi

- y

q s
— oe

1 9i + a- -— 2 ( I ---- r,o2)
= - xz ( 1 — 7¡o2) í'

de donde
p(«) i + a2 / — 1 r(¡ —1) / + s— 2 r(«-:

2 (I — 7¡02) / ---  X s / ----  X s

y cambiando x en s —|— i e i en i -j- i resulta

r<- + D 1
9 a ' 1 ,(í) Í--S

•’+l ¡---- X s + ! ’1 s + 1 “ a (i —-r,o2) í

Introduciendo este valor en la ( \), y simplificando se tiene

(B)

y cambiando i en i i :

Substituyendo en (B) los valores de Pf '*
J ' s +1

po)
«4-1

y cambiando i en — i — i resulta

p(« + D
« + 1

•< + i
i — s

(C)

(D)

y T* 11 obtenidos respectivamente de (C) y (D), se deduce

27 (i — T(U-) (í
i \ i) 

x i H 
z s (E)
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V

SI

Y

Derivando la expresión (5) con respecto a a se obtiene

/i d*)i ~ di j
v __ ________

2-oc da 2

comparando los coeficientes resulta

dr0)
s

da
s r a-»

L s-t-1

''¡o

1 »+l 1

abora se reemplaza en esta expresión el valor de F* obteniendo de la ( \) y luego los valores de I 

r' b por los de las fórmulas (E) v (E) se tendrá
s+l 1

2

i — r(o"

! (Ó

s+1

dr(0
s

9 \

9

(II)

Cambiando en la fórmula (G) i en i — 2, se obtiene

dr"-21
s

“7ZT"

v por substracción \ aplicación de la relación (A) resulta

7.

dr"
s

da

dr"-2)]
5

~da~
,G-2)
s

/ -----  L „(í —1) <ri(í)
-----—ó a. I — d

s (¿-2)r 2t

Derivando sucesivamente respecto a a se tendrá

7.
da2 da2

(/
dr®

dr1'
s 

7.------- r

a s

da3

d3r
s

~d7

d2I'(i~2)
o-n—

na-

2
-------— I )
- V¡ü“

dr',_'f

~~dT~
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s s

dap dxp

r'-2’ dp-]l'(i) 2

1
2ZZ • -

2

s
dxp~l

-—-—-(i — i)
i —r)0“

+ (/’-

Mediante osla fórmula de recurrencia se obtendrán, haciendo para cada valor de s, p = 2, i = 2, 3, á, 
p —3, ¿ = 2, 3, /|, todas las derivadas sucesivas de F** suponiendo calculadas previamente

las —r— y las derivadas sucesivas de F( v 1 ; y éstas se calculan del siguiente modo,
da '

I)e la expresión (II) se obtiene, haciendo s = - e i — o, z = — 1 :

db^
/'-f- = + hb^

(la

dh^ 
u —¡— — ?7/°> -I- wl/V

da
donde

J'=\ — 2a2 [2 -(i — rí02)2 — 1 ] + a4

= a [2 (1 — Tjo2)2 — 1 ] — a3

h = ( 1 — 7¡o2) (a2 — 1)

u — a — 2 7? [ 2 (1 — r,o2 )2 — i ] + ?.5

v = (i — 7¡o2)(a —a3)

w = (1 — ]rl()- + 27¡o4) 7.-’ — 1

d-b^ 
y derivando sucesivamente se calculan ——?

r/2¿/n <pb^ (Pb^
da2 ? dxd ? djp

De las expresiones (E) y (F) se deduce

i

2
I i(í + ni 

s-+i ]
s

1

2 •>

y haciendo s = - e i — o, resulta
2

(1)

1
2U . —
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donde 
u = (i — a)- 2ar(o-

= (i -j- x)2 — 2arj02-

. . <7c(°) dc^ d-c^ d2c™
Derivando sucesivamente se calculan —7—’ —r’ > ., ? —rv’

(12 y.d a 2- (12-

Análogamente resulta, haciendo s=- e i = o :
c 2

2/,. 1 (>«>>_!_ C(I>) = 3f<oi C<1)

2
donde

h = 3 [(1 — a)2 -|- 2ar(o2] 

A’ = 3 [(1 -j- a)2 — 2x/5o2]>

obteniéndose para las derivadas sucesivas las fórmulas :

« 2

2/i —e*1*)
« 2

de(]) „ dc(0) dc^
dy dy ~ 0 dy. dy.

I d2e^ ,/2eW- <Pd'» - \h 1
« 2

de^
2 [ dy2 dy2 3 dy2 H dy2

dy. dy.

1 d2e(l}) dW d2,^ d‘c™ A/> 1 de^ de™'
2 dy.2 dy2 1 </z2 dy2 1'* a 2 dy. dy.

7. Teniendo ya las fórmulas para el cálculo de X(í)(tjo)» Bu)(/¡o), v en general de A(°(ir¡o)

y de sus derivadas sucesivas respecto a a, nos proponemos expresar A(,)(t¡), B(<)(r(). •••, A* *, en

función de r( y de V'^oh B^r.o), O(r(U), ..., A^0), A^ 4^). ...

Se tiene

(un')1 21 — 2nnz [ 1 — r(02 — (r/2 — eos l~s

(aaf)s~2 [a2 a'2 — 2aa' (1 — r(02) cos ó + ana' (r¡2 — r¡02) eos ó]~s
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— (aa')s “a pii 2 -p a'2 — wia' (i — r(02) eos 6

i . 3 .
En particular, para s = - e / = o, r, ...; s = - e i — o, i, resulta

Ahora bien, es

•¿aa' (r~ — r¡o2) cos ú
a2 rt'2 — (i — r|02) cos 6

iaar (r2— r¡o2)cosú I 2aa' [c2— r(02 | 
a2 Jr a'2 — 2aa' (i — r(02) eos -5 | ~ (« — a')2 ~p 2flfl'7¡o2 < ■> .’ 

'Co

y puesto que la variación de r~ = sen2 - es en general muy pequeña, se puede desarrollar el último miem

bro de aquella expresión en serie rápidamente convergente, obteniéndose

1 00_ V
2 — o®

cos el) = (aa'y--¿ j pi24

zsaa' (r2 — t,(}2) pí2 a '2 — zaa' (i — rí02) eos ó]~(s + ’> cos 6 ~p

+ (^ —^COS’i—... j

o sea

1 °°
- y
2 —o©

AW
s

(•p cos zú = (aa')s~2 — s

/? zaa' (i — t¡o2) eos ó] ~ (í +]) cos ó -p

o todavía
o©

V

— o©

A0
s

(0 zx (i)(rt) cos 4 = A/ (t¡o)cos4— 2S
— o©

(*C2 — “Co2) S A0’ (tjo) eos 4 cos ó
s -f- 1

-----O©

2 !

o©

V4-J
— o©

A<° (rto) cos 4 — s (r2 — rjo2) S
— o© 

o©

V

— o©

y por comparación de coeficientes se deduce que

3
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A(0) (tj) = A(0) (v¡o) — B(1)(*¡0) (Y — ri02) + j (r¡o) + G(i) (vjo)] ('<}' '/¡o')" ,

AO) (rj) = A(1) (t¡o) — | [B<0) Ojo) + B(2) (r<0)] «2 — v¡o2) J-| [30* (r<0) + C<3) (*Go)J «2 — r/)2 — • • •;

B<°> (rj = B<°) (tjo) - 3CW (7¡o) 0¡2 - Y¡02) + y [D(0) (ijo) + D(2) (r,o)] (r2 -

B(1) 0¡) = B(1) (r(o) — - [G(0) (vjo) + G(2) (vjo)] (y — r(o2) + y [3DW (/¡o) 4“ B>(3) (^o)J ('C — ‘'Jo2)2 — • • • i

• • • >

Se ve que no hav dificultad en expresar también, derivando las series anteriores, las cantidades 

A(° (t¡), B<0 (t¡), C(i' (r/), en función de rt y de A(0 4o), B(0 (rj0), C(0 (r(0), ...
p x ' p x o p P P

8. Para obtener las perturbaciones seculares de Pintón debidas a las acciones de Neptuno, l rano, 
Saturno v Júpiter, consideraremos aisladamente la acción de cada uno de estos planetas sobre Pintón; y 
lograremos dichas perturbaciones seculares, en la primera aproximación con respecto a las masas, si 
integramos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales simultáneas, en el cual ú y y están definidos 
por las expresiones e — sen ó y e'= sen y, dando en los segundos miembros a las incógnitas valores 
constantes correspondientes a una época determinada :

dc)__ nidia sen (- — 0)
3[R,J '"'««‘g-sene-ft)

3[Ri]
di ~ (i J- /n) sen s eos ú sin .1 (j -j- m) sen r eosú ?(.)

m'na eos (t -
. i

.1
-Ojeos-

2 ? RJ
' 2 (i -L ni) sen c eos ó ?r¡

de ni'na ^[Ri]
dl~ ( i — ni) tg ó ?(o

dio m'na ? [Ri] ( c dO
tg - sen o -7- 
r 2 ‘ didt~( i — m) tg ó

ds m'na eos (t — 0)
í[Ri] nl'™tg¿co8(T-0) J[R¡]

dt ~ (i m) eos ú sen .1 cb' (i ni) eos ó

J
m'na eos - sen (7 — 0)

2 5[R1]
2(1 ■ - - ni) eos

ch im'nad d[Rj]
dt i m "da,

nina ó ? Bd , c do
------ — eos -i tg - • —-------- tg - sen s -r- 
t -y ni 1 r 2 ?e------- ° 2 ‘ dt
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de' mn'a' sen (-' — 0')
d/ (i -4 m') sen y eos y sen J

de' mn'a' c> ¡ Ri]
dt ~

mn'a' tg-sen (?'— 0')
_______" _______ e L1' i'
(i m') sen z’ eos y ?<7/

,1
mn'a' eos (7'— 6') eos- _

________________________ 2 . ^[R1]
2 (i —{— ,n') sen z' eos y ?r(

d<o' mn'a' [R¡] j
dt (i tg y r 2

de mn'a'eos — 0') 
dt (i - m') eos y sen .1

mn'a'tg-cosí-'— 6') xril
' 2_____________ yRi

(i -}- ni') eos <y ?(7>'

mn'a' eos — sen — 0')
2

2 (i + m') eos y

dz' 
dt

‘¿mn'a'i
I 4- 7/f'

ma'n' e
eos ó' I g — 

i 4~m ’ "2
,de'

• dz‘

9- Debemos calcular previamente las derivadas de [Rj] con respecto a m' e', r¡ y a'; las restantes, 

pueden calcularse análogamente.
Podemos escribir, de acuerdo a lo desarrollado en 5,

donde
^[Bj^JW’Vcos I)

D = k'id -|- /<•(.» -\- +jV,

y A es una combinación lineal con coeficientes numéricos de la función A \r) v de sus derivadas con 

respecto a u, admitiendo por consiguiente un desarrollo convergente según potencias de (v¡-— r/-), e. d.

— (’Go) 4~ v ('6o) 4o — ^o~) 4“ Cgo) (v — + • • •

Resulta pues, derivando con respecto a m, e' \ t¡,

«' 4“ = — I j’ [« é'io) + >> (r,ü) !<-’ - r,os) + ...] sen I >
c~.

= + ) + •..] eV«V sen D
c’(.)
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= V II' [„ (r ) + , (-¿- ,/) + ...] e”e’>‘‘-'r> cos 1)

(I, sj 111] = V ¡ F((+ 2í¡?l, + [Fe („) + Irfw (r,„)] — r,o2) + . ■ • ] eV?-1 cos D

A finalmente, derivando con respecto a a' la expresión

se deduce

o'^^W^ifcosD

Pero por ser a'X *' (tjo) y sus derivadas, funciones homogéneas de grado cero de a y ci', como se ve 

en seguida mediante las fórmulas (i), (2), cuyos segundos miembros resultan no depender sino de 

a = —también lo es N ; y por tanto se tiene

a 2a' ~ a 2a

Lueizoc

a'2 = _J e»ew v cos d
\ /

SN 
y a — se calcula derivando la (6), multiplicando por a y observando que

S an
1 2a n ! 2an

El resultado es que

, a a ~ = A (,)d' —■ 
2a 1



CAPÍTULO III

10. En los párrafos 3-6 hemos visto que la función

1E == 4- = p’* 4~ /*'* — 2/7*' [v* eos (w i
- w' -(-O) — ó)') + r(’ eos (w 4- — W 4" á/--- 2t')] ¡ ~ 2

es desarrollable en serie de Eouricr, convergente aun en el caso de los planetas Aeptuno y Pintón, según 
los múltiplos de las longitudes medias l y I', o lo que es lo mismo, de las anomalías medias ~ = Z — w 

y — l' — g)', es decir
Ri = ^ = S A i.j eos (i: je' 4- q)

y por consiguiente la parte secular de Rj estará dada por la expresión

o, si tomamos como variables de integración las anomalías verdaderas, por la siguiente

Si ' es uno de los elementos a, a', w, á/,

2
dwdw'

y si se trata de e' (o, análogamente, de e), resulta

Ahora bien, si ponemos

eos \ = s = v* cos (ye — ii'' —4 <•) — o/) — - cos (w ~4 ~H — 27 '

y recordamos «pie
?/■' _ /•'

a'
— COS ÍC' - 2 c*' 
a'
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resulta

— A

— A — ----  /7’z-----
?(7>' í)(o'

— A — = rr'—
2-'

— A —

/

?A

— A = -^ (/■' — /•«)

9

A3

'/•'
— eos 
a'

i

Z3 a'

v análogas expresiones para las derivadas respecto 
Si ponemos

a g), a,

sen a eos a'

('/' — r/2) eos x eos y.'

(v2 — r/2) eos t. sen a' 

- (v2 — r/2) sen a eos x' 

('r — r(2) sen a sen a'
es fácil ver que resulta

s = sen w (A sen w' + B eos w') -j- eos w (C sen w' D eos w')

Se ve pues que se obtendrá, reemplazando,

’■ 1

i i ts -<7 (w> w') dwdw'
lo lo A3

donde ahora es 5 un 
nos de la forma

elemento cualquiera, y la función w') está constituida por una suma de térmi-

A (u, a', e, e', ...) rrir'f¡' sen"7¿>'cos"ic cos,!'u’' O)
Ahora bien ; si

es un polinomio tal que

la integral

mui

P„ (A-) (w, u>') diudw'
o

i i
/5? A z' a 7

1

a

B

máx ---  A 1
i

A3
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llegará a diferir de la en valor absoluto, en menos de e M, siendo M >• (w, w') , es decir, tan

poco como se quiera, pudiéndose por tanto escribir, con una aproximación prefijada,

di,? 4- bl, <tj

donde las integrales

A'2"©, (w, w') dwdw', n== o,

pueden resolverse sin dificultad descomponiendo previamente los integrandos en términos de la forma 
(A) y desarrollando r? y r'i' por la fórmula del binomio.

En cuanto al problema de aproximar — con un polinomio P„ (A'2) de tal modo que

P»(A2)-¿ <3, Ao 1,

es equivalente al de aproximar uniformemente la función continua — I mediante un polinomio

a0 a¡x -f- ... -|- anxn en un intervalo Ao~ < x < Af2, o sea

siendo s arbitrario, y este problema (el de determinar /o), al menos teóricamente, está perfectamente 

resuelto.
Basta en efecto, como puede verse en C. de la \allee Poussin. Leqo/is sur l approximation des 

fonclions d’une wtriable réelle, París, (1919), pág. 88, resolver el sistema

— («o + «iíCí + • • • + + P — 0

íóii —la^Xi —. — j— nanx, —'■ o

con respecto a las 2 (/¿ -j- 2) incógnitas x\), ¿c’i, ..., .1^4-1, «o, •••> prefijando el valor de n , y

aumentándolo luego, si es necesario, hasta conseguir (pie z í-

11. Por considerar este método de interés para casos en (pie, mientras (pie el desarrollo de — conver

ge muy lentamente, la diferencia entre los valores máximo y mínimo de A es pequeña con respecto a 
siendo suficiente lomar polinomios de tercero o cuarto grado en A- para obtener una aproximación muv 

glande, daremos a continuación el conjunto de fórmulas necesarias para aplicarlo.
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Baste, pop ejemplo, con tomar

2- — n0 + «iA2 + a2A4 + n3A6
Aó

Si definimos I?>m,n por la expresión

-j cos miu sen "icdw
a

v análogamente 1 , a se tiene en cuenta que I„ m ,(==o, si n
* q, m, n v

Si z es uno cualquiera de los elementos m, t,,

es impar, resultará,

■2. /,. 3

C.

r'\3?x 
a'

^-dwdiu'
cz

aa'
11,<T= T

4 :2zz'

1-2,, •): zz
«4

/’\7
a

r'' 
a'

3

/¡aa' a2

r\3
a

r'\3^ 
a'

r
a

tz
dwdw'

2,0

r
a

5 '/•'VI
az

/•'\6 /,. ’’

a'
/•

a' a

4 ('/■y

[ay
r 5

a
-Y s-^
a' ez'

2í74rt'- I
6, 0, 2

?B’ 
Iz

I
1

- Ví3a'3J5,3,o

p(ABC) HVD)\ wnq.

0,3,0

>(CáD)j-
5,

sb2

I
5, 1, 2
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aa' P'f2
'l~?zz' l0 Jo aG

r
a

a2

a

4
s —

2)7

+ íl'6
,?!)/ <■■ 

aa — í <¿l
2)7 \

3aGar2 +

3a4<74

3aV6 1

1 2(fYí'3J_
7, 1, 9

i2a5a'3l_
7, ó» 0

1 2C¿3(Z'5I
5, 1, 2

3, 0

2a3a,3I
6, 0, 4

1 2rt3tt'3I
6, 2,

n2

?7

2)B2
i

2)B2

i
T 2>7

í

Wj'
5,1,2*7 9

i 2)D3
3 17

7 2) (ABC)

7 2*7
S(A2D)\^

c'7

3(C¿D) ■
7,1,2

DA4
?7

■>

2>7 3 2)7

2)7

"¿Z

I
8,

2, 0

/2)C2 i jjjr
P’ 4,0,2 1 2)7

/2)G2
1

2)B2
^7

(>, 0, 2 1 17

pe2 1' 2)L)2
l 8,0,2 ■ ’ 2)7

3(B2D) '
5, 3, 02)7

2)(B2D)

6, 4, 0

¡-Itirc* + .v2d-
2)7

+ ^’><M,.2,á4-^\4,0

2z

+ «1)1 l
4, 0, 0 1 3, 1, 0 3, 1, 0
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3, a'

1

— «-«'•

4

ll í V2I -B21 Vk 1 ÍG'2l -i)2j yi
[ 4, 0, 2 \ 4,0,2 1 4,2,0/ 1 4, 2, 0 \ 4,0,2 1 4, 2, o/J

/¡(l4rt'

8a-tz'3

1

a' a4
iV r' //•\2 (,A 4

a a a' a' a a'

\a2a's~

— a?a's

s

->

2 'pZ4#'3 ! I

+

6aV2
/'

a

i

3C'2i)l3.J + 31
5, 1, "2

%

a'

/■

a

;>

a

A 4‘r‘
a'

J tlwdiv'

aG
/•

a

/ ir

a
3 //•'\3

\a',

6
I 3(l4flz-

a

4 /•'V
a'

3a~a'4
r\2 A.,\ 4 ' /-'\61 / /

•> r'\4
a a' a \-a'

<■)

1

,.\G //-A6 \r
I 2(f2

\6l

r 9"

-J- 2Oíí'2
rV
y/'

i

a/ \a'
-j —- 8</4<í'3¿>4

3aV4l I
4, 0, U 8, 0.

■)5a’?a'4l.
5,

a a'

1)1
4, 2,

G 0, 2 G, 0, 2 2, 0 G, 0, 2
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i 2(Z5ti'2
i, 9

9
(C4I
\ 6, 0, 49

(A2C-I -(.vi)2 4 ÍABCJ) j-C2B2)I - B2I)-I\ 0, 0, 4 1 ' (i, 2, 2 1 6, 4, 0]

o °1
’O.

e’
r'-

9

divdiv'

4, 0, 0

I
’o.

X a
4- rt'4

r'\4

a'

a a'

4, 2, o

r'\

+
o

o

i, •>

1, 2

a
ja'2

rV\
a'

:Píg
/.\ti

a

cos w'

\ O / A or \- r'\-

’ \

dirdir'

o

> •> 
>•

o

-<darí
a /í' a' +

f/• \4 // ,/ •>

a a
'p/V4

V/

’ \ •>
/• \ - r'\4 ir' ti

<z'
"W\a’

4-'
a’

cos //*'

/•V •) /•V (rV 6I
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4

/’

a

•)

'/•'\4\1

a'

, 2 rt r— 4<ra'- - 
\a

•) r
<7'
— 5

3

/

o

r
ci

— I COS w' 4 
a

diL'diu'

a5a'DI
7, 1,0

lili
\ 4, 2, 0

— 2a3<z'3DI
5, 1, 0

|VÍ51' — ye'.1 ) B2fdl — ye'I )]
1 \ 5, 1,2 1 4, 0, 2/ 1 \ 3,5,0 Z 4,2,0/J

í 1
4, 0, '+i454.o+74,s,o)]

oe'í )
6, 0, 2/ + b44.o+KJ]

— 4<z2a,4l
4, 2, 0

z2I3,

— 4a3a'3I
5, 3, 0

4c'J I
5,3,0?

— i2a3a'3I
5,1,2

•>

I

f e' 3a8
8

| I Ott6«'2
/.\6

r G ir'\ •>

a ti'

•)

I2(l4(í'4

4

i

’r\4 //•'?

a a'

4

r
a ti'

r /•'VI
a <i h \(l' a a'

r'\
— COS 
a 7

- aa's í -
\a

4 4'\2

<i' a ti'
I 

t (t ti'
• /r'\G\ 1

- - {)a'h I " I ~ eos w' 
\a / a'

r 4 r'
a a \a'

•)

4- 21 «da'4
r •)

/• <r'\^
<i ti' a'

7’V
;a6a'2

/ 2//•'\4•> »i
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I

— e' Í3(ísI ioa°a'2l I ' i2<i4¿i,4l I -4-6a?a'6[
8, 0, 0 4, 0, 0 1 6, 0, 0 6, 0. O 1

i

— 6a6a'2l
8, 0, 2

B2

— 6a6a'2l
8, 2, 0 |

I 2Cl4<l'4I
6, 0, 2

— i 2í¿4ci,4I „
6, 2, 0

I)2

— 6f/2a,cI4) o, 2
I
T B2

I

6aV6I
4, 2, 0

C2

IP +
1 2fl5«'3I

7,1,2

I)2

( 91\ J 10, 2, O

Í6l'
\ ", 3, 0

i

i8t?i
5,

4-2BC)( •> o

Aa3a'5I IPÍI1ll 1 k'L 1 — 3C21) í 1 11 , >- ‘^1-, J
‘ 5, 3, 0 [ 8, 4, 0 1 < > •1, 0/ \ ÍS 4

I
8, 4. 0

8«4«'4I
C, 0. 4

8<í4a'4l
6. 4.0 3

o
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'i8a4a'4I ,

i i

6, Y, 7
) + O->ie /¡ABCD + CTHÍSL^ + M,^)

+bsds(3i;,5,o -kji
y expresiones análogas para I0)a, !].«, !•>,«, I3.«, Io,«, Ii)#, I?,* e I3jí.

En cuanto a las cantidades l7.m.„ que figuran en las fórmulas anteriores, se pueden expresar en series 

de potencias de e pues se tiene

n-o \ ?•
fu., m, n

donde

I eos m + senni/v/«’
0

siendo, como se sabe,

12. 1 ¿n caso de que sea imposible obtener con polinomios de grado inferior al cuarto o quinto en 

A2, una aproximación satisfactoria de la función —, es más conveniente proceder en la forma que se indica 

a continuación.

Supongamos dis idido el rectángulo R : (o < w < 2z,'o < w'< 2~), mediante el trazado de las líneas 
de nivel de la superficie A2 = /(iu, w'), en A recintos ci, 02, .ox, (simplemente conexos o no), tales que 
en el se verifique que S=l¡, siendo l¡ un intervalo parcial del (Ao, Ai) en el cual sea posible obtener, con 

parábolas de segundo grado en A2, por ejemplo, una aproximación suficiente de la función — ; es decir
A3

As/,

Se tendrá entonces, con la aproximación del párrafo 9 :

donde

k‘t rj
A2Ác, (w, w') dwdw'

Abora bien ; liemos visto que estas integrales pueden descomponerse, salvo factores dependientes de 
los elementos, en una suma de otras del tipo

V 1 (ct) — 7—5 | sen"'<u cos''í¿’ sen^iu' eos? w'diudiv', 
m,n 7 —V | | i
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cuya resolución analítica no ofrece dificultad, si los recintos o, se determinan de la manera siguiente :

Calculado Ao = Do sca D-a un valor de A lal que /t = (D0 l).2) ; si ahora determinamos un D| |).? 
de tal modo que sea posible limitar, en la forma que puede verse en la íig. 2, mediante pares de segmen

tos de rectas interiores a la zona comprendida entre las líneas de nivel correspondientes a I), y D2, un 

primer recinto $1, éste podrá ser descompuesto en varios definidos pora < w'< a y/n w'4-a <
J ~ j + lJ 1 j —

w <fl¡ w' “ 3-‘ Siendo ahora 1)4 otro valor de A tal que /-2 = (L)¡, Di) y estando determinado un l.)3 D4

Figura 2

en forma análoga a l)j, se podrá determinar un segundo recinto o>, limitado interiormente por c1( el cual 

podrá a su vez descomponerse en otros limitados exteriormente por rectas tales como ir'= n , n/ = a y 

lo — m w' 7.^ tu = /i¡ 10' -J- ; w' = iu' = ar y w = //z w' -- 7 ¿ /c = zz w' ; •••; y así sucesiva

mente .

He aquí el grupo de fórmulas necesarias para aplicar este método, en las cuales hemos puesto para 
abreviar

.«•) zpA 3,3
1 — na' — |
0. a \ 1,0. 1.0

^ 3,3

1,0.0,1

M) 3,3 \

0,1,0,1/
3, 3

0, 1,1,0
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?—I4'4 í) (AB) |4.4 , 5B214,4 \ <)G2 |4. 4

\?7 W’° ' ?7 2,0,1,1 “T 2)7 2)7 °-2

(CD) / 2]6,4
?7 \ 0.2.1,1

2
o(AG)

?7
2

I40
1

2)G
— pf3 _L a,2I3'5 \
?7 ) 0. 1,1,0 0.1.1,0/

?D
(a2f’3 J-a'2[3'5 |

?7 \ o,1,0,1 1 o. i.o. v

3(AD + BG)
?7

l I5 5 j_
1 2)- 0.3,3,0 '

33(G2D)15.5 3¿(CD2) 5,5 , dD3 5,5

2>7 0.3.2.1 ’ 2^7 0.3.1.2 1 ^7 0.3,0,3

?7

?(AC8)
5;

— — a'

5. 5

1.2, 3,0

?(.VD 2.XBC) 5.5

2,1,2,12*7
J_

i ?7

5 , ,5(B2D) 55
“ 217 ^0-3

2>(BG24-2.XCD) o
3

?(Al)'2-h2BCl)) ,5.5 , 5, 5

1,2,0, 3
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— 2nsa' v?|4.4

2. 0.2,0

+ 2(ai>+bc)i;'4,., + 2bi<;j

'\(Pa'

5

C(a4f’3 + 6<z2fl'-r’ ’’ 4~ 5a'41*' 7 ) + Dpr
\ 0.1,1,0 1 0,1. 1.0 1 o. 1,1.0/ 1 \ (i

-l-2a'*I4’6 14- 2ab 4- 2 aL \ 2,0,2,0 1 2.0,2.0 \ 2.0. 1,1i 1

C2(a2lfi’4
\ 0.2, 2.0 1

-2a'2l4’6 \
0,2,2,07

■ >CI)| a2l6,4
k 0,2.1.1 4“ 2 a'

..)r4, 6
I

,.)|4,t3 /' 9[6- 4

0.2,0, 2

4- 2AC •2T6’ 4
ll. 1,0,2

+ 2"'CJ
5

I 3B(BC +

3IVD15'5 ¿
2.1.0.3 1 3C(BC + <2\|))|;J¿i + 3D(\I) +

z'2l(í)
0, e'

— e'
5

3 4

— e' o 2 oa a <?4Í2-7 ,
0.0,0. I

o

B

5. 4
7

I
1

‘2la a J-'k'I*4 )
2.0.0,2/

4. 5

4
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i a a T

72 fi. 4

«. 3

5

I

i

l

I

DiL

•>

m'f’4
LO. 0.2

‘2 \ I >

•2Cf j 
T

IV

-)

IV

2BD

\>r/i

- 3.VC (3Ise
\ 2. 1.3.1

I

I

+ i8«VT'‘
1 0. 1,0.2

6, 4
I

i vm4-7
0, 2. 2. 1

'214’ 7

.?|G,5

4. 7

e'
4, G

.,|G.4

7- e

•>|<¡,4

4. (i

G

I r- -) | G, 5 / /•) l 4- < -e'íy^I6,4 +5<r2l4,,i
V l. 1.0.2 1 1.1.0.2/|

Dfí'l | (1 2 1
L 1, 1.0. 3 1 1,1,0,3

•>
3.0. 2, 2

G

5

6
0.3,0. 4

5, 6

-3D(AD + aBC)(3l*‘M
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En cnanto a las integrales I (o() es íácil ver que se obtendrán substrayendo de una zr?, zi, p. q x 7 1 v suma de

integrales de la forma
(0 , |i ?n. w' + ¡i.

señare' cos^/íf I 7 z ,
I / i \a J ni w'-4-y \ , 

i .i

/•V .
sen"1 //’ eos" waw

la

Pero si ponemos N, p, Q = í(,) i(~} 4-/3) -4-...,donde
1 ni, m.y,p,Q I m,N,p,Q 1 m.\p,O 1 ’ 

i ■/ + 1
(0

1

senPte' cos^w'

&(0 
pj

(0 
y..

sen"'//' cosy tedie

por la fórmula del binomio es fácil ver que resulta

Abora bien ; puesto que

u)

ni es impar
, 1

(ni — 1
| cos-b + A + he .2

sen"1 te cosy tedie = 2C (— r)^4-1 1 / Vi ’ Sl
u = 0 / 2 ■). -4- X -4- i

sen"’-he cosN + he 
ni -¡- X

ni — i .
-------- si ni es par, 
ni -j-- X

se tendrá para im,\,p.t¿ una combinación de integrales de la forma

(ó
I 7 + 1 senpzc' cosQz¿’' senR (mw' *) coss (nue' - x) che'
IJa

j

(0
7+1o
<0•' a

te' senpie' cos^te'die'

cuva resolución analítica no olrece diticullad.

continuación escribiremos todas las integrales in<\,p,o necesarias para calcular
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despreciando el segundo orden en c y el séptimo en <?', aproximación muy fácil de mejorar en caso 

necesario.
Poniendo para abreviar

\{i)

D(/)

v en

X

1 i [7-¡o------ ¡scn
n.n 

j

sen /je'

eos
t

sen

(ó

[/ (ó COSH;z/n.

[/ (ó eos

j.wdio . dw' =

<í

i /sen (0 a
j

Ap(/)
A, ’X — /.

A. ‘X

c'"
A, ¡X

sen

(<■) (0 / i
r/l 10 -

u' + l j jeos aw • 11 (0 (ó
. (1 J m uf - - 7..

j j J

(i) / i r (i)ra 'Jl 10 -- L)
j+1 j 1 /
(í) sen /jo • (ó í i\V • ni io' - X.

J j J

eos

(0

I j+1 * /| . eos /jo . (<). a
j

(ó / o? io
j

(¡) ni
j

w'

, (Ó
*4

(') a 
j

eos 'j.wdtv . dio'
2X

'X

particular, eludiendo los casos (ó •jin 
j

(/)z>
‘ ----  A, 'X

= o, para no multiplicar las fórmulas.

K

+

I

• z — P-

1

. X

i
. X

I
*

I» A > O

9. >O

se tiene

C(j}
y, u A

i 1 (0 (0 1 r<‘> / (') (') 1 <‘)\1// a r h • -(ni. a. ¿-a.
1 i i \ j j 1 / /J

r <<)
‘Ó/

. (0 eos au 
j

eos . 0) 
AU / + 1a

. («> sen au 
j + i

1
i
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i r (<) (o

A 1 7
l o

/ + 1 ' 1 i
. (ó sen ku

7+1

i

X
. (<) sen aíi

/

- (í)\
---- COS A«. |

, l
!

A

I)"’
0,0

i / (ó (Ó\ / (02 (02\ | /o(0 (0 \ / (0
= - /> -- ni kz ) + (+’-a. kz. —2 \ 7 / / \ / +1 / / \ 7+1 7 '

Según la fórmula (i), para obtener las I
71 m, n, p, q

calcular las integrales siguientes :

con la aproximación recién establecida es necesario

n,p, q >

es decir

¿0, N, 0, Q
o < O < io

5 5

O
\ O < X < o

' i < O < ío

)
)t

o <X < 3
o < O < 9

¿0, N, 2, Q

)
3

Z0,3,Q
C)

í
l

O

2

O

¡

\

!

o < Q < 8

o < Q < 7

< Q < ío
O < \ < í

3 < Q < LO
*

)

2,N,1,Q )z-> Z3,N, 1,Q
I )

k’,N,2,Q f ^3,N, 2, q
o < O < 8

\
)

o<Q<7
*3,N,3,Q <><()< 7t

pero por ser 

lM’M —

basta con escribir las fórmulas para calen lar éstas :
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Z1,N,O,Q y
o < A < 3 
o < Q < i o

: i
Z0, N, 1, Q J o<Q<7

ZJ,N,1.Q j

Ahora bien, puesto que si n es impar se tiene

2n_1 eos" a = cos na -j-
n

cos *7

y si n es pat

2"—1 eos" a = cos na eos (/¿ — 2) a

y que, adenitis, es

2"—1 eos" a — cos na -j- a„)2 eos"-2 a — a,hi eos"-471, -

2"—1 sen a eos"-1 a = sen na - - b^sen a eos"-3 a — bn¡5 sen a eos"-5 a

donde

2 )

n\
6

«n, 4 ----

l-hi, 6 ----

n

o

7

2
I

o'
i

O

7.

7i\

9,

\?J \7

iI

ll

resulta, como es fácil ver.

1\N~1

i \ impar

2

1VN-1

I
1

T •> par

Ü),i \ impar

i

2
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, /M I / N \D1"+(l) Dl.x-2 + k Di 0
\2 / ••• ;

\2 /

par

*0,0,0,Q —•
2

l\Q — 1

2 /
/

|\N-i

2/

\\ TA

( j DQ) >• _ 2 ~f-o Dq,1

I \Q— 1

2/

1

2

N —1 r
Dq.o

\ par

+ ^4-1,3ÍO,n,1,q--2— W5ÍM.I.9-4+ ••• ¡ N Í1Ul,ai‘

^Q+ 1,3*O,N, 1,Q — •> ----  b^i + 1.5*0. X, l,Q —4 H~ • • • *

*1,0, o, o — Ro,l

*1,1,0,0 = “ Bo,->
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N + 1 + 1,36, N - 2, 0, 1

M \ — 2
7 T )

- b x 4-1,3 t>Q. N -1
\2/

-j- «Q, 26, N. 0,Q — 2  «Q, 46. N, OQ — 4 ~T • • • A <

6.0,1, o = Ai,i 

6,1,1,0 = - Al, 2
2

6,n,i,o = -\2 /
[Ai,?f+ 1 4“ C>N4-1,36,N —2,1, 0 —

6,0,1,1 —

/l\N 1 .
6.x, 1 — — -A;>,N + 1 -- ^N 4-1,36, N —2,1,1---- •

2/ 2

13. A continuación expondremos un método mucho más breve para calcular las y por tanto

las perturbaciones seculares de los elementos, preferible al anterior al menos en la primera aproximación 
con respecto a las masas.

Supongamos (fig. 3) dividido el rectángulo R definido por las desigualdades o< w<2r y o< tc'<2z, 
mediante el trazado délas líneas de nivel de la superficie A =y’(ír, w'), en \ recintos $1, s_>, ..., 
simplemente conexos o no, tales que en el z¡ se cumpla la condición !),_!< A < I), y que en el intervalo 

D,) sea posible obtener con parábolas de segundo grado en A, por ejemplo, una aproximación

satisfactoria de la función
i

A5 es decir

A1
A’-') <4 s, para lodo A de /,
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Se tendrá entonces con una aproximación prelijada

donde

Á ', 'T
|| A* s, (w, ir') divdiv'

Ahora bien, si z es uno de los elementos <o, o/, z' o r(. es

Figura 3

y por consiguiente será

donde

?B 3, 3. A-. i
K 1,0,0,1

c)D ,3,3,4', i

^7 0,l,0,l

3, 3, k. i
J,0,1,0

sen"1 w cos" ir sen/’ ir' cos? ir' dwdiu'

Si z = a' (o análogamente si se trata de a), es

i
[/• sen ir ( \ sen ir' — B cos ir') 4- r eos l(' sen ’P I) cos ir') — /•'

y por consiguiente resulta

I
1,0, 0. 1 0, 1, 1,0 0, 1,0, 1

2, 4, 4', <

0, 0, 0, 0
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5 por último, si z = e' es

7’'2) cos w'

+ rr'(3¿cosw'+^[Senw(Asenw' + BcoSw')

-- eos w (C sen ?r' -- I) cos w')] J

luego
3, 4,ít, i
0,1, 0, 2

a jl, 3, k. i
0, 0,0.1

,4,2, A , ¿ o Cl''2,4.k.i
1 — oc — 1
0, 0,0.0 a 0, 0,0,0

y análogamente si es s — e.
Ahora bien, según un teorema de Gatalan (ver E. Goursat, Cours d’Analyse Mathématique, IV éd., 

T. 1, p. 3o3), si se indica con A un recinto limitado por la curva de nivel genérica D. de la superficie 
c —f(x, y), con Doel mínimo de z en A y con Ai un recinto cualquiera limitado por la curva de nivel Di,
se tiene

y) ? 7) — DiF (Di) — E (D) </D

donde
F (D) = ff s (se, y) dxdy

A
Si ahora consideramos la integral

I) = II/(#, Y)> (¿c, y) íWy 
A,

e indicamos con D* =y‘(x, y)' la curva de nivel genérica que limita al recinto A*, resulta, suponiendo 
por sencillez l)n > o,

= iri-jn) — 2 í“’ DF(D)dl)

donde
■•’i U>‘)=f|

Á"

pues es, evidentemente F] (1)’) = E (j I)*); y al mismo resultado se llega aplicando reiteradamente la 
fórmula de Gatalan.

Api icando dichas fórmulas a las integrales I se obtiene escribiendo
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de donde resulta

las fórmulas siguientes :

/rV
AH- 

\a

/rc
sen"1 w eos" w sen/’ i/Y eos? uY dwdw’,

i

• s l k, 1 • • •
Para obtener todas las integrales 1’ con la aproximación que se desee, es pues suficiente calcular 

las I , en los recintos V = o -!-o c. v en algunos intermedios, convenientemente elegidos;
m9n,p,q i 12 i u

y esto es relativamente simple porque es posible efectuar analíticamente una integración.
Si definimos A por las desigualdades ai < w' <cí> y ai (n/) < w < (w') o bien por éstas : < ic< b? 

y 31 (/<’) uY < 3?(//’), y suponemos (pie es e e' pequeña, resulta, si r (;r) indica el valor de r para 

w = x y A sen ga = sen gag - — sen gai,

l.„ <°)
7? P:

2 en2ja

I3’3,0 (D)
0.1,1, ov ’

x'2 P
" ‘¿e'a'~ f

4.0 IA.
1 (1) :0, 1.1.1' ’

z'2 P
“ 3e'a'3 l

3 /r'\l r_____2 _____2-
— /-(a-?) —r (ai)' sen^ nf eos? w'c/w'’

\a' L1 x /

a-j

1
I 2

r\3
a

\_r' (32)' — z,/ (31/ eos wdw—9

2 i / \5 \ -------- a ---- ~—
l-l j r' (¡í?) eos 3-2 — e'(3i) eos 31 

1 X / '
y/'óf

1 2 Y
■}

' r'\l
— 1
r
a'

e A sen a

y estas integrales pueden calcularse mu\ 

eos de cuadratura.

exactamente con cualquiera de los métodos numéricos o gráli-



CAPÍTULO IV

14. En este capítulo aplicaremos el método establecido en el párrafo anterior, al cálculo de las 
perturbaciones seculares de Pintón, en la primera aproximación con respecto a las masas, debidas a la 

acción de Aeptuno.
Para la determinación por puntos de las líneas de nivel, en este caso especial en que e es tan peque

ño, conviene dar a la función

A * = r2 4- r'~ — zrr' [v2 cos (w — w' -J— U) -J— vj2 cos (w w' — \ )]

donde
L = GJ --- (7)z, A = G) (Ó/ --- 24

la forma
\1 sen w -j- A cos w — P

siendo

M = sen (w' — L ) — G sen (w' V)

Be
A = eos (w' — L ) 4- C cos Cw' — A ) 4- Ape--------

p 
g

P = Ap -j- — -p Ape2 (cos2w — e cos3w

A = \
2v2r'

B = A — As)

9
C-L

y, lijado A según el criterio establecido al principio del párrafo 12 ó i3, calcular, para cada valor de w' 
los correspondientes de //’ despreciando en P el segundo orden en e ; \ corrigiéndolos luego, dando a iv 

en P sucesivamente los valores bailados. Procediendo de esta forma liemos determinado los recintos 
<pie especificaremos más adelante.

. ., / 1 \3
En cuanto a los polinomios de mejor aproximación (aproximación mínima) de la función 1 —j ?

’M/ 
de cuya determinación analítica ya liemos hablado en el párrafo 9, los substituiremos, a causa de no 
haber dado con un criterio práctico para calcularlos, por polinomios (pie aproximen a la función dada 

con un error medio cuadrálico integral mínimo.
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Es decir, si nos limitamos a considerar parábolas de segundo grado en A2, determinaremos los

r • . (0 (0 codicíenles a > a o i
y a^ del polinomio de aproximación de la función —en el intervalo = 1)>()

por la condición de hacer mínima la integral

9

poniendo parade donde se deduce, anulando las primeras derivadas y abreviar

el siguiente sistema de ecuaciones de condición,

(OJO 1 (0.(0 1 (0.(0u o, - - a, J r a, s0 1 1 1 2 1 2 3

(OJO (OJO i <0.(0a z - - u c
0 2 1 1 3 1 2 4

(0.(0 ■ (0.(0 1 (OJOa z -d- '< J

cuyo determinante

Jj) J<) .(0
°1 °2 °3

JO JO JO
°2 °3 °4

JO JO JO
J J

2 3

I I
3 i

i i

es distinto de cero, admitiendo, por tanto, exactamente una solución, \ análogamente si se trata de otra 

función integrable cualquiera.
Pero en la práctica es preferible seguir el método siguiente : Se trate, por ejemplo, de representar 

la función A-3, en el intervalo /; = (!),_], I),), mediante parábolas de segundo grado en A

Si ponemos A — j.,x ft¡, donde at- = -(D¿— IX—i) Y 3,= — (I - 1 _ i), el intervalo /¿ se trans

forma en el (— i, - i) y la función dada en ? (j;) = (x¡x -

Si ahora determinamos los coeficientes // ’, ó* ’ \ t> ' de un trinomio de segundo grado en x, por la
0 1 J 2 cu 1

condición de hacer mínima la integral

(i)

obtendremos una representación de la función cp (.%•) (pie se transforma mediante la sustitución inversa
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Ahora bien, igualando a cero las derivadas de (i) residía el sistema

ib*
o

? 6"’ = I
•1 1 13

2 j (i)

donde
9'

h
;i

,9
D' 9

cu va solución es

ó*0
1

o 4 5
8

v en definitiva
\ 2 0 \ 

<1
b"

2

a. 
(

l(i).h.> ’

G 1 {¡)

9 ’

a.
1

(<) a
9

a.
i

(')____J_
1

l

A continuación escribiremos los elementos de las órbitas planetarias para enero o, o11 sidérea, 19'10, 
tomados del Berliner-Astronomiscbes Jahrbuch, referidos a la eclíptica y equinoccio medio de 1900 ; \ 
aunque para Pintón los elementos están relacionados al baricentro del sistema Sol (más las masas de los 
cuatro planetas internos), Júpiter, Saturno, l rano y Neptuno, no efectuaremos la pequeña corrección a 
heliocéntricos por la incerlidumbre que existe sobre los mismos.

Elementos Neptuno

Longitud media, e........................................................................ l;2°2'i/ii,/
Longitud del nodo ascendente, 0............................................ i3i 716
Inclinación de la órbita, ©........................................................ 1 46 3o
Longitud del peribelio, «o........................................................... 47 17 4o
Excentricidad, e............................................................................. 0,00900
Semi-diámetro mayor en unidades astronómicas.............  30,10967
Semi-diámelro mayor, lomando como unidad la distan

cia media entre el Sol y Júpiter, a.................................... 3,77831'1
Movimiento medio en segundos por año juliano, /¿. . . . 7866
Masa con respecto al Sol, ni...................................................... i/iq3i'i

Pintón

13 1° 4'02"
109 3739

17 8 38
2 23 10 3o

0,2'18644
39,3177'1

y , 3 9 2 y y

32 1 7/
1 3300000
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\pilcando las fórmulas del párrafo i se tiene :

.1 = i5°3o'2o" ; = 0,0181977 ; t = 107o 17'6/1" ; /= 107o 19'2"
\demás resulta

ó»'—ó» 4-7 — 7'= i7o°58'33" 

¿ 55°58'23"

p = a (r — e-) = 5,7778/16;

p' = a'(i — e'~) = 7,123363;

A — —x— — 0,000267 • — 

r2
C = — == 0,018535

Hemos hallado, aproximaciones sucesivas, que la función A‘2=/(w, w') alcanza el valor mínimo 
2

A (==o,2ái cu el punto de coordenadas w = 23o° y w' = 53°/|O'. El valor máximo exacto no nos 
interesa pues no creemos necesario llevar el cálculo más allá de 15 unidades astronómicas.

A continuación especificaremos los diez primeros recintos que hemos determinado, como así 

también los intervalos /¿ y los correspondientes coeficientes y a^ de los polinomios que pueden uti

lizarse en cada c¿ como expresión aproximada de la función — •

Recintos — 4 + o2 + ••• + *<’

Aí
(0 

a
1

(0 a2
(0

Cl
.3

(í)a
4

(0
III

1
(¡)

*1
(i) n
1

^1

A,.............. O,807006 0,872660 0,0'7’738 'i I,0676696 O,625o1O 3,366441 I , 32 ( '129 2,839667
a2........... 0,709767 0,872660 I ,0'17 U)8 1,I40282 0,7232 4 0 3,244966 1 -a39279 2,9'18490
A3 •................. o,63'ii36 0,849394 1 ,082104 4 , HJ8459 0,7064o5 3,229606 1,202701 3,oo4326

............ 0,670141 0,74467/4 i,o58833 1 , 2 45002 0,586666 3,28649'1 >,409997 2,888638

A5-............ o,5ogo54 0,814487 1,134 46 4 1,29'1453 0,7190'18 3,172621 1.204760 3,06190'1

Ay............ 0/418879 0,843576 1,163553 1,338086 0,780821 3,106 411 1,164383 3,101826

a7........... 0,212 3 '18 0,727221 4,I19920 4 , 439897 0,796608 3,042248 1,2o3388 3,i3o4o2

A8-.......... .. 0 0,639954 4,163553 1 ,6274 63 0,769090 3,010693 i,218182 3,170682
Ay •............ 4,677'4820 6,283185 4,018109 i,58825o 0,983696 —3,2660'14 1,o85i45 0 j 3 0 Q 8 0 y

A10............ 4,372050 6,283r 85 1,018109 1,762783 0,935312 —3,136673 1,o6o883 —3,297238

(/) (0 (0 ,J0 (0 o') (0 JOA í til a2 ti
2 P2 til :í ti

3 •33

Ai-................. 0,96000'1 3,082829 0,98889'1 3,129759 1,196662 2,8/42737 0,673907 3,437622

a2-.......... 1,o33332 2,974333 0,900002 3,2 44565 I,296882 2,698343 0,549998 3,611088

a3-.......... i ,o41253 2,944237 0,967602 3,229685 1,312601 2,6607I9 0, '126001 3,784i64

A4............. 0,944445 3,020065 0,962965 3,224531 1,312496 2,63o361 0,62'1999 3,679380
A 5 •................. 1,o36362 2,9i4173 0,899999 3,300127 1,381814 2,622270 o,554544 3,692033

a6........... 1,o36364 2,889842 0,872725 3,347861 1 ,383332 2,486126 0,5oooo3 3,781643

a7........... 0,96296'1 2,921270 0,9'184 '19 3,316017 1,3ooooo 2,543817 o,636361 3,66619'1

a8........... o,977779 2,870742 0,961111 3,335196 1,328000 2,463242 0,567999 3,792603

Ay............. 0,874286 2,914700 4,0867I4 3,278810 1,209183 2,673738 0,663266 3,708'108

A10............ 0,960744 2,7'10167 1,088672 3,368485 1,226662 2,47'1695 0,699219 3,764889
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Intervalos ó
n £ • x (i> (i> (i)Coeficientes «(( , « ,

Oí

D¿i—3 < A < D>í en

1 >2» — 3 l>2/

°1 • • • • 0/190 0,566
0.548 0,688

r'3 • • • • o,648 0,807
¿4 . . . . o,;3*i 0,895
G- o • • • • 0,807 1,000
% .... 0,895 1,110

7 .... 1,000 i,342

% • • • • 1,224 1,58o
tí9 • • • • 1,4 00 2,000

°W • • • 1,58o 2,45o

+ </ A- </ ' A^ en //

(i) a
(1

(í)
1

(0 a2

3o,2896 —131,1367 i68,o335
19,1470 — 60,6870 56,6622
11,5835 — 26,2836 17,5829
8,2355 — 14,9186 7,98*1
6,o56i — 8,9218 3,8762
4,435o — 5.3078 1,8733
2,8220 — 2,4736 o,6346
1,63o38 — 0,99671 0,179056
0,93747 — 0,39012 0,04716
0,578956 — o,1?>79 o,oi4636

Líneas de nivel (D<) de la superficie ±=f (ir, »/•')

= 0,56.07 D, = 0. 6480 l):t = 0. -3.485

w> ir ir ir ir ir

4 5 0 2 2' 222° O' 4o°48 0" 2>7C 32' 36‘’34 0" 2l3° 28'
48 3 222 36 226°32' 43 51 i5 217 5o 223° 2' 39 44 36 2 13 32 2190 24'
5o 44 2 24 36 229 4o 46 54 3o 2 20 2 226 52 42 55 12 2 l5 36 2 23 34
53 25 227 4 232 26 z'9 57 45 222 32 2 00 16 46 5 48 2 18 4 227 24
56 6 229 48 234 52 53 1 0 225 20 233 20 '19 16 2 4 220 44 2 3o 48
58 47 0202 5o 237 O 56 4 i5 228 28 236 16 .3 2 37 0 2 23 36 233 58
61 28 287 26 59 / 3 o 23 I 44 2 38 48 55 3 7 36 2 26 48 287 0

62 10 45 2 35 3 o 240 58 58 48 12 280 6 289 46
65 14 0 — □ 41 0 61 58 48 233 42 2 4 2 16

65 9 2'1 337 4 4 2 14 18
68 20 0 — 244 10
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I).. = O.SyVl.Sl \ = O.8o(’»2 2*)

lid II’

33 °>7 10" 2 IOC 16 0" 29o i3 45" 206o3o 0" __

36 24 8 2 10 56 2 I 6° 2 3 44" 32 22 '.7 2o5 55 5 2 I 2 0 4 O 5o"

3 9 3i 7 2 1 I 57 48 220 35 55 35 3i 49 207 43 4o 9 1*" 2 4 o
42 38 5 2 I 4 i3 4 o 224 24 32 38 4<» 5o 209 55 10 2 2 I O 3o
45 45 3 2l6 43 41 227 56 5o 41 z'9 52 2 1 2 20 3o 2 2 4 43 2 5
48 52 2 2 I () 2 5 0 23 I '7 38 44 58 54 2 I 4 56 1 <1 228 14 5 o
51 5 9 0 2 22 16 24 234 27 3 7 48 7 56 217 41 0 2 3 I 36 2 5
55 5 58 2 25 •7 54 23- 26 3o 51 r6 5 7 2 20 34 20 2 34 48 3 o
58 12 57 228 3o 2 5 24o 14 5 54 2 5 5 9 223 36 15 237 51 10

61 '9 55 23 I 56 0 2 4 2 48 20 5 7 35 1 2 2.6 47 3 o 2 4o 44 10

64 26 53 a35 38 5 o 2 4 5 5 2 60 44 3 2 30 9 3o 243 24 5 o

ü7 33 5 a 289 5 o 10 2 4 6 r qt) Ó 12 63 53 5 2 33 44 0 2 45 54 3o

70 4 o 5o — 246 20 0 67 2 6 237 37 2 3 248 5 10

7° 11 8 2 42 0 5 249 46 5

73 20 10 — 248 4 o 0

l),; =1.-

.... II’

24o11’4o" 2OI°2O' O"
3 7 55 9 2OÍ 4 3<> 2o8°44' 0"
3i 38 37 2o3 i 5 4o 2i3 53 3o
35 22 6 205 52 3o 218 35 45
39 5 34 208 44 10 223 0 4o
42 4y 3 2 I [ 47 5o 227 I I 20
46 32 3i 215 1 35 a31 11 5
5o 16 0 218 25 3o 234 59 55
53 59 29 221 47 5 238 4i 45
57 42 57 225 44 20 242 2 20
61 26 26 229 41 55 245 15 10
65 9 54 a33 55 5 a48 11 5o
68 53 a3 238 29 3o a5o 47 >5
72 36 5t 243 39 3o 252 47 20
76 20 20 — a51 5o 0

1
lid m id lid 11’ W

12° ¡5 35" 189o 3o' 0" o0 10 5" r77'’oo 0" —

16 9 0 >89 9 10 T97c I 2 15" 4 5 58 ‘77 12 55 i84 °46 0"

20 2 26 ’ 9 1 22 55 202 46 55 8 i 51 *79 34 25 19° 2 4 5 o

2 3 55 51 194 0 20 207 54 15 11 5 7 45 182 1 5 2 5 193 4< 4 o

27 49 16 196 5 1 10 212 45 45 15 53 38 185 6 5 200 45 35

31 42 4. '99 51 5 o 2'7 2 5 15 19 '•9 31 188 4 0 2 05 4 o 0

35 36 203 0 35 22 1 54 3 o 2 3 45 a4 191 8 0 2 I O 26 0

3 9 3 9 32 2 06 16 4 o 226 14 3o 9 “ / 36 17 194 i3 2 5 2 i4 58 20

43 22 3 7 3 <>9 4 o 35 2 3o 24 45 3 i 3 a 10 '97 9 “ / 2 5 2 19 2 9 ()

47 16 23 2 I 3 11 5 o 234 26 10 35 28 /1 20o 47 5 9 23 5 a 2 5

5 1 9
3

48 216 5o 35 2 3 8 18 3 o 39 2 3 3 7 20'1 1 2 5 2 28 8 3o

5 5 1 3 2 20 38 3 o 242 1 J 43 ‘9 5 o 207 4 3 4 o a3a 16 5 o

58 56 3 9 35 5 o 2 45 33 9 5 47 15 43 2 1 1 ■9 3 o a36 ■7 2 5

62 5 o 4 2 2 8 4 4 2 5 2 48 54 3 o 5 1 1 1 36 2 15 2 57) 2'(O 9 55

66 43 2 9 a33 5 3o 2 5 2 1 45 55 / 3o 2 18 5 4 20 a43 53 55

7° 36 54 287 43 35 254 52 45 3 9 3 2 3 222 55 4 o 347 28 45

74 3 o 20 242 45 0 257 20 5 o 62 3 9 16 227 2 45 a5o 53 35

7« 23 45 2 48 26 15 259 9 5 o 66 5 5 9 2 3 1 22 5 o 254 7 10

82 17 10 — 2 57 3o 0 7° 51 2 a35 56 25 2 57 15

74 46 5 5 2 4o / _ 
l , 20 209 5 o 48

78 4 2 z«9 246 2 2 0 26a 10 5 o
82 38 42 2 5 I 3 9 20 a 63 5 o 5

86 39 35 261 4 o 0
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A = — 0.989564

B — o,o538i8

C = — o, 083982

1) = — 0.969198

n = o>' '6

? A
57 - B B + C 0,118158

?B
0.242535A D — A

?c
- D 1) — A 0,204668

?7
?1)

C — B — C 0,420107

Intervalos lt = (Di—1, D¿) Coeficientes
o

(i) (i)
a . al 2

8 í

D¿ _ 1 < A < D¿ en g¿

Dí-l D/

®1.............. 0/4909 0,565;

02............... 0,565; 0,648o
Oq............... 0,648o 0.;3485

0.;3485 0,80622..............

0-.............. 0.80622 0.8q443
36............... 0,89443 J,
c- 1 . 1,2247
%.............. 1,2247 1,4o

1 1 1 2
I (¿)A I (0A2 /

4- o A 4- a A- en l¡

(000
(¿)

— a 1
(0 02

68,54110 194,90961 147,64658
45,15563 111,74756 73,67711
3o,72788 66,90311 38,81344
21,26246 40,96686 21,o3;i;
16,2'1998 28,62664 13, '43976
12,06798 19,22691 8,16918
7,4o855 10,014 21 3,60231
4,46852 5,115 2 4 1,56009
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Integrales I z i L)()

1)/
3, 3, l»

1, 0, 1, 0

_ 13,3, 0

1, 0, 0, 1

— I3’3' 0

0, 1, 1, 0

,3, 3, 0
— 1

0, 1, 0. 1

3,4.0

1, 0, 1, 1

3, 4. 0

1.0. 0, 2

IV.......... o,006908 0,oo5o53 0,005774 o,oo43oo 0,oo3314 0,002 4 5 I
d2...... o,oi55gg 0,011383 0,010024 0,009918 0,007409 o,oo5543
IV.......... o,026075 0,018887 0,021691 0,0i6g3g 0,01218'7 0,009231
IV.......... o,o357g/í 0,020708 0,029603 0,023671 o,oi64g3 0,012626
IV.......... o,o488i1 0,o34824 0,o4oi38 0,o332o4 O,022058 0,017145
’V.......... o,o65gi3 0,o46454 0,003678 0,0 4 64 15 0,029020 0,022988
V.......... 0,107793 0,072912 0,o851g3 o,o8344g 0,o44171 0,o364o4
’\s............ 0, i 453oo 0,ogo118 o,iio465 0,124397 0,055407 0,o45g83

D, 3,4,0

0, hi,i

3, 4, 0

0, 1,0, 2

v-..... 0,002798 0,002IO7
Do.. . 0,oo6332 0,oo4o45
Do........... 0,010571 O,OO86o8
D4........... 0,014458 0,012235
IV.......... o,oig663 0,017555
D,............ o,O265q4 0,o25so5
D-........... 0,042091 o,o48i85
' V.......... o,o54457 0,075423

4, 3,0

0, 0, 0, 1

|2, 5, 0

0. 0, 0, 1

j4, 2, 0

0. 0, 0, 0
l’’ 4,0
0, 0, 0. 0

0,006689 0,oo4415 0,013817 0,009136
0,015 2 69 o,oioo5o o,o3i4g5 0,020823
0,025737 0,016888 o,o53o4o o,o35o6g
o,o3566g 0,023332 0,073441 o,o48552
0,049248 o,o32o84 0,101190 0,066942
0,067725 0,043879 0,i38g44 0,091819
0,116424 0.074336 0,237240 0,i566o2
0,i6654 i 0,io4855 0,33558o 0,220955

Integrales ir')tltr tlir1

D¡ I03F.;? — io3F- — 102FZi — io3Fa, ioF,,,

D... 0, 1 5 7 0, 163 0,0247 0,1192 0,4198

I)„. 0,36o 0,374 0,0669 0,2769 o,9547

d8...... 0,566 0,682 0,i35o 0,4 618 1,6089

D4........... 0.817 0,874 0,2143 0,6552 2,2196

D-. 1,118 1,212 0,3506 /
O,GO¿| 2 3,0600O..........

I),............ 1,5g5 i , 665 •,2743 4,1789

d7........ 2,852 1,4542 2,2667 7,0733

............ 3,845 4 ,o34 2,7808 3,2827 9,913l’
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Integrales G,(D/).== 1-\(D) </l>

D, io4Gi7/ — io4G-< — io3Gr — io4Gfl, 1 o(jcz

Dr....... 0,067 0,009 0,0084 o,o43 0,0153
d2........ 0,212 0,219 o,o364 0,161 0,o56o

d8-.•••• 0,398 o,434 o,o856 0,318 0,1106

’V....... 0, '491 0,536 O,1232 0,397 0,1362

V-....... o,85o o,9’7 0,2458 0,685 O, 2322

d6-....... 1, '126 1,5i4 0,482 1,14 '1 0,3809

D7-....... 4,83o 5,012 2,109 3-9'9 I , 25

iv....... 5,74o 6,oo3 3,386 4,833 i,48

Integrales Ib (D.-) = 2 DE, (b *

D< io3Hí?

V.......... 0,0062
D2........... 0,0260
I)s........... o,o554
n4........... 0,0760
ib... .. 0,145o
d6........ 0,2708
d7. 1,084 2
•b-.......... 1,5146

— 1 O3H-' — io3Hz

o,oo64 0,0092
0,0268 o,o446
o,o6o4 o,1193
0,0828 0,1906
0,1564 o,4i98
0,2876 0,9168
I,I25o 4,767
1,5816 8,955

— io3Haz iolle,

0,0023 0,0166
0,0198 0,0686
O,ü442 0,1538
O,06l4 0,21o5
O,I169 0,8960
0,2174 0,7236
0,88o4 2,8o48
1,2788 3,9029

(¡)
Integrales I = l br (I b\> — Ib 1 D(_i>O, <7

D, io3l(t) ...(i)
— I()°l

0, <u' Ü,

Ib........... O , 157 0, 163i>:..........
0,203 0,21 1

Ib. 0,206 0,268
Ib.. . 0,251 0,2 '12
Ib. ... o,3oi 0,338
>b.......... 0,477 0,453
v-.......... 1, >49 1,187
I\s.......... 1,101 1,182

9I(Í)- 10-I
0. 7.

- iü3í’° iol(,>
0, e

0,0247 o,n9 0,4198
0,0422 0, 158 0,5349
0,0681 0, 185 o,654 1
0,0793 0,190 0,6107
0,1363 0,249 o,84o4
0,2271 0,870 1,1189
0,8766 o,99a 2,8944
1,8266 1,016 2,84o3
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Integrales I = D¿lMbi) — I>¿ — íIMDí-t) —
i, *

1).: io8!'0
1,

...(0— I od 1
1,

oj ó)1 o*d
l,r,

— IO8I "
1.a'

iol<°
1, e’

'V....... o, o83 o, 086 0,0132 o,o63 0,2222
d2........ 0 , I 2 3 o, 128 0,0268 0,096 0,3252
o8......... o, 143 °, ‘79 0,0'172 0,128 o,453o

«V....... O, H)4 0, 187 o,o6i3 0,1'19 0,4710
I’.V.......... o, a56 0,288 0,1162 0,2 13 0,702

'V....... O, '| 5 2 0,43o 0,2161 0,351 1,0611

’V........ 1,283 1 >3^7 0,992'1 1,110 3,2338

IV....... i, V.7 1,55'i i ,7735 i ,337 3,7364

íIntegrales

Dí
,O»IW

O
3, (0— iorfl „r(0IO21

2 7
- lo8?0

2, a’
iol0>

2, e'

l)r.......... o,o44 0,0'16 0,0070 0, o36 0,11784...........
0,075 0,078 0,0157 0, o58 0, 1 980

Do. 0,099 0,124 0.0629 0.081) 0,314 13..........
D,. 0,14 9 0,144 0,0'17'1 0,116 0,3635

d5-....... 0,218 0,24 5 0,0992 0,180 0,6096
1 )fi........... 0,43o 0.4 08 0,2o55 o,334 1,0072
D-. •, 436 i,488 1,1267 1,2 4 (i 3,6255
IV.......... 1,906 2, o4 7 2,3738 1 ? 760 4,918 6

(ó, (ó , (0,(6 ((),(') 1Valores de P = <1 1 4- e i 4 a 1
0- 0 1. -7 1 1, <7 “ -'J

i io8P(0 (Ó
— 1 O8P — io8PW — io8P(l) ioP(°

z‘ a' e'

1 .......... 1 ,080 I , 202 i,538 1, i<)3 2,8633
2............ 0,947 o,97‘ ',79a 0,680 2,4005
3 ............. 0,6o5 0,765 2,117 0,57.') 1, i)865
r 0,532 0,514 1,720 0,4 4° 1,3372
5 .......... 0,4<)8 0,5 41 2,218 0,3 ti 8 1,6706
ti............... 0,573 0,5 2 8 2,624 0,422 I,3202
- < •,83q 0.865 (i , 1 4 2 0,722 2,1197
8 0,491 0,526 5,59'1 1,2029

jos valores de P pueden verificarse por medio de la formula siguiente, cuva deducción es inmediata 
<7

— — I)\3 - ’
’|’7<I)(/) 4- 3 | ” I > —( I > > </l)

' i>„
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