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Vorwort.

Der Titel ,Atommechanik® dieser Vorlesungen, die ich im
Wintersemester 1923/24 in Gottingen gehalten habe, ist der
Bezeichnung . Himmelsmechanik® nachgebildet. Wie diese den
Teil der theoretischen Astronomie abgrenzt, der die Berechnung
der Bahnen der Himmelskorper nach den mechanischen Gesetzen
zum Gegenstand hat, so soll das Wort Atommechanik zum Aus-
druck bringen, daB hier die Tatsachen der Atomphysik unter
dem besonderen Gesichtspunkt der Anwendung mechanischer
Prinzipien behandelt werden. Hierin liegt eingeschlossen, daB
es sich um den Versuch einer deduktiven Darstellung der Atom-
theorie handelt. Das Bedenken, diese Theorie sei hierfiir noch
nicht reif, mochte ich mit dem Hinweis zerstreuen, dalB es sich
eben um einen Versuch, ein logisches Experiment handelt, dessen
Sinn gerade der ist, die Grenzen abzustecken, bis zu denen die
heute geltenden Prinzipien der Atom- und Quantentheorie sich
bewidhren, und die Wege zu bahnen, die iiber diese Grenzen
hinaus fithren sollen. Um dieses Programm schon im Titel
deutlich zu machen, habe ich das vorliegende Buch als ,,1. Band®
bezeichnet; der 2. Band soll dann eine hohere Anniherung an
die ,endgiiltige* Atommechanik enthalten. Ich wei, da8 das
Versprechen eines solchen zweiten Bandes kiihn ist; denn vor-
Jéufig hat man nur wenige und undeutliche Hinweise iiber die
Art der Abweichungen, die zur Erklirung der Atomeigenschaften
an den klassischen Gesetzen angebracht werden miissen. Zu
diesen Hinweisen rechne ich vor allem die Fassung, die HEIsEN-
BERG den Gesetzen der Multipletts und anomalen Zeemaneffekte
gegeben hat, die neue Strahlungstheorie von Borgr, KrRaAMERS und
SraTER, die daraus entspringenden Ansitze von KRAMERS zur
quantentheoretischen Erkldrung der Dispersionserscheinungen’



VI Vorwort,

sowie einige allgemeine Betrachtungen iiber die Anpassung der
Storungstheorie an die Quantenprinzipien, die ich kiirzlich mit-
geteilt habe. Aber all dieser Stoff, so umfangreich er auch ist,
reicht natiirlich nicht im entferntesten aus, eine deduktive Theorie
daraus zu gestalten. Darum wird der geplante ,,2. Band® viel-
leicht noch manche Jahre ungeschrieben bleiben; vorliufig mag
seine virtuelle Existenz dazu dienen, Ziel und Sinn dieses Buches
deutlich zu machen.

Das Buch ist nicht fiir solche, die sich zum erstenmal
mit der Atomforschung beschiftigen oder nur einen Uberblick
iiber die theoretischen Probleme dieses Gebietes gewinnen wollen.
Die kurze Einleitung, in der die wichtigsten physikalischen
Grundlagen der Atommechanik mitgeteilt werden, wird dem
wenig niitzen, der sich vorher noch niemals mit diesen Pro-
blemen beschiftigt hat; der Zweck dieser Ubersicht ist nicht
eine Einfithrung in das Wissensgebiet, sondern eine Feststellung
der empirischen Tatsachen, die als logisches Fundament des zu
errichtenden Baues dienen sollen. Wer sich ohne die miihsame
Aufsuchung der Originalliteratur iiber die Atomphysik unter-
richten will, wird SOMMERFELDS , Atombau und Spektrallinien*
zur Hand nehmen. Wenn er dieses Werk bewiltigt hat, so wird
er in dem vorliegenden Buche keine Schwierigkeiten antreffen,
ja vieles wird ihm durchaus geliufig und bekannt sein. Denn
es ist unvermeidlich, dall viele Teile dieses Buches sich mit
Abschnitten des SoMMERFELDschen inhaltlich decken. Aber auch
in solchen gemeinsamen Teilen wird ein gewisser Unterschied
leicht bemerkbar werden. Einmal steht in unserer Darstellung
der mechanische, deduktive Gesichtspunkt iiberall obenan; Ein-
zelheiten der empirischen Tatsachen werden nur dort gegeben,
wo sie zur Aufhellung, Bestdtigung oder Verwerfung theoretischer
Gedankenreihen wesentlich sind. Sodann aber ist auch beziig-
lich der Grundlagen der Quantentheorie ein Unterschied in der
Betonung gewisser Ziige vorhanden; doch iiberlasse ich es dem
Leser, dies durch eignen Vergleich herauszufinden. Was das
Verhiltnis meiner Auffassungen zu denen BoHRS und seiner
Schule angeht, so ist mir kein wesentlicher Gegensatz bewuft.
Besonders einig fithle ich mich mit den Kopenhagener Forschern
in der Uberzeugung, dafl es bis zu einer ,endgiiltigen“ Quanten-
theorie noch recht weit ist.



Vorwort. Vi

DaBl es mir moglich wurde. diese Vorlesungen als Buch
herauszugeben, verdanke ich in erster Linie der hingebenden
Mitarbeit meines Assistenten Dr. Frieprice Huxp. Von ihm
stammen grofle Teile des Textes, die ich: nur wenig iiberarbeitet
habe. Viele Uberlegungen, die ich in der Vorlesung nur ange-
deutet oder iiberhaupt nur angeregt habe, hat er selbsténdig
durchgefiihrt und dargestelit. Hier nenne ich vor allem den
Satz von der Eindeutigkeit der Wirkungsvariabeln, der nach
meiner Meinung die Grundlage der ,heutigen“ Quantentheorie
ist; der von HoND durchgefithrte Beweis bildet den Mittelpunkt
des zweiten Kapitels (§ 15). Ferner ist die im dritten Kapitel
gegebene Darstellung der Bomrschen Theorie des periodischen
Systems in grofen Teilen von Huxp ausgefithrt worden. Auch
andern Mitarbeitern und Helfern habe ich zu danken. Herr
Dr. W. HerseNBERG hat uns stets mit seinem Rat unterstiitzt
und einzelne Paragraphen (so die letzten iiber das Heliumatom)
entworfen; Herr Dr. L. NorpHEIM hat bei der Darstellung der
Storungstheorie geholfen und Herr Dr. H. KorNFELD zahlreiche
Rechnungen kontrolliert. Beim Lesen der Korrekturen haben
sich die Herren Prof. F. Reicae, Dr. H. KorNFELD und
Dr. F. ZriLINGER in dankenswerter Weise beteiligt. Die Ver-
lagsbuchhandlung hat alle unsere Wiinsche betreffs Ausstattung
und Anordnung des Satzes und der Abbildungen mit gewohnter
Sorgfalt erfiillt.

Gottingen, im November 1924.
Max Born.
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Einleitung.
Physikalische Grundlagen.

§ 1. Entwicklung der Quantentheorie des Oszillators
ans der Strahlungslehre.

Wir schicken der mathematischen Theorie der Atommechanik
eine gedringte Darstellung threr physikalischen Grundlagen voraus,
Die Entwicklung dieser Grundlagen hat zwei Quellen: einmal
die Untersuchungen iiber die Warmestrahlung, die zur Entdeckung
der Quantengesetze gefiihrt haben, sodann die Forschungen iiber
den Bau der Atome und Molekeln.

. Unter allen AuBerungen der Atome, die sich aus den physi-
kalischen und chemischen Eigenschaften der Kérper herauslesen
lassen, sind die Strahlungserschetnungen dadurch a.usgezeichnet,
daB sie uns die unmittelbarste Auskunft iiber die Gesetze und
den Bau der Urbestandteile der Materie geben. Die universell-
sten Gesetze der Materie werden in solchen Erscheinungen zu-

tage treten, die von der Natur der dabei heteiligten Korper
4unabhanglg sind. Hierauf beruht die Wichtigkeit der KirRcHROFF-
schen Entdeckung, da8 die in einem geschlossenen Hohlraum
enthaltene Wirmestrahlung unabhéngig ist von der Natur der
die Winde bildenden. oder im Innern vorhandenen Substanzen.
In einem gleichmiBig von Wirmestrahlung erfiilten und im
Gleichgewicht befindlichen Hohlraum ist die Energiedichte pro
Frequenzintervall d» gleich g d», wo ¢ eine universelle Funk-
tion von » und der Temperatur 7' ist. Vom Standpunkt der
Wellentheorie ist die makroskopisch gleichférmige Energie-
strahlung aufzufassen als ein Gemenge von Wellen aller mdg-
lichen Richtungen, Intensititen, Frequenzen und Phasea, das
im statistischen Gleichgewicht steht mit den in der Materie
vorhandenen, Licht emittierenden oder absorbierenden Teilchen.

Born, Atommechanik I. 1
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Fiir die theoretische Behandlung der Wechselwirkung zwischen
Strahlung wnd Materie ist es nach dem KircuHOFFschen Satze
erlaubt, die wirklichen Atome der Substanzen durch einfache
Modelle zu ersetzen, wenn diese nur mit keinem der bekannten
Naturgesetze im Widerspruch stehen. Als einfachstes Modell eines
Licht emittierenden und absorbierenden Atoms hat man den
harmonischen Oszillator benutzt; dabei wurde das bewegte Teil-
chen als ein Elektron vorgestellt, das durch die interatomaren,
quasi-elastisch wirkenden Kréfte an eine Gleichgewichtslage
gebunden ist, in der sich eine gleich grofle positive Ladung
befindet. Es ist dies ein Dipol von zeitlich verdnderlichem
Moment (Ladung >< Ausschlag). H. Herrz hat bei Gelegenheit
seiner Untersuchungen {iiber die Ausbreitung der elektrischen
Wellen gezeigt, wie man die Ausstrahlung eines solchen schwin-
genden Dipols auf Grund der MaxwrrLschen Gleichungen be-
rechnen kann.§Noch einfacher ist die Berechnung der Anregung
eines solchen Resonators durch eine dullere elektromagnetische
Welle, die in der klassischen Dispersionstheorie zur Erklirung
der Brechung und Absorption der Korper benutzt wird. Auf
Grund dieser beiden Betrachtungen 148t sich die Wechselwirkung
zwischen solchen Resonatoren und einem Strahlungsfeld be-
stimmen. M. Praxck hat die statistische Berechnung dieser
Wechselwirkung durchgefiihrt. Er fand, dafl die mittlere Energie
W eines Systems von Resonatoren von der Frequenz » pro-
portional der mittleren Strahlungsdichte g, ist, wobei der Pro-
portionalititsfaktor wohl von », nicht aber von der Tempe-
ratur 7' abhingt:

87 ,—
(1) Qy:cTV?W.

Die vollstindige Bestimmung von g (7)) ist damit zuriickgefiihrt
auf die der mittleren Resonatorenenergie, und diese kann nach
den Gesetzen der gewohnlichen Statistik gefunden werden.

Sei g der Ausschlag eines linearen Oszillators, dann ist
p=m¢q der Impuls und

X

2 2

m P17 1
We g2t g2 *
2q+2q om P T 51

die Energie. Die quasi-elastische Kraft x hingt mit der Kreis-
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das sogenannte Gesetz von RaAYLEIGH-JEANS. Es widerspricht nicht
nur der einfachen Erfahrungstatsache, dal die Intensitdt nicht
dauernd mit der Frequenz wichst, sondern fithrt auch zu der
unmoglichen Folgerung, dal die gesamte Strahlungsdichte

f o, dv
d
unendlich wird.

Die Formel (3) bewidhrt sich nur im Grenzfall kleiner »
(langer Wellen). W. WIEN hat ein Gesetz aufgestellt, das den
beobachteten Abfall der Intensitdt bei hohen Frequenzen richtig
darstellt. Eine Formel, die diese beiden Gesetze als Grenzfille
einschliel§t, ist von PLANCK zuerst durch eine geistreiche Inter-
polation gefunden und bald darauf theoretisch begriindet worden.

Sie lautet

L 8mv? hv

f4) 0, = "5 Tav
ekT 1

wo h eine neue Naturkonstante ist, die sogenannte PLANCKEsche

Konstante. Da sie im Mittelpunkt der gesamten Quantentheorie

steht, wollen wir sogleich ihren numerischen Wert angeben, er ist
h = 6,54-107?7 erg sek.

Der Vergleich von (4) mit (1) zeigt, daB diesem Strahlungsgesetz
folgender Ausdruck fiir die Resonatorenenergie entspricht:

— hv
(5) W: hy

ekT — 1

Um diese Formel theoretisch abzuleiten, ist eine vollstindige
Abwendung von den Prinzipien der klassischen Mechanik not-
wendig. Pranck bemerkte, daB folgende Annahme zum Ziele
fuhrt: Es sollen nicht alle Werte als Energien der Resonatoren vor-
kommen, sondern nur solche, die ganzzahlige Vielfache eines Energie-
clements W sind.

Nach dieser Pranckschen Hypothese ist das Zustands-
integral Z durch die Summe

(6) Z = )ien ”"Z’
) T

n=0
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zu ersetzen. Die Summation dieser geometrischen Reihe liefert

1
L=
1—e ¥7T
Hieraus folgt
—BW,
w0 —BW, Wye F7°
W=—a~ﬁlog(1—e °>_1—7§{”;‘
also
= W,
(7) W= 70»4,9,,,
e knT-,__ 1

Dies stimmt mit dem Prawckschen Gesetz (5) iiberein, wenn
wir W, = » h setzen. Diese letzte Beziehung kann man mit Hilfe
des WiENschen Verschiebungsgesetzes der Wirmestrahlung be-
grinden. Dieses beruht auf einer Vereinigung von thermo-
dynamischen Betrachtungen mit dem DoppLERschen Prinzip und
besagt, daB die Strahlungsdichte in folgender Weise von Tem-
peratur und Frequenz abhingen muf:

o= 1(7)

daB die Resonatorensnergie also die Form hat :

v
W= F(“T) .
Der Vergleich mit (7) zeigt, dafl W, proportional » sein mu8.
Eine wichtige Stiitze fiir die kiihne Hypothese PLANCKs
von den Energiequanten fand EmvsTEIN in dem Verhalten der
spezifischen Wdarme fester Korper. Das grobste Modell eines
solchen aus N Atomen bestehenden Kérpers ist ein System von
3 N linearen Oszillatoren, deren jeder gewissermaBen die Schwin-
gung eines Atoms in einer der drei Richtungen des Raumes
vertritt. Berechnet man den Energieinhalt eines solchen Systems
unter Annahme stetiger Energieverteilung, so ergibt sich nach (2)

E=3NkLT.
Handelt es sich gerade um ein Mol, so ist Nk —= R, der ab-

soluten Gaskonstanten, und wir haben das Gesetz von DuLoxNg-
Perrr in der Form
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dE
0, = 5= 3R =15,9 cal
vor uns. Dieses gilt aber erfahrungsgemiBl nur fiir hohere
Temperaturen, wihrend ¢, fiir tiefere gegen O abfillt. EINSTEIN
nahm statt des klassischen den PrancRschen Wert (5) der
mittleren Energie und erhielt fiir ein Mol

hy
pesnn kT
e*r—
Hierdurch wird der Abfall von ¢, fiir tiefe Temperaturen bei
einatomigen Stoffen (z. B. Diamant) einigermaBen richtig dar-
gestellt. Die weitere Entwicklung der Theorie, die die Kopp-
lung der Atome untereinander beriicksichtigt, hat die Grund-
annahme von EINSTEIN bestitigt.

Wihrend hierdurch PrLaNcEs Annahme der Energiequanten
bei Resonatoren recht gut gestiitzt ist, 145t sich gegen seine
Begriindung der Strahlungsformel der schwerwiegende Einwand
erheben, dafl die Beziehung (1) zwischen Strahlungsdichte o,
und mittlerer Resonatorenenergie W mit Hilfe der klassischen
Mechanik und Elektrodynamik abgeleitet ist, wéhrend die sta-
tistische Berechnung von W sich auf das damit unvereinbare
Quantenprinzip stitzt. PLANCK hat sich sehr bemiiht, diesen
Gegensatz durch FEinfiihrung gemilderter Quantenvorschriften
zu versohnen; doch hat die weitere Entwicklung gezeigt, dal
die klassische Theorie prinzipiell zur Erklirung mannigfacher
Naturerscheinungen nicht ausreicht, sondern nur die Rolle eines
Grenzfalls (s. unten) spielt, wihrend die wahren Geseize der
atomaren Welt reine Quantengesetze sind.

Machen wir uns noch einmal klar, inwiefern diese Quanten-
gesetze mit der klassischen Theorie ganz unvereinbar sind:

Nach der klassischen Theorie strahlt der Resonator wahrend
seiner Schwingung eine elektromagnetische Welle aus, die
Energie mit sich filhrt. Dadurch verliert die Schwingung dauernd
an Energie. Nach der Quantentheorie bleibt die Energie des Reso-
nators wihrend der Schwingung konstant gleich n-v h; ein Wechsel
der Resonatorenergie kann also nur durch einen mit einer ganz-
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zahligen Anderung von n verbundenen Ubergang, einen ,,Quanten-
sprung“, erfolgen.

Es muB also ein ganz neuer Zusammenhang zwischen
Strahlung und Resonatorschwingung ersonnen werden. Hierzu
bieten sich zwei Wege dar: Entweder muB man annehmen, da8
der Resonator wihrend der Schwingung iiberhaupt nicht strahlt
und nur bei einem Quantensprung auf eine uns véllig unerklir-
liche Weise Strahlung der Frequenz » abgibt, wobei die Energie,
die der Resonator verliert oder gewinnt, dem Ather mitgeteilt
oder entzogen wird. Der Energiesatz ist dann fiir den Ele-
mentarakt erfill. Oder der Resonator strahlt wihrend der
Schwingung, behdlt aber trotzdem seine Energie bei. Dann
ist der Energiesatz fiir den Einzelvorgang verletzt, er kann
nur dadurch im Mittel aufrechterhalten werden, daB die
Wahrscheinlichkeiten der Ubergiinge in andere Zustinde kon-
stanter Energie in geeigneter Weise mit der Strahlung ge-
koppelt werden.

Die erste Auffassung war lange Zeit die herrschende; erst
in neuester Zeit haben Bomr, KraMERs und Srater!) die
zweite Auffassung vertreten. Die Ausfilhrungen dieses Bandes
werden im allgemeinen von der Entscheidung fiir eine der
beiden Annahmen unabhingig sein. Beiden Auffassungen ge-
meinsam ist die Existenz von Bewegungen mit konstanter Energie,
die man nach BoHR stationdre Bewegungen nennt.

§ 2. Allgemeine Fassung der Quantentheorie.

Durch die Prancksche Formel W, = hy wurde EINSTEIN
angeregt, ein ganz anderes Erscheinungsgebiet quantentheoretisch
zu deuten, wobei sich eine neue Auffassung dieser Gleichung
ergab, die sich in der Folge als sehr fruchtbar erwies. Es
handelt sich um den lichtelektrischen Effekt. Fallt Licht von
der Frequenz » auf eine Metalloberfliche, so werden dabei
Elektronen freigemacht, und es zeigt sich, daf die Lichtinten-
sitit nur die Menge, nicht die Geschwindigkeit der austretenden
Elektronen beeinflufit. Letztere héngt vielmehr ausschlieflich
von der Frequenz des auffallenden Lichts ab. EINSTEIN machte
den Ansatz

') Zeitschr. f. Physik Bd. 24, S. 69, 1924.
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™ ot hy s

2
der sich fiir hinreichend hohe Frequenzen bewéhrt hat (Rontgen-
licht), wiahrend fiir niedere Frequenzen noch eine additiv hin-
zutretende Austrittsarbeit zu beriicksichtigen ist.

Es handelt sich also um folgendes: Ein anfinglich im Metall
locker gebundenes Elektron wird durch auffallendes Licht von
der Frequenz » herausgeschleudert und erhilt die kinetische
Energie b »; der atomare Vorgang unterscheidet sich also durch-
ans von dem beim Resonator und enthélt nicht einmal eine
Frequenz. Das Wesentliche scheint also zu sein, daf3 die Energie-
anderung eines atomaren Systems und die Frequenz einer Licht-
welle durch die Gleichung verkniipft sind:

(1) hy =W, — W,,

wobei es gleichgiiltig ist, ob das atomare System die gleiche
Frequenz » hat oder eine andere, oder ob es iiberhaupt eine
Frequenz hat.

Die Prancksche Gleichung

W=n-Wy; Woy=hv

gibt eine Beziehung zwischen der Schwingungszahl » eines
Resonators und seiner Energie in den stationiren Zusténden.
Die EmnstrINsche Gleichung (1) gibt eine Beziehung zwischen
der Energieinderung eines atomaren Systems beim Ubergang
von einem Zustand zu einem anderen und der Frequenz » des
einfarbigen Lichtes, mit dessen Emission oder Absorption der
Ubergang verkniipft ist.

Wihrend EinsTeIN diese Beziehung nur fiir den Fall
der Loslosung von Elektronen durch auffallendes Licht und
den umgekehrten ProzeB, die Erzeugung von Licht (Réntgen-
strahlen) durch auftreffende Elektronen, angewandt hat, erkannte
Bour die allgemeine Bedeutung dieses Quantengesetzes fiir
alle Prozesse, bei denen stationire Zustinde unter Wechsel-
wirkung mit Strahlung ineinander iibergehen. In der Tat ist
ja auch die Gleichung ihrem Sinne nach von allen speziellen
Vorstellungen {iber das atomare System unabhingig. Seitdem
Bonr ihre Fruchtbarkeit am Wasserstoffatom gezeigt hat, nennt
man die Gleichung (1) die BorRsche Frequenzbedingung.

’
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Sie 1iBt zwei Deutungen zu entsprechend den beiden oben
ausgesprochenen Auffagsungen der Quantengesetze. KEntweder
wird die Frequenz ¥ nur wihrend des Ubergangs gestrahlt und
die Wellenstrahlung fiihrt genau die Energie #% mit sich (Licht-
quant). Oder das System ist in einem bestimmten Quanten-
zustand fihig, die Frequenz ¥ zu absorbieren oder zu emittieren,
solange bis ein Quantensprung erfolgt; dann miissen die Haufig-
keiten der Quantenspriinge statistisch so verteilt sein, dafl im
Mittel die gestrahlte oder absorbierte Energie gleich der mit
k% multiplizierten Anzahl der Elementarvorgiange ist?!).

Wenn man die Borrsche Frequenzbedingung (1) folgerichtig
auf den Resonator anwendet, wird man vor folgende Alternative
gestellt: Die beim Ubergang des Resonators vom Zustand mit
der Energie n, h¥ zu dem mit der Energie n,h» stattfindende
Energieinderung

(n, — n,) by

ist im allgemeinen ein Vielfaches des Energiequants hy des
Resonators. Nach BoHR und EINsTEIN soll nun diese Energie-
dnderung mit der Frequenz ¥ der ausgesandten monochroma-
~ tischen Strahlung durch die Beziehung

hy ==(n, — n,) by

zusammenhéngen. Sie liBt nur zwei Méglichkeiten zu: Entweder
verlangt man, daB, wie in der klassischen Theorie, die gestrahlte
Frequenz mit der des Resonators iibereinstimmt; dann sind
nur Ubergiinge zwischen Nachbarzustinden

n, —n, =1

méglich. Oder man liBt zu, daB die ausgestrahlte Lichtfrequenz
von der des Resonators verschieden, nimlich ein Vielfaches
davon ist; dann ist die Ausstrahlung wegen der Moglichkeit
verschiedener Ubergiinge nicht monochromatisch. Die Ent-
scheidung zwischen diesen beiden Moglichkeiten ist erst im
Laufe der Weiterentwicklung der Bomrschen Atomtheorie ge-

1) Man darf nicht annehmen, daB ein System in jedem Einzelfall

80 lange absorbiert, bis die Energie A% aus der Strahlung aufgenommen

ist, denn man weil, daB der lichtelektrische Effekt einsetzen kann, ehe

iberhaupt ein volles ,Lichtquant“ h% das betreffende Metallteilchen ge-
troffen hat.



10 Einleitung. Physikalische Grundlagen.

fallen, und zwar in dem Sinne, da die Ausstrahlung im
Prinzip durchaus monochromatisch mit der durch die Frequenz-
bedingung (1) angegebenen Schwingungszahl erfolgt, da aber
die Ubereinstimmung zwischen Lichtfrequenz und Schwingungs-
zahl des Resonators (d. h. n, — n, = 1) durch ein Zusatzgesetz
erreicht wird, das die Haufigkeit der Uberginge zwischen den
Zustinden regelt und Korrespondenzprinzip genannt wird.

Ein grundlegender Unterschied zwischen der Quantentheorie
und der klassischen Theorie besteht darin, dal wir bei dem
heutigen Stand unserer Kenntnisse von den Elementarprozessen
dem einzelnen ,Quantensprung“ keine ,Ursache“ zuschreiben
konnen. In der klassischen Theorie verlduft der Ubergang von
einem Zustand zu einem andern zwangsliufig (kausal) nach den
Differentialgleichungen der Mechanik oder Elektrodynamik.
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen haben dort nur Platz, soweit
es sich um Bestimmung von Anfangszustinden bei Systemen
von sehr vielen Freiheiisgraden (z. B. Verteilungsgesetze in der
kinetischen Gastheorie) handelt. In der Quantentheorie werden die
Differentialgleichungen fiir die Uberginge zwischen den statio-
niren Zusténden aufgegeben, und daher miissen hier besondere
Regeln gesucht werden. Diese Ubergéinge haben Ahnlichkeit
mit den Prozessen beim radioaktiven Zerfall. Die radioaktiven
Umwandlungsakte geschehen nimlich nach allen Erfahrungen
spontan und unbeeinfluBbar und gehorchen nur statistischen
Gesetzen. Wann ein radioaktives Atom zerfallt, 148t sich nicht
angeben, wohl aber, welcher Prozentsatz unter einer grofen Menge
in gegebener Zeit zerfillt; oder was dasselbe ist, man kann fiir
jeden radioaktiven Ubergang eifte Wahrscheinlichkeit angeben
idie man a priori nennt, weil sie beim heutigen Stand der
Kenntnisse auf nichts weiter zuriickfiihrbar ist). Diesen Begriff
iibertragen wir auf die Zustinde eines atomaren Systems, Wir
schretben jedem Ubergang zwischen zwei stationdren Zustinden eine
Apriori-Wahrscheinlichkeit zu.

Die theoretische Bestimmung dieser Apriori-Wahrscheinlich-
keiten ist eine der tiefsten Aufgaben der Quantentheorie. Der
einzige Weg, der sich bisher dafiir darbietet, ist die Betrachtung
solcher Vorgiinge, bei denen die beim Elementarakt umgesetzte
Energie klein ist gegen die gesamte Energie, bei denen daher
die Quantengesetze in die klassischen Gesetze iibergehen miissen.
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Ein auf dieser Grundlage aufgestellter Satz ist das schon oben
erwihnte Bomrsche Korrespondenzprinzip, bei dem die Uber-
ginge zwischen stationdren Zustinden hoher Quantenzahl (z. B.
grofes n beim Resonator) mit den entsprechenden kiassischen
Prozessen verglichen werden. Die genauere Formulierung dieses
Prinzips kann erst im spiteren Verlauf unserer Uberlegungen
gegeben werden.

Eine andere Anwendung dieses Gedankens kommt in einer
neuen Ableitung der PrANcEschen Strahlungsformel vor, durch
die EinsTEIN die quantentheoretische Auffassung und insbeson-
dere die Bomrsche Frequenzbedingung wirksam gestiitzt hat.

Dabei wird iiber das strahlende System keine weitere An-
nahme gemacht, als dal es verschiedene stationdre Zustinde
konstanter Energie besitzt. Von diesen greifen wir zwei mit
den Energien W, und W, (W, > W,) heraus, sie mégen im
statistischen Gleichgewicht in den Anzahlen N, und N, vor-
kommen. Dann ist nach dem Borrzmannschen Prinzip

W
kT Wi-W,
P I
N W,
AR £}
e kT

also unter Benutzung der Frequenzbedingung
hF
T2 GkT
1
In der klassischen Theorie setzt sich die Wechselwirkung eines
atomaren Systems mit der Strahlung aus dreierle Prozessen
zusammen:

1. Wenn das System sich in einem Zustand hoherer Energie
befindet, strahlt es spontan Energie aus.

2. Das Strahlungsfeld wirkt je nach Phase und Amplitude
der Wellen, aus denen es sich zusammensetzt, energiezufiihrend
oder -abfithrend auf das System ein. Wir nennen diese Prozesse

a) positive Einstrahlung, wenn das System Energie absor-
biert,

b) negative Einstrahlung, wenn es Energie abgibt.

In den beiden letzten Fillen ist der Beitrag der Prozesse zur .
Energieinderung der Energiedichte der Strahlung proportional,

In Analogie hiermit nehmen wir auch fiir, die quantenhafte
Wechselwirkung zwischen atomarem System und Strahlung die
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drei entsprechenden Prozesse an. Zwischen den beiden Energie-
stufen W, und W, finden also folgende Uberginge statt:

1. Spontane Energieverminderung durch Ubergang von W,
nach W,. Die Hiufigkeit dieses Vorgangs ist der Anzahl N,
der im héheren Niveau W, befindlichen Systeme proportional,
wird aber auch von dem Zustand niederer Energie W, mitbe-
stimmt sein. Wir setzen diese Haufigkeit gleich

AN,

2a. Energiezunahme infolge des Strablungsfeldes (also Uber-
gang von W, nach W,). Wir setzen fiir ihre Haufigkeit in ent-
sprechender Weise
By, Ny o,

2b. Energieabnahme infolge des Strahlungsfeldes (Ubergang
von W, nach W,) mit der Haufigkeit

B, N1 Q,-

Dabei lassen wir wieder offen, ob die Energie, die das ato-
mare System gewinnt oder verliert, in jedem REinzelvorgang
der Strahlung entzogen oder zugefithrt wird oder ob das Energie-
gesetz nur statistisch aufrechterhalten wird.

Das statistische Gleichgewicht der Zustinde N, und N,
fordert nun

A, N, =(By N, — By Ny)o,.
Hieraus ergibt sich

(2) 0 =— &__ — Al? L
hid N L )
B,, > — B B, e*T _ B
1 N, 12 21 12

An dieser Stelle benutzt nun EinsTEIN die oben allgemein er-
withnte Uberlegung, dafl die Quantengesetze die klassischen als
Grenzfall enthalten miissen. Hier handelt es sich offenbar um
den Grenzfall hoher Temperaturen, wo k¥ klein ist gegen k7.
In diesem Fall muBl unser Gesetz (2) in das von der klassizchen
Theorie geforderte (iibrigens fiir hohe Temperaturen durch die
Erfahrung bestitigte) RayLeieH-JEANSsche Gesetz (3) § 1
8n

— kT

Qv 63

iibergehen. Da unser o, fiir groBe T
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: 4
X
By, _B12+B21k—T+"‘

wird, ist dies nur méglich, wenn

Bm = B21
und
4, 87,
=—12%h
B,

ist. Wir erhalten also in der Tat das Praxcksche Strahlungs-
gesetz

®) e

Fassen wir unsere Uberlegungen zusammen, so sehen wir,
daB sich die urspriingliche PraNcksche Formulierung des
Quantengesetzes fiir den Resonator in zwei wesentlich verschie-
dene Forderungen spaltet.

1. Die Festlegung der stationdgren Zustinde (konstanter Ener-
gie): Sie geschieht beim Resonator durch die Gleichung

W=mn.v-h,

Wir werden spiter diese Gleichung fiir beliebige periodische
Systeme verallgemeinern.

2. Die BoHRsche Frequenzbedingung

hy =W, — W,

bestimmt die Frequenz des beim Ubergang zwischen zwei sta-
tiondren Zustinden emittierten oder absorbierten Lichtes. Dabei
sind die Bezeichnungen so gewihlt, daB die Frequenz ¥ bei
Emission als positive, bei Absorption als negative Zahl heraus-
kommt.

Hierzu kommen noch bestimmte statistische Gesetze iiber
die Haufigkeit der stationiren Zustinde und der Uberginge
-zwischen ihnen (hauptsichlich das schon erwihnte Korrespon-
denzprinzip).

§ 3. Die Vorstellungen vom Atom- und Molekelbau.

Nachdem wir soeben die Entwicklung der eigentiimlichen
(quantentheoretischen) Grundgesetze der Atommechanik kennen
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gelernt haben, wollen wir jetzt kurz darstellen, wie sich die
Kenntnis des stofflichen Subsirats entwickelt hat, auf das sie
Anwendung finden.

Nachdem die Erscheinungen der Elektrolyse zuerst auf die
Annahme der atomistischen Struktur der Elektrizitit gefuhrt hatten,
lernte man in den Kathodenstrahlen und g-Strahlen der radio-
aktiven Stoffe die Triger negativer Elektrizitdt in freiem Zu-
stand kennen. Durch Ablenkung dieser Strahlen in elektro-

magnetischen Feldern lieB sich das Verhiltnis :; von Ladung
und Masse der Teilchen bestimmen. Man fand
= 5,31-10*7 e.-st. E. pro Gramm.

Unter der Annahme, daBl es sich hier und in der Elektrolyse
um dasselbe Elementarquantum der Elektrizitit handelt (was
sich experimentell angenihert bestdtigen 1aft), wird man zu
dem SchluB gefithrt, dafl diese negativen Elektrizitdtsteilchen
etwa den 1830ten Teil der Masse eines Wasserstoffatoms haben.
Man nennt diese Triger der negativen Elektrizitit Hlektronen
und hat durch optische und elektrische Versuche zeigen konnen,
daf sie als Bausteine in aller Materie vorkommen. Recht ge-
naue Werte fiir die Ladung von Elektronen lieBen sich dadurch
bestimmen, daB es gelang, auf sehr kleinen (submikroskopischen)
Metallteilchen oder Oltropfchen die Ladung von ganz wenigen
Elektronen herzustellen und zu messen. MiLLIRAN fand

e=4,77-10"1° e.-st. E.

Die positive Elektrizitit hat man immer nur in Verbindung
mit Masse von atomarer Grofle gefunden. Es gelang, positive
Strahlen («-Strahlen radioaktiver Stoffe, Anoden- und Kanal-

strahlen) herzustellen; die Bestimmung von r—i— durch Ablenkungs-

versuche ergab fiir die «-Teilchen die Masse der Heliumatome,
fiir die Teilchen der Anodenstrahlen die Masse der Atome der
Anodensubstanz, fiir die Teilchen der Kanalstrahlen die Masse
der Atome des beniitzten Gases. Man muf} hiernach annehmen,
daB jedes Atom aus einem positiven Teilchen besteht, das auch
wesentlich seine Masse enthilt, und aus einer Anzahl von Elektronen.
Im neutralen Atom ist die Anzahl der Elementarladungen des
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positiven Bestandteils gleich der Anzahl der Elektronen; durch
Verlust von Elektronen entstehen positive Ionen, durch Auf-
nahme iiberflissiger Elektronen entstehen negative Ionen.

Uber die GréBe der Elektronen kann man héchstens un-
gsichere theoretische Betrachtungen anstellen und kommt dabei
auf GroSenordnungen von 10~-'3cm. Dagegen ist LENARD zu-
erst zu ganz bestimmten Aussagen iiber die GroBe der posi-
tiven Teilchen gelangt, die er Dynamiden nennt. Auf Grund
von Versuchen iiber den Durchgang von Kathodenstrahlen durch
Materie fand er, da nur ein verschwindender Bruchteil des
von Materie erfiillten Raumes fiir schnelle Kathodenstrahlen
undurchdringlich ist. Zu ganz analogen Resultaten gelangte
spiter RUTHERFORD auf Grund von Versuchen iiber den Durch-
gang von «-Strahlen durch Materie. Durch Studium der Reich-
weite und der Zerstreuung dieser Strahlen konnte er feststellen,
daB die AusmaBe der positiven Teilchen, die er Kerne nennt,
mindestens 10000mal kleiner sind als die eines Atoms; bis zu
dieser Grenze lassen sich némlich die beobachteten Ablenkungen
durch CourLomBsche Krifte zwischen den geladenen Teilchen
darstellen. Die Messungen liefen auch Schliisse auf die Ladung
der positiven Teilchen zu und ergaben als Zahl der Elementar-
ladungen ungefibr den halben Wert des Atomgewichts; ebenso
grof muB auch die Anzahl der Elektronen im neutralen Atom
sein. Dieses Resultat wurde durch Versuche iiber die Zerstreu-
ung von Roéntgenstrahlen gestiitzt; der Betrag der Zerstreuung
héngt nédmlich wenigstens bei locker gebundenen Elektronen
wesentlich nur von deren Anzahl ab.

Uberblickt man nun die Gesamtheit aller Atome, so wird
man sich durch das auf Grund chemischer Erfahrungen auf-
gestellte ,,periodische System* leiten lassen. Dieses gibt eine
ganz bestimmte Reihenfolge der Elemente; es ist im wesent-

" lichen die Reihenfolge der Atomgewichte, doch gibt es auch

einige Abweichungen davon (z. B. A und K). Das oben ge-
wonnene Ergebnis, daB die Kernladungszahl ungefihr gleich
dem halben Atomgewicht ist, hat vaN DEN BROEK zu der Hypo-
these gefiihrt, daB die Kernladungszahl genau mit der Nummer
des Atoms im periodischen System (Atomnummer oder Ord-
nungszahl) ibereinstimmst.

Nachdem auf Grund der Entdeckung v. Laugs die Rontgen-
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spektroskopie durch Bracc ins Leben gerufen worden ist, fand
die vax pEN BroEksche Annahme eine Bestédtigung durch die
MoseLEyschen Untersuchungen iiber die charakteristischen
Rontgenspektra der Elemente. Er fand, dafl alle Elemente
wesentlich dasselbe Rontgenspektrum haben; nur riicken alle
Linien mit wachsender Atomnummer nach héheren Schwingungs-
zahlen, und zwar wichst die Wurzel ans der Frequenz um nahezu
gleiche Betrige von einem Element zum niéichsten. Damit ist
der fundamentale Charakter der Atomnummer (im Gegensatz
zum Atomgewicht) nachgewiesen. Weiter 1ift die Gleichartig-
keit der Rontgenspektren auf die Gleichartigkeit gewisser Ziige
im Atombau schlieBen. Nimmt man nun an, dal der Aufbau
des Atoms, d. h. Zahl und Anordnung seiner Elektronen, im
wesentlichen durch die Kernladung bestimmt ist, so mu man
auf eine enge Beziehung zwischen Kernladung und Atomnummer
schlieen; die genauere Theoric der Rontgenspektren, die wir
spater ausfilhren werden, liefert in der Tat unter der Annahme
der Gleichheit beider GroSen das Mosereysche Gesetz.

Fassen wir die Ergebnisse iiber den Atombau zusammen,
so haben wir uns von dem Atom mit der Ordnungszahl Z fol-
gendes Bild zu machen: Es besteht aus einem Z-fach geladenen
Kern?), der fast die ganze Masse des Atoms trdagt, und (im neu-
tralen Zustand) aus Z Elektronen. RUTHERFORD stellt sich vor,
daB diese den Kern in dhnlicher Weise umkreisen, wie Planeten
die Sonne, und nimmt an, dafl die zusammenhaltenden Krifte
im wesentlichen die elektrostatischen Anziehungen und Ab-
stoBungen der geladenen Teilchen sind.

Versucht man nun auf Grund dieser Vorstellungen und der
klassischen Gesetze eine mechanische Theorie des Atoms zu
entwerfen, so stoBt man auf folgende grundsitzliche Schwierig-
keiten: Ein System bewegter elektrischer Ladungen, wie es

) Die neuere Forschung, besonders durch J. J. THoMsoN, RUTHERFORD,
Asrox, DempsTeR hat gezeigt, da8 die Kerne selbst wieder aus Elektronen
und Wasserstoffkernen, die man Protonen nennt, aufgebaut sind. Damit
ist die alte Proursche Hypothese in etwas verinderter Form wieder zur
Geltung gebracht. Die Abweichungen der Atomgewichte von der Ganz-
zahligkeit, an denen friither die Hypothese scheiterte, lassen sich heute auf
Isotopie und energetische Massendefekte zuriickfithren. Das Gebiet der
Kernmechanik ist jedoch noch wenig bekannt und soll in diesem Buche
unberiicksichtigt bleiben.
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das Bomrsche Modell vorstellt, wiirde dauernd durch elektro-
magnetische Ausstrahlung Energie verlieren und miite daher
allmihlich zusammenstiirzen. Ferner haben sich alle Bemiihun-
gen als fruchtlos erwiesen, auf Grund der klassischen Gesetze
den eigenartigen Bau der Serienspektra abzuleiten, besonders
die Héufung der Linien im Endlichen.

BoHRr ist es gelungen, diese Schwierigkeiten durch Aufgabe
der klassischen Gesetze und Heranziehung der in § 1 und § 2
erorterten Quantentheorie im Prinzip zu iiberwinden. Er fordert
die Existenz diskreter stationdrer Zustinde, die durch Quanten-
bedingungen festgelegt sind, und regelt den Austausch der Energre
dieser Zustinde mit dem Strahlungsfeld durch seine Frequenz-
bedingung (1) § 2. Die Existenz eines stationdren Zustandes kleinster
Energie, den das Atom spontan nicht verlassen kann, gewdhr-
leistet die von der Erfahrung geforderte absolute Stabilitit der
Atome. Weiter ist es thm gelungen, beim Wasserstoffatom durch
rationelle Verallgemeinerung der Annahme Prancks die Energie-
stufen so zu berechnen, daf die Frequenzbedingung gerade auf das
beobachtete Spektrum (BaLmersche Formel) fihrt. Auch hat er
die Prinzipien angegeben, wie die Quantenbedingungen in ver-
wickelteren Fillen aufzustellen sind; davon wird das folgende
zu handeln haben.

Die Bourschen Grundvorstellungen (diskrete stationdre Zu-
stinde und Frequenzbedingung) erfahren ihre direkteste Bestd-
tigung durch Versuche, die zuerst von Franck und HERTZ an-
gestellt und spiter von diesen und anderen Forschern weit-
gehend verfeinert worden sind. Sie bestehen darin, daf man
den Atomen durch BeschieBung mit Elektronen gemessener Ge-
schwindigkeit bestimmte Energiebetrige zufithrt. Man beobachtet
dann das unstetige Einsetzen der stationiren Zustinde einmal
durch den plotzlichen Energieverlust der auftreffenden Elek-
tronen, sodann durch das gleichzeitige plotzliche Aufblitzen der-
jenigen Spektrallinien, die den Ubergingen von dem erreichten
Zustand zu anderen von niederer Energie zugeordnet sind.

Ganz analoge Erfahrungen gewinnt man im Reich der
Rontgenstrahlen, wo das Auftreten von Emissionslinien und
Absorptionskanten mit der Erreichung bestimmter, durch Elek-
tronenstol zugefiihrter Energien (Anregungsspannung) verbunden
ist. Sowohl im optischen wie im Réntgengebiet 148t sich aus

Born, Atommechanik I. 2
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den Messungen der zugefiihrten Energie und der Strahlen-
frequenz nach der Frequenzbedingung die Konstante & be-
stimmen unabhingig von benutztem Atom und Quanteniiber-
gang und in guter Ubereinstimmung mit dem aus Messung der
Wirmestrahlung gewonnenen Werte.

Nicht nur der Bau der Atome, sondern auch ihre Vereini-
gung zu Molekeln und ausgedehnten Korpern und die fiir diese
geltenden Bewegungsgesetze werden von denselben Quanten-
regeln beherrscht. Hierher gehort z. B. die genauere Ausfithrung
der schon oben erwahnten Theorie der spezifischen Wirme
fester Korper, ferner die Theorie der Bandenspektren der Mole-
keln, auf die wir in diesem Buche ausfiihrlich eingehen werden.

Wir wollen zum SchluB die Gedanken, die zur Bourschen
Atomtheorie gefiihrt haben, auf eine kurze Formel bringen:
Es gibt zwei grundlegende Erfahrungen: erstens die Stabilitit der
Atome, zweitens die Giiltigkeit der klassischen Mechanik und
Elektrodynamik fiir die makroskopischen Vorgdnge. Die Anwendung
der klassischen Theorie auf atomare Vorgénge fiihrt jedoch zu
Widerspriichen mit der Stabilitit. Daher entsteht die Aufgabe,
eine ,, Atommechanik* zu schaffen, die diese Widerspriiche nicht
enthélt. Diese neue Mechanik ist dadurch gekennzeichnet, da8
an Stelle der kontinuierlichen Mannigfaltigkeit von Zusténden
eine diskrete Manmigfaltegkeit tritt, die durch ,Quantenzahlen
beschrieben wird.
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Man sagt in diesem Falle, die Differentialgleichung (3) ist
durch Separation der Variabeln 16sbar, oder kurz separierbar.

Der oben behandelte Fall, wo alle Koordinaten bis auf eine
iq,) zyklisch sind, ldBt sich als Spezialfall hiervon auffassen.
Man mache den Ansatz

/)
dann lautet die Differentialgleichung

S 78\ as
H ... )=H 1 _)---{):l"
<ql”f(/1 ¢(/,/ ((]1_: dql s Uy (f } )
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was genau mit (11) dbereinstimmt.

Zweites Kapitel

Periodische und mehrfach periodisehe
Bewegungen.

§ 9. Periodische Bewegungen mit einem Freiheitsgrad.

Wir haben gesehen, daB bei Systemen von einem Freiheits-
grad statt der Variabeln ¢, p neue Variable ¢, « eingefiihrt
werden konnen. derart, dall « konstant und ¢ eine lineare
FFunktion der Zeit wird. Die Variabeln ¢ und ¢ sind dadurch
nicht eindeutig bestimmt:; vielmehr koénnen wir ¢ durch eine
beliebige Funktion von « ersetzen, wobei sich ¢ mit einem
von ¢ abhingigen Faktor multipliziert.

Bei periodischen Bewegungen ist es vorteilhaft. eine ganz
bestimmte Wahl wvon ¢ und « zu treffen. Nun gibt es zwei
Arten von periodischem Verhalten. Entweder entsprechen ver-
schiedenen Werten von ¢ verschiedene Lagen des Systems, und ¢
und p sind periodische Funktionen der Zeit; dann sind sie es
auch von der linear damit verkniipften Variabeln ¢:

9(p + &)= q(p).
Oder jedesmal nach einer bestimmten Zunahme von ¢, die wir
gleich 27 sctzen wollen, nimmt das System die gleiche Lage
ein. Dann erfolgt diese Zunahme von ¢ um 2z immer in der
gleichen Zeit und es ist

q(p + @) =q(g) -2
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Im ersten Fall sprechen wir von Libration, im zweiten von
Rotation.  Beispiele hierfiur sind das hin- und herschwingende
und das umschlagende Pendel (s uw).

In beiden Fillen wollen wir ¢ in ganz bestimmter Weise
wihlen und dann «» nennen, nimlich so, dafl es wihrend einer
Periode der Bewegung um 1 zunimmt. Die zugehorige konju-
gierte Variable moége .J heilien.  w nennen wir Winkelvariable,
J Wirkungsvariable. .

Wenn wir 8 als Funktion von ¢ und .J auffassen, so ist

8 fj(], ]}
%

also der Differentialquotient von w ldngs der Bahn
dw o (ﬁ\
dg e \eq)

Die Forderung. dali die Periode in w gleich 1 sein soll, be-
deutet also

. ‘g o
4)(111“ ) lg}l :l(/-%jg)y)ci’,r/»ﬂl

wobei das Zeichen § dic Integration iiber eine Periode be-
bedeutet, d. h. im Falle der Libration iiber ecinen Hin- und
Herweg von ¢, im Falle der Rotation iiber einen Weg der

I

Linge 2.
Diese Forderung konnen wir offenbar so erfiillen. dall wir
¢S
(1) J == »f(-d(/:épdq
("]

setzen, d. h. unter J die Zunahme von § wihrend einer Periode
verstehen ? ),

1) $pdg=.J--const wiirde der Forderung auch geniigen. Die Trans-
formation
vy, ) — (e, ),
die die genannte Periodizititsforderung erfiillt, enthilt in der Tat neben
einer Phasenkonstanten fir  noch ecine willkiirliche Konstante. Ihre
Erzeugende ist nimlich

J
Voo S g e, .

- Die oben angegebene Bestimmung von J wird sich in der Quanten
theorie als fruchtbar erweisen.
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Die Einfithrung der Variabeln o, J kann also auf folgende
Weise geschehen. Wenn /7 als IFunktion von irgendwelchen
kanonischen Variabeln ¢, p gegeben ist. hestimme man durch
Integration der Hamiptox-Jacorischen Gleichung die Wirkungs-
funktion

N8 . ('.'/\r

und berechne das Integral

oS
g éDO dq
cq

als Funktion von ¢ oder W Dann fithre man J statt « thzw. W
in N eln. -
Durch die Transtormation
S ('/]‘ J
pee
I ’/
+8 ((7, J)
i
werdon ¢ und p periodische Funktionen von w mit der Periode 1
und /7 cine Funktion I}" von J allein. Aus den kanonischen
Gleichungen folgt

J == const
und

. aw
. o= P »
(o N

w=ryrt-—pf.

Da wir w so gewihlt haben, dafl es wihrend jeder Periode
der Bewegung um 1 zunimmt, ist » eine positive Zahl, und
zwar die Zahl der Perioden in der Zeiteinheit, die Frequenz
der Bewegung. Aus » ~ 0 folgt ferner. dal W eine monoton
wachsende Funktion von J ist.

Kennt man die zu « konjugierte Variable ¢ schon, so kann
man J aus der Gleichung

J=dfadp=+uco

finden. Die Transformationsgleichungen sind dann

J =+ du, w:—l—r—r'_l;.

o
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Die oben angegebene Bestimmung von J als Zunahme von
8§ withrend ciner Meriode hat zur Folge, dafl die [Funktion
(4) SECON el
eine periodische Funktion von « mit deir Periode 1 ist. Man
kann auch umgekehrt diese Forderung zur eindeutigen Be-
stimmung der durch [«w = 1 nur bis auf eine additive Kon-
stante bestimmten Grolie ./ benutzen und kommt dann auf
Gleichung 1) Die Funktion &% kann man statt § auch als
Erzeugende der kanonischen Transformation auffassen, die ¢ und
pin w und J Gberfiithrt. Nach § 7 geniigt ja & der Gleichung

- - dS
BN TA A .
7 t y
daraus folgt fiir S*
. T d S*
piAe dt

und dies besagt. dafi 8% Krzeugende der Transformation

[4 we \
po - SF g w)
o :

(3)
Js— 0 STgiw)
o ’

ist.

Die Bercchnung des Integrals J erfordert ein Studium des
Zusammenhangs zwischen ¢ und p. wio er durch die Gleichung
(6) g, py=-W
gegebon ist. Man stellt diesen Zusammenhang durch eine
Kurvenschar (mit dem Parameter W) in der (p, ¢)-Ebene dar.
Den beiden Fillen der Libration und Rotation entsprechen
dann zwei typische Figuren.

Jr Y2

//‘7 Z_”
Abb, 2. Abb. 3.
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Bei Liliration muBl cin geschlossener Zweig der Kurve (#)
vorhanden sein. und J bedcutet den eingeschlossenen Fliachen-
inhalt (der nach 119 § 7 e¢ine kanonische Invariante ist).

Bei Rotation. muli p als [Funktion von g periodisch sein
mit der Periode 2 7, und J bedoutet die Fliache zwischen Kurve,
g-Achse und zwei Endordinaten im Abstand 2.

Zur Veranschaulichung wollen wir den Fall der klassischen
Mechanik unter Zugrundelegung eines ruhenden Koordinaten-
svatems hehandeln. Nach 18) § 8 st

p--V2uVW —Ulqg).
Damit Libration eintritt, mull der Radikand zwei Nullstellen
¢ und ¢’ haben. zwischen denen er positiv ist: dann ver-
schwindet p nur an den Enden des Intervalls (¢.¢”). Damit
aus den heiden Zweigen der Kurve (6) sich cin geschlossener

. . . dp
Zug zusammensetzen kann, ist weiter notwendig, dal - fir

¢ und ¢” unendlich ist. Nun ist

dp I n 1 dlt
dyq ] 2y WUy da
die Bedingung ist also erfiillt, wenn nicht zugleich
dU
e =)
dy

ist. . h. wenn ¢ und ¢” einfache Nullstellen des Radikanden

sind. In diesem Ifall wird der entstehende, zur ¢-Achse sym-
metrische Kurvenzug auch vollstin-

& dig im selben Sinne durchlaufen.
Denn nach (8) §5 ist

0 pg= 21T,

also pd g immer positiv; daher mul

beim Hingang (dg > 0) der obere

Zweig (p = 0). beim Riickgang

Abb. 4. (dq < 0) der untere Zweig (p >~ 0)

durchlaufen werden. Die Koordi-

nate ¢ bestreicht das ganze Gebiet zwischen den Nullstellen ¢
und ¢”, diese Nullstellen bilden die Librationsgrenzen.
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Variiert man W. so liegen die entsprechenden Kurven in-
einander, ohne sich zu schneiden. L&aBt man W abnehmen, so
ricken die Nullstellen gegencinander und konvergieren gegen
einen Punkt. sobald nicht zwischen ihnen neue Nullstellen auf-
treten. Diesen Punkt nennen wir Librationszentrum, in ihm ist

v

0.
dq

Er entspricht einer stabilen Gleichgewichtslage des Systems, da
die hei wenig verinderten Anfangsbedingungen entstehende
Bewegung in seiner Nihe bleibt. Treten zwischen ¢ und ¢”
neue Nullstellen auf, so fallen sie im ersten Augenblick zu-
sammen. und es ist dort auch

dU

—— =0,

dq
Wir haben ¢s dann aber mit einer labilen Gleichgewichtslage
2 tun, denn bei einer kleinen Anderung von W bleibt die
Bewegung nicht in unmittelbarer N&he des Gleichgewichts-
- punktes.

Vergroflert man W, so kann der Fall eintreten, daB bei

’

. . al . .
¢ oder 4’ die Ableitung o verschwindet; wir haben es dann
q

ebenfalls mit einer labilen Gleichgewichtslage zu tun. Fiir
solche Werte von W kann es (wie hier nicht néher gezeigt
werden soll) vorkommen, daBl die Bewegung sich der labilen
Gleichgewichtslage asymptotisch in der Zeit nihert. Man spricht
dann von Limitationsbewegung.

Damit Rotationsbewegung eintritt, mul} zundchst U periodisch
in ¢ sein (wir nehmen die Periode 2 =n an); ferner mufl der
Radikand stets positiv sein.

Zur Erliuterung der Begriffe betrachten wir das Pendel,
bei dem alle drei Mdoglichkeiten: Rotation, Libration und Limi-
tation auftreten. Es ist (vgl. (10) § 8)

p—V2AVW = Deosqg D =0

die Kurven (6) haben also das in der Abbildung 5 dargestellte
Aussehen.
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Fir
W —D
zichen sich die Kurven auf das Librationszentrum g = () zu-
sammen. Fiir

— D WD
haben wir Libration zwischen den (Grenzen
, / ])\J
§ == arccos (\ W
D\
q"- - — arccos (— W);

far

W D
dagegen haben wir Rotation, das Pendel lauft stets im gleichen
Sinne um. Im Grenzfalle

W=D

nithert es sich asymptotisch der Lage = 7.

9

.

e

7////

Abb. 5.

Das Integral
7 g 4;@ VIV Deosqdg

ist in diesem Fall ein elliptisches. Nur wenn die Librations-
grenzen nahe beieinander liegen (zu beiden Seiten des Libra-
tionszentrums) liBt es sich durch ein elementares Integral an-
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nihern. Die Rechnung entspricht dann ganz der beim linearen
harmonischen Oszillator. zu dem wir jetzt lbergehen wollen.

Beispiel: Lincarer harmoncecher Oszillutor.

§ 7 haben wir schon Variable 4 und « gefunden. dabei hat ¢
nach (18) § 7 in ¢ die Periode » =2=x. Der Ubergang zu x und ./ ce-
schieht dann durch die Formeln

Ry

Im §

und
0
u wfg;—v‘lf d,
w0
) 3
3= B A = > 7
ist.
Die Bewegung wird jetzt wiedergegeben durch
1 y2J

g=_. - —--sin2xnw
=9z} mu

pey2morJeos 2aw.,
Die Energie wird
H=W=~r»J.

woraus man die Beziehung
W
A
ohne weiteres ablesen kann,

Cm zu zeigen, wie man, ohne @ und « zu kennen, den Ubergang
zu Winkel- und Wirkungsvariabeln durchfiibrt, wollen wir den Osziliator

noch einmal berechnen und dabei von
p:ooom
= == —_—— " -
1 2m 2 1

ausgehen. Setzen wir diesen Ausdruck gleich W, so wird

p=VTmW g 2 | 1=
wo zur Abkiirzung
2 W R
R
m w?
gesetzt ist. Hieraus sieht man, daf die Librationsgrenzen bei 7=--a

und g= —a liegen. Das Integral

J.-’;g‘mwg;'l 1—2_;(1(1

berechnen wir, indem wir durch die Gleichung
7=asine
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dic Hilfsvariable ¢ einfiithren, dic wihrend der Periode der Bewegung
von U bis 2 7 Luft. Wir erhalten

2
2w 2a .
J= " 7J’ cos = @ ([l'{? ="}
w ()
0
und damit die Energie oder die HaMiLroNsche Funktion

N W=H=nrJ,
worin wir
w=72ay
gesetzt haben.
Um die Koordinate ¢ durch die neuen Variabeln w.J und damit
durch die Zecit auszudriicken, brauchen wir & selbst nicht zu berechnen.
ks wird niimlich

¢
we 8= [y,

op
cd
worin wir p als Funktion von ¢ und .J aufzufassen haben:

P V2my =4t gt
Wir crhalten

: mord 1 . 9T
o . ! FyoD o arcsin saem i

iZ2mor -4 ammtgr 2T v

und

9i g=1 T——sin 2 a.

' 4 2atrm
WO
w=rt=—29
ist.  Fir p folat
(10 p=12myJeos 2.

Fir das Pendel mit kleinem Ausschlag lauten die entsprechenden
IF'ormeln:

W=1uJ
1,57
11 =, )=
(11) 1= 9% /A,.
p=y2drJcos2a,

csin 27w

§ 10. Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariabeln
und die Quantenbedingungen fiir einen Freiheitsgrad.

Nachdem wir die Mechanik der periodischen Systeme mit
einem Freiheitsgrad ausfiihrlich behandelt haben, kénnen wir
nun zu der Frage ibergehen, ob und in welcher Weise sich
die mechanischen Gesetze auf die Atommechanitk anwenden lassen,
deren Hauptmerkmal die Ewvistenz diskreter, stationdrer Zu-
stande 1ist.
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Wir haben hier als Vorbild die Behandlung des einfachen.
linearen harmonischen Oszillators nach Praxck (s. §1). Die sta-
tioniren Zustinde wurden dort durch die Forderung festgelegt,
daB die Energie nur die diskreten Werte

(1) We=n-»h (n=20,1,2...)

haben soll. Es handelt sich nun darum, ob man bei beliebigen
periodischen Systemen mit einem Freiheitsgrad in fhnlicher
Weise verfahren kann.

In der Entwicklung der Atommechanik hat der heuristische
Gesichtspunkt eine grolle Rolle gespielt, die klassische Mechanik
so weit wie moglich beizubehalten. So beruht die Praxcksche
Oszillatortheorie auf der Vorstellung, dall die Bewegung des
schwingenden Teilchens durchaus nach den klassischen Gesetzen
erfolgt: nur sind nicht alle Bewegungen mit beliebigen Anfangs-

- zustinden | Energiewerten) gleichberechtigt, sondern gewisse Be-
~ wegungen sind als .stationire Zustédnde-, gekennzeichnet durch
- die Energiewerte 111 bei der Wechselwirkung mit der Strahlung
' durch hesondere ..Stabilitit~ bevorzugt.

X Das Bestroben, der klassischen Mechanik so nahe wie mog-
lich zu bleiben, hat sich als fruchtbar erwiesen: wir stellen
daher an die Spitze unserer Betrachtungen die Forderuny, dafs
die stationdren Zustinde eines atomaren Systems so weit wie moglich
- nach den Gesetzen der klassischen Mechanik berechnet werden sollen,
wobei von der klussischen Ausstrahlung abzusehen isi. Damit diese
 Forderung erfiillbar ist. muf3 die Bewegung vor allem so be-
schaffen sein, daB sie als ,Zustand" des Systems angesprochen
werden kann. Das wiire z. B. nicht der Fall, wenn die Bahn
 einmal ins Unendliche ausliefe, oder wenn sie sich asymptotisch
einer Grenzkurve niherte. Wohl aber kann man bei periodischen
Bewegungen sagen, dall das System in einem bestimmten Zu-
stande ist. Spidter werden wir sehen, daB es noch eine weitere
Klasse von Bewegungen, die mehrfach-periodischen, gibt, von
denen dasselbe gilt. Andererseits hat die Entwicklung der
Quantentheorie gezeigt, daB damit wahrscheinlich der Kreis
Lderjenigen Bewegungsvorgidnge erschopft ist, bei denen man
fir die stationdren Zustinde die Giiltigkeit der klassischen
Mechanik verlangen kann; wir werden uns in diesem Buch im
wesentlichen innerhalb dieses Kreises halten.
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Dic nichste Frage ist, durch idlehe Bedingungen aus der
kontinuierlichen Mannigfaltigkeit der mechanischen Bewegungen
die stutionidren herausgehoben werden. Wir wollen sie zuniichst
an dem Falle periodischer Svsteme mit cinem Freiheitsgrade
zu beantworten suchen.

Der nichstiiegende Uedanke wire, hier ecinfach die beim
Oszillator bewiihrte Formel (1) beizubehalten. Da im allgemeinen
dann » einc Funktion von W ist, hitle man zur Bestimmung
von I} eine (transzendente) Gleichung aufzuldsen. Dieser An-
satz muld aber verworfen werden; er fithrt in besonderen Fillen
zu Widerspriichen mit der Erfahrung (z. B. bei zweiatomigen
Molckeln. deren Atome anharmonisch miteinander gebunden
sind. = § 12) und LiBt sich auch theoretisch als unhaltbar er-
welisen,

Dic Quantenbedingungen, durch welche die stationdren
Bahnen hervorgehoben werden, wird man auf die Form bringen
kénnen, dal}l eine gewisse mechanisch definierte Grofe ein ganz-
zahliges Vielfaches der Pranckschen Konstanten h ist. Beim

: . W . . .
Oszillator ist das der Quotient - -; dic Frage ist. was bei
»

andern Systemen an die Stelle dieser Grofe zu treten hat.

Wir untersuchen nun die Bedingungen, denen eine solche
zu .quantelnde” GroBe zu geniigen hat. In erster Linie muf
sie eindeutiy bestimmt und vom Koordinatensystem unabhdingiy sein.
Hiordurch wire die Wahl aber natirlich nur sehr wenig ein-
geschriankt, und wenn man nichts anderes wiilite, so koénnte
man sich nur von dem Erfolge, der Ubereinstiminung der Theorie
mit der Erfahrung, leiten lassen. Darum hat sich EERENFEST
ein groBes Verdienst wmn die Entwicklung der Quantentheorie
erworben, indem cr ein naheliegendes Postulat aufstellte, durch
das cine rein theoretische Bestimmung der Quantengréflen er-
moglicht wird.

Der Gedanke von EHRENFEsST beruht darauf, die atomaren
Svsteme nicht, wie bisher, als isoliert zu betrachten, sondern
aullore Einwirkungen mit heranzuziehen. Wir haben oben postu-
liert, daB fir isolierte Systeme in den stationiiren Zustinden die
klassische Mechanik gelten soll; wir fordern jetzt mit EHRENFEST,
daB auch bei Wirksamkeit dulerer Einfliisse die klassische Mecha-
nik so weit wie irgend moglich aufrechterhalten werden soll.
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Nun miissen wir untersuchen, wie weit dies chen maglich
ist. ohne mit den Prinzipien der Quantentheorie in Zwiespalt
zu kommen. Nach diesen kann die zu quantelnde Grofle sich
nur um ganzzahlige Vielfache von 2 dndern. Reieht also eoine
auBere Binwirkung nicht aus, cinc Anderung um A zu erzwingen.
so mufl dic Quantengrofle vollig ungedndert bleiben.

Wovon wird es nun abhiingen, ob die duflere Einwirkung
zur Erzeugung einer Anderung (eines Quantensprungesi fihig
ist oder nicht! Man weild aus der Erfahrung, dafl durch Licht
und durch molekuiare StoBe Quantenspriinge erzwungen werden
konnen. Es handelt sich dabei um zeitlich sehr schnell wechselnde
BEinwirkungen. Fafit man im Gegensatz hierzu sehr langsam ver-
inderliche Wirkungen ins Auge (langsam verglichen mit den
Bewegungsvorgingen im atomaren System), z. B. das Einschalten
elektrischer oder magnetischer Ifelder, so lehrt die Hrfahrung,
daB hierdurch Quantenspriinge nicht angeregt werden; man be-
obachtet weder Lichtemission noch andere Vorginge, die mit
Quantenspriingen verbunden sein kénnten

Die Quantenspringe verlaufen sicherlich génzlich unmecha-
nisch. Die von EHREXFEST geforderte Aufrechterhaltung der
klassischen Mechanik bei dufleren Einwirkungen ist also iiber-
haupt nur in dem Falle denkbar, dafl durch die Einwirkungen
keine Quantenspriinge erzeugt werden, d. h. bei zeitlich dulerst
langsamen Vorgingen.

EBHRENFEST nennt diese Forderung, daff im Grenzfall unend-
lich langsamer Verdnderungen die Gesetze der klassischen Mechanik
giltiy bleiben, die Adiabatenhypothese, in Analogie zum Sprach-
gebrauch der Thermodynamik'); BoHR spricht von dem Prinzip
der mechanischen Transformierbarkeit.

Dieses Postulat schrinkt nun die Willkiir bei der Wahl der
m quantelnden GréBe aufs duBerste ein. Denn es sind jetzt
nur solche Grofien in Betracht zu ziehen, die nach den Gesetzen
der klassischen Mechanik bei langsamen Verinderungen in-
variant bleiben; man nennt sie mit EHRENFEST ,adiabatische
Invarianten*.

Proc Amsterdam Bd.16, 8.591. 1914 und Ann. d. Physik Bd.51, S. 827.
1916 — EHRENFEST hat seine ,Adiabatenhypothese“ auf ganz anderem
Wege gefunden, ndmlich durch eine Untersuchung der statistischen
Grundlagen der PraNckschen Strahlungsformel.
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Zur ILirliuterung des Begriffes adiabatische ITnvarianz be-
trachten wir das Beispiel eines mathematischen Pendels von
der Masse m, dessen Fadenldnge ! dadurch Jangsam verkiirzt
wird. dal} der Faden durch den Aufhiingepunkt hindurchgezogen
wird. Dicse Verkiirzung bewirkt eine Anderung der Energie W
und der Frequenz » des Pendels: wir kénnen aber zeigen. dafl
. . . . P | . .
fiir kleine Schwingungen die Grifie invariant bleibt.

»

Die Kraft, die den Pendelfaden spannt, hesteht heim Aus-
schlag ¢ aus dem Anteil der Schwere mycos ¢ und der Zentri-
fugalkraft ml¢*. Die bei einer Verkiirzung des l"adens ge-
leistete Arbeit ist also

A= — ﬂ mgcos qdl — fm/'/"*n’l.

Frfolgt diese Verkiuzung so, dafi ihr zeitlicher Ablauf in keiner
Beziehung zur Schwingungsdauer steht und langsam genug ist,
dafl ex einen Sinn hat, von einer jeweiligen Amplitude zu
sprechen, Lkénnen wir

dA = —mgcosqpdl — mljdl

schreiben. wo der Strich die Mittelbildung iiber eine Periode
bedeutet. Fiir kleine Schwingungen setzen wir
(/ 2
cosp =1 — 9
Setzt man das ein, so zerfillt d4 in einen Anteil — mgdl,
der die Arbeit zur Hebung des Pendelkorpers darstellt. und
cinen zweiten Anteil

’

AW = ’\m)g ¢ — ml qﬁ) di,

der die der Schwingung zugefithrte Energie bedeutet. Die
Mittelwerte der kinetischen und potentiellen Energie der Pendel-
schwingung sind einander gleich, also gleich der halben Gesamt-
energic W: ]
Moy _ Moy
—:—?l =y glo?.

Durch Einsetzen folgt

w

dl.



§10. Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariabeln. 03

. . . 1
Da nun die Schwingungszahl » proportional . also
) )

dr dl
Tl
ist. gilt auch
AW dr
R

Diese Ditferentialgleichung besagt. wie bei der adiabatischen
Verkiirzung die Schwingungsenergie mit der Frequenz ver-
kniipft ist. und zwar folgt durch Integration die Behauptung:
13
.= const.
Eine ihnliche Uberlegung gilt, wenn man » durch eine
andere dullere Beeinflussung langsam #ndert. Da der harmo-

nisclre Oszillator einem Pendel mit unendlich kleinen Ausschligen
mathematisch dquivalent ist, so ist auch bei ihm konstant:
»

die PraNcksche Quantenbedingung (11 ist somit im Einklang
mit der Adiabatenhypothese. Dagegen kann man zeigen, daf
" fir andere periodische Systeme von einem  Freiheitsgrad
y
nicht adiabatisch invariant ist.
* Wir erinnern uns nun daran, daB nach (87§9 die GroBe

P
beim harmonischen Oszillator zugleich die Wirkungsvariable J
ist. Man konnte also daran denken, allgemein fiir periodische
Systeme von einem Freiheitsgrad die Quantenbedingung
(2) J=mnh
aufzustellen. Die Gréfle J erfiillt die Forderung der Eindeutig-
keit, sie ist unabhingig vom Koordinatensystem (wegen der
Invarianz von ff dpdq, vgl. § 7), und wir zeigen jetzt, daf
sie adiabatisch invariant ist.

Der allgemeine Bewets des Satzes von der adiabatischen Invarianz
(oder wie BoHR sagt: von der mechanischen Transformierbar-
keit) der Wirkungsvariabeln wurde (zugleich fiir mehrere Freiheits-
grade) von Burcrrs') und KruTROW?) gefiihrt.

1) J. M. BUrRGERS: Ann. d. Physik Bd. 52, S. 195. 1917.
) 8. Krurkow: Proc. Amsterdam Akad, Bd.21, 8.1112 (comm. 1918.
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Wir denken uns ein mechanisches System von einem Frei-
heitsgrad einem duBeren Kinflull unterworfen. Dies kann man
dadnreh wusdriicken. dall man in die Bewegungsgleichungen
aubier den Variabeln noch cinen Parameter einfuhrt, der von
der Zeit abhéingt, a(t). Wir betrachten nun als adiabatische
Anderung des Systems eine solche, die erstens keine Beziehung
zu der Periode des ungestdrten Syvstems hat und zweitens hin-
reichend langsam erfolgt, so dafi @ als beliebig klein angesehen
werden kann. Wir nehmen ferner an, dafl in cinem gewissen
Bereich von « fiir konstant gehaltenes « die Bewegung periodisch
stound wiv Winkel- und Wirkungsvariable # und J cinfithren
kimnen,  Dann g¢ilt der Satz:

i Wirkungsvariable J ist adiabatisch wnvariant, solange die
Froquenz nicht verschiwcindet. )

Die Hanirroxsche Funktion

Hiqy, p, a )
st von der Zeit abhiingig; es gilt also nicht der Energiesatz,
wolil aber gelten die kanonischen Bewegungsgleichungen
. oH . °H
q = > P=—-. .
«p g

Wir denken uns nun diejenige kanonische Transformation aus-
gefiihrt, die bei konstantem a die Variabeln ¢, p in die Winkel-
und Wirkungsvariabeln w, J tiberfithrt. Es ist hier zweckméiBig,
die Transformation in der Form [vgl (1) §7 und (5) § 9]
eS*
pP=——=">

J =

cw
zu schreiben. In der Funktion S* kommt auBer ¢ und w der
Parameter a vor: sie wird dadurch von der Zeit abhingig und
nach (1) § 7 geht H in
H—=H-~* ig—
ot
tiber. Die transformierten kanonischen Gleichungen lauten also

l.v_’f;H a(as*)
Tad D eJ\ et )

j_ o2 o <ﬁ5’>
ot

~

ow ow
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Da H nur von der Wirkungsvariabeln abhiingt, folgt

P ((b\)_ (Y

ow\ ot cw\ ia )
Dabei ist die Differentiation nach ¢t und @ bei festem ¢ und w
auszufiihren, die Differentation nach w bei festgehaltenem
J und @. Die Anderung von J in einem Zeitintervall (¢,, 1,
betriigt jetzt

ty

ot /¥
JB— Jho [ri ‘{—'— (f:s*)dt.
. dur \ 0¢

4y
Boi der vorausgesetzten langsamen und mit der Periode des
Systems nicht verkniipften Anderung von @ kann man & vor
das Integralzeichen setzen.
Wir werden den Beweis der Invarianz von J so fiihren,

dafl wir zeigen:
tg

] (2) . J(h ~ ps*
a J fw\ ca

ty

hat die GroBenordnung a(t, — t,); daraus folgt namlich, daf
in der Grenze unendlich langsamer Anderung (@ - 0) und bei
endlich bleibendem @ (t, —t,) die Anderung von J verschwindet.
Da S* (nach § 9) eine periodische Funktion von w ist, gilt

*
dies auch fiir ?§ : es bleibt giiltig, wenn wir darin die

oa
Variablen w, J, a einfilhren. Der Integrand von (3) ist also
eine FOURIER- Reihe
v/ B Lo
SUA(S, a) e
. s @,

ohne konstantes Glied (den letzteren Umstand deuten wir durch
den Akzent am Summenzeichen an). Schreiben wir w als Funk-
tion der Zeit. so wird das abzuschitzende Integral:

12

2
S YA, (g, @yl gy
t
Der Integrand ist nicht mehr genau periodisch in ¢; in der
Umgebung eines bestimmten Zeitpunktes, fiir den wir jetzt
t=0 setzen, laBt er sich aber in der Form

n

Born., Atommechanik I.
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G- S [2ATA T O - AT PTIONE
schreiben, wo die Werte 4,° A%, »°, »', 8% ' sich auf den
Punkt t =0 beziehen. Wenn wir diesen Ausdruck iiber eine
Periode des ersten Gliedes integrieren, so erhalten wir Aus-
driicke von der Grolenordnung ¢ 7T und a 72 wo T die Linge
der Periode ist. Wir denken uns die Entwicklung (4) zunéchst
am Anfang des Intervalls (f,,t,) ausgefilhrt und das Integral
iber eine Periode des ersten Gliedes gebildet. Dann denken
wir eine neue Entwicklung (4) am Anfang des Restintervalls
ausgefilhrt und wieder das Integral iiber eine Periode des
ersten Gliedes gebildet. Das Verfahren setzen wir so lange fort,
bis das Intervall (¢, ,) erschopft ist. Das letzte Integral wird
dabei im allgemeinen nicht iiber eine volle Periode zu er-
strecken sein, es hat endliche Grofle, auch wenn t, —t, be-
liebig grofi wird. Man sieht: wenn 7' auf dem ganzen Inte-
grationsweg endlich bleibt, also »° nicht verschwindet, so hat
das gesamte Integral die GroBenordnung a(t, — t,).

Damit haben wir die adiabatische Invarianz der J bewiesen.
Auf Grund dieser Invarianz und des speziellen Ergebnisses
hbeim Resonator wird man zur Wahl von J als der allgemein
zu quantelnden Grofle gefithrt. Diese Annahme hat sich in der
weiteren Entwicklung der Quantentheorie bestatigt. Wir sprechen
sie folgendermaflen aus:

Quantenbedingung. In den stationdren Zustinden eines
periodischen Systems wvon einem Freiheitsgrad ist die Wirkungs-
variable ein ganzzahliges Vielfaches wvon h:

J == nh.

Durch diese Quantenbedingung®) sind auch die Energiestufen
als Funktionen der Quantenzahl n festgelegi. Das in der Ein-

) Diese Quantenbedingung wurde in geometrischer Form zuerst von
M. PraNck: Vorlesungen iiber die Theorie der Warmestrahlung, 1. Aufl,,
%150. 1906 angegeben. Sie findet sich weiter bei P. DEBYE: Vortrige
iiber kinetische Theorie der Materie und der Elektrizitit (Wolfskehl-
KongreB), S. 27. 1913. )
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leitung erwdhnte experimentelle Verfahren des ElektronenstoBes
gestattet, rein empirisch die Energiestufen der atomaren Systeme
zu bestimmen. Der Vergleich dieser Bestimmung mit den theore-
tischen Energiewerten ermoglicht eine Priifung der Grundlagen
der Quantentheorie, soweit wir sie bisher durchgefiihrt haben.

Die Verkoppelung der atomaren Systeme mit der Strahlung
geschieht, wie wir ebenfalls in der Einleitung erwéhnt haben,
durch ein weiteres unabhingiges Quantengesetz, dic Boursche
Frequenzbedingung

hy = WY —Ww®,

die die Frequenzen des emittierten und absorbierten Lichtes
bei atomaren Systemen regelt. Dabei bedeuten W und W®
die Energien zweier stationdrer Zustinde und » die Frequenz
des Lichtes, dessen Emission oder Absorption mit dem Uber-
gang des Systems von dem Zustand 1 in den Zustand 2 ge-

koppelt ist. Im Falle der Emission (I’I’<l) b W(Q)) liefert unsere

Formel ein positives 7. im Falle der Absorption (W(1)< w®)
ein negatives .

Die Borrsche Frequenzbedingung ermoglicht eine viel schiir-
fere Prifung der Quantenregeln durch Beniitzung der aus den
Spektren bekannten Frequenzen.

§ 11. Das Korrespondenzprinzip fiir einen Freiheitsgrad.

Durch die beiden im § 10 aufgestellten Gesetze der Atom-
mechanik ist der in der Einleitung erhobenen Grundforderung
der Siabilitat der Atome Geniige getan. Wir wenden uns jetzt
der Frage zu, wie weit sie der anderen Grundforderung ent-
sprechen, dall die klassische Theoric als Grenzfall der Quanten-
theorie erscheint.

In den beiden Quantengesetzen kommt als charakteristische
GroBe die Prancksche Konstante h vor, die den Abstand der
Quantenzustinde miBt. Unsere Forderung bedeutet, dafl die
Quantengesetze im Grenzfall h— 0 in die klassischen Gesetze
iibergehen. Die diskreten Energiestufen riicken dann zu dem
Kontinuum der klassischen Theorie zusammen. Eine besondere
Untersuchung erfordert die Frequenzbedingung: Wir haben zu
untersuchen, ob die nach ihr berechnete Frequenz in der Grenze

5*
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mit der nach der klassischen Theoric zu erwartenden iiber-
einstimint.

Die Strahluny eines Systems elekirisch geladener Teilchen mit
den Ladungen ¢, an den Stellen r, wird nach der klassischen
Theorie bestimmt durch das elektrische Moment

- -\ .
P Tekxk.

Ist die Ausstrahlung wihrend einer Periode gering, so kann
man fir eine gewisse Zcit von der Dampfung absehen. Bei
einem Syvstem von einem Freiheitsgrad, wie wir es hier be-
trachten. werden dann die rechtwinkligen Koordinaten der
Ladungen periodische Funktionen von

w - vl-- 0
mit der Periode 1. Da dasselbe von p gilt, kann man jede
Komponente des elektrischen Moments in eine Fourier-Reihe
von der Form

T=—%

entwickeln. Die ¢, sind dabei komplexe Zahlen; da aber das
elektrische Moment veell ist, miissen (', und ('_, konjugiert
komplexe Gréfien sein.

Auf Grund dieser Darstellung 148t sich die zeitliche Schwan-
kung des elektrischen Moments auffassen als eine Ubereinander-
lagerung von bharmonischen Schwingungen mit der Frequenz vv;
die Amplituden der entsprechenden Teilschwingungen des Mo-
mentes sind dabei gleich | ¢, |, ibre Energien proportional |, '?
Eine solche Teilschwingung wiirde klassisch eine Strahlungs-
frequenzt)

. - cWdW
() A S
d
;
liefern.

Wir vergleichen hiermit die quantentheoretische Frequenz?)

*y Da in der Founirr-Entwicklung neben 7 stets auch — ¢ als Koeffi-
zient auftritt, kommt dem Vorzeichen des Ausdrucks fir die klassische
Strahlungsfrequenz keine Bedeutung zu.

®) Positives 7 in dem Ausdruck der quantentheoretischen Frequenz
bedeutet Fmission, negatives 7 Absorption.
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W
)qu '7' h )

Nimmt bei dem betrachteten Quanteniibergang die Quanten-
zahl » um 7 ab, so ist

AT= J,—J, =, — i h= —1h.
so daBl wir

(2) yoos e

schreiben konnen.
. J
Geht man zur Grenze i -~ 0 oder .| —-— 0 iiber, so werden
T

2) und (1) identisch.

Fiir den Fall endlicher h konnen wir das Verhiltnis der
beiden Krequenzen (11 und (2) folgendermallen aussprechen:
Die Quantentheorie ersetzt den klassischen Differentialquotienten
durch einen Differenzenquotienten. Man geht nicht zur Grenze
unendlich kleiner Anderungen der unabhiingigen Verinderlichen
~ iber, sondern bleibt bei endlichen Intervallen von der GréBe h
steben.

Der Ubergang zwischen zwei benachbarten Quantenzustinden,
bei dem 7= 1 ist, entspricht oder ,korrespondiert mit der
klassischen Grundschwingung; ein Ubergang, bei dem sich n
um ¢ #dndert, korrespondiert mit der klassischen z-ten Ober-
schwingung v == tv.

Diese Beziehung zwischen klassischen und quantentheore-
tischen Frequenzen bildet den Inhalt des Bomrschen Korre-
spondenzprinzipes.

Bei diesem Entsprechen ist die quantentheoretische Fre-
quenz » im allgemeinen von der klassischen Frequenz 7v ver-
schieden. Geht man (statt lim: £-—0) zum Grenzfall groBer
Quantenzahlen % iiber und betrachtet nur solche Anderungen
vor n, die relativ zum Wert von » klein sind, so wird wegen
des monotonen Charakters (§ 9) der Funktion W (J) der Diffe-
renzenquotient sehr nahe mit dem Differentialquotienten iiberein-
stimmen, und man erhilt die ndherungsweise richtige Gleichung

. 1 My o
yes Ty = (N, — N,V ( n, N, groB ? kleln)‘

1
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Wenn =, n, nicht mehr klein gegen n, ist, wird die Uber-
einstimmung der klassischen und quantentheoretischen Frequenz
schlechter. Bei gegebenem =, hat sogar die Korrespondenz der
Frequenzen bei Emission in, > n,) eine Schranke, indem
7 =1mn, -~ n, nicht grofler als n, sein kann.

Die beiden bisher aufgestellten Quantengesetze geben noch
keine wollstindige Beschretbung der Strahlungsvorginge. Eine
Lichtwelle hat ndmlich als Bestimmungsstiicke auler der Fre-
quenz noch Intensitit, Phase und Polarisationszustand. Die
Quantentheorie vermag heute noch nicht exakte Auskunft iiber
sie zu geben. Jedoch hat BoHR gezeigt. wie man durch Uber-
tragung des Korrespondenzprinzips von den Frequenzem auf die
Amplituden wenigstens angeniherte Angaben i{iber Intensitit
und Polarisation erhalten kann.

Damit namlich Quantentheorie und klassische Theorie trotz
des ganz verschiedenen Strahlungsmechanismus im Grenzfall
groBer Quantenzahlen (oder im lim: »— 0) dieselbe Ausstrah-
lung, auch beziiglich der Verteilung der Intensitit auf die Teil-
schwingungen ergeben, mufl man annehmen, dal} die Fourier-
Koeffizienten ¢, in jenem Grenzfall die Stirke der quanten-
theoretischen Lichtemission bestimmen. Ihre physikalische Bedeu-
tung ist verschieden, je nachdem welche Auffassung man vom
Mechanismus der Strahlung hat (s. § 1, S. 7). Nimmt man an,
daB die Strahlung nur wihrend der Ubergangsprozesse statt-
findet unter strenger Wahrung des Energiesatzes, so bestimmen
die C, die Ubergangs-Wahrscheinlichkeiten. In der neueren
Auffassung von BoHr strahlt das atomare System in einem an-
geregten Zustand (Zustand héherer Energie) spontan die Fre-
quenzen ¥,, die den Ubergingen nach Zustinden tieferer
Energie entsprechen, mit gewissen Amplituden C, .. Das
Korrespondenzprinzip besagt dann, dall fiir groBe Quanten-
zahlen die C, , ndherungsweise mit den klassischen C, iiber-
einstimmen. Uberdies bestimmen die C, ,, auch hier die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Ubergiinge, damit der Energiesatz sta-
tistisch erhalten bleibt. Indem man die verschiedenen Kompo-
nenten des elektrischen Moments p betrachtet, bekommt man
mit den Intensititen zugleich eine Bestimmung der Polarisa-
tionsverhéltnisse.

Besonders wichtig ist der Fall, da C, =0 ist; dann wird
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die korrespondierende Freyuenz auch quantentheoretisch nicht
ausgesandt werden und der ihr entsprechende Ubergang darf
nicht auftreten. Da das Korrespondenzprinzip aber nur ein
Entsprechen zwischen klassischer und quantentheoretischer Strah-
lung gibt. gelten die aus ihm abgeleiteten Moglichkeiten nur
fir Fille, bei denen das atomare System in Wechselwirkung
mit Strahlung steht. Sie brauchen fiir TUberginge bei StéBen
zwischen atomaren Systemen nicht zu gelten.

Auf Grund des Korrespondenzprinzips lit sich nun die Schwierig-
keit beim Resonator, auf die wir in der Kinleitung (§ 1, 2) gestoBen sind.
iberwinden. Die Darstellung des Ausschlags ¢ als Funktion der Winkel-
variabeln lautet nach (4) §9:

[ J .
o sin2
2 avm

dies ist offenbar eine Fovrirrsche Reihe mit nur dem einen Gliedr-- = 1.
je nachdem ob wir die Wurzel positiv oder negativ nehmen. Nach dem
Korrespondenzprinzip darf sich daher die Quantenzahl beim Resonator
nur um 1 dndern und daraus folgt

Y=

das Korrespondenzprinzip hat also zur Folge, dal} sich ein Resonator
beziiglich der Frequenz der Ausstrahlung quantentheorctisch genau so
verhilt wie klassisch. Bei anderen atomaren Systemen ist dies aber,
wie wir sehen werden, keineswegs der Fall.

§12. Anwendung auf den Rotator und den anharmonischen
Oszillator.
1. Der Rotator. Nach (1} § 6 ist die Hamizronsche
Funktion

H - 5AP

wo p der zum Drehwinkel ¢ konjugierte Impuls ist und die

Bedeutung des Drehimpulses hat. Hier wird
J=¢pdyp=2ap,

da jedesmal nach Zunahme von ¢ um 2z das System dieselbe

Lage einnimmt. Dann wird die Energie als Funktion der
Wirkungsvariabeln bzw. der Quantenzahl m

1) WeH=_ , FP=_" om
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und die Winkelvariable

WO
oW J h
N A T T
ist.

Diese Rechnung tindet in der Physik Anwendung auf die
Bewegung zweiatomiger Molekeln, und zwar in zwei Erscheinungs-
gebieten, der Bandentheorie und in der Theorie der spezifischen
Wdrme der (fase. Das einfachste Modell einer zweiatomigen
Molekel ist die sogenannte ,Hantel®; d. h. man denkt sich die
beiden Atome als Massenpunkte in einem festen Abstand / und
nimmt an. dafl das Gebilde um eine zur Verbindungslinie der
Atome senkrechte Achse mit dem Trigheitsmoment A rotiert.
Eine strenge Begriindung dieser Annahmen (Vernachlissigung
der Drehung um die Atomverbindung und der damit ver-
kniipften Kreicelbewegung, Annahme des starren Abstandes)
bzw. ihre Erginzung durch allgemeinere Voraussetzungen wird
spiter (§ 19) gegeben werden.

a) Bandentheorie. Wir nehmen an, daB die Molekel ein
elektrisches Moment hat (z. B. HCl als Verbindung der Ionen
H" und C17), dann wiirde sie nach der klassischen Theorie Licht
ausstrahlen, und zwar Licht von der Frequenz

oW J
T ad  4mrA’

Y

Oberschwingungen treten dabei nicht auf. Die Komponenten
des elektrischen Moments p in der Ebene der Drehung sind,
wenn die Massenpunkte die Ladungen e¢ und — ¢ haben:

p,=e(x, —x,)=clcos2nw
py:e(y2 —y,)=elsin(+ 2 w),

wobei die beiden Vorzeichen den beiden méglichen Drehungs-
sinnen entsprechen. Die Darstellung der Komponenten von p durch
w enthélt also nur je ein FoUrIER-Glied t=1 oder 7 = —1.

Man wird erwarten, dall eine solche Molekel mit Moment
auch quantentheoretisch ausstrahl’, doch werden die quanten-
theoretischen Frequenzen von den klassischen verschieden sein.
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Die Energien der stationdren Zustinde sind durch’ 1) gegebon.
Da nur ein FouriEr-Glied auftritt, kann sich die Quantenzah
nur um -~ 1 oder — 1 dndern, die Borrsche Frequenzbedingung
liefert also fiir Emission (m -~ 1) -— m:
h
g7 Al 52 4
Vergleicht man diese Formel mit der fir die klassische Froquenz
oo
" apat™

so erkennt man an der Beziehung

. ( 1
yoou=pll-i- -
" 2m

daB der relative Unterschied der beiden Frequenzen um so
kleiner wird, je grofler m ist.

Bis auf den kleinen additiven Unterschied der Frequenzen
geben hier die klassische Theorie und die Quantentheorie nichts
wesentlich Verschiedenes. nimlich ein System dquidistanter Linien
im Emissions- und Absorptionsspektrum. Esist dies der einfachste
Fall der von DESLANDRES zuerst empirisch gefundenen Banden-
gesetze. Man schitzt leicht ab, dall diese Linien im Ultrarot zu
suchen sind. Bei HCl z B. rotiert das leichte H-Atom von
der Masse 1,65-107** g wesentlich um das sehr viel schwerere
Cl-Atom in einem Abstand, der die GroBenordnung aller moleku-
laren Abstinde, sagen wir @ ANGsTROM oder a-107% em hat. Dann
wird das Tragheitsmoment

A=0a%1,65.10"* g cm?,
die Frequenz der ersten Linie

® = o me—m— " em),

und die Wellenlinge
A= . =0,06-a’cm.
v

Da @ von der Grofenordnung 1 ist, handelt es sich um Linien
jenseits des optisch zuginglichen Ultrarot. Diese reinen ,Ro-
tationsbanden¥ sind z. B. beim Wasserdampf beobachtet worden.
Bei vielen Gasen hat man Banden gefunden, die auf der ver-
einigten Wirkung der Schwingung der Kerne gegeneinander und
der Rotation beruhen; diese haben den gleichen Typus &qui-
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distanter Linien. liegen aber bei wesentlich kiirzeren Wellen.
Wir werden ihre Theorie weiter unten (§ 20) behandeln.

by Rotationswirme zweiatomiger Gase. Bekanntlich
fihrt dieselbe Vorstellung von den hantelférmigen Molekeln,
die wir bei den Banden benutzt haben, bei hohen Temperaturen
auch fiir die spezifischen Wéarmen zu dem richtigen Ergebnis.
Man schreibt nidmlich einer solchen Hantel 3 translatorische
und 2 rotatorische Freiheitsgrade zu, indem man die Drehung
um die Atomverbindungslinie nicht zahlt. Jedem Freiheitsgrad
ohne potentielle Energie entspricht nach dem Gleichverteilungs-
satz der klassischen statistischen Mechanik die mittlere Energie
Lk T, also den b genannten Freiheitsgraden der Molekeln die Energie
2k T: die Molwérme ist also 3 R. Nun hat aber EvckEN?) durch
das Experiment festgestellt, dal mit sinkender Temperatur die
Molwirme des Wasserstoffs sinkt, etwa bei 7' = 40° abs. den
Wert | R erreicht und weiterhin konstant bleibt. Der Wasser-
stoff verwandelt sich also gewissermaflen aus einem zweiatomigen
In ein einatomiges Gas: seine Rotationsenergie verschwindet mit
sinkender Temperatur. Die elementare Theorie dieses Vorgangs
hat EHRENFEST?) gegeben. Die mittlere Energie eines Rotators,
der nur in den Quantenzustinden (1) existieren kann, ist

*x Wm
VW e kT
~ W, e kT d
W o= " . = — —log Z,
» - w,m dﬂ g 3
Ne  kr
m=0
WO
¥
. - BW : 1
A _l’@ m, ﬁ:k—ﬁ;
m=0

ist. Setzt man fiir W, die Werte (1) ein, so wird

x o m?
= _
Z = e )
m=0
wo .
h? 5
G = ; .
8n%A

Y A. Evcgen: Sitzungsber. d. preuB. Akad. d. Wiss. 1912, 8. 141;
siche auch K. ScHEEL u. W. HEusE: Ebenda 1913, S. 44; Ann. d. Physik
Bd. 40, S. 473. 1913.

) P.KERENFEST: Verhandl. d. Dtsch. Physikal. Ges. Bd. 15, S.451. 1913.
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ist. Die Rotationswdrme berechnet EnRENFEST in der Weise,
daB er fir die mittlere Energie einer Molekel die doppelte
mittlere Energie eines unserer Rotatoren annimmt, weil die
Molekel zwei aufeinander senkrechte Achsen fiir die Rotation
zur Verfiigung hat. Die Rotationswirme pro Mol ist also
,(lml'i',_

e =32 N\

r arT

Wir untersuchen das Verhalten dieses Ausdrucks fiir tiefe und
hohe Temperaturen.

Fiir kleine 7' ist o groB, also ¢ " sehr klein, daher kann
die Reihe fiir Z nach den ersten beiden Gliedern abgebrochen
werden :

Z =1 e
logZ = ¢=#,
gomit
c,=—2Ra%¢ "

und dieser Ausdruck geht mit abnehmendem 7' iwachsendem o}
gegen O.

Fiir groBe 7" ist o klein, dann kann man in dem Ausdruck
fir Z die Summe durch ein Integral ersetzen und hat

®

“ .
— 2 1 JT
7 \e om dm = - /’7
. 2 o
0
log Z == — }log o —- const,

somit
¢, =

Die Rotationswirme bewirkt also in der Tat bei wachsen-
der Temperatur ein Anwachsen der gesamten Molwirme von
SR auf 2R.

Die Theorie von EHRENFEST kann natiirlich nur eine rohe
Anndherung an die wirklichen Verhiltnisse geben, da die beiden
Rotationsfreiheitsgrade nicht unabhéngig voneinander sind. Eine
genauere Untersuchung hat die Kreiselbewegung der Molekeln
2u beriicksichtigen?).

) Y Siehe dic zusammenfassende Darstellung von K. REICHE: Ann. d.
Physik. Bd. 58, S. 657. 1919.
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2, Der anharmonische Oszillator. Wir wollen die Be-
wegung eines linearen Oszillators von schwach anharmonischem
Charakter behandeln, d. h. eines Systems mit einem Freiheits-
grad und der Hamruronschen Funktion
,})2

13 H= _ - =
: 2m 2

- wy gt sagt =W,
wo a klein sein soll').

Unser erstes Ziel wird sein, die Bezichung zwischen Wirkungs-
variable J und Energie W aufzusuchen, und zwar in Form
ciner Entwicklung nach Potenzen von a.

s ist

p=VamaVflg.
WO

) flgy= - ¢* —

9
m 27PN

2a ¢ - a
ist.  Dafiir schreiben wir
@) =1te; = q)(g — ey) (g — )
Fiir kleine a liegen zwei der Nullstellen, sagen wir e, und e,.

2w , . :

in der Néhe von + ]/ - .5 zwischen ihnen findet die Be-
mmg,”

wegung statt; die dritte Nullstelle ¢, liegt in grofem Abstand

von 0. Wir schreiben daher

)= —eyter )l —e) (1 2}

e:i

) Vg =V —¢, Vie,— q) —e)<1—ﬂqﬁ——'fL >
\ q s Vi —qilg— e be T Re?

und erhalten folgende Entwicklung fiir J:
1 1 \

_ —V omaelg — g o
J 4)pdq vV maz’ﬂ(JO Zele 8632J2[ )i

1) Dieses Problem hat zuerst S. BogusLawskr, Physikal. Zeitschr. Bd. 15,
S. H69. 1914, behandelt, mit dem Ziel, die Pyroelektrizitit mit Hilfe der
Quantentheorie zu erkliren Das Phasenintegral ist im Wesentlichen
eine Periode der zu f(g) gehorigen elliptischen Funktion und a8t sich
durch hypergeometrische Funktionen exakt darstellen. Bei der physika-
lischen Anwendung beschrinkt sich auch BocUSLAWSKI auf kleine @ und
kommt zu derselben Schlufiformel, wie sie im Text gegeben ist.
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§ 12. Anwendung auf den Rotator und den anharmonischen Oszillator.

darin ist
Jo=FV e, —q)(qg —e,) dy
Jy=§qVie,—q)(q-—e)dy
J, =8¢V (e, — q)(q —e,)dyq.
Die Integrale formen wir mittels der Substitution (vgl. Anhang 11

29— (C o) sin y
e, €

6

um. Wenn ¢ zwischen den Librationsgrenzen e, und ¢, hin-

rs

T . . n
und hergeht, geht 3 von - bis - 27: wir finden so:

L

T
"

‘e, — e,\*?
JOZKJ- : l(()\ g dy

8V

1

e, —e,\"le —-e, . 2
J :\/1 :j 1 2 cos? yrdy - ! :
TV 2 : I

0

T
a

—

> 9
sin ycos?ywduy
|

[V

27
oo I 2
e - e\ e, - e,\? Y
Jg: <*1 9 Z) x( 11) 73) J‘COS‘ 1/'[]1/'
~ L = .
(]
2 2
o2 e[ ¢ e \2 3 -
Ll | sin gprcostyrdy - ( ! 2 sin® y cos® iy d
' 2 Sy 2 .
0 0
und
T
gy = e, — e,
T4
e, e
I B 2
J, - S5

Jy= |0 (e, o) - e e,] ],

Die Nullstellen ¢, und e, erhalten wir, wenn wir ¢ als Potenz-
reihe von a schreiben und untersuchen, fiir welche Werte der
Koeffizienten das Polynom f(g) verschwindet: wir finden so

1 "\ 2
€L =Gy Gy 07 q,,

5 : 2
€o = ¥(10 ”aql —a (/-35

(7)
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wo
YT A 2 A g 8
o 2 W 7 b gy
Ty = / e G4, = — ) Yo =35 5 "
mw,” maw,” 2 m* w,

ist. Die dritte Nullstelle erhalten wir, wenn wir untersuchen,
fiir welche Koeffizienten von

1 .
§ == ( /))a_., ;;ag,l‘,..."
die Funktion f(q) verschwmdet; wir finden so
1 W maw,’
(R e L/ Y L N €= — o
’ a \ «" ‘ 2

Fithren wir diese Ausdriicke in die Gleichungen fiir J, J,
und .J, ein, so erhalten wir nach lingerer Rechnung
14 15 W
J=— 23 (1 e h)
(O 4 m> w,

Netzen wir die erste N&herung

Wy
W= —0J v

2a

J

0

in der Klammer fiir W ein, so folgt schlieBlich

s (0 J)7

42y, m

15 a?

! H) W=—wv,J —

Wir sechen daraus, dafl die Frequenz nicht »,, sondern in dieser
Annédherung

a’-F

15
r=ry _l 2 (2a)pyt m?
ist.

Fiir die Ausstrahlung eines atomaren Systems, das sich durch
einen anharmonischen Oszillator anndhern 1aBt, ist es wesent-
lich, welche Uberginge zwischen den durch (9) angegebenen
Energiestufen nach dem Korrespondenzprinzip erlaubt sind. Um
dies zu erkennen, berechnen wir ¢ als Funktion der Winkel-
variabeln w. Fir diese gilt

S _ [ g, _pm aW( dg
== e 2a dJ | v 1ig)

und mit der Entwicklung (5):
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w_]/_f’ m _dWJ‘ dq (LLJ\)
--2ae, dJ Vie, —qilg — o) ' 2e,

m aw A B
—ae dJ Kot K

3

w =

Die Integrale
d ol .
KO :__f - 9 , K] :J , q(,l,g
Vie, — q) (g — 62) V (e1 "‘ 9) (q — !
berechnen wir wieder mit der Substitution (6) und erhalten

bee [
—— 1 . T2, 1 2 ,
KO =y, K, = 5 R 5 cos .

)t

Setzen wir jetzt die oben gefundenen Werte (7) und (8) fiir
e, €, e, ein, so wird

w ! dW[ ! @ 2W cos i |
p oz — e |y - - e Y oo
wydd VT maw,* f mw,? o J

Wenn wir die Glieder mit a® vernachlissigen, kénnen wir

1

aw_
dJ —°
setzen und erhalten
1| 2y J )
(10) W=~ {q’ “+a V—(Q - v;))" o COS Wi

Aus (6) folgt fir ¢:

g==aq, + gysiny,

wo wir siny aus (10) zu berechnen haben. Unter Vernach-
lissigung von a? erhalten wir

g=¢q,sin2nxw —a o (3 4 cos 4 7 w)

2mm,?
und schliellich

g veJ
1 = sin2nw -—a %, ;13-4 cosd mu).
(11) ¢ V2n2v0msm 7w a(?nvo)"m‘ (3 - cos4 7 w)

Die Abweichung der Koordinate ¢ von ihrem Wert beim har-

monischen Oszillator (a = 0) ist schon von der Ordnung e,
wikrend die Abweichung der Energie die Ordnung a® hatte.
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Der Mittelwert der Koordinate wird nicht null, sondern in
unserer Anndherung

. W
(12 g - Ba | — —3a

(2t m? (2 7wyt m?

]

Beim anharmonischen Oszillator schwingt also die Koordinate
um einen von der Gleichgewichtslage verschiedenen Mittelwert.
Die Schwingung ist nicht harmonisch, vielmehr treten Ober-
schwingungen auf, die erste davon mit einer Amplitude von
der Ordnung «.

Auf Grund des Korrespondenzprinzips sind bei unsercm
atomaren System auch Quanteniiberginge moglich, bei denen
sich die Quantenzahl um mehr als eine Einheit andert. Die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Anderung der Quantenzahl um 2
ist dabei von der Ordnung a? (Quadrat der Amplitude der
korrespondierenden Schwingung).

Die Tatsache, daB der Mittelwert des Ausschlags nicht
verschwindet, sondern proportional der Energie wiichst, hat
Boauspawski') benutzt, um die Erscheinung der Pyroelektrizitit
zu erkliren. Er denkt sich die (geladenen) Atome eines azen-
trischen Kristalls anharmonisch an Gleichgewichtslagen gebunden;
dann wird mit wachsender Temperatur (d. h. Energie) ein mittleres
elektrisches Moment entstehen. BoousLawskr hat zuerst fir
die mittlere Energie den klassischen Wert k7' gesetzt, spiter
die Quantentheorie beriicksichtigt, indem er fiir die mittlere
Energie die Prancksche Resonatorformel ((5) § 1) benutzte.

Ferner findet dic Theorie des anharmonischen Oszillators
Anwendung bei der Erklirung des Anwachsens der spezifischen
Wirme fester Korper bei sehr hohen Temperaturen iiber den
Dvuroneg-PeTiTschen Wert hinaus®) und bei der Erklarung der
Bandenspektren (s. § 20)

§ 13. Mehrfach periodische Funktionen.

Ehe wir daran gehen kdnnen, unsere Betrachtungen auf
Systeme von mehreren Freiheitsgraden zu ibertragen, miissen wir

1) 8. BogusLawski: Physikal. Zeitschr. Bd.15. S. 283, 569, 805, 1914.

*) M. BorN u. E. BrRopy: Physikal. Zeitschr. Bd. 6, S. 132. 1921; aus-
fithrliche Literaturangaben s. M. BorN: Atomtheorie des festen Zustandes.
Leipzig 1923, S. 698,
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den Begriff der mehrfach periodischen Funktion einfithren und
einige ihrer Eigenschaften untersuchen.

Definition 1: Hine Funktion F(x,---x,, y,---) hat in den
Variabeln x, - -z, die Periode &) mit den Komponenten

M. @, - “~'f7
wenn identisch in den x - -z,
LT ~ . il (e ‘
(1) Flz, |-, x,--®,-- X0 ) = Filz.z,-- "X,
18,

Deutet man die z,---x,. als Koordinaten in einem f-dimen-
sionalen Raum. so entspricht jeder Periode ein Vektor in
diesem Raum.

Wenn man in (1) (z,, 2, - -z;) durch (2, + &, 2, = &, --
z + (7)/) ersetzt und diese Operation beliebig oft wiederholt.
erkennt man die Richtigkeit folgenden Satzes:

Satz 1: Kine Funktion, die die Periode & hat, hat auch die
Periode 7 &, d. h. die Periode mit den Komponenten 1®,, 1, - 1(7)/,
wo 7 eine beliebige ganze Zahl ist. ’

Wenn die Funktion # neben & noch die Periode &’ hat, so
erkennt man. indem man in (1) (x|, xg---z/) durch (z, -t &/,
Ty @By z, - @ ') ersetzt:

Satz 2: Die wektorielle Summe &) - &' zweier Perioden &
und @', d. h. der Vektor mit den Komponenten

n, + ', Dy - My - (T)f - (Df’ s
18l ebenfalls eine Periode.

Durch Verbindung der Sitze 1 und 2 erhilt man den all-
gemeinen

Satz 3: Hat eine Funkiion mehrere Perioden

AW = (dM, O - (1)}”_\

S (5 (a/__. (2
n'® = (m1 s m2 o) )

DO = (D0, G ... D),
1 = r
%0 ist jede ganzzahlige lineare Kombination dieser Perioden
@) okt = (YNt ob, MNoo®.. Vi, (ﬁf"‘))
] B T P
ehenfalls eine Periode.

Definition 2: Man nennt zwei Punkte (x,---x,) und
(- 2/) dquivalent, wenn der sie verbindende Vektor die Form
" Y1,0™ hat.

i

Born, Atommechanik TI. 6
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Um unwesentliche Ausnahmefille auszuschlieBen, steller: wir
die Forderung auf:

Forderung: Die Punktion F soll keine wunendlich Fkleine
Periode besitzen, d. h. keine solche, fiir die die Linge des dar-
stellenden Vektors kleiner als jede beliebige Zahl ist.

Wir betrachten jetat zwei durch parallele Vektoren dar-
gestellte Perioden & und i®. Dann muB / eine rationale Zahl
sein, andernfalls kdnnte man die Periode (v ' 7'1)-® durch
geeignete Wahl der ganzen Zahlen 7 und 7’ beliebig klein
machen?).

Ist nun ¢ der kleinste Nenner. durch den sich 4 in der

1 .
Form P darstellen 146, so ist 7 - ebenfalls eine Periode.

Wir konnen nimlich nach einem zahlentheoretischen Satz stets
zwei ganze Zahlen 7 und 7’ angeben. so daf}

gt --pt’ =1,
also
P 1
‘l‘ — =
q9 q
wird. Wir sehen jetzt, dal wir jede Periode, deren Vektor eine
bestimmte Richtung hat, als ganzzahliges Vielfaches eimer kleinsten

darstellen kénnen.

Von diesem Satz 1aBt sich eine Verallgemeinerung angeben,
die fiir alle Perioden einer Funktion F gilt. Um sie abzuleiten,
denken wir uns alle Perioden nach dem Betrag ihrer Vektoren

geordnet:
3) 5 <l <o" <

Aus dieser Reihe greifen wir die erste Periode heraus und die
erste folgende, deren Vektor eine andere Richtung hat. Diese
beiden Perioden, die wir jetzt @ und @® nennen wollen,
hestimmen dann ein Parallelogrammnetz in der Ebene der.ent-
sprechenden Vektoren mit der Eigenschaft, dafl jeder Vektor,
der zwei Eckpunkte dieses Netzes verbindet, ebenfalls eine
Periode darstellt. Damit sind aber auch alle Perioden erschopft,
deren Vektoren in dieser Ebene liegen. Gibt es nidmlich einen
Vektor ¢, dessen Endpunkt nicht in einen Netzpunkt fillt, so

1) 8. Anbang I
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gibt es jedenfalls einen Netzpunkt, der von jenem Endpunks
um weniger als | »® | entfernt liegt. Wire @ eine Periode, so ent-
spriche dem Vektor dieser Entfernung ebenfalls cine Periode; ihr
Betrag wire aber kleiner

als 9], Zu O und ///// fer
®@® fiigen wir jetzt die —— / - /
in der Reihe (3) néchst- /

folgende Periode hinzu, ——
deren Vektor nicht in der
dorch @@ und G® be- _
stimmten Ebene liogt, /
und nennen sie ™. )
Diese drei Perioden be- ALb. 6.

stimmen dann ein paral-

lelflichiges (3 -dimensionales) Gitter, mit den Eigenschaften,
daB jeder zwei Gitterpunkte verbindende Vektor einer Periode
entspricht und daf damit auch alle Perioden erschopft sind,
deren Vektoren in dem durch »®, &® »® bestimmten drei-
_ dimensionalen Raum liegen. Setzen wir dieses Verfahren fort,
bis alle Perioden erschopft sind, was spitestens beim Uber-
gang zum f-dimensionalen Raum der Fall ist, so erkennen wir

Satz 4. Zu jeder periodischen Funktion F(x,---x, y,---)
von T, -z, gibt es ein System wvon Perioden &, &®-.. ®0 mit
der Eigenschaft, dafi sich jede beliebige Periode & der Funktion F
in der Form

o - N1 W
3

. daystellen laft; die Anzahl g der Perioden ist dabei hichstens gleich
der Zahl f der Variabeln.

Definition 3: Hin System wvon Perioden, das die im Saiz 4
¢ erwahnie Eigenschaft hat, heifit etn primitives Periodensystem.

Wir hatten eben alle Perioden von F durch ein g-dimen-
sionales Gitter dargestellt. Dabei sind natiirlich nur die Gitter-
 punkte wesentlich, nicht die sie verbindenden Vektoren. Wir
kdnnen das System G®VH®...» @ durch ein anderes System
- von gleichviel (g) Perioden
6*
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~ ! v ~
MW= N7 Bk
k
PN -~
4 GHET = N . 'k
k
®9 = T ],(T)""

crsetzen. das die gleichen Hekpunkte liefert. Das ist offenbar
dann und nur dann der Fall, wenn die Determinante der r,,
den Wert 4+ 1 hat; diese Determinante stcllt niamlich das Ver-

hiltnis dar, in dem die Zellvolumina der beiden Gitter stehen.

Satz 5. Alle primitiven Periodensysteme einer Funktion hingen
durch ganzzahlige lineare Transformationen mit der Determinante =+ 1
zusammen.

Wir betrachten im folgenden nur solche Funktionen, bei
denen die Zahl der Perioden im primitiven System gleich der
Zahl ;' der Variabeln ist, fiir die die Periodizitit gilt. Wir
betrachten also nur f-fach periodische Funktionen.

Fithrt man statt des Koordinatensystems «, ---z. in unserem
f-dimensionalen Raum ein neues Koordinatensystem w, - - w,
ein. dessen Achsen den Vektoren parallel sind, die einem primi-
tiven Periodensystem entsprechen, und fiir das jene Vektoren
die Einheiten bilden, so hat die Funktion F, als Funktion der

w geschrieben, das primitive Periodensyvstem

(1. 0.0---0)
(0.1, 0---0)
(5 (0, 0, 1--.0)

(0,000 1.

Wir sagen in diesem Fall, F habe die ,primitive Periode 1.
Wir erkennen

Satz 6. Durch eine lineare Transformation der Variabeln,
wn denen eine Funktion periodisch ist, ldfit sich erreichen, daf sie
die primitive Periode 1 erhdlt.

Wir wollen jetzt untersuchen, wieweit dieses Koordinaten-
system w,, w, ... noch willkiirlich ist. Zunichst sieht man, da8
durch eine Transformation
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. a1 Py W W

W, =W, oy W, W, ”Jf: Yi1Ya )
(6 w, =W, -y (\wl Wy - Wi Yy Yoo - \

Wm0y (W W, YY)

in der die y periodisch in den #, sind mit der Periode 1 (sie
braucht nicht primitiv zu sein), an den Periodizititseigenschaften
von F(z, -z, Yy, --) nichts gefindert wird. Die Gitterpunkte
des w-Koordinatensystems gehen durch eine einfache Ver-
schiebung in die Gitterpunkte des w-Koordinatensystems iiber.
Man sieht ferner, daB die angegebene Transformation die ein-
zige ist, bei der dieser Ubergang eine einfache Verschiebung ist.
Geht man ndmlich von einem Punkt im w-Raum zu einem
iquivalenten iiber, so nimmt jedes w, um eine ganze Zahl zu.
Um die gleichen ganzen Zahlen miissen die w, zunehmen, wenn
wir den gleichliegenden Ubergang im w, - Raum ausfiihren. Die

Differenzen w, - w, miissen also in allen dquivalenten Punkten
denselben Wert haben. d. h. sie sind periodisch in den w, und
in den w,.

. Nun gibt es aber noch Transformationen, bei denen zwar
die Anordnung der Gitterpunkte geindert wird, aber doch
Gitterpunkt auf Gitterpunkt abgebildet wird. Jedem der in
Satz 5 erwihnten primitiven Periodensysteme in den z, ent-
. spricht z. B. eine solche Transformation; dies sind die ganz-
zahligen homogenen linearen Transformationen mit der Deter-
minante + 1.

Wenn man nun die allgemeinste Transformation, die das
Periodizititsgitter in sich iiberfiihrt, zerlegt in eine geeignete
solche lineare und eine andere Transformation, so mul3 diese
wweite die Form (6) haben. Die gesuchte allgemeinste Trans-
formation ist also

, _ _ ~

Wy = _}. Tk Wy -+ Yy wy, - Zl’f, Yy )
— \ wo ! by) n

wy, == N1, W, 4y, (wl W, Y, )

Satz 7. Alle Variabelnsysteme, tn denen eine f-fach periodi-
 sche Funktion die primilive Periode 1 hat, hingen miteinander
durch Transformationen der Form (1) zusammen, wobei die 1,
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ganze Zahlew sind, deren System die Dcerminante 41 hat, und
die iy, periodisch in den w, sind mit der Periode 1. ')

Mit Hilfe der Variabeln wy e, 1a66 sich die Funktion F
sehr einfach schreiben. Sie laft sich nimlich als FourieERr-Reihe

V (y C, Qi (ryy T Il s r/w/.)
I — Tytge et e

8 Flw, --—-w .
N F g .

f

,....1/.: —-—
darstellen. fiir die wir auch kurz
(8’# ¥a ""ll'\l AN Cr 6‘2.’1i(ru'1
T
schreiben wollen.  Multipliziert man die Funktion # mit
e~2rit"w ynd integriert iiber den Einheitskubus des w-Raumes.
20 erhilt man
S ) - Sl w— (e 1w ‘
fF (wye =" Ddw - NC, . fe T g0y —
?
die Koeffizienten der FourliEr-Darstellung lassen sich also in
der Form

) (', -= ' F(w) p T o
aus der Funktion F gewinnen.
Wenn die Funktion F(w) reell ist, so sind C,...., und

.. ... ” konjugiert komplexe GroBen. !

" Man kann diesen Satz analytisch auch folgendermafien beweisen:
Wir suchen eine Transtormation
wy = fi (i gy,
bhei der die Periodizitit der Funktion
F(wowy wpy- )= F(icl Wy Wy, Yy o)

in den f ersten Variablen erhalten bleibt. Wenn wir

[y + 1, @, by, gy o) =y
setzen, wird
F e/ w)eowf gy ) =F (@ -+ 1, @y -y, Gy o) = F iy, @0y, Gy
=F(w wy - wy, ye-).
Das bedeutet aber, daB wy’ und wy; sich um eine ganze Zahl unterscheiden:

fuldy =1, ieywp gy o) (g, @ye oWy Yy o) g
Entsprechend kann man schlieflen

flwy et Leemay gy o) o fr Gy, e Wp, Yy )+ 7
Dies ist aber nur méglich, wenn f;, die Form hat:
fu Gy, gy o) = St @by (o, 1),
wo 1w, periodisch in den w ist mit der Periode 1.



§ 14. Separierbare mehrfach periodische Systeme. 87

§ 14. Separierbare mehrfach periodische Systeme.

Unsere nichste Aufgabe besteht darin, die fiir periodisehe
Systeme mit einem Freiheitsgrad gefundenen Zusammenhinge
auf Systeme mit mehreren Freiheitsgraden zu ubertragen. Fir
ganz beliebige Systeme hat natiirlich die Einfithrung wvon
Winkel- und Wirkungsvariabeln gar keinen Sinn, da diese an
das Vorhandensein von Periodizitiits-Eigenschaften gekniipft sind.

Wir betrachten zuniichst den einfachen Fall, daB3 die Hamir-
ToNsche Funktion des Systems in eine Summe von Gliedern zer-
fillt, von deren jedes nur ein Variabelnpaar gq,, p, enthilt:

H = H1 (.([1> p_l) R H[(va p,«‘)'

Man l6st die HamirTon-JacoBische Gleichung dann durch Se-
paration der Variabeln. indem man

) 08
H, (’11; 2 q'k) = W,

setzt. wo zwischen den W, die Beziehung
W, - W=W

'

besteht. Man sieht, die Bewegung entspricht vollkommen der
von f unabhidngigen Systemen von je einem Freiheitsgrad. Wir
betrachten nur den Fall, wo die Anderung jeder der Koordi-
naten ¢, periodisch mit der Zeit erfolgt. Dann ist die folge-
richtige Verallgemeinerung der fritheren Betrachtungen, die
Wirkungsvariabeln durch

(1 Jo=§p.dy,

zu definjeren, die Funktion S, durch ¢, und J, auszudriicken und
. 08

2) no==—-F

( ki u 13 (7']1.

zu setzen.

Beispiel: Raumlicher Oszillator. Ein Massenpunkt sei durch irgend-
welche Krifte an eine stabile Gliichgewichtslage gebunden (z. B. ein
leichtes Atom in einer Mclekel, die sonst aus lauter schweren, also rela-
tiv unbeweglichen Atomen besteht). Dann ist fiir kleine Verriickungen
die p.tentielle Encrgie eine positiv definite quadratische Form der Ver-
rickungskomponenten., Man kann dann immer die Achsen des Koordi-
natensystems (2, 7, z) in die Hauptachsen des dieser quadratischen Form
entsprechenden Ellipsoids legen. Die Hamirronsche Funktion ist dann
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L R R o oo oy
3) no o (plE et P (w2t oy 022

sie hat also die oben angegebene Form. Die Bewegung kann daher als
Resultante der Schwingungen von drei linearen Oszillatoren in den
Koordinatenachsen angesehen werden. Es wird somit nach (9) und
(100 § 9:

c o, . -
T l/ i sin 2w, pe=1})2remd,cos2auw,
2aty,.m : ’
1 4 J’/ N ) T
” = sn?aw by =1\ 2, mJ, cos2xw
l 32T, m " Py =1 u v v
T = ‘ oo sin 2 7w, p: oy 2romd, cos 2 7w,
2%, om
WO
(1,
w, .t Ay, Ye=,

ist.  Die Energic betriigl
(5 W dy - vy Jy =

Die Beweguny hat cinen ganz verschiedenen Typus, je nachdem ob
zwischen den » ganzzahlige lineare Beziehungen

Teve o Tyry ST o ()

bestehen oder nicht. Nehmen wir zunidchst an, dall dies nicht der Fall
ist. Wir werden beweisen (s. Anhang I). dal in solchen Fillen ganz all-
gemcin die Bahnkurve ein Gebiet von soviel Dimensionen, als Freiheits-
grade vorhanden sind, voll ausfiillt, indem sie jedem Punkt darin be-
liebig nahe kommt. Hier berufen wir uns vorldufig auf die Anschauung,
daB die Bahnkurve jedem Punkt eines achsenparallelen Quaders beliebig
nahe kommt, dessen Kanten die Lingen

'

c2 : S S22 :
lr " IJJ.‘, / ']yy : o A

TEmor, atmy,
haben (rdumliche Lissasous-Figur).

Um zu erldutern, was fiir Besonderheiten vorkommen koénnen, wenn
eine Kommensurabilitit zwischen den v besteht, betrachten wir den ein-
fachen Fall, daB », = », ist. Er tritt dann ein, wenn das der potentiellen
Energie entsprechende Ellipsoid Re tationssymmetrie um die z- Achse hat.
Die Bahnkurve verliuft dann auf einem elliptischen Zylinder, der die
z-Achse umschlieft. Kiner bestimmten Bewegung entsprechen jetzt
nicht mehr eindeutig bestimmte Werte von J, und J,, da wir das Kcor-
dinatensystem beliebig um die z-Achse drehen konnen, wobei die zur
z-Achse senkrechten Kanten des die Bahnkurve beriihrenden Quaders
thre Léngen &ndern. J. dagegen bleibt eindeutig bestimmt als Hohe
des elliptischen Zylinders, auf dem die Bahnkurve verliuft (wenn nicht
neue Kommensurabilititen hinzukommen). Da die Energie
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(6) We=v(Jy =y rd. (e = 1y = »)

ist, so ist nur die Summe J, -;-J, durch die Bewegung bestimmt.

Wenn vollends alle drei Frequenzen gleich sind, so verlduft die Be-
wegung auf einer Ellipse und alle drei J sind nicht eindeutig bestimmt,
da das Koordinatensystem noch beliebig gedreht werden kann. Die
Energie ist
(7) W=r (’]-l‘ i ']]/ o ']:)}

die Summe der ./ wird also bei einer sclchen Drehung nicht geandert,
Fragen wir nun nach den Quantenbedingungen eines solchen System
von mehreren unabhingigen Ifreiheitsgraden, so liegt es nahe

®) Jg o ngh

zu setzen. Im Falle des Oszillators mit zwei gleichen Frequenzen »,. = »,
haben die Bedingungen
Jy=n,h, Jy-=ny, h

offenbar keinen Sinu. Haben wir nimlich eine Bewegung, fiir die bei
irgendeiner Lage der x- und y-Achse J, und J, ganzzahlige Vielfache
von h sind, so konnen wir stets das Koordinatensystem so drehen, dafi
diese Eigenschaft zerstort wird; dagegen bleibt die Summe J,-!-.J, ganz-

ahlig. Es hitte also Sinn,
) e dy=nh

zu setzen. Da in der KEnergie J, und J, nur in dieser Kombination
vorkommen, wiirde diese Quantenbedingung zwar nicht zu einer ein-
deutigen Festlegung der Bahn, wohl aber der Energie fithren. Fiir J,
bleibt die Quantenbedingung

(10) J.oimg h

sinnvoll. Das Beispiel lehrt also, dafl nur so viele Quantenbedingungen
angesetzt werden diirfen, als es voneinander verschiedene Perioden gibt.

Wenn alle drei Frequenzen zusammenfallen, bleibt nur die eine Be-
dingung
(11) Jo--Jy+J. = nh
iibrig. Durch sie ist wieder die Energie eindeutig festgelegt.

Wir wollen genauer untersuchen, wie sich im Falle », —», die Wir-
kungsvariabeln dndern, wenn wir das Koordinatensystem drehen. Zu
den rechtwinkligen Koordinaten .r, y mogen die Wirkungsvariabeln ./, .J,
gehéren, zu den Koordinaten

r=wecos¢ —ysinu
y = sin «--ycos «

die Wirkungsvariabeln J, J; . Driicken wir in

1 m
pd- = S opta Rt
z 2 E z 2

1

s M Lo,
rJy :tz-mpy —}—~_2—o) ¥
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die iberstrichenen Koordinaten und Impulse durch die ungestrichenen
aus (die Impulse transformieren sich wie die Koordinaten), so folgt

/1 m /1 m
J et et ) cost e - (- p 2 oyt ) sin? ¢
2Py TNam P Y
/1 . o .
— == pep,--mory|sinccose,
\m /
A SO . D O B G
. v = ‘\;Z m P 9 = ) sm= ¢« —<- éﬁm, Py 1-—-_2 m* Y= ) o8~ ¢

1 .
— < CPr Py m oy sin ¢ cos a.
m :

Die Koeffizienten von cos® ¢ und sin® ¢ sind offenbar die GroBen ».J,
und »J,. Den Koeffizienten von sin« cos ¢ bestimmen wir aus den
Transformationsgleichungen (4) und erhalten

J o e cos? ¢k Jysin® ¢ — 2§y Jy eos (u, —uy) sine cose,

.11—} J, sin® ¢ -+ J, cos? ¢4 2 §J J, cos (u, - w,)sine cosc.

Darin ist in unserem Falle u:, —w, eine Konstante; die Konstanten
J,..J, miissen ja auch in Konstante J, Jg iibergehen.

Die Transformation, die die zu einem rechtwinkligen Koordinaten-
system gehorigen Winkel- und Wirkungsvariabeln in die zu einem an-
deren rechtwinkligen Koordinatensystem gehérigen Uberfiithrt, ist keine
solche, die Winke!- und Wirkungsvariable unter sich transformiert. Viel-
mehr geht die konstante Differenz der Winkelvariabeln in die Trans-
formationsgleichungen fiir die J ein. Wir werden ein entsprechendes
Verhalten noch bei einem zweiten Beispiel und spiter ganz allgemein
im Falle der Entartung finden.

Es kann vorkommen, daB die HAMILTON sche Funktion zwar
nicht additiv zerfillt in Glieder, die nur von einem Variabeln-
paar ¢, p, abhingen, daBl sich aber die HamiLTON-JacoBIsche
Gleichung durch Separation der Variabeln 16sen 1iBit, d. h. durch
den Ansatz

8 = S1 (ql) - S-z (g]) R Sf(Qf) .
o8,

an

Dann ist

einc Funktion von g, allein. Wir nehmen jetzt an, daf jede
der Koordinaten ¢, sich so verhilt, wie wir es oben (3 9) bei
Systemen von einem Freiheitsgrad voraussetzten, d. h. daB g,
ontweder periodisch mit der Zeit zwischen zwei festen Libra-
tionsgrenzen hin- und herschwankt oder daf3 das entsprechende
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p, eine periodische Funktion von ¢, ist (Fall der Libration
und der Rotation:. Da die iiber eine Periode genommenen
Integrale

(12) J,o=¢p.dq,

Konstante sind, konnen wir auch hier die J, statt « «,---
als konstante Impulse einfiilhren. Die Funktion H hingt dann
nur von den J, ab; § lifit sich als Funktion der ¢, und der
J, schreiben. Statt der ¢, wird man jetzt die zu J, konju-
gierten GroBlen w, einfiihren, die mit den ¢, durch die Gleichungen
{13 w, = FS = \'7(;;51

" ¢ Jl.- el J,:
zusainmenhingen.

Wir behaupten jetzt, daB die so eingefiilhrten Variabeln
w,J, ganz idhnliche Eigenschaften haben, wie w und J bei
einem Freiheitsgrad, daB némlich die g, mehrfach periodische
Funktionen der 1w, sind mit dem primitiven Periodensystem

(1, 0.0 -0
(0. 1. 0=
(0, 0. 1---0;

(0. 0. 0--- 1),
Wir suchen die Anderung von w, wihrend eines Hin- und

Hergangs bzw. wihrend eines Umlaufs einer Koordinate ¢, bei
festgehaltenen iibrigen Koordinaten:

C 0w,
dywgs - it da.
4 qh

Nun folgt durch partielles Differenzieren der Gleichung (13!
ow, _ N1 08, . o\i8, 798,

5él¢ a T BJ:Eq; - ;‘J/; ‘;_/ ;th ‘ JI: ?ql;

und hieraus durch Integration

;[0S e 1 (h=k)
Ao — - RNrgy — ;
o ;*J,;g)agh =7y { 0 (h=+k.

Faflt man jetzt die Funktionen ¢, (w,:-- wf) ins Auge und ver-
mehrt man w, um 1, wihrend die andern w ungeéndert bleiben,
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so durchliuft ¢, eine Periode; die andern ¢ konnen zwar von
den w, abhingen, aber sie kehren zum Ausgangspunkt zuriick,
ohne eine Periode zu durchlaufen (wiirde z. B. ¢, eine Periode
durchlaufen, so wiirde w, um 1 zunehmen). Hieraus folgt
unsere Behauptung.

Es kann dabei vorkommen, dal3 ein bestimmtes ¢ nicht von
allen der w, abhidngt, also nicht voll f-fach periodisch ist;
aber das System aller ¢ zusammen hingt natiirlich von allen
w, ab.

Bei unserer Behandlung des rdumlichen Oszillators hing z. B. jede
der Koordinaten nur von einem w» ab.

Unter allen Umstidnden 1aBt sich ¢, darstellen als FOURIER-
Reihe in der Form

114 9, = Zc’ik).e'!ni(rw)'

Wir bekommen die w als Funktionen der Zeit aus den kano-
nischen Gleichungen:

15) we =t 0, 7 aJ,’
Als Funktion von t geschrieben:

g, = 2(}1(k).6‘-’-1i1(2v)t+(ﬂ5)l,
(T¥) =1T,7, T,V + - T,

Y | \
T8 =70,+71,0, + 1,0,

ist ¢, im allgemeinen nicht periodisch, sondern dann und nur
dann, wenn f— 1 rationale Beziechungen zwischen den » be-
stehen (z. B. wenn alle » gleich sind). Periodizitdt der Be-

wegung bedeutet ndamlich, daB alle Einzelperioden 1 ein ge-
Yk

.1 .
meinsames  Vielfaches <sa,gen wir ) haben, d. h. daBl eine Be-
4

ziehung
Vo e M,
’ T — 7
1 T: Tf

existiert: das sind aber (f — 1) rationale Beziehungen zwischen
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den ». Umgekehrt lassen sich aus (/- 1, unabhingigen
linearen homogenen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten

' 4 JE—
Ty i Ty ¥y o T Y v
Ty ¥y 0 Taa ¥y T Ty =0
, . .
T y. b1 ) PR, 4 o= 0
VR TS it TR AN A U e B =1,1"1

die », bis auf einen willkiirlichen Faktor » bestimmen

wo 7, ganzzahlig gowihlt werden kann. Die FOURIER-Dar-

stellung der Koordinaten ¢, erhilt in diesem Falle die Form

-

/

auch ihr sieht man ohne weiteres die Periodizitdt an.

Im nichtperiodischen Fall ist die Bewegung analog dem.
was man bei zwei Dimensionen eine Lissajous-Bewegung nennt.
die nur bei Giiltigkeit einer rationalen Beziehung zwischen
den » geschlossen ist. Die Bahnkurve im w-Raum kommt
nimlich (wie im Anhang T bewiesen wird) jedem Punkt des Ein-
heitskubus beliebig nahe. wenn man sie dadurch auf diesen
Kubus beschrinkt, daf man jeden Bahnpunkt durch den &dqui-
valenten Punkt des Einheitskubus ersetzt. Der Ubergang vom
w-Raum zum ¢-Raum bedeutet eine stetige Abbildung; die
Bahnkurve im ¢-Raum kommt daher jedem Punkt eines f-di-
mensionalen Gebiets beliebig nahe.

Die Astronomen nennen solche Bewegungen bedingt periodisch.

Aus der Tatsache, daB die Fuanktion § jedesmal um J,
wichst, wenn die Koordinate ¢, eine Periode durchlduft und
- die anderen ¢ ungeindert bleiben, kann man (wie im § 9

gchlieBen, daB die Funktion
(16 8* =8 — Nu, J,

k
ane mehrfach periodische Funktion der w mit der primitiven Periode 1
ist. Denn #ndert sich w, um 1 und bleiben die andern w
ungeéindert, so durchliuft g, eine Periode und die andern q
kehren zum Ausgangswert zuriick, ohne eine Periode durch-
- laufen zu haben, d. h. 8§ nimmt um J, zu und 8§* bleibt
 ungeéindert.
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§* JaBt sich statt § als Erzeugende einer kanonischen Trans-
formation ansehen, die die g, und p, in die w, und J, iiher-
fithrt. Die Gleichung

. . as
Zpk &= — ka ']k + di

ist nidmlich gleichbedeutend mit
2,117;: Q= ‘_/\_7 Sy -+

und diese liefert die Transformation

as8*
dt ’

J:**(‘S*( ).
13 /(;wk q )
17) )
p);: —\'/ S*“Isw)-
”qh
Hieraus konnen wir einen einfachen Ausdruck fiir die mittlere
kinetische Energie im Falle der nichtrelativistischen Mechanik

ableiten. Eg ist namlich

I

ty iz
1 1
27 == Tp, q, dt == - N, d
[_.‘ L tlfz pqu t ¢ f pk qk
ty 2]
23 7%
- 1 \YJ dw -1 1- as*.
A ty—t,,
zl ’ 4

Wihlen wir den Zeitraum (1, ¢,) hinreichend lang, so folgt

ta
1 N7
27T = , — tI[Z S dt

(18) 27T 3 A

Die hier eingefithrten Integrale J, (12) scheinen sich ohne
weiteres zur Formulierung von Quantenbedingungen in der Form
J, =mn, h darzbieten, Der Definition nach sind sie aber an
ein Koordinatensystem (g, p) gekniipft; man mufl daher zu-
nachst die Bedingungen untersuchen, unter denen dieses Koor-
dinatensystem, das durch die Forderung der Separierbarkeit
festgelegt wurde, eindeutig bestimmt ist. Wir werden also
untersuchen, ob es Punkttransformationen (d. h. Transforma-
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tionen der Koordinaten unter sich) gibt, die Separationsvariable
i Separationsvariable iiberfiihren.

Wir nehmen an, dall es ein Koordinatensystem gibt, in dem
die HaminroN-Jacosische Gleichung der betrachteten Bewegung
gseparierbar ist. Wir nehmen weiter an. dafl zwischen den
Perioden der Bewegung keine von den Anfangsbedingungen
unabhingige, wir sagen ,identische“ Kommensurabilititen be-
stohen. Dann kénnen wir die Anfangsbedingungen so wihlen,
daB sich die Bahn nicht schlieft. Wenn eine Variable ¢, eine
Libration ausfiihrt, so verliuft die Bewegung zwischen zwei
bestimmten (f — 1)-dimensionalen Ebenen ¢, =- const, die sie
abwechselnd berithrt. Wenn ¢, aber eine Rotation ausfiihrt,
kann man sie auf den Bereich von O bis &, beschrinken, wo
@, die zugehdrige Periode ist. indem man die Teile der Bahn in

den Abschnitten .

(v, (4 1)d,) 7 7 i
in den Abschnitt (0, &,) / \\ ,//l \\ f
mriickverlegt. Die ganze \\ / \ /’} \ /
Bahn verlauft dann inner- \ ] \J
halb eines f-dimensionalen |2 & P
Quaders, der nach den Abb. 7.

Koordinatenachsen  orien-
tiert ist. Die (f — 1)-dimensionalen Ebenen, die den Quader be-
grenzen, haben eine vom Koordinatensystem unabhingige Be-
deutung. Durch Anderung der Anfangsbedingungen kénnen
wir die Abmessungen des Quaders verindern und so die in-
varianten Ebenen verschieben. Hieraus folgt, daBl die Koor-
dinatenrichtungen invariante Bedeutung haben und nur die
Skala jeder einzelnen Variabeln geindert werden kann.

Beim Fehlen identischer Kommensurabilitdten hingen alle Koor-
" dinatensysteme, in denen Separation der Variabeln méglich ist,.
durch eine Transformation der Form

7, =, (42)

wsammen. Die zugehorigen Impulse transformieren sich nach.
(10) § 7 mittels der Gleichung
af,

Py = ?k (E_ i 4. (ql te Qf)~,
k
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also wird

L df,
g) pdq, = g)Pk 'qudqr; + é g, dq, -
k

Dag zweite Integral der rechten Seite verschwindet (wegen des
geschlossenen Integrationsweges) und das erste Integral wird

Fppdy,.
Die Integrale J, sind also wirklich eindeutig bestimmt.

Eeim raumlichcn Oszillator erfiillte im allgemeinen Fall die Bahn-
kurve cinen Quader. Beim Fehlen von identischen Kommensurabilititen
sind also die rechtwinkligen Koordinaten oder Funktionen von ihnen die
einz'gen Separationsvariabeln, und die Integrale .J,, J, und J, haben
invariante Bedeutung.

Wenn identische Kommensurabilititen bestehen, so fiillt die
Bahnkurve den Quader im ¢-Raum nicht véllig aus, und die
Koordinatenrichtungen brauchen nicht mehr invariante Be-
deutung zu haben. Die J, brauchen dann auch nicht eindeutig
besttmmt zu sein.

So kopnten wir beim rdumlichen Oszillator im Falle v, =, das
Koordinatensystem beliebig um die z Achse drehen, ohne daB die Sepa-
ration gestért wurde; wir erhielten in den verschiedenen Koordinaten-
systemen auch verschiedene J, und J,. Ferner sind die rechtwinkligen
Koordinaten nicht die einzigen, in denen der Oszillator fiir v, = », sich
durch Separation behandeln laBt.

Um dies zu zeigen und zugleich ein Beispiel zu geben fir die Li-
sung der HamiLtox-JacoBrschen Gleichung durch Separation in einem
Falle, wo sie nicht additiv zerfillt, wollen wir den ridumlichen Oszillator
fiir », =»,=» mit Zylinderkoordinaten behandeln. Die kanonische
Transformation (12) §7

X =708 ¢ Py = P COB @ ~- Py 8in @
y=rsing p(p:—~prrslnf[—;—pyr(‘08q)

2 ;= P
fihrt die HamiztToNsche Funktion iiber in

w

1
H:‘)m<p_*p.2+ p[rj.ll_.) (w?r* + w,22%) .
Wir versuchen, die Hamirron-Jacosische Gleichung

/oS 08 1 /e8\? . 2 3 oan ¢
2'?71:) ' {B,.> T r? (8(;") +mP (0P w2 = 2mW

mittels des Ansatzes
S = S,.( ) 4 8 (q,“\ A\ 4")



e ————— —

§ 14. Separierbare mehrfach periodische Systeme. 97

zu losen. Da ¢ zyvklische Koordinate ist. wird

Fassen wir nun die von = abhingigen Glieder zusammen und setzen
sie gleich einer Kounstanten, die wir mit m* @.% «.> bezeichnen:

dSANY e s a

Pbm? o2 = m” w." ¢,

dz/

80 bleibt fiir die von r abhingigen Glieder

R
TN\ , a0 e

,,77_) e =2m W=t o el
dr r=

Bilden wir die drei Wirkungsintegrale, so lassen sich zweci sofort aus-
fiihren (und zwar .J. unter Einfiihrung der Hilfsvariabeln v - arcsin ~
.
~Zz

wie im § 9); wir erhalten:

t] / - N
2W—mn.® e “oodr
Jo=mao ot RO
m om? m? w* r

(19 J, =27,

Jo=mo J}et=ztdr=amo, ¢,

Das erste Integral erhidlt durch die Substitution r? = » die Form

Mo Py T ade
g —a =2he— a2l
I . : y
2, X

Y WY maw? et
~ . 3 b= ;-
m? w? n w*

WO

a -

ist. Dieses Integral 16t sich nach einer der im Anhang angegebenen Me-
thoden auswerten. Man erhilt (vgl. (5) im Anhang II):
Mmoo — (W mw.? u:2\
J, = “y ~2ab—Ja)==a P e e B
Driickt man hierin «, und e, durch J,, und J. aus, so bekommt man
fir die Energic

S

. . ) ) :
20 Wy (2J,+ J’/> + ., v g ve=
Man sieht an den Gleichungen (19), daBl J. und J{ﬁ vollkommen andere

Bedeatung haben als die Gréflen J, und J, bei Separation in recht-
winkligen Koordinaten; z. B. ist jetzt J,p das 2 z-fache des Drehimpulses

um die z-Achse. J, jedoch hat die gleiche Bedeutung wie friiher; ferner
bedeutet der Faktor von », nimlich 2J’+J¢’ dasselbe wie frither

Jy~J, (er ist der »-te Teil der Energie eines Oszillators, bei dem die
in beiden Fillen gleichbedeutende GroBe J. gleich 0 ist). Die Quanten-
bedingungen

Born, Atommechanik T, 7
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LY ./,/ =nh
Jo=n.h

hiitten hier also einen Sinn. Dagegen wiirde die Festlegung von ./, und J'p
einzeln dureh solche Bedingungen zu ganz anderen Quantenbahnen
fithren, als die entsprechendc Festlegung von ./, und J, bei einem be-
stimmten rechtwinkligen Koordinatensystem.

Wir betrachten jetzt niher den Zusammenhang zwischen den ., wy,
Jeoy und den w,, w, Jy, J/' Es ist

q

an =2z P
wO

pq =m (‘E gf - -’iz)

die Komponente des Drehimpulses um die z-Achse ist. Driickt man
hierin « und y durch die Winkel- und Wirkungsvariabeln nach (9) § 9
aus, <o crhilt man:

2 - .
21 J'/ = | Jpdysin2a (w, —wy).
P ) b
Hier ist w, —uw, = 6,— 4, eine Konstante. Dagegen ist
We Wy =vi-- é‘ii,(s-’/
2 2

gleich der zu J(F konjugierten Variabeln w, = —1’2. Den Ausdruck fir

J, bekommen wir aus der Gleichung
2 Jr + J’I" = J:c T Jy
und finden
Jr= oy ey — T Tysin 2 , — ).
Die Gleichung fiir w, endlich kann so erhalten werden, dal man w, mit
Hilfe der Bewegungsgleichungen aus .. und J,. berechnet und fiir
diesc GroBen dic eben gewonnenen Ausdriicke einsetzt.

Die Transformation, die das Variabelnsystem w, w,, J, J[’ mit dem
System w, w, J;.JJ, verbindet, ist auch hier keine solche, die die w
unter sich und die J unter sich verkniipft. Vielmehr geht die konstante
Differenz w, —w, in die Beziehungen zwischen J_ J. und J, J, ein.

Wir werden sehen, daB jedes entartete System dieses Verhalten zeigt.

§15. Allgemeine mehrfach periodische Systeme.
Eindeutigkeit der Wirkungsvariabeln.

Bisher haben wir nur solche mechanischen Systeme der
Quantentheorie unterworfen, deren Bewegung sich durch Sepa-
ration der Variabeln berechnen 1aBt. Wir wollen uns jetzt all-
gemein fragen, wann man solche Winkel- und Wirkungsvariabeln
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w, und J, einfiihren kann, die sich zur Anwendung der Quanten-
theorie eignen. Hierzu ist in erster Linic notwendig, die J durch
geeignete Postulate so festzulegen, da nur noch ganzzahlige
lineare Transformationen mit der Determiante 4 1 mdglich sind;
denn nur dann haben die Quantenforderungen

(11‘) . Jy = n, h
einen Sinn.

Indem wir unsere bisherigen Betrachtungen verallgemeinern,
fassen wir mechanische Systeme ins Auge'), deren Hamirrox-
sche Funktion H(q,,p,---) die Zeit nicht explizit enthilt. Wir
nehmen weiter an, es lassen sich aus den ¢,, p, neue Variabeln
w,.J, durch eine kanonische Transformation mit der Erzeu-
genden S{g,,J, - 4 J/)

8

? S
i 08
W, = - -

ET G,

so einfiihren, dall folgende Bedingungen erfiillt sind:

(A) Die Lage des Systems soll periodisch von den w, abhdingen
mit der primitiven Periode 1. Die g,, die eindeutig durch die
Lage bestimmt sind, sollen periodische Funktionen der w, sein
mit der primitiven Periode 1; wenn ¢, durch die Lage nur
bis auf ein Vielfaches einer Konstanten (etwa 2 ) bestimmt
ist. soll es auch nur modulo dieser Konstanten (2 ) periodisch
sein. In dem letzten Falle gibt.es auch Funktionen (z. B.
sin ¢,), die im eigentlichen Sinne (des § 13) periodisch in den
w, sind.

(B) Die HamrrroNsche Funktion geht in eine Funktion W iiber,
die nur von den J, abhingt.

Daraus folgt, daB die w, lineare Funktionen der Zeit und
die J, konstant sind. Die Funktionen g, (w, ---w,) haben ein
kubisches Periodizititsgitter im w-Raum, die Kantenlinge der
Zellen ist 1.

Es 1iBt sich nun leicht zeigen, daB durch die beiden Be-
dingungen (A) und (B) die Grofen J, noch nicht eindeutig (bis

1) Die folgenden Bedingungen nach J. M. BurgERs: Het Atoommodel
" van RUTHERFORD-BOHR (Diss. Leyden). Haarlem 1918. § 10.
7*
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aut eine ganzzahlige Transformation mit der Determinante 4 1)
festgelegt sind.

Eine cinfache Lkanonische Transformation, die die Be-
dingungen (A) und (B) unversehrt lifit, ist nimlich

4 il;k —w, Jf)
h ) J;; = Jk - Cr»

bei der die ¢, Konstante sind. Die Willkir in der Wahl von
. stors die Anwendung der Quantenbedingungen (1). Sind
namlich die J, als ganzzahlige Vielfache von h festgelegt, so
gind es die .J, im allgemeinen nicht. Wir miissen also diese
Willkiir ausschlielen. Wir tun es, indem wir eine frither bei
separierbaren Systemen gefundene Eigenschaft der w und J all-
mein fordern:

1C) Die Funktion
4 S* = 8§ — I_\‘wk J,
welche die Erzeugende wnserer Transformation (g, p,— w, J,) in
der Form

2o \
D= S*lg w, )

Jp= ‘({I’S (g wy - )
ist, soll periodische Funktion der w, sein mit der Periode 1.

Es ist dabei gleichgiiltig, ob wir §* als Funktion von g,
und w, oder von J, und w, auffassen, da die ¢, auch in den

penodlsch sind.

Fordert man in (C), daBl 1 primitive Periode ist, so wird
(A} iberflilssig. Berechnet man nidmlich aus dem zweiten Glei-
chungssystem die ¢, als Funktionen der w, und J,, so werden
sie periodisch in den w, mit der primitiven Periode 1. Aus
dem ersten Gleichungssystem ersieht man tiberdies, daBB dasselbe
fir die p, gilt.

Wir haben jetzt zu beweisen, dall die Bedingungen (A),
(B) und (C) wirklich geniigen, um Quantenbedingungen der
Form (1) sinnvoll anzuwenden; wir filhren den Beweis, indem
wir die allgemeinste kanonische Transformation
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ul/“ Jk g u‘k J/f

aufsuchen, die die Bedingungen (A), (B) und (C') ungedndert Lifit.
Wir suchen die erste Reihe der Transformationsgleichungen
auf, ndmlich die fiir w,. Mit Ricksicht auf (A) muf die Trans-
formation das System der Gitterpunkte, die der primitiven
~ Periode 1 entsprechen, in sich sclbst iiberfiihren. Nach (7)
§13 miissen sich dann die w, folgendermalien transformieren:

\

N (wl, Jw,, d,, ).

{6) W=7, w0, .. T,
Dabei hat das System der ganzzahligen 7., die Determinante =+ 1.
Die 4 sind periodisch in den w, mit der Periode 1 und. als
Funktionen der 1, geschrieben, auch in diesen; sie lassen sich
also in der Form
gre= Nyt T )

darstellen. Die Bedingung (B) bringt eine neue Einschriinkung.
Als Funktionen der Zeit betrachtet, miissen die w, wie die ',
linear sein; aus (6) folgt, dall dann auch y,. lineare Funktionen
der Zeit, wegen der Periodizitit also konstant sein miissen.
Das bedeutet aber, dal im Exponenten der Fovrrgr-Darstellung
nur solche Kombinationen der w, auftreten, fur die
Copw = (o vy e o)t (0,0 + -+ 0,0,
von ¢ unabhiingig, also (identisch in den J,)

0,7, —}w~~—}—o/,rf: 0

I3

. - . W
ist. », bedeutet dabei die Ableitung ; g
k

Der Fall, wo identische Beziehungen

(zvy=1v, 4 7,7,=0
wwischen den Frequenzen bestehen, wird ganz allgemein in
unseren Uberlegungen eine grofie Rolle spielen. Wir nennen
Systeme, bei denen er eintritt, enlartete Systeme; die ibrigen
nennen wir nichtentartel.

Auch der Fall, wo nur fiir bestimmte Werte der ./, Kommensurabili-
tatsbeziehungen gelten, wird uns beschiftigen; das mechanische System
ist dann nicht entartet; aber die betr. Bewegungen, fiir die (z2) =0 ist,
wollen wir zufillig entartet nennen, wihrend die Bewegungen eines ent-
srteten Systeme [(r r) == 0 identisch] eigentlich entartet heilen sollen.
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Wir betrachten zundchst nichtentartete Systeme. Ifir diese
hat die Transformation (6) die Form

(7 Wy = %‘Tzczwz‘:* iy

Um nun die zweite Rethe der Transformationsgleichungen
fiir den Fall eines nichtentarteten Systems zu finden, bilden
wir zur Transformation (7) die Erzeugende. Sie lautet:

Vg Jyw J ) = %'TMJA, w,+ V({J,-- J/) + F(w, - -u;f\),
wo Y die partiellen Ableitungen v, hat!). Die zweite Reihe
der Transformationsgleichungen wird jetzt

J «r AN i o
S 'k;(”fﬁ;*’grlk z'i'fk(”l”‘"’/“-
g p
Um zu sehen. ob die Transformation

— \" . R 5
w, = = 7w, vy, (J) Jf)

9 - — _
( Jk:%’nk.]l ff',;(zul...w[)

wirklich die Bedingungen (A), (B) und (C) ungeiindert liBt,
oder ob wir die Gesamtheit der zuldssigen Transformationen
noch einschrinken missen, zerlegen wir sie in drei Transfor-
mationen

110) w, =w, oy (ST,

f RN
{11: 19;, = T\'zmmv R .ISTM RY
(12 Wy, == 1w, =i+ fl(iulaf)

Alle drei sind kanonisch; man kann namlich zu jeder eine
Erzeugende im Sinne des § 7 angeben.

Die erste Transformation (10) liBt (A) und (B) unverletzt.
DaB sie auch (C) unverletzt liBt, sehen wir folgendermafien
ein: Sind 8(¢,J) und G(¢,3) die Erzeugenden von Transfor-
mationen der Form (2), die ¢,p in w,J und w,§ iiberfihren,
so gilt

cS{g,J)  28(g. J)

aqk o aqk :ph’

') Man sieht daran, dal} die v, in (7) gewisse Differentialbeziehungen
erfiillen miissen, damit die Transformation kanonisch ist.
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da die hei der Differentiation konstant gehaltenen Variabeln
dieselben sind, folgt, dall § — & von ¢, unabhingig ist. Fiir
§* — ¢* gilt dann

¥__ ok - § S~ YV NV —
s EF=8—-c— YuJy - Nw, ’/'k)‘]k
3 3
=8 -2 My J
=

daran sieht man, daB (('; unverletzt bleibt.

Dafl (11) die Bedingungen (A) und (B) unverletzt 1a8t, sieht
man ohne weiteres; fur (O) schlieBen wir folgendermaflen. Fiir
€*(g,w) und &* (g, w) gilt einmal:

;X ¢S

AR\ . [} . .

cq, - 2q, =P
da bei der Differentiation dieselben Variabeln konstant gehalten
werden (die w werden ja in die w mit nicht verschwindender

Determinante transformiert), folgt, dal &* — &* von ¢ nicht
abhdngt. Andrerseits ist

5 % *

«

k — = d
414 ?’D/ ‘TJ

w,
0,

:w mx
N ‘\)
™S
D

o N

24

;v
cn v,
und daraus folgt, da ©* — &* auch von den w und m nicht
abhingt.

Dafiir, daB die Gesamttransformation (9) die drei Be-
dingungen unversehrt 1at, ist nun notwendig und hinreichend,
daB es fiir (12) der Fall ist.

Fir S*i¢,w) und S*(q,w) gilt:

Fe* 8%
S pka
‘qy éq,

also

Weiter gilt

also
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R

0 = - f].[uvli‘,
(

!
k

Soll +C) bei der Transformation :12) unverletzt bleiben, so mufy
It periodisch von den w, abhingen, f, ist also durch eine
Fourier-Reihe ohne konstantes Glied darstellbar. Soll (B)
unverletzt bleiben, so darf f, nicht von der Zeit abhingen.
Aus beiden Bedingungen folgt das Verschwinden der 7, .
Wenn f, = 0 ist. so bleiben (A). (B) und (C') unverletzt.
Damit haben wir bewiesen, dal} fiir die Wirkungsvariabeln
die Transformation
113 J, = —;"[lk J,
dic allgemeinste ist. Wenn wir jetzt die J, als ganzzahlige
Vielfache von h festlegen, so sind auch die J_ ganzzahlige
Vielfache von A und umgekehrt.
Wenn wir bei unseren Uberlegungen uns auch von dem

J .
Gedanken der ganzzahligen hk haben leiten lassen, so wollen

wir doch zunichst den bewiesenen mechanischen Satz unabhangig
von aller Quantentheorie aussprechen:

Eindeutigkeitssaiz fiir nicht entartete Systeme: Wenn wir in
einem mechanischen System Variable w, wund J, einfiihren kénnen,
so daf} die Bedingungen (A), (B) und (C) erfillt sind, und wenn
zwischen den Gréfien

) ‘W
oo,
keine Kommensurabilitil bestehi, so sind die J, eindeutig bestimmt
bis auf homogene lineare ganzzahlige Transformationen mit der
Determinante =+ 1 .
Wir gehen jetzt zur Behandlung entarteter Systeme iber. Wenn

zwischen den », eine Anzahl (f— s) Kommensurabilititsbe-

k
dingungen

(14) Ny
k

r =0

bestehen. so konnen wir durch eine kanonische Transformation,
die die Bedingungen (A), (B) und (C) ungeindert lil3t, erreichen,

_ a4 . .
dafl f— s der Frequenzen v, = -5 verschwinden und zwi-
¢
K
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schen den s iibrigen keine Beziehung der Form (14) besteht,
Nennen wir die neucn Variabeln wieder w, und J,, so haben
wir

r, inkommensurabel, ¢ = 1.2---s,

v, = 0 =5+l 21,
und die Hawvivroxsche Funktion hat die Form
Wi(J.,).

Die w, und J, nennen wir cigentliche Winkel- und Wirkungs-
variable, die w, und J, uneigentliche oder entartete Variable; die
w, bleiben wihrend der Bewegung konstant. Die Anzahl s
der unabhingigen Frequenzen w», heillt Prriodiziidtsgrad des
Systems.

Im Falle zufilliger Entartung ist fir bestimmte Bewegungen die
Zahl der unabhiingigen Frequenzen geringer als fiir das ganze System.
Wir nennen jene Zahl den Periodizititsgrad der betr. Bewegung.

Wir haben jetzt die allgemeinste Transformation aufzusuchen,
die diese Zweiteilung der Variabeln und die Bedingungen (A),
(B) und (C) nicht verletzt. Die erste Reihe der Transformations-
gleichungen hat jetzt die Form:

J)

= V¢ g oL T,
z(/’/;_‘l_rk,uv, Wy Wy, J PR

o1

Die Erzeugende heifit also:
Viw, wp, Jy-J)

(151 o i . : L
::;;;71\‘1']1:107 - Ill;u'»s‘le . Awf’ Jl e Jf) _[_ I(‘(wI. . y_)[) R
wo ¥ periodisch von den w, abhingt. Damit wird die zweite
Reihe der Transformationsgleichungen:

- . 4 _

Jo= N1, J A+ = W)

k TTIIc l—rﬁwk fk( 1 )

die Ableitung von Y tritt nur auf, wenn k eine der Zahlen
§4+1---f ist.

Damit die Teilung in nichtentartete und entartete Variable
bestehen bleibt, diirfen die w, nicht von den w, und die w,
nicht von den w, abhiéingen. Das bedeutet aber, dal} die 7,,,
verschwinden. Die Transformationsgleichungen kénnen wir dann
folgendermafien schreiben:
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w, = N, 0, 4 (2, )
w, — N7, W, =, (g, ] . f==1---5§
&2
(161 . 0,0=28-41-f
' J,o= Mg = [, (@)
" - Yy T o
= El=1- f
Jy= X1 J g (e ) - (0,
g
wo  — —=¢q, gesetzt ist. Da die 7,, ganze Zahlen sind und
cir, - -
die 7,, verschwinden, folgt aus dem Wert der Determinante
Tyl = *1
auch
[ Tup | == 1.
Wir zerlegen jetzt die Transformation (16) in zwei Teile:
U = T\j‘['tl m[ »\L_ Y (mru J\’ ;\\u. = _?7 T/3u Jﬂ
(17} L

o !

w, = N1, 5105+, (0 J) Jp= N1, J,+ ¢, (05 J)

— e
n

und
(IH) mk = iék ’ J ’3 Jr f/; (il';)
und zeigen, dall die erste die Bedingung (C) unverletzt 1St
und die zweite dies nur fir f, = 0 tut.

Wir betrachten die Funktion § — & in ihrer Abh#ngigkeit
von w und J, d. h. wir schreiben

8=28{qgw,J),J), €=8(gw,J) J(w,J)

und bilden

, 128 6 S rq 6oy
R I S o £ I i 4
10 ((],CIU, T 04,010, 7 (x5 010

1O,
— \ 04 ,\(f .
o Gmk
Es ist also:
¢ N -~ C Py
(1¢ (S —&) =0, S e = — My, LT
(19) It J cw, " ) ~ 7w,

Weiter bilden wir:
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- 8- Zh== ) - .
_(‘]‘. “I" /‘(]/(,‘J,‘, (']1;
(2“,|

.o < &8 7 oS Sy Y S
! \ LTI A N
(

L - ‘/"C\'
- ql/J = 3

T R 27 “lr
=w, e m,(—— =" 0, .

1 Jy
Aus (191 und (20) folgt

LSY - 3 = Y’(:’Dr;} ']) - ,11 W, q70 L)
(23

wo ¥ dieselbe Bedeutung hat wie in (15). Mithin wird

£ =% \! ( !
e omosos XSt
k
- .
- _1/ 1y, (‘z\‘ Ty )
%

Wi, )= X oy, J);
%
das bedeutet aber, dafl ((') unverletzt bleibt.
Die Bedingung dafiir, dall (C) bei der Transformation (18)
erhalten bleibt, finden wir wie im nichtentarteten Fall. Es ist

_ 5 —
(@)= - o R @,

Wenn (C) und (B) erfiillt sind, ist f, (w) eine periodische Funk-
tion der Form

L Wl 2xi(r w)
fi (W) = N C.1.e ,
T

in der nur Exponenten auftreten diirfen, die allein w, ent-
halten; also ist stets 7,= 0. Daraus folgt aber

fu(w) =
Die allgemeinste zuliissige Transformation der nichtentarteten
Wirkungsvariabeln ist also
(21) Ji(,z - _\,' Ty J/"»’ .

A

Die J, dagegen brauchen sich nicht ganzzahlig zu transformieren.
Da die Bedingung (C) hier das Auftreten von w, in der Trans-
formation der J, nicht verbietet, 1aBt sich aus einem System J,,,

in dem alle J, ganze Vielfache von h sind, stets ein System j;,
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herstellen. das diese Eigenschaft nicht hat (vgl. die Beispiele
des § 14

Das Ergebnis unserer Untersuchungen sprechen wir unab-
hingig von der Anwendung auf die Quantenthcorie folgender-
mallen aus:

Wenn wir in einem mechanischen System Variable w, J, ein-
jithren kimnen, die die Bedingungen (4), (B) und (C) erfiilien,
s0 lassen sie sich stets so wdhlen, daf gewisse der partiellen Ab-
leitungen

W
V]. = )
- ¢ J,_
ndmlich die v, (¢« =15 inkommensurabel sind und die dibrigen

v, (=35 - L---f) verschwinden. e J, sind dann eindeutig
festgelegt bis auf homogene yanzzahlige lineare Transformationen mit
der Delerminante + 1.1)

Aus der Periodizitit von &* als Funktion von ¢ und w
oder J und w wollen wir noch eine Folgerung ziehen: Die
Funktion

8 =8*4 N, J,

nimmt um .J, zu, wenn w, um 1 wichst und die anderen w
und die J konstant bleiben. Dies konnen wir auch in der
Form schreiben:

1

1
' S L8 7
J, = |duw, <€— ~> = |dw, N ! - L
5 Y u.k J . _1' ( ,CI[ c u’lc

4}

1
74
D] e T o __’,
("2) I f(luli S pl?u’k ‘
{
0

Man kann dieses Integral dazu benutzen, um zu sehen, ob
eine vorgegebene Bewegung die Quantenbedingungen erfiillt
oder nicht. da man nur die p und ¢ als Funktionen der w,
zu kennen braucht.

") J. M. BurcEers, der den wesentlichen Inhalt dieses Satzes in seinep .
Dissertation angibt, teilt keinen vollstindigen Beweis mit (a a. (). §12),
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§16. Die adiabatische Invarianz der Wirkungsvariabeln
und die Quantenbedingungen fiir mehrere Freiheitsgrade.

Gerade wie bei cinem Ireiheitsgrad (s. § 10) ist die Ein-
deutigkeit der J, nur eine notwendige Bedingung dafir, daB
Quantenbedingungen von der Form

S = n,h

einen Sinn haben. Als zweile Bedingung haben wir auch hier
zu verlangen, dal} die J, nicht nur fiir das isolierte System,
sondern auch fir das langsam verdnderlichen Einfliissen unter-
worfene System nach den Gesetzen der klassischen Mechanik
konstant sind.

In der Tat gilt auch hier der Satz:

Die Wirkungsvariabeln J, sind adiabatisch invariant, solange
sie i einem von nmeuen Entartungen freien Bereiche bleiben.

Den Beweis fihren wir (im Anschlu an J. M. BurcERs)
genau so, wie wir es bei einem Freiheitsgrad taten. Mit den
Variabeln ¢,, p,, die die kanonischen Gleichungen

. oH . o
L= ap B T
erfiillen, denken wir uns diejenige kanonische Transformation
8%
P ?75{7‘)
P
I

ausgefiihrt, die bei konstantem a die Variabeln g¢,, p, in die
Winkel- und Wirkungsvariabeln w,, J, iiberfilhrt. Nach 11)§7
geht dabei H in

o Qk

H-—-H+ -
21

iber. Die transformierten kanonischen Gleichungen lauten daher
cH 2 < o8 *)

v, — — - L
w, = :

J, T ed \ ot
j o oH 4?,(55*>
L ow, ow, at /-
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Da /I nur von den J, abhiingt, folgt

. 0 S * R S S *
Jk?;'" o [ >7;* /7(7(7 >d.

ru‘kk. ot cw N\ ca

Bei der Ditferentiation nach t und a ist S* als Funktion von
gy, wy, und ¢ bzw. a zu denken, bei der Differentiation nach w,
als Funktion von w,, J, und «. Die Anderung von J, in einem
Zeitintervall (1, t,) betrigt jetat

ty

. oo P9t
/S L - ((’7(7”(0 )dt;
k k ] @wk\ ca

3%

bei der vorausgesetzten langsamen und mit den Perioden des
Systems nicht verkniipften Anderung von a kann man a vor
das Integralzeichen setzen. Wir zeigen, dal}

ly

J(AQ) . (1) i 8;5'*\\
. weoat [ oo,
a J ow \ ¢a

133
die GroBenordnung d (¢, — t,) hat (vgl. § 10).
*

Mit S8* ist auch — —- eine periodische Funktion der w,
ca

und der Integrand von (1) eine FoURIER-Reihe ohre kon-
stantes Glied
‘lﬂA, (J, (l) lezi(rw),

so dall das abzuschitzende Integral die Form erhilt

f \,/ 6)71 (z:)t—i—(rb)]dt
dabei sind 4,, » und ¢ Funktionen der J und von a. Wir
entwickeln den Integranden in der Umgebung eines bestimmten
t-Punktes, den wir mit { =0 bezeichnen, und erhalten

(_) \.1(4 0y A 1 (tt _+_ . ) 62:':7; (@04 )+ alry)i2 + (oYt + - -}
L T Ay

7

o \"A Oe‘lrri[(rl'a)t—l-(r(}o)]
= e

4

L N {'ZrtiAzo [(zv!)t® -~ (z6 ") t] 4 A,It}e?”“(”o)wﬁ s

T
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Wir denken uns diese Entwicklung am Anfang des Intervalls
(t,t) ausgefithrt und das Integral dariiber von ¢, ab soweit
erstreckt, da3 das Integral des ersten Gliedes verschwindet. Das
ist stets moglich, da das unbestimmte Integral des ersten Gliedes
eine mehrfach periodische Funktion ist und in Abstinden der

1
GroBenordnung (729 stets wieder durch O geht. Das Integral

des zweiten Gliedes hat die GroBenordnung a7 oder a 1> Wir
denken uns jetzt eine neue Entwicklung(2) ausgefiihrt am Anfang
des Restintervalls und wieder das Integral so weit erstreckt,
daB das erste Glied verschwindet. Dieses Verfahren setzen wir
fort, zuletzt bleibt ein Intervall, fiir das das Integral des ersten
Gliedes endliche Grofle hat. Man sieht, wenn kein (z») auf
dem Integrationsweg verschwindet, hat das Gesamtintegral die
GroBenordnung d (1, -~ ).

Im Falle, daf3 fur einen bestimmten Wert von a eine iden-
tische (fiur alle J gultige) Beziehung (v7)=: 0 besteht, kann
man die w und J so wéhlen, daf3 die v, inkommensurabel und
die », gleich 0 sind. Es treten dann in 8* konstante Ex-
ponenten ((zv) — 0) auf, aber sie enthalten nur die w,; die be-
treffenden Glieder fallen also weg, wenn nach w, differenziert
wird. Die J, bleiben also auch an solchen Stellen der Ent-
artung invariant; fiir die J, lifit sich dies nicht allgemein be-
haupten. Aufler diesen Stellen identischen Verschwindens von
(v7) kann es noch solche Stellen geben, wo (v7) gerade fiir die
betrachteten Werte der J, null wird; wir sprechen dann von
oufilligen Entartungen“. Auch bei solchen Stellen brauchen
die J nicht invariant zu sein, wenn das Glied mit dem ent-
sprechenden Exponenten (w7) in § mit endlicher Amplitude
vorkommt.

Soll die adiabatische Invarianz der J, gelten, so miissen wir
also auch solche Stellen ausschliefSen, bei denen zwischen Frequenzen,
die in einem Qliede der FOURIER- Entwicklung von S* gemeinsam
auftreten, esne zufdllige (d. h. nur fiir die betrachteten Werte von
J vorhandene) Kommensurabilitit besteht.

Als Beispiel firr die adiabatische Invarianz einer Wirkungsvariabeln
betrachten wir den Fall, wo das mechanische System invariant ist gegen
eine Drehung um eine raumfeste Achse. Sind (r, ¢, z) die Zylinder-
koordinaten, so kann man den Drehwinkel ¢, und die Differenzen ¢ — ¢,



112 2. Kkap. Periodische und mehrfach periodische Bewegungen,

statt der einzelnen 4 als Koordinaten einfihren; ¢, ist dann zyklische
Variable, und (vgl. § 6) der ihr konjugierte Impuls ist der Drehimpuls
des Svstems um die z-Achse. Der Satz von der Erhaltung des Dreh-
impulses um eine Achse gilt nun auch dann, wenn in dem Ausdruck fiir
die potentielle Energie die Zeit explizit vorkommt, sofern nur die In-
varianz gegen eine Drehung um die Achse identisch in der Zeit besteht.
Verstiirkt oder schwicht man also das rotationssymmetrische Kraftfeld,
s0 bleibt der Drehimpuls um die z-Achse invariant und wir haben einen
besonderen Fall unseres Satzes von der adiabatischen Invarianz der
Wirkungsvariabeln vor uns.

Um zu sehen, was heim Durchgang des Systems durch einen entarteten
Zustand  geschehen kann, betrachien wir noch einmal den raumlichen
Uszillator. Wir denken uns sowohl die Richtungen der Hauptachsen der
potentiellen Energie als auch die Gréllen der drei Frequenzen als Funk-
tionen eines Parameters a, der willkiirlich in der Zeit verdndert werden
kann. Bestelit nun zwischen den Frequenzen fiir ein bestimmtes a keine
Kommensurabilitit, so sind die J adiabatische Invarianten. Liegt aber fiir
einen bestimmten Wert von « Entartung vor, z. B. », = »,, so ist das nicht
mehr der Fall. Allerdings gibt es noch spezielle Anderungen, bei denen
die J invariant bleiben. Wenn man ndmlich die Richtungen der Haupt-
achsen unverdndert liBt und nur die Frequenzen variiert, so verhalten
sich die Koordinaten wie unabhingige lineare Oszillatoren und die J
sind fiir jeden solchen einzeln adiabatisch invariant. Als Beispiel einer
adiabatischen Anderung, bei der die J im Falle der Entartung nicht
invariant bleiben, betrachten wir folgendes. Wir lassen das urspriinglich
dreiachsige Ellipsoid der potentiellen Energie unter Beibehaltung der
Achsen in ein Rotationsellipsoid tibergehen; darauf behalten wir nur die
Rotationsachse bei und lassen das Ellipsoid wieder zu einem dreiachsigen
werden, dessen andere beiden Achsen gegen frither um einen endlichen
Winkel gedreht sind. Im Augenblick der Entartung ist die Projektion
der Bewegung auf die zur Rotationsachse senkrechte Ebene eine Ellipse.
Die Grenzwerte der J, die sich an die ./-Werte vor und nach der Ent-
artung anschlieBen, sind durch die Amplituden dieser Ellipsenbewegung
in den Richtungen der Hauptachsen der potentiellen Energie bestimmt;
man sieht ohne weiteres, dafl diese Werte fiir verschiedene Achsen-
richtungen verschieden sind.

Die Eindeutigkeit der J, (in dem in § 15 angegebnen Sinne)
und ihre adiabatische Invarianz legen es nun sehr nahe, die
im § 10 fir einen Freiheitsgrad aufgestellte Quantenbedingung
folgendermaflen zu verallgemeinern:

Bei cinem mechanischen System, das die Bedingungen (A), (B)
und (C) des § 15 erfiillt, mogen die w, und J, so gewdhlt sein, dap
die v, (=1, 2---s) inkommensurabel und die v, (0 =s-1---f)
gleich null sind (es kann auch s=f sein). Die stationdren Be-
wegungen dieses Systems werden durch die Bedingungen
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J,=n,h (€c=1.2---8)
festgeleyt 1.
Da die Hamrrroxsche Funktion nur von den J, abhingt,
ist sie durch die Quantenzahlen =, eindeutig bestimmt.
Hierzu tritt als zweites Quantengesetz die BoHR sche Frequenz-
bedinguny
hy =W ™.

Wir fassen die Grundgedanken der bisher entwickelten
Quantenmechanik noch einmal zusammen: Von einem wvor-
gegebenen Modell wird die Gesamtheit der (als mehrfach perio-
disch vorausgesetzten) Bewegungen nach den (eselzen der klassi-
schen Mechanik (unter Vernachlidssigung der Strahlungsddmpfung)
berechnet; aus diesem Kontinuum von Bewegungen wird durch die
Quantenbedingungen eine diskrete Menge ausgesondert. Die Energien
dieser ausgesonderten Bewegungen sollen die wirklichen, durch
Elektronensto3 meBbaren Energiewerte des Systems sein, und die
Energiedifferenzen sollen nach der Bourschen Frequenzbedin-
gung mit den wirklichen, im Spektrum beobachteten Lichi-
frequenzen zusammenhidngen. Das ausgesandte Licht enthilt
auller den Frequenzen an beobachtbaren Eigenschaften noch
Intensitét, Phase und Polarisationszustand: tber sie gibt die
Theorie nur angendhert Rechenschaft (§17). Damit sind
die beobachthbaren Eigenschaften der Bewegung des atomaren
Systems erschopft. Unsere Rechnung schreibt ihr aber noch
weitere Eigenschaften. zu, ndmlich Umlaufsfrequenzen und Ab-
stainde, kurz den zeitlichen Ablauf der Bewegung. Es scheint,
dal} dicse Groflen prinzipiell der Beobachtung nicht zuginglich

!) Die erste Verallgemeinerung der Quantenbedingungen fiir Systeme
von mehr als cinem Freiheitsgrad wurde von M. Praxck (Verh, d. Dtsch.
Phys. Ges. Bd. 17, S.407 u. 438, 1915) und A. SOMMERFELD (Sitzungsber.
d. K. Bay. Akad. 1915. S. 425) gegeben. Bei beiden lduft das Verfahren
darauf hinaus, fiir separierbarc Systeme die Wirkungsintegrale gleich
ganzzahligen Vielfachen von % zu sctzen. Den allgemeinen Fall bedingt
periodischer Systeme hat K. Scuwarzscuinp (Sitzungsber. d. preu. Akad.
1916. S. 54%) behandelt, bei dem auch zum erstenmal der Begriff der
Entartung und die Beschrinkung der Quantenbedingungen auf die
nichtentarteten J klar hervortritt. Die cindeutige Festlegung der J durch
unsere Bedingungen (§ 15) findet sich bei J. M. BrRGuRs: Het Atoom-
model van Rutherford-Bohr (Diss. Leyden 1918).

Born, Atommechanik T. 8
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sind':.  Damit kommen wir aber zu dem Urteil. dal} unser Ver-
faliren vorldufig wur ein formales Rechenschema ist, das in ge-
wissen Iillen die noch unbekannten wahren Quantengesetze
durch Rechnungen auf klassischer Grundlage zu ersetzen ge-
stattet. Von diesen wahren Gesetzen miilliten wir verlangen,
daf} sie nur Beziehungen zwischen beobachtbaren Grofien, also
Encrgien, Lichtfrequenzen, Intensititen und Phasen enthalten.
Solange diese Gesetze nicht bekannt sind, miissen wir immer
darauf gefallt sein, dal} unsere vorliufigen Quantenregeln ver-
sagen: cine unserer Hauptaufgaben wird sein, die Giiltigkeit
dieser Regeln durch Vergleich mit der Erfahrung abzugrenzen.

§ 17. Das Korrespondenzprinzip fiir mehrere
Freiheitsgrade.

Wie im § 11 miissen wir jetzt untersuchen, inwiefern die
klassische Theorie als Qrenzfall der Quantentheorie erscheint. Wir
haben dazu in unseren Quantengesetzen den Grenziibergang
h—»(0 zu machen. Die diskreten Energiestufen riicken auch
hier zu dem Kontinuum der klassischen Theorie zusammen.
Wir zcigen weiter, daBl zwischen den klassisch berechneten und
den quantentheoretischen Frequenzen ein #hnlicher Zusammen-
hang besteht wie bei einem Freiheitsgrad.

Das elektrische Moment des atomaren Systems wird bei Ver-
nachlidssigung der klassischen Strahlungsddmpfung durch eine
Fourier-Reihe der Form

(1" p == l‘(‘gr e2ailrw) — _\Y e, e27il(rvit +124))

dargestellt. Die Komponenten der Vektoren €, sind komplexe
Zahlen; wegen der Realitit der Komponenten von p gehen die
Komponenten von @, bei Umkehrung der Vorzeichen samtlicher
7, in die konjugiert komplexen GréBen iiber. Man kann es so
einrichten, dal} in den Exponenten nur die nichtverschwindenden
(und inkommensurabeln) », vorkommen, indem man die Glieder
mit w, in die Konstanten zieht.

') Messungen von Atomradien und dergleichen ergeben keine hoheren
Anniherungen an die Wirklichkeit als etwa die Ubereinstimmung zwischen
Umlaufsfrequenzen und Lichtfrequenzen.
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Entsprechend den Verhiltnissen bei oinem Freiheitsgrad
korrespondiert nun dic quantenthcoretische Krequenz, die zu
einem Ubergang gehdrt. bei dem sich die Quantenzahlen um
1,---7, &ndern, mit der Oberschwingung der Frequenz

() = Yy Ty
Der Zusammenhang zwischen dieser klassischen Frequenz und
der quantentheoretischen Krequenz ist auch hier der zwischen
einem Differentialquotienten und einem Differenzenquotienten.

In dem J,-Raum betrachten wir einen festen Punkt J,° und
alle von diesem Punkt ausgehenden Geraden

J,=JL — 1.4,

deren Richtungen man sich veranschaulichen kann als Ver-
bindungslinien von J,® mit den Eckpunkten eines diesen Punkt
umgebenden kubischen Gitters (beliebiger Maschengroflel. Die
klassische Frequenz lift sich dann in der Form schreiben:')

’ cW dJ, dw
2 L SN L LS
) T T T = 7J, di di

« o

Die quantentheoretische Frequenz lift sich in der Form

- aw
(3) Vo = — .
schreiben. Um den Zusammenhang von (2) und (3) zu be-
schreiben, denken wir uns das oben definierte Gitter so gewéhlt,
daB die Wiirfelkante gleich A ist, dann ist » , die Abnahme der
Energie beim Ubergang vom Gitterpunkt J,° zum Gitterpunks
JQ —1,h im Verhiltnis zur Maschengrifie . Die klassische
Frequenz erhiilt man, wenn man die MaschengréBle 2 unendlich
klein werden 148t.

Die quantentheoretische Frequenz kann auch als Mittelwert
der klassischen Frequenz zwischen den Gitterpunkten J,° und
J —1,h bei endlichem A aufgefaBt werden, d. h. als ein
gewisser Mittelwert zwischen Anfangs- und Endbahn des Quanten-
iibergangs, der der Frequenz entspricht. Es ist ndmlich?)

) Die Vorzeichen sind so gewihlt, dal Emission vorliegt, wenn alle
1, positiv sind.

?) Vgl. H. A. Kramers: Intensities of spectral lines (Diss. Leyden).
Kopenhagen 1919.

8*
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h h

1 i\ (aw 1
Vs = baw =N 5 aa.
' Y /,, j’ k hfd/. S f’““

t) 0

Sind dic Anderungen 7, der Quantenzahlen klein gegen diese
Zahlen selbst, so sind die Ausdriicke (3) und (2) wenig von-
einander verschieden.

Wie im Falle eines Freihecitsgrades lifit sich das Korre-
spondenzprinzip zur gendherten Bestimmung der Intensitéiten
und Polarisationsverhéltnisse benutzen.

Wenn die Anderungen 7, der Quantenzahlen klein sind gegen
dieso Zahlen selbst, sind die Forrier-Koeffizienten ¢, fiir Anfangs-
und Endzustand relativ wenig voneinander verschieden. Auf
Grund des Korrespondenzprinzips miissen wir nun fordern: Bei
ginfiein Werten und kleinen Inderungen der Quantenzahlen ist die
dem Quantensprung t, - - -7 entsprechende Lichtwelle ndherungsweise
dicselbe, wie sie ein klassischer Resonator mit dem Moment

Q:, et

aussenden wiirde. Hierdurch sind Intensitdt und Polarisations-
zustand der Welle ndherungsweise bestimmt.

Dieselben GréBen €, bestimmen auch die Ubergangswahr-
scheinlichkeilen zwischen den stationiren Zustinden. Nach der
ncueren Bonrschen Theorie (vgl. § 1) sind sie direkt die Am-
plituden der (virtuellen) Resonatoren, die den Quantenspriingen
zugeordnet sind.

Wenn die Anderungen der Quantenzahlen von derselben
GroBenordnung sind wie ihre Werte selbst, so liegt es nahe,
zur Bestimmung der Amplituden nach einem Mittelwert der
G, zwischen Anfangs- und Endzustand zu suchen. Wie dieser
Mittelwert zu bestimmen ist, ist eine noch offene Frage. Nur
wenn gewisse Komponenten der klassischen @, identisch null
sind. 1aBt sie sich beantworten: man wird annehmen diirfen,
dafl die entsprechende Schwingung auch quantentheoretisch
nicht vorkommt.

Man kann diese Uberlegungen zur Bestimmung der Polari-
sation nur dann praktisch anwenden, wenn bei dem Vorgang
mindestens eine feste Raumrichtung durch duflere Bedingungen,
z. B. ein #duBleres Feld, fiir alle Atome gleichmidBig festgelegt
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ist. Im anderen Falle wiren die Stellungen der Atome regellos
verteilt und eine Polarisation nicht feststellbar. Wenn nun z. B.
fir alle Atome ein bestimmtes ¢, die gleiche Richtung hat, so
entspricht diesem eine linear polarisierte Lichtwelle mit der
aus der klassischen Theorie bekannten Verteilung der Intensitit
iiber die Raumrichtungen.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die Anwendung der Quanten-
bedingungen und des Korrespondenzprinzips ist der Fall, daf}
die Hamrrronsche Ifunktion sich bei einer starren Drehung
eines atomaren Systems um eine feste Raumrichtung nicht éndert.
Fihren wir dann das Azimut ¢ = ¢, eines der Systempunkte,
die Differenzen der Azimute der anderen Punkte gegen ¢ und
andere nur von der relativen Lage der Systempunkte gegen
die feste Raumrichtung abhingige Grofen als Koordinaten ein.
50 ist ¢ zyklische Variable, und der ihr konjugierte Impuls p,
ist nach § 6 die in die feste Raumrichtung fallende Drehimpuls-

~Q

S
komponente des Systems. Wegen der Konstanz von 2— - hat die
( (p

Funktion 8. die die ¢, und ihre Impulse p, in Winkel- und
Wirkungsvariable @berfiithrt, die Form

1 .
S = Q—ﬁF(Jl,Jﬂ,...J,)(p + NGy Y o J_l-an}.
Daraus folgt
1 ¢F ¢S
w, = — @ -
o2xed, P e,
1 F oS
W, = e e ) — —- =
ST AL A
1 ¢F ¢S
w,— — 4

RS 83;

Hilt man nun ¢, ¢, ¢, , fest und liBt ¢ um 27 wachsen (d. h.
dreht man das ganze System um 2z), so miissen die w, sich
um ganze Zahlen dndern (denn die ¢, sind periodisch in den

| w, mit der Periode 1); dann sind aber die Ableitungen von
. F ganze Zahlen und F hat die Form

) A ILJ1+."‘:7T[Jf+c'



11~ 2. Kap. Periodische und mehrfach periodische Bewegungen.

Durch eine geeignete ganzzahlige Transformation mit der Deter-
winante 4 1 laBt es sich stets in die Form bringen:

F - J,/ I G
<0 dafl

1

1 o \
S= J, ¢4 EOR StqyGpasdy Jpoo Jy)

2 o
wird. Daraus folgt
w, =Pty gy d g dy k=1 =1

1 .
Wy = = Wp== 7“’7'\ e (j),“«‘ll ) "(1/»17‘}1 ’ »-J/__l’ J«/)

und durch Auflosen nach den ¢,

q, = 'I’,;(u'l-~-21'/.W1,J1~-J J,) (k:l---f_l)

; /1Yy
4] i )
P 27 w, =+ 'I’f (a, - - Wy Jyooe J/‘Wl, Jy 1,
<0 dal} wir auch
s
Yo ‘ r RN Y /AP \ |
S= w0, — e 9 J, +ar ==Y, - w, sy d )

schreiben kéunen. Da 8 — w, J, periodisch in w, sein mul,
folgt ¢ =0 und

- , 1 L
Ll NS ),i']’l 2R ((11'"(//'—r1aJ1"'Jf—1’J'/>'

Der Drehimpuls in der Richtung unserer raumfesten Achse ist
demnach

S 1

-

i

cop 2a
Wenn keine Entartung vorliegt, ist

J, =mh
Zu setzen.

In jedem System, dessen potenliclle Energie tnvariant ist gegen
eine Drchunyg um eine raumfeste Achse, ist das 2zx-fache der
Komponente des  Drehimpulses um die Achse Wirkungsvariable.
Falls die Knergie dberhaupt von ihr abhdngt, ist diese Gréfle zu
quanteln.

Da die Funktionen &, in (5) nur von den relativen Lagen
der Systempunkte gegeneinander und gegen die raumfeste Achse
abhingen, so bestimmen auch w,,...w,_, diese relativen Lagen,
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wihrend 1, die absolute Lage des Systems festlegt. Nach (6)
kann man 27, als den Mittelwert des Azimuts ¢+ des heraus-
gegriffencn, beliebigen Systempunktes iiber die Bewegungen der
wrelativen® Winkelvariabeln w,, ... w, , ansehen. Die Bewegung
kann also aufgefallt werden als eine mehrfach periodische rela-
tive Bewegung, die von einer gleichférmigen Prizession um die
raumfeste Achse uberlagert wird. Wenn H, als Funktion der
J, gedacht, von J, nicht abhéingt, ist diese Priizession null;
dann liegt Entartung vor.

Wir betrachten zunichst den Fall, dal das mechanische
Svstem seinen inneren Kriften iiberlassen 1st. Dann iIst jede
raumfeste Gorade als Achse cines zyklischen Azimuts anzusehen.
Die Energie hingt von den Komponenten des gesamten Dreh-
impulses nicht einzeln ab, sondern nur von ihrer Quadratsumme,
d. b. von dem Betrage des Drehimpulses. Wihlt man die Rich-
tung des Drehimpulses als Achse, so ist das zugehrige Azimut v
zyklisch und w, nicht entartet. Der gesamte Drehimpuls p ist
also durch eine Quantenbedingung der Form
(8) 2ap=J,jh
festgelegt. ;

Faflt man nun eine zweite, beliebige raumfeste Achse ins
Auge, so gibt es zwar ein zyklisches Azimut ¢ um diese, die
zugehorige Wirkungsvariable J, = 22 p, kommt aber in der
Energiefunktion neben J,, nicht vor, weil die Energie des Systems
nicht von einer Impulskomponente in beliebiger Richtung ab-
hingen kann. Die zu .J, konjugierte Winkelvariable w, ist also
entartet, und J,. darf nicht gequantelt werden. Die Bedeutung
von w, erkennt man aus der allgemein fiir eine zyklische Winkel-
variable geltenden Angabe, daf} diese gleich dem Mittelwert des
Azimuts eines beliebigen Systempunkts iber die Bewegungen
relativ zur Achse ist. w, ist also ein konstanter Winkel, der
gleich dem Azimut der Achse des gesamten Drehimpulses gegen
eine, durch die raumfeste ¢-Achse gelegte Ebene gewithit werden
kann.

Wir betrachten jetzt den Fall, da das mechanische System
einem homogenen dufleren (elektrischen oder magnetischen) Felde
ausgesetzt ist. Dann ist das Azimut ¢ eines Systempunktes um
eine zum ['elde parallele Achse zyklische Variable; im allge-
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meinen wird auch A von J, abhingen, und man hat die
Quantenbedingung

(9) 2ap, =, -mh.

Dagegen ist bei beliebigem duBeren Felde der gesamte Dreh-
impuls p im allgemeinen gar kein Integral der Bewegungs-
gleichungen, kann also auch nicht gequantelt werden. In be-
sonderen Fillen kann es vorkommen, dal der Drehimpuls kon-
stant und Wirkungsvariable ist. Dann gelten also die Be-
dingungen (8) und (9) gleichzeitig; nun ist aber p, die Pro-
jektion von p auf die Feldrichtung, und wenn ¢ der Winkel
zwischen Drehimpuls und Feldrichtung bedeutet, so gilt
g m

p o d

D, J
(10) cose = L1 —

Dieser Winkel ist also nicht nur konstant (reguldre Prizession
des Drehimpulses um die Feldrichtung), sondern auch durch die
Quantenbedingungen auf diskrete Werte beschrinkt. Man spricht
in diesem Falle von , Richtungsquantelung“. Da m nach (10) nur
dic Werte —j, —j -+ 1,...7 annehmen kann, so gibt es zu
jedem j im ganzen 2j -1 mdégliche Einstellungen des Dreh-
impulses. Dieser beschreibt bei konstantem Winkel « einen
Kreiskegel win die Feldrichtung mit der Prizessionsgeschwin-
digkeit

Im allgemeinen ist diese regulére Priizession nur fiir gewisse
Anfangsbedingungen moglich. Wir werden aber spéter (mit der
Methode der siikularen Stérungen, § 18) zeigen, daf bei schwachen
Feldern im allgemeinen die Richtungsquantelung fiir jede Be-
wegung gilt; ausgenommen sind nur gewisse Fille doppelter
Entartung (z. B. Wasserstoffatom im elektrischen Feld, vgl. § 33).

Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips lassen sich nun be-
stimmte Aussagen iiber die Polarisationen des emittierten Lichtes
und die [‘bergangsmoglichkeiten machen.

Ist z die raumfeste Symmetrieachse, so fassen wir die darauf
senkrechten Komponenten des elektrischen Moments p , p, zu
einer komplexen Grofe zusammen und schreiben:
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P, ip, = *_\;"(Jk (a0, = iy,

-

tk=1,2,...n).
p.= Ne, z, :

k

?:-l<

Sind r, die Abstinde von der Achse und ¢, die Azimute (¢ sei
eines davon}, so ist
Sy, =1, ek = o (r, el("k"")/\ .

Zy

Nun hingt die Klammer (r, ¢ """ ebenso wie z, nur von den
gys--- G, ab; setzt man fiir die Grélen die Ausdriicke (6) ein,
0 erhalt man
poip, = ST NP AT )
Y - 1 /L

2at TR O N
p — \VQY A”,/‘ e TUT Wy T 7/_111/71 .
- 1 —1

Die ganze Zahl 7, kann also in der z- und y-Komponente des
elektrischen Moments nur den Wert 1, in der z-Komponente
nur den Wert 0 annehmen'). Nach dem Korrespondenzprinzip
kann sich die zugehOrige Quantenzahl nur um den Betrag 1
oder 0 éndern. (Dies gilt natiirlich nur, wenn iiberhaupt J, zu
quanteln ist, also keine Entartung vorliegt.) Die Anderung um
+ 1 entspricht einer Rechts- oder Linksrotation des elektrischen
Moments um die Symmetrieachse, also rechts- oder linkszirkular
polarisiertem Licht. Da bei der Anderung der Quantenzahl um
+ 1 der Drehimpuls des Systems zunimmt, der des Lichtfeldes
also abnimmt, so ist fir diesen Sprung -+ 1 bei Emission das
Licht negativ zirkular polarisiert, bei Absorption positiv; beim
Sprunge — 1 gilt das Umgekehrte®). Dem Ubergang ohne
Anderung des Drehimpulses korrespondiert Licht, das parallel
aur Symmetrieachse polarisiert ist®). Wenn die Bewegung aller
Systempunkte in Ebenen senkrecht zur Symmetrieachse erfolgt,
go ist (auBer fir z, = STy = 0)

1) Das Vorzeichen von r hat keinen Sinn, da in der FoUrier-Ent-
wicklung neben 7 stets auch —z auftritt.

%) RuBixowicz (Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 441 u. 456. 1918) hat die
Beziehung zwischen Polarisation und Drehimpuls (ungefihr gleichzeitig mit
der Aufstellung des allgemeinen Korrespondenzprinzips durch Bonr) benutzt,
um die Auswahlregeln fiir die Anderungen von Quantenzahlen aufzustellen.

%) Solches Licht wiirde man in der Optik senkrecht zur z-Richtung
polarisiert nennen, da man traditionsgemiB als Polarisationsebene die
Schwingungsebene des magnetischen Vektors ansieht.
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(QYIA.47/

ein Ubergang ohne Anderung des Drehimpulses kommt dann
nicht vor.

1:0’

Wir betrachten nun den Fall eines Systems. das nur inneren
Kriften unterworfen ist. Dann sind obige Betrachtungen auf
die Achse des gesamten Drehimpulses anwendbar, wobei an die
Stelle von ¢ der oben mit i bezeichnete Winkel tritt und die
Quantenbedingung (8) gilt. Die Polarisation des Lichtes ist
aber nicht beobachtbar, da diec Atome oder Molekeln in einem
Grase alle moglichen Orientierungen haben. Hier kommt der
oben crwithnte Fall. dal alle Systempunkte sich in Ebenen
senkrecht zur Achse bewegen. hiufig vor. z. B. beim Zweikorper-
problemy (Atoin mit einem Elektron) und beim starren Rotator
tHantelmodell der Molekel); dann ist der Ubergang § -4 nicht
maoglich.

Weiter hetrachten wir den Fall, dall das System der Wir-
kung cines duferen homogenen Feldes unterliegt und Richtungs-
quantelung eintritt (was fiir schwache Felder niilherungsweise
gilt, Dann gelten fiir die Anderungen von m und die Pola-
risation des Lichtes relativ zur Feldrichtung die oben abgelei-
teten Regeln. Es ist nun leicht einzuschen. dafl auch fir j die
hei einem freien System geltenden Ubergangsmoglichkeiten
A4j=—1,0, 1 bestehen bleiben.

Dazu denken wir uns ein &y J-Koordinatensystem so ein-
gefithrt, dall seine J-Achse in die Richtung des Drehimpulses
fillt nind die ), - Achse senkrecht auf der Feldrichtung steht. In
diesem Koordinatensystem liBt das elektrische Moment eine
Darstellung der Form

. 27w, Do (rar
b i, =" U P, e

(11} ‘ _
’ p- == l‘ Qz e2aitru

r

zu. wobei in den Summen nur die Winkelvariabeln der Relativ-
bewegung - --w,_, (nicht w, und w,,) auftreten. Die Koordi-
naten &, y, 0 hangen mit denen des raumfesten Systems z, y, 2
$O zusammen:

.. 2000, P o .
riy==c¢ " (§cose — sine — i y)
z = Esine - [cos;
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hierdurch ist ausgedriickt, dafi die {-Achse mit der z-Achse
den konstanten Winkel ¢ bildet und cine regulire Prézession
w, =»,t um sie beschreibt. Dieselben Transformationsformeln
gelten fiir die Komponenten des Vektors p beziglich beider
Koordinatensysteme. Sctzt man darin die Fourigr-Reihen (11)
fir p;, p,, p- ein, so sicht man unmittelbar, dafi in den Expo-
nenten der ForriER-Reihen von p und p, die Winkelvariabeln w,
und w,. nur mit den Faktoren 7, = +1: 7, = 0, + 1 auftreten,
in p. nur mit den Faktoren 7, == 0: 7, == 0, +1. Ks kann sich
also die Quantenzahl j nur um O oder 41 dndern.

§ 18. Methode der sikularen Storungen.

Ein mehrfach periodisches entartetes System kann hiufig
durch geringe Einwirkungen oder Verinderung der Bedingungen
in ein nichtentartetes verwandelt werden. Wir wollen insbeson-
dere den einfachen FKall betrachten, dall die Energiefunktion
einen Parameter /4 enthilt und fir 4Z=. 0 entartet ist. Wir
denken uns die Energiefunktion I/ nach Potenzen von i ent-
wickelt; dann konnen wir fiir hinreichend kleine 1 diese Ent-
wicklung hinter dem in 7 linearen Glied abbrechen und schreiben

(1) H=-H,— 1H,.

In dieser Ndherung kann man also jede Storung des durch H,
gekennzeichneten ,ungestorten® Systems durch additive Hinzu-
fiigung einer ..Stérungsfunktion® 1 H, beriicksichtigen. Welchen
Einflu die Stoérungsfunktion auf die Bewegung hat, wenn H
nicht entartet ist, soll spiter untersucht werden. Hier wollen
wir nur den Fall betrachten, wo I, entartet ist. Wir denken
uns nun das Problem des ungestorten Systems geldst und durch
eine kanonische Substitution Winkel- und Wirkungsvariable
w?, J." eingefithrt; wegen der Entartung wird dann H; nur
von den ecigentlichen Wirkungsvariabeln J.° (¢-=1, 2---5)
abhéingen. M, wird einc Funktion aller w,° und J.°, also:

(2] H- H,(J°)* 1H, (J,°, w0).
Zu einer angendherten Lisung des ,,Storungsproblems gelangt

man nun durch folgende anschauliche Uberlegung, die spiter
in allgemeinerem Zusammenhange mathematisch begriindet wird.
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Bei der ungestorten Bewegung sind dic w,” konstant, die
w," mit der Zeit verinderlich. Der EinfluB einer kleinen Sto-
rung wird nun darin bestchen, dall auch die w,” mit der Zeit
verinderlich werden, aber so, daB ihre Anderungsgeschwindig-
keit klein ist, d. h. zugleich mit 1 gegen (0 geht. Da nun die
Koordinaten ¢, p, periodische Funktionen aller u,° mit der
Periode 1 sind, so wird in einer Zeit, in der sich die u,',f’ um einen
gewissen Betrag andern, das System bereits eine grofle Zahl
von Perioden {Umliufen oder Librationen) beziiglich der w«,°
ausgefithrt haben. Die Koppelung zwischen den Bewegungen
der w, und der w, wird also niherungsweise dadurch erfafit
werden koénnen, dall man die Energiefunktion iber die unge-
storte Bewegung der w,” mittelt; sie wird dann:

(3 = H/(JY = 2H (% w0, J2.

In diesem Ausdruck treten die J,° nur als Parameter auf;
die cinzigen Veriinderlichen sind die w,’ und J,°. Fir diese
gelten die kanonischen Gleichungen:

w, =] on,
0, = A 7o
¢ ed,°
(4) T
. CoH
Ji,o - = A ;"" '10' -
14 we

Fir die Qantentheorie kommen nur diejenigen Losungen in
Betracht, die mehrfach periodischen Charakter haben. Wir
nehnien also an, dall es eine Wirkungsfunktion von der Form

f
('3) § = \"ka Jz: 4 F(w,)”, I,

—

E 1
gibt, wo F cine periodische Funktion der w,” ist mit der pri-
mitiven Periode 1, derart, daBl die kanonische Transformation
mit der Erzeugenden S:

s 0 __
u'/g - bl—’uo ']rx - Ja
(6) o F oF
k ) w, = u,*l)() ; e JUU = JL‘ %_ B
‘ - od, - cw,

die Funktion ﬁl in eine Funktion der J, allein iiberfiihrt:
(7) ”1 (JHO; w'.'o’ ']90> - W1 (,I,‘, JQ)‘
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Der von den w,”,J, abhingige Anteil von §

s

J Vo 0
1= S — _\ u, J,L

=zl

S

geniigt der HamMILTON-JACOBIschen partiellen Differentialgleichung
08 .

(8: H, <J,l: w0, - 10 = I}, .

Cow,f

Die Bewegungen der Variabeln u',f’ J,0 bestimmen sich also aus

der gemittelten Stérungsfunktion wie die urspringlichen Koor-

dinaten eines Svstems aus der gesamten Encrgiefunktion.

Die Lésung hat in dieser Niaherung die Form

J,, = const w, ==y, t 409,
J, == const w, =v,t - 0,,
Wwo
I -

ne=r 02 20
éd. od,
cH,
g A=t
CJn

ist. Wir sehen also in der Tat, daB die Anderungsgeschwindig-
keit der v, klcin ist gegen die der », und fiir i=0 ver-
schwindet. Fir solche langsamen Bewegungen hat man in der
Himmelsmechanik don Namen ,sdkulare Storungen® eingefiihrt.

Aus (6) erkennt man, daB die urspriinglichen Koordinaten
g und p des Systems periodische Funktionen auch der neuen
Winkelvariabeln w, sind.

Auch bei den durch Gleichung (8) dargestellten Bewegungen
kénnen alle Fille von Libration, Rotation oder dem Grenzfall
der Limitation vorkommen. Praktisch ist dieses Problem nur
Iésbar, wenn die Diffcrentialgleichung (8) in den Variabeln w,°
separierbar ist oder wenn cs gelingt, andere Separationsvariable
zu finden. Das ist z. B. der Fall, wenn alle Variabeln w,® oder
alle auler einer zyklisch sind; der einfachste Fall ist der, daB
iiberhaupt nur eine Variable w,’ vorkommt, d. h. daB das un-
gestorte System einfach entartet ist. '

Weiter kann es vorkommen, daB auch das durch Hl be-
schriebene Problem beziiglich gewisser w, entartet ist, dann
bleiben diese w, bei der Bewegung konstant. Bei Hinzufiigung
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ciner weiteren Storungsfunktion kénnen natiirlich diese w, sé-
kular verinderlich werden.

Die Berechnung des Mittelwertes der Stérungsfunktion H,
geschieht hiiufig einfacher mit Hilfe der urspriinglichen Variabeln
¢, p (durch Mittelung Uber den zeitlichen Ablauf) als mit Be-
nutzung der Winkelvariabeln. Man hat dann nachtriiglich die

im Mittelwert /1, noch vorkommenden Bahnkonstanten der un-
gostirten Bewegung durch die entarteten Winkelvariabeln wu,°
und durch die Wirkungsvariabeln J,° auszudriicken.

Fir ein nur inneren Kriiften unterworfenes System ist das
Azimut der durch die Achse des Gesamtimpulses und eine be-
liebige raumfeste Gerade gelegte Ebene um diese Gerade ent-
artet.  Wirkt nun auf dieses System ein schwaches &duBeres
homogenes Feld von der Richtung dieser Geraden, so kann der
Mittelwert der Stérungsfunktion iH, nicht von diecsem Azimut
abhiingen. Wenn nun keine weitere entartete Variable des un-
gestorten Systems vorhanden ist, die durch die Stérungsfunktion
sikular verindert wird (wie es z. B. beim Wasserstoffatom im
elektrischen Feld, vgl. § 37, der Fall ist), so ist die einzige vom
dulleren Feld erzeugte sikulare Bewegung eine Priizession des
Gesamtdrehimpulses um die Feldrichtung mit der Frequenz

oH

1

v, = A-—
! o,
Wir haben also den im vorigen Paragraphen behandelten Fall
der Richlungsquantelung niherungswoise verwirklicht. Die genaue
Bewegung unterscheidet sich von der beschriebenen um iiber-
lagerte kleine Schwingungen, sie ist eine ,pseudoreguldre Pri-
zession™.

§19. Quantentheorie des Kreisels und Anwendung auf
Molekelmodelle.

Wir haben friither (im § 12) die Bewegung von zweiatomigen
Molckeln untersucht, die wir als ,Rotatoren® auffaBiten. Wir
wollen jetzt den allgemeinen Fall mehratomiger Molekeln be-
trachten, die wir in erster Anndherung als starre Korper an-
sehen. Der oben erwidhnte Fall der zweiatomigen Molekeln
(und allgemeiner: solcher Molekeln, bei denen alle Atome auf
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einer Geraden liegen) wird dabei als ein Grenzfall herauskom-
men, und wir werden zugleich eine exaktere Begriindung un-
serer friheren Ergebnisse erhalten.

Die Auffassung der Molekeln als starrer Kérper miilte
natiirlich elektronentheoretisch begriindet werden; denn in
Wahrheit ist die Molekel ein kompliziertes System bestehend
aus mehreren Kernen und einer grofien Zahl von Elektronen.
Man kann in der Tat zeigen?), dall die Kerne sich in grofier
Anniherung wie ein starres System bewegen; doch wird der
gesamte Drehimpuls der Molekeln nicht mit dem Drehimpuls
der Kernbewegung identisch sein, weil das System der Elek-
tronen relativ zu den Kernen selbst einen Drehimpuls von
gleicher Groflenordnung besitzt. Man gelangt so nach KrRaAMERs
und Pavrr?) zu der Vorstellung, dall das adiquate Modell
einer Molekel nicht cinfach ein Kreisel ist, sondern ein starrer
Korper, in den ein Schwungrad mit festen Lagern eingebaut ist.
Wir wollen daher in diesem Paragraphen gleich die Theorie
dieses Kreisels mit Schwungrad betrachten.

Der Kreiselkorper einschliefllich der Masce des Schwungrads
(das achsensymmetrisch sein soll, so daB sich die Massenver-
teilung bei seiner Rotation nicht dndert) moge die Haupttrig-
heitsmomente A4 , A,, A, haben, deren Achsen zugleich die Ko-
ordinatenachsen (x,y, z) sein mogen; das Trigheitsmoment des
Schwungrads sei 4. a sei der Einheitsvektor in Richtung der
Achse des Schwungrads, { der Drehwinkel des Schwungrads
um seine Achse und ¢ = o seino Winkelgeschwindigkeit. Den
Vektor der Winkelgeschwindigkeit des ganzen Kreisels bezeichnen
wir wie frither mit b, und zur Festlegung der Lage des Kreisels
benutzen wir wieder die EvrLerRschen Winkel #, ¢, v (& und
v Polabstand und Azimut der A4 -Achse, ¢ Winkel zwischen
Knotenlinie und A_-Achse). Die Beziehungen zwischen den
Ableitungen von #, ¢, v und den Komponenten von b hatten
wir frither (in (2) § 6) angegeben. Der Vektor des gesamten
Drehimpulses des Korpers sei D.

Die Komponenten des gesamten Drehimpulses setzen sich

Yy M. BorN u. W. HEISENBERG: Ann. d. Physik Bd. 74, S. 1. 1924.
%) H. A. KraMERS: Zeitschr. f. Physik. Bd. 13, S.343. 1923. — H. A.
KraMERS u. W. Pavurr jr.: Zeitschr. f. Physik Bd. 13, S. 351. 1923.
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zusamnen aus den Komponenten des Drehimpulses des Kreisel-
korpers allein und denen des Schwungrads:

D 4 4.
D, =dA, 0, 40,0

(1 T, =40, + Ao
R =A b, A, m.
Der Drehimpuls des Schwungrads um seine Achse ist
(2) Z=A(o--(da).
Die vier Bowegungsgleichungen werden hier durch Anwendung
des Satzes vom Drehimpuls gewonnen. Erstens mufl némlich
der Drehimpuls im Raume feststehen, was die EULERschen
(leichungen

D=2, d]
liefert.  Zweitens kann der Drehimpuls des Schwungrads nur
geindert werden durch Wechselwirkung mit dem Kreiselkorper
unter Vermittlung der Achsenlager; scine Anderung steht also
senkrecht zur Achse, seine Komponente in der Achsenrichtung
ist konstant:
13) Z == const.
Die kinetische Energie ist
(4 T=1{(DD) - Zol:
durch Einsctzen der Ausdriicke (1) wird daraus:
15 T=73[4,07 4,07 -4 4w b))+ wZ].
Um die Energie als lFunktion der Komponenten des Dreh-
impulses zu erhalten, setzen wir die aus (1) berechneten Werte
von d_.b b in (5) ein:

Ty 2 a2 o2 [an) ‘ N
T - 1%, : Ly,,,Tr, *: AAw<a-i%f,z_gy,g_y;_F[f%).:,wz}_

244, A 4, A, A4
m berechnen wir, indem wir durch Multiplikation der Glei-
..oa, a, a. | . )
chungen (1) mit AM’ ;—4‘1’—, i eine Beziehung zwischen o und
fd Y ‘Tz

dba) herleiten; aus dieser und (2) folgt dann:
Z a,®, 0,9 a, D

P T yTTy 2 TE
4 A A, A
0 = o T >~)
N4, a4 A
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Wir bekommen also

| (Z a, a, D a. D, 2
. {3, 9 7 4 4 A )
6 r= ;7 S A
: 2| 4, A4, A, 1 P S
A 4,4, a4

Aufler diesem Integral haben wir noch den Satz von der Er-
haltung des Drehimpulses:

(7) =27 9,7k

Den allgemeinen Charakter der Bewegung koénnen wir folgen-
dermaBen iberblicken: Die Komponenten von ® sind die Koor-
dinaten des Punktes, in dem die invariable Achse des Systems
die Kugel (7) durchstoft. Dieser Punkt lduft entlang der
Schnittkurve der Kugel mit dem Ellipsoid (6), das mit dem
Kreisel fest verbunden ist. Im raumfesten Koordinatensystem
fihrt also der Kreisel eine periodische Nutation aus, die von
einer Priazession um die Drehimpulsachse iiberlagert wird. Im
Falle, wo die Kugel das Ellipsoid beriihrt, wird die Bewegung
zu einer Rotation um eine permanentc Achse.

Um die Quanienbedingungen fiir dic Bewegung formulieren
zu konnen, miissen wir zu den Koordinaten &, ¢, v zuriick-
kehren und die zugehorigen Impulse berechnen. Denken wir
uns die kinetische Energie T mittels der Beziehungen (2) § 6

D2 == const.

b, = #cos @ -1~y sin ¥ sin ¢

b, = P sin ¢ — ¢sind cos ¢

h)
als Funktion von &, ¢,y und ihrer Ableitungen geschrieben,
so erhalten wir:

_ == - cos

’ ol ol b, oT od, , &1 ob,
P8 T o, ab | ab, ab | ob, ad
¢T aT éb,  aT &b, . oT b,
p = —=- = =t
“ o odb, ‘g odb, o ob, o¢
o1 o b, T ab, o7 o,
P, = g ob, oy a}g cp U oob, oy
T
p.= = -.
T fw

Born, Atommechanik I.
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Da nach (5) die Ableitungen von 7' nach b, b ,d, gerade die
homponenten D, T, D, des Drehimpulses (1] mnd folgt

p, = D, cO8 97 -9, sin

p,= % sind sing — ?, sin ¥} cos ¢ 4+ T, cos d
p’/, = 2
p=2Z.

Da der konstante Drehimpuls beliebige Richtung im Raum
haben kann, ist die Bewegung entartet und wir koénnen die
Zahl der Freiheitsgrade um 1 erniedrigen. Ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir namlich die raumfeste Polarachee
in die Richtung von ¥ legen. Wir erhalten dann:

® = Dsindsing
(") D, = — Dsindcosp
ED = D cos
und die Impulse werden:
Py = 0
I D
'9) «
/ p, = Dcos i)
pr=2Z.

Dadurch, dafl fiir den Endpunkt von 9® eine Kurve auf
dem korperfesten Ellipsoid (6) vorgeschrieben ist und diese
Kurve wahrend eines Umlaufs von ¢ gerade einmal durchlaufen
wird, ist cos#) als eindeutige Funktion von ¢ bestimmt. Man
erkennt so, dal die Bewegung in den Koordinaten 9, y. ¢,
separierbar ist, und erhilt die Wirkungsintegrale

ifpwdyr:2n1); gﬁpqd(p:Dgﬁcosw‘)d(p; §p.di=2aZ

und die Quantenbedingungen?j:

mh
D=
(10) D foosddp = n*h
n-h
— 5

) Wir bezeichnen hier beim Kreisel die Quantenzahl des gesamten
Drehimpulses nicht, wie in der allgemeinen Theorie, mit j, sondern mit
m, weil dieser Buchstabe fiir die Bezeichnung der Terme eines moleku-
laren Rotationsspektrums gebrauchlich ist (s. Rotator § 12).
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Die zweite Quantenbedingung ist einer anschaulichen Deutung
fihig. Die Fliche. die die Spitze des Vektors T auf der

Kugel i 71 mit negativem Umlaufssinn umliuft, ist” nimlich
F= -7 ﬂf sin #d i) dg = D* f_j deosddy .

Fithren wir die Integration nach # aus, so erhalten wir, wenn
die Berandung der Fliche die Polarachse nicht umschlief3t:
Lol

F= 2 fcosidy :;.2.71)‘ =
m

wenn sie die positive Polarachse umschlief3t:

. ,m -
Fe D1 cosd)dg ==2a D? L s
. m
wenn sie die negative Polarachse umschlieBt:
F =71 tcosidp == 2a D? !
) m

und wenn sie beide Seiten der Polarachse umschlief3t:

2m —

F=72012 - cosdg = 2a D* e

m

In allen Fillen wird das Verhdltnis zur Halbkugel
F "

tn) 22 m’

wo » eine ganze Zahl ist, und wir konnen die zweite Quanten-
bedingung so formulieren, daf das Verhiltnis der vom Vektor T
auf der Kugel (7) ausgeschnittenen Fliche zur Halbkugel gleich

n o, . .
- ist: » kann die Werte 0,1 ... 2m annehmen.
m

Wir wollen unsere Betrachtungen noch auf den Fall des
gewohnlichen Kreisels ohne eingebautes Schwungrad spezialisieren® .
Statt (1) erhalten wir fir die Komponenten des Drehimpulses:

D= A, D=4, D,=A40;

T x x? y “y?

die Gleichung (5) fiir die Enelgle geht iiber in
,l' == .]2 [A;r b.tg i ) A.l/ b92 TiT Az bzﬂj‘ *

1) Siehe K. Reicmk: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 394. 1918, —
P. S. EpsteIN: Verh. d. Dtsch. phys. (Ges. Bd. 18, S, 398, 1916. —
P.S. EpstrIN: Physkal. Zeitschr. Bd. 20, S.289. 1919.

g*
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Durch Einsetzen der Drehimpulskomponenten folgt:

1 n 2 5 2 —‘J.'.'
2 T T Y :
2 4 A A

Legen wir auch hier die raumfeste Polarachse in die Richtung
des gesamten Drehimpulses, so gelten wieder die Beziehungen (8)
und es wird
, | A T cos? g cos® |
13 r D izl ’) : !
2 : oA A A,

; y
Wir erhalten zwel Quantenbedingungen

fp dp=2xD -mh
(14 o
) ] P,dy == D feositdy = wh.

[u der zweiten Bedingung haben wir coss mit Hilfe der

Knergie 7'-. 1V als Funktion von 4 zu schreiben. Aus (13)
folat
2 W <sin“ q  cos? 4;*\
. D? AL_ ‘ A
cos? ) ) RN
1 <sm‘ gy cos?g >
A4, A, A,

und die zweite Quantenbedingung wird:

?

s o [sinigcos? )
S 2W D-< - ff,,)
. : AT 4
SER ¢ P RS
1 (sm- P C()S‘lpj
¢ 4, 4, A4,

Sie flihrt auf ein elliptisches Integral, das die Energie W als Para-
meter enthédlt. Die Berechnung von W als Funktion der Quanten-
zahlen m und » lifit sich explizite nicht ausfiilhren, aufler in
dem Fall der Rotationssymmetrie (4 =: A ), den wir schon
frither behandelt haben (§ 6.

In diesem Falle 4 = A4 geht die Energie (13] iiber in

sin*d  cos® z‘;‘)

A A,

r

3

7= 11)2(
2

o wird ebenfalls zyklische Variable und + ist konstant. Die
Quantenbedingungen lauten:
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mh
D =
2
nh
D cos ) == :
2
es ist also

n
cos {) == R

m

d. h. wir haben ecine At von Richtungsquantelung, wobel der
Drehimpuls nicht um eine raumfeste Achse, sondern um die
korperfeste Iigurenachse priizessiert. Die Energie als Funktion
der Quantenzahlen wird:

- " h? ot __,( 1 1
(161 = R A 1/ -

8ot A

Uberlegt man sich, wie die Koordinaten cines Kreiselpunktes
sich durch die zvklischen Koordinaten v und ¢ ausdriicken
tendliche FourIER-Reihen |, so gieht man, dafl in der Entwicklung
des elektrischen Moments im allgemeinen die Frequenzen »,
und »r, mit den Koeffizionten 0 und +-1 anftreten. Die
Quantenzahlen n und m konnen sich also um ¢ und =4+ 1 én-
dern. Nur wenn das elektrische Moment keine Komponente in
der Richtung der Figurenachse hat, fiillt der Ubergang In=- 0 fort.

Eine Anwendung der Energiogleichung 1 16) auf mehratomige
Molekeln wiirde mehrere Svsteme von Rotationsbanden ergeben,
die nur gegeneinander um feste Betriige verschoben sind. Die
Linienfolgen geniigen derselben Formel vom einfachsten Dxs-
LANDREsschen Typus (vgl § 12

Wir wollen an dieser Stelle die [rage aufwerfen, wie man
durch einen (renzprozeli aus der Kreiselformel (16) die For-
mel (17 § 12 fiir den Rotator gewinnen kann, und vzeigen. in-
wiefern die Anwendung der Rotatorformel auf eine zweiatoinige
Molekel herechtigt ist. Hat man den Idealfall eines aus zwei
starr verbundenen Massenpunkten bestehenden Systems, so ist
in der Kreiselformel (16) A_--: 0 zu setzen. und damit die Energie
endlich bleibt, kann » nur den Wert 0 annehmen. Wir erhalten
dann fiir die Inergic die alte Rotatorformel (1) § 12:

h?

W= 2
H:z'zAl.m
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In Wirklichkeit aber handelt os sich bel den zweldiomigen
Jolekeln wum Systeme, bei denen auller den fast punktformigen
Kernen von grofler Masse cine Anzahl von Elektronen vorhanden
ist. die sich um die Kerne herumbewegen und unter Umstinden
cinen Impuls um die Kernverbinduungsliniec haben kénnen. Man
kann dieses System in grober Niherung als einon Kreisel auf-
fassen, dessen Trigheitsmoment A, um die Kernachse klein ist
gegen das Trigheitsmoment A um eine dazu senkrechte Gerade.
Bei unverinderter Elektronenkonfiguration ist » und damit das
zweite Glied in der Knergie (16) eine Konstante. Fir die Ab-
hiingigkeit der Energio vom Rotationszustand erhalten wir also

17 W- ”v}r,lpkn_ ‘ - . m*.

Bei einem Quanteniibergang dndert sich im allgemeinen » und
damit dic . BElektronencnergie® Wy, und aulerdem édndert
sich - m um 0 oder % 1. Lassen wir die Abhidngigkeit von
Wiieker, von den Quantenzahlen dahingestellt, weil die Auffassung
der Elektronen als starrer Kreisel natiivlich sehr gewagt ist,
so crhalten wir fir die bei einem Uhergang gestrahlte Fre-
quenz (abgesehien von der .Im = 0 cutsprechenden Frequenz
Vo VElektr. i

- . h N .
Vo PRIckt T oy [(m £ 1) — m?]
' Ra*4,
l(\ -~ ' ll | to1N
T Vekektn, S (DT 3)

Py
r

Witke, und damit Pk, 1st wegen der Kleinheit von A4, in (16)
schr grof§ gegen das von der Rotation herrithrende Glied. Da
nun das letztere fiir sich allein, wie wir friher gezeigt haben,
Linien im Ultrarot ergibt. so riickt das durch (18) dargestellte
Spektrum nach héheren Frequenzen, also etwa in das sichtbare
Giebiet oder Ultraviolett. Wir haben damit dic einfachste
Bandenformel, die in allergrébster Naherung die beobachteten
Banden darstellt. Aus dem beobachteten Linienabstand kann
man das Trigheitsmoment A_ der Molekel berechnen.

Bei dem Ubergang von der Energiegleichung (17) zur Fre-
quenzgleichung (18) ist die Voraussetzung gemacht, daBl sich
das Trigheitsmoment 4_ bei der Anderung der Elektronen-
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konfiguration nicht dndert. Liaft man diese Voraussetzung
fallen und nimmt man an, daB 4, von 4 “ nach Arw iiber-
geht, =0 erhilt man flir 4m == 1 die Frequenzen

. . , h . h
Y == VElektr, "I~ g 2 Azm fm 11 - 8 A)(,) m?,
(19) ye—atbm- em?,
wo
- h
== Vilektr, S A Y“»
112(') b == 4 .
datd

[ 1 1 >
bl \A ) AC(;Q'
ist. Die Frequenzen (1‘)) bilden den ,positiven und negativen
Zuely® der Bande. Fiir Am = 0 erhilt man den .Nullzweig~:

- - I 1 1 \ R - 2
(21’ )v’lﬂ:lokrr,"r&_l.ﬁ; A ]\"Aw/m == VElektr, - €M

Er fillt weg, wenn das elektrische Moment der Molekel senk-
recht zur Drehimpulsachse steht.

Wir bekommen die Verteilung der Linien in den drei
Zweigen. wenn wir die drei Parabeln (19) (mit —- und —-
Zeichen; und (21) zeichnen und von den Punkten ganzzahliger
positiver m die Lote auf die »-Achse fillen'). Einer der beiden
Zweige 1191 iiberdeckt einen Teil der 7- Skala doppelt, an der
Umkehrstelle, dem ,, Bandenkopf~, hiufen sich die Linien (mit
endlicher Dichte). Die Linie, in der der positive und negative
Zweig zusammenstolen m = 0), heillt . Nullinie“.

Um aus einer empirisch gegebenen Bande das Trigheits-
moment berechnen zu konnen, muB man b kennen und dazu
mull man wissen, wo die Nullinie der Bande liegt. Wenn ein
Nullzweig vorhanden ist, kann man aus dessen Lage auf die
der Nuilinie schlieBfen. Fehlt der Nullzweig, so reichen die
hier angegebenen Eigenschaften der Bande nicht aus. Es zeigt
sich aber, dal die Intensititen beiderseits der Nullinie symme-
trisch verteilt sind und die Nullinie selbst die Intensitit O hat;
wir werden auf diesen Punkt gleich zuriickkommen.

' Y Vgl A, SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien, 8.522. 1922,



1336 2. Kap. Periodische und mehrfach periodische Bewegungen.

A
M —
73 /rZ*r__I
72 I
77t /|T } %
: o
A i R ]
g (R T N R > B
6 t : + T T T T
A A B R N e N R
T ' ( o | T
4% e e
3 L A e
2 Nl A Ty
ol ‘WT?' S R R A
TN e
TR T T T
TN R NI T A AT I T R O TR B
9 7. 2 3 Y 5
| »
| J/DOJ/f/Véf
L
5678 9 70 77 72 73 74
I
. S
l anqa//yer§
' N
1
432 7 0
]
|A/u//=
i \
072 3 4 5 & 7 & 9
| j |
HI ‘  |Banae
I | i
Abb. &,

Eine Behandlung der Banden wvon Molekeln mit beliebig ge-
richtetem Elektronenimpuls und eine Erklarung fiir das Ausfallen
der Nullinie versuchen KrRAMERS und PauLt zu erhalten, indem
sie das Modell des Kreisels mit eingebautem Schwungrad auf
die Molekeln anwenden.

Der Kreiselkorper vertritt dabei das (starr gedachte) System
der Kerne und das Schwungrad den Elektronenimpuls. Da in
der Molekel die AusmaBe der Elektronenbahnen von gleicher
GroBenordnung sind wie die Kernabstidnde und die Elektronen-
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masse klein ist gegen die Kernmasse, ist 4 eine im Vergleich
zu 4, 4, und A kleine (irofie; dic Quantenbedingungen for-
dern weiter, daB} der Elektronenimpuls Z die gleiche Grifien-
ordnung hat wie der Gesamtimpuls D.
Wir entwickeln nun 7 nach Potenzen von A und brechen
hinter dem zweiten Glied ab:
z* 171 :
T = Ty - L
24 0 2 A 77 g A
1 o
In diesem Ausdruck ist das erste Glied eine Konstante idie
Energie der Elektronenbewegung), das zweite Glied
171 N
D —
5 g (3 Za,

. -

(221 E--

ist die Energie der Kreiselbeweyung der Molekel.
Die stationdren Bewegungen crhdlt man, wenn man den

. ., mh T
Gesamtdrehimpuls T gleich - setzt und dic Werte von &
2

so wahlt, daB das durch (22) dargestellte Ellipsoid mit dem
Mittelpunkt Z @ aus der Kugel ;D | = const eine Fliche heraus-

schneidet, die zur Halbkugel im Verhiltnis " steht. Auf die
m

Bedeutung von Z und die Frage, ob diese GroBe einer Quanten-

bedingung zu unterwerfen ist, werden wir spiter zuriickkommen.
» Im Falle zweiatomiger Molekeln legen wir die z-Achse in
E die Kernverbindungslinie und die z-Achse in die durch Elek-
tronenimpuls und Kernverbindung bestimmte Ebene, dann ist
a,=0, A klein gegen A4, und 4, (im Verhiltnis von Elek-
tronenmasse zu Kernmasse) und {mit der gleichen Annéherung)
4,= A, Das durch (22) dargestellte Ellipsoid artet in eine
flache Kreisscheibe parallel zur (z, y)-Ebene aus mit den Mittel-
punktskoordinaten Za,. 0, Za,.

Die Schnittkurve des Ellipsoids mit der Kugel umschliet
eine Fliche, deren Ausdehnung in der z-Richtung sich zum

J—
i

A
Kugelradius verhilt wie ]/71‘"—. Fiir nicht zu grofle Werte des

x
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gesamten Drehimpulses ist daher nur die Quantenzahl n = 0
zulissig. Das bedeutet, dafl das flache Ellipsoid die Kugel be-
rithrt. LiBt man £ von O bis ~c wachsen, so tritt eine solche
Berihrung zweimal ein, gleichgiiltiz ob der Mittelpunkt des
Fllipsoids innerhalb oder auBerhalb der Kugel liegt. Von den
beiden entsprechenden Bewegungsformen ist nur die fiir kleineres
£ stabil, da nur hier bei einer kleinen Vergrélerung von E
die aus der Kugel ausgeschnittene Kurve den Berithrungspunkt
dicht umschlieft, d. h. die Bewegung in der Niihe der statio-
niren Bewegung bleibt.

Der Berithrungspunkt muB in der durch den Mittelpunkt
des Ellipsoids und die Kernachse gehenden Ebene liegen; dar-
aus folgt D == 0. Aus der Beziehung
i D, —jlz : T -a”Z ,

A A

die aussagt. dall die Normale der Kugel im Beriithrungspunkt
mit der des Ellipsoids tbereinstimmt. schlieffen wir. daf}
®. —aZ

T

xz

4 . .
die GréBenordnung A hat. Wir kénnen daher in der Energie

122 das dritte Glied Ivernachléissigon und erhalten
B = _—;4 (®, —a,2).
' An der Figur sieht man, dal
| man hierfiir auch
-/ .
| e s (VI 0220, 2p
1 | schreiben kann. Fiihrt man
| veraE die Quantenzahl m und die
ECLE o Groflen & und ¢ durch
Abb. 9. Zao =" za otk
T 2z s 2
ein, so folgt
23 B Mg,
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Dies ist eine Verallgemecinerung der Formel fiir die Energie
eines einfachen Rotators; man erhilt diese fiir
E=={=0.
Fillt der Elektronenimpuls in die Richtung der Kernver-
bindung (£ = 0), so wird
L?

E=  ,  im*—%).
8;—[-[/11: T

Diese Formel stimmt mit der fiir den symmetrischen Kreisel (16
I 1 . Lo
iberein, wenn man dort das 1 proportionale Glied (als Elek-

tronenenergie) abspaltet und £ ~gleich n setzt.

Die allgemeine Formel (23) haben KratzER') und KRAMERS
und PAvLI®) auf verschiedene Weise benutzt, um die beobachtete
Tatsache zu erkliren, dall im System der dquidistanten Banden-
linien eine Linie ausfiillt. Man darf annehmen, daB an dieser
Stelle positiver und negativer Zweig der Bande aneinander-
stofen wegen der symmetrischen Verteilung der Intensitit und
gewisser Storungen der RegelmiBigkeit beiderseits der Liicke.

Krarzer benutzt die Formel (23) fir den Fall, wo I =
ist, d. h. der Elektronenimpuls auf der Kernverbindung senk-
recht stecht. Er erhilt aus

die beim Ubergang m -I- 1 — m (unter Beibehaltung der Elek-
tronenkonfiguration) gestrahlte I'requenz

h i
m— & -+

(24 ¥ = VElektr. + e AJ( s

und die beim Ubergang m -—m - 1 gestrahlte Frequenz
h
. & 1
4'_I~_‘Af(m ¢+2)'
Der positive und der negative Zweig bestehen also aus dqui-

distanten Linien, die im allgemeinen an verschiedenen Stellen
beginnen; der positive Zweig beginnt bei § — &, der negative

-\ ~ ~
2 o) Y = Vylektr. —

1y A. KraTzER: Sitz.-Ber. Bayr. Akad. Math.-phys. KI. 1922, 8, 107, §3.
2 H. A. Kravers und W. Pavrnr jr.: Zeitschr. f. Physik. Bd. 13,
§.351. 1923,
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het () &. Dadurch. daB Krarzer den Zustand m= 0

verbietet und &= ! setzt, bekommt er zwischen den beiden
Zweigen eine Liicke “von der doppelten Breite des gewohnlichen
Linienabstandes.

Kramers und Pavrr zeigen. dall dies im wesentlichen

auch giltig bleibt. wenn C nicht verschwindet. Dann mul

m 2> = sein und die Entwicklung von £ nach
. e ca o m oo
L= . im o 570 P SRR
Ba*d | m J

bleibt auch fir kleine m (auller m - - 0) noch angeniahert giltig.

[

Vernachlissigen wir das Glied ™ 7. so erhalten wir die gleichen
m i
FFrequenzen (24) und (25) wie oben. also auch im Falle &=}
1 ; : 2
die richtige GroBe der Liicke.
Der Wert & =1 kann so zustande kommen, daf3 der Elek-

. : h . o .
tronenimpuls gleich -— ist und mit der Kernverbindung einen

Winkel von 30" einschliefit. Allerdings fiithrt diese Annahme
zu Schwierigkeiten bei der Diskussion der Intensititen nach
dem Korrespondenzprinzip '). Aus diesem Grunde kehren auch
Kramers und PavLt zur Annahme &=}, { =0 zuriick, also
zu einem Elektronenimpuls (mit .halber* Quantenzahl: senk-
recht zur Kernverbindung.

§ 20. Koppelung von Rotation und Schwinguong bei
zweiatomigen Molekeln.

Bisher wurden die Verbindungen zwischen den Atomen, die
zu einer Molekel vereinigt sind, als starr angenommen; dies
wird in Wirklichkeit nicht der Fall sein, vielmehr werden die
Atome kleine Schuingungen gegeneinander ausfithren. Es handelt
sich jetzt darum, zu untersuchen, welchen Einflul diese Schwin-

"y Andere Schwierigkeiten bestehen darin, daBl ein Elektronenimpuls,
der nicht parallel zur Kernverbindung liegt, nur méglich ist bei gewissen
Entartungen der Elektronenbewegung (M. Borx und W. HEISENBERG:
Ann. d. Physik. Bd. 74, S. 1. 1924). Herr W. PAivir teilt uns mit. daB
die genaue Diskussion dieser Entartungen iiberhaupt nur auf parallele
und senkrechte Stellung des Elektronenimpulses fiihrt.



§20. Rotation und Schwingung bei zweiatomigen Molekeln. 141

gungen auf die Energie und damit auf die Frequenz des ge-
strahlten oder absorbierten Lichtes ausiiben.

Die wirkliche Natur der Kriifte. die die Molekel zusammen-
halten, wird in dufierst komplizierter Weise durch ihren Aufbau
aus Kernen und Elektronen bestimmt. Hier wollen wir die
denkbar einfachste Annahme machen, dafl die Atome sich als
Kraftzentren auffassen lassen, die mit einer nur von der Ent-
fernung abhingigen Kraft aufeinander wirken; man kann zeigen,
dal die so erhaltenen Resultate eine richtige Annédherung an
das wirkliche Verhalten darstellen®).

Was den Elektronenimpuls bei zweiatomigen Molekeln an-
langt, so haben wir im vorigen Paragraphen gesehen, dal} er
die Rotationsbewegung der Kerne nicht beeinfluBt und zur
Energic nur ein additives Glied liefert, wenn er in die Rich-
tung der Kernverbindung fillt. Dasselbe mull auch gelten,
wenn die Kerne in diescr Richtung gegeneinander schwingen;
wir wollen uns daher im folgenden aunf diesen Fall beschrinken.

Wir betrachten also eine zweiatomige Molekel, bestehend
aus zwei Massenpunkten m, und m, in der Entfernung » von-
einander, zwischen denen eine potentielle Energie U (r) wirk-
sam ist.

Man kann ganz allgemein zeigen, daf ein solches Zweikorper-
problem sich auf ein Einkorperproblem zuriickfihren lifls. Wir
wihlen den Schwerpunkt der beiden Massenpunkte als Koordi-
natenursprung O und bestimmen die Richtung ihrer Verbin-
dungelinie von m, nach m, durch die Polarkoordinaten ¥, ¢.
Sind dann r, und r, die Abstinde der Massenpunkte von O,
so sind ihre Polarkoordinaten r,, &, ¢ und r,, 7 — &, 74 ¢;
ferner gilt », - r, —=r. Die Hamirroxsche Funktion wird:

2 (1,241,202 - r,2p%sin? )

M age e s a2 gy
He= -2 r 2 9% r 2 p*sin® 9) - 5

+Utr)==L(myi > +myi,*) L (myr 2 om, rf)(z‘ﬁ—{—gb*sin‘z N+ Ur).
Nach dem Schwerpunktsatz ist

My Ty == My Ty

und daher

1) M. Bory u. W. Hursexsere, Ann. d. Physik. Bd. 74, S. 1. 1924,
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m,r

m, - -m,

m,r
r, = 1

—
my - m,

Setzt man dies in H ein. so wird

1 :.’2 i ‘-7-'31")»2 —r¥@sin? ) + U (r).
wWo
, 111
2, —_
woomg om,

gesetzt ist. Der Ausdruck (1) ist nun die HamirToxsche Funk-
tion der Bewegung eines Massenpunktes von der Masse u unter
dem Einflu} eines Kraftzentrums, von dem er den Abstand r hat.
Wir werden im folgenden Kapitel dieses Problem von einem
allgemeineren Gesichtspunkt aus untersuchen und hier nur den
bei Molekeln in Betracht kommenden Fall ins Auge fassen,
daf eine stabile Gleichgewichtslage existiert'). Dann gibt es eine
Entfernung r,, fir die U(r) ein Minimum hat, d. h. es ist

‘3 U/ =0, U/ >0,

wo der Index 0 hier und im folgenden bedeutet, daBl r = r, ist.
Ein méoglicher Bewegungszustand des Systems ist der, da

es um eine raumfeste, durch den Schwerpunkt O der Massen

gehende, auf der Verbindungslinie der Massen (Kernachse senk-

rechtc Achse mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ¢, und
konstantem Kernabstand 7 rotiert. Dabei gilt:

(4)

wo das Uberstreichen hier und im folgenden bedeutet, daB
r =7 ist.

Diesen Bewegungszustand nehmen wir als Ausgang fiir ein
Anniherungsverfahren zur Behandlung kleiner Schwingungen.
Wir denken uns den Abstand 7 um die kleine Entfernung
vermehrt: r =7 -+, und entwickeln die Hamriuronsche Funk-

1) M. Borx und E. Htcxrr: Physikal, Zeitschr. Bd. 24, S.1. 1923;
s. auch A. Krarzen: Zeitschr. f. Physik. Bd. 3, S. 289 u. 460. 1920.
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tion. aufgefalit als Funktion von x, ¢ und den zugehdrigen
Impulsen, nach Potenzen von ». Man hat

H="

‘2 (82 = (r -+ x)* @] — Uir--u).

Der zu ¢ gehérige Impuls
p=ulr--x)?q¢
ist konstant, weil ¢ zyklisch ist. und stimmt mit dem Dreh-

impuls iiberein; es ist also auch (fir z = 0)

o

(8 = ur’ ¢0 .
Zu x gehort der Impuls

p,= NI,
Nunmehr wird

2

P’ . SRR
6 He - P P g o).
®) Qu(f ~x)t 2u (- 2)

Entwickeln wir nach Potenzen von x, so wird

Pt P [ i AN P b =5l
= _ =U T — U 413 [ |2
{2/”: J JJ_+ 20 L ‘ur'*—!_ L 2prt 2! 1
p-g 1 U/J . pg 1 (47)7 3
S g £ : L -
[ 2ur> " 3l N _’_\02#7“‘ 4! Jx

Der Faktor von x verschwindet mit Riicksicht auf (4) und (5):

P

(7 =

wrd ’

die Hamruronsche Funktion hat also folgende Form:

3

(8) H-:WO-;‘gm;;‘*}—gw?'xe_i—axg—i—bx“-—i‘—-.-}
wOo
. p* —
Mo T 2ur? U
. 1. p® p—
9 3: 2 ,;—_ £ ' U”’
(9) @ (27) ul urt i
a——at 4 1y



141 2. Kap. Periodische und mehrfach periodische Bewegungen.

ist. Damit ist das Problem auf das des unharmonischen Os-
zillators zurlickgefithrt, den wir im § 12 behandelt haben.

Wollen wir jetzt Winkel- und Wirkungsvariable einfiihren.
so haben wir

J=2ap

zu sotzen und statt r und p_ in der beim unharmonischen Os-
zillator angegebenen Weise w_ und J_ einzufiibren. Wenn wir
in (81 die Glieder bhis x? beruckblchtlgen erhalten wir

(10 H-Wyd)=J »iJ)y+J2e«(]).

wo zur Abklirzung
15a”»®

_ ) . —
1(2ar)s

aexetzt ist. Berticksichtigen wir das Glied ba* ebenfalls, so
erhilt H in gleicher Niherung dieselbe Form, nur hingt « auch
von b ab. Man findet die Funktionen W (J) und »(J), indem
man aus (7) i als Funktion von p oder J berechnet und in
{9) einsetzt. Um sie wirklich auszurechnen, miifite man die
Funktion U(r) genau kennen. Wenn wir uns aber auf so kieine
Rotationsgeschwindigkeiten beschrinken, dafl die durch die
Zentrifugalkraft erzeugte Abweichung r — r, =1, klein gegen
ro ist, so kann man durch eine Entwicklung nach r, zum Ziel
kommen. Die Gleichung (7) schreibt sich dann wegen U, =
in erster Nidherung

J?
4 :z""lt

hieraus erhalten wir

e d .
=730 =r, < (r® U’)) =1, 1,2 Uy
dr r=r,
J*E 1
r, == o )
Yodatue r2US
Ferner wird

J? R J?

W o— LU )= e L A
O 8 atulry )t (ry =) 8r?ury? ' ot
1 7 J"'
V2 I3 Uy Ly \1
) 475"’,111_)41 ,u(r {— )‘ : Vo T T/}
17 3J " JrU)’ L ]
T 4a? u‘4n 4 7* ur3U”

also
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B R 2 . T
b ] by 1 J 3 U > e
S) H i > 2 TN 4 B3 adld i
27 o 8a*ul)" \r, r* U
P 2
=iy i J ‘

1
auch « hat eine Entwicklung von der Form
=ty JP A
Wir haben dabei alle Glieder weggelassen, die von héherer als
erster Ordnung in J? sind. Die Energie als Funktion der
Wirkungsvariabeln wird jetzt
J? )

(11 W=1Il=U,-" 82 A AT ()= J ey -,
wo 4 = wry? das Trigheitsmoment im rotationslosen Zustand ist
und » und « die oben angegebene Bedeutung haben.

Vernachlissigen wir die Glieder mit J * und J J*, also die
Anharmonizitit und die Abhingigkeit des » von J, so zerfillt
die Energie in einen Rotationsanteil und in einen Schwingungs-
anteil von den wohlbekannten Formen. Als ndchste Niherung
ergibt sich eine Abhingigkeit der Schwingungsfrequenz von der
Rotationsquantenzahl und der anharmonische Charakter der
Schwingung. Unser Verfahren erlaubt natiirlich auch eine Be-
rechnung der hdheren Niéherungen der Energie, die von héheren
Potenzen von J und J_ abhingen.

Wir wollen die gewonnenen Ergebnisse auf das Spektrum
zweiatomiger Molekeln anwenden. Sie haben in den stationiren
Zustinden die Energie

\ h?m?®
(12) W= UO»%HzTA—+—hn(v0—+/fm‘3)—%h"’aon‘-’%-~--,

wo m die Rotations- und n die Schwingungsquantenzahl ist.
Einem Ubergang
Ny — N,
m+1-—-m
entspricht die Frequenz
h

(13) " 8nta

[(mE1)? —m*] 4 Bn, (m+1*—n,m?]
vy (ny—n,) — hey(n? —n,?).
Fir feste Werte von n, und n, liefert dies zunichst eine Bande

mit den Zweigen (zu denen ein Nullzweig treten kann):

Born, Atommeclianik I. 10
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14 ¥ —a-4+ bm--cm?,

wo a, hund ¢ etwas andere Bedeutung haben als in (20) §19°

Um 5

8724

gegen die Nullinien dieser Banden verschoben, liegen die Os-
zillationsfrequenzen

- pn,

15 » o= —mn,) -heyn,” - n,t).

Wir crhalten also ein Bandensystem, das entsprechend der
Mannigfaltigkeit der Werte von », und », in einzelne Banden
zerfallt. Die liage der einzelnen Banden im System wird durch
15) angegeben, wihrend (14) das Gesetz der Linien in den
cinzelnen Banden gibt.

Von dem hier beschriecbenen Typus. aber ohne Nullzweige,
sind nun die wltraroten Spektren der Halogenwasserstoffe). Diese
Spektra bestehen aus einzelnen .Doppelbanden®, d. h. nahezu
dquidistanten Linienfolgen, die symmetrisch zu einer Liicke
liegen. In dieser Liicke haben wir die in § 19 erwiihnte Null-
linie zu sehen. Ein Umbiegen des einen Zweiges ist hier nicht
wahrzunehmen. Die Rotationsfrequenzen liegen bei HCI an den
Stellen 7 = 2877 und » = 5657 (in , Wellenzahlen®, d. h. Anzahlen
der Wellen pro em). Die entsprechenden Banden treten bei ge-
wohnlicher Temperatur in Absorption auf. Sie entsprechen also
einem Sprung der Schwingungsquantenzahl, bei welchem dem
Anfangszustand so geringe Energie zukommt, daf er bei ge-
wohnlicher Temperatur in merklicher Hiufigkeit vorkommt;
das ist aber nur der Schwingungszustand n, = 0. Wir deuten
daher die beiden beobachteten Banden als die zwei Ubergiinge

n=0—1
n o= 0-— 2.
Entsprechend der theoretischen Formel (15)
yo=ryny - hegn”
liegt die zweite Bande nicht genau bei der doppelten Schwin-
gungszahl der ersten.
Y Messungen, besonders von E. 8. Imes: Astrophys. Journ. Bd. 50,

8,251, 1919, Die hier angegebene theoretische Deutung von A. Kratzer:
Zeitsehr, f. Phyvsik. Bd. 3, S. 289. 1920,
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Zu der Anderung der Rotations- und Schwingungsquanten-
zahl kann noch eine Anderung der Elektronenkonfiguration der
Molekel kommen. Einem Ubergang zwischen zwei stationiren
Zustinden mit den Energien

W — W“‘“ - :;,mA- Chmy ey = pym®) s e mg® o
W= an ! :ﬂ:n;l Coheny (g, = g, myT) R, myt A
entspricht cine Linie

(16) ; ;el : ‘cr:hn ' ~u‘t 4

wobel

17) Vonw ™ Vo P Vgats i Rag mt o kg, ny?

{18) ¥ooo=a+bm - cm? y . c=a -+ cm?

rot - ’ rot
ist. Im ganzen erhalten wir ein Bandensyvstem, dessen einzelne
Banden den im § 19 beschriebenen Bau zeigen und nach dem
Gesetz {17) angeordnet sind. In etwas anderer Schreibung
lautet es
> A f . N /| m 2 2
Vo = (Mg = W) gy =My 0 = g )= Rl my® — gy my,®).

Da im allgemeinen », und », von gleicher GréBenordnung
sind und ihre Differenz klein gegen die Werte selbst ist, ist
das erste Glied das wesentliche. Es definiert die Lage einer
,Bandengruppe* im Bandensystem: eine Gruppe enthalt also
alle Banden, bei denen n sich um den gleichen Betrag dndert.
Das nichste Glied definiert die einzelnen Banden innerhaib
der Gruppen nach Malgale ihrer Endquantenzahl.

Ein schones Beispiel fiir ein Bandensystem ist das System

VIMN Qe ISR
SNBmw T OHVON HBVw
$9E8e SY3SE s
|
i |
A
| Il
n,=07234 07234 723
=23456 72345 gre
Abbh. 10.
10*
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der violetten (‘yanbanden'). Die Abh. 10 gibt die Lage der
Nullinien und ihre Wellenlingen. dic erste Zeile darunter die
Schwingungsquantenzahl im Anfangszustand, die zweite Zeile

dic im Endzustand®i.

Drittes Kapitel.
Svsteme mit einem Leuchtelektron.

§ 21. Bewegungen in einem Zentralfeld.

Die Anwendungen der im  zweiten Kapitel entwickelten
Prinzipien der Quantenmechanik sind vorliufig noch dadurch
~chr beschrinkt, dafl jene Prinzipien sich nur auf mehrfach
periodische Systeme beziehen. Das crste Beispiel, das Bozr
behandelt hat, ndmlich die Systeme, dic aus einem Kern und
einem  einzigen Elektron bestehen (das Wasserstoffatom und
dic ihm &dhnlichen Ionen He', Li' ' usw.), erfiillt die Periodi-
zitiitsvoraussctzung. Bei andern Atomen liegen bei der Unter-
suchung der Periodizitdtseigenschaften der Bewegung die
gleichen Schwierigkeiten vor wie beim Mehrkorperproblem
der Astronomie. Hier kann also nur ein Anndherungsverfahren
weiterhelfen. Borr hat erkannt, dal eine grofle Reihe von
Eigenschaften der Atome, vor allem die, die sich in den Serien-
spektren offenbaren, sich durch die Annahme verstindlich machen
lassen, dal} bei den in Betracht kommenden stationiren Zu-
stinden ein Elektron, das Leuchtelektron, eine besondere Rolle
spielt. Diese Zustinde sollen in der Hauptsache dadurch ge-
kennzeichnet sein, dall das Leuchtelektron sich in einer Bahn
bewegt, die sich wenigstens zum Teil vom ,Rumpf* weit ent-
fernt und nur geringe Riickwirkung auf den Rumpf ausiibt.
Wir werden daher immer von stationdren Bahnen des Leucht-
clektrons sprechen, indem wir die Vorginge im Rumpf nicht
berticksichtigen. Das Spektrum des Atoms entspricht dann den
Ubergiingen des Leuchtelektrons von einer stationiren Bahn zu
einer anderen.

1) Theoretisch gedeutet von A. Krarzrr: Physikal. Zeitschr. Bd. 22,
S.552. 1921; Ann. d. Physik. Bd. 67, S.127. 1922
2) Nach A. Krarzer a.a.O.
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spektren offenbaren, sich durch die Annahme verstindlich machen
lassen, dal} bei den in Betracht kommenden stationiren Zu-
stinden ein Elektron, das Leuchtelektron, eine besondere Rolle
spielt. Diese Zustinde sollen in der Hauptsache dadurch ge-
kennzeichnet sein, dall das Leuchtelektron sich in einer Bahn
bewegt, die sich wenigstens zum Teil vom ,Rumpf* weit ent-
fernt und nur geringe Riickwirkung auf den Rumpf ausiibt.
Wir werden daher immer von stationdren Bahnen des Leucht-
clektrons sprechen, indem wir die Vorginge im Rumpf nicht
berticksichtigen. Das Spektrum des Atoms entspricht dann den
Ubergiingen des Leuchtelektrons von einer stationiren Bahn zu
einer anderen.

1) Theoretisch gedeutet von A. Krarzrr: Physikal. Zeitschr. Bd. 22,
S.552. 1921; Ann. d. Physik. Bd. 67, S.127. 1922
2) Nach A. Krarzer a.a.O.
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Diese Annahme schlieit cin. dall dic Bewegung des itulleren
Elektrons periodisch ist und beim Durchqueren des Rumpfes
keine Energie an dicsen abgibt oder von ihm erhilt. Be-
wegungen dieser Art sind nach der klassischen Mechanik ganz
singulire Fille; die Bewegungen der Rumpfelektronen miiliten
namlich so verlaufen, dal} ibhre Energie nach jeder Periode des
dufleren Elektrons dieselbe ist — - ecine Forderung, die woll nur
bei streng periodischen Lésungen des ganzen Mehrkérperproblems
erfilllt ist. Da sich aber cine Reihe Krfahrungen durch solche
stationire Bahnen des Leuchtelektrons in iiberraschend ein-
facher Weise deuten lassen, so scheint es sich hier um einen
allgemeinen Vorgang zu handeln, der sich schwer durch solche
singulire Bewegungsformen erkldren lilit. s handelt sich viel-
mehr um dasselbe Versagen der klassischon Mechanik, das wir
aus den Franckschen Versuchen iiber Elektronenstold kennen.
In beiden Fillen ist dor Energieaustausch zwischen Elektron
und Atom bzw. Atomrumpf in dhnlicher Weise beschrinkt, wie
wir es vom Austausch zwischen Atom und Strahlung ge-
wohnt sind.

Wir kénnen zur Zeit dieses unmechanische Verhalten nicht in
Formeln fassen. Wir suchen uns daher ein Ersatzimodell des Atoms
zu machen, das dicsen Hauptzug, nimlich das Fehlen des Energie-
austausches zwischen Rumpf und Elektron, mit dem wirklichen
Atom gemeinsam hat und auf das die im zweiten Kapitel ent-
wickelten Prinzipien der Quantentheorie anwendbar sind. Die
einfachste Annahme ist die, dall der Rumpf auf das Leucht-
elektron so wirkt, wie ein zentralsymmetrisches Kraftfeld.

Aus diesom Grunde wollen wir jetzt die Beweyung eines
Massenpunktes in einem Zenlralfeld behandeln. Die Bewegung
in einem CovroMBschen Kraftfeld (wie wir sie beim Wasserstoff-
atom haben) wird sich daraus durch Spezialisierung ergeben.

Fir die Rechnungen ist es ganz gleichgiiltig, ob wir unsere
Aufgabe als Einkorperproblem oder als Zweikorperproblem be-
trachten. Im ecrsten Fall haben wir ein festes Kraftzentrum,
und das Potential des Kraftfeldes ist eine Funktion U(r) des
Abstandes vom Zentrum. Im zweiten Fall haben wir zwei
Massen, deren gegenseitige Energie U (r) nur von ihrem Ab-
stand abhingt; sie bewegen sich um den gemeinsamen Schwer-
punkt. Wie wir im § 20 allgemein gezeigt haben, ist die
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Hamrironsche Funktion in Polarkoordinaten fiir beide Fille
genau die gleiche, wenn man beim Kinkdrperproblem die Masse
des bewegten Koérpers und seinen Abstand r vom Zentrum ein-
fiihrt und wenn man beim Zweikérperproblem p durch die
Gleichung (2) § 20

1 1 1

H 7)’[/1

detiniert und unter r den gegenseitigen Abstand der beiden
Massenpunkte versteht. Unsere folgenden Gleichungen lassen
algo immer beide Auslegungen zu.

Als Koordinaten fithren wir réumliche Polarkoordinaten r,
#.q¢ ein. Unter Benutzung der kanonischen Transformation (\’13‘)
§ 7. dic rechtwinklige Koordinaten in Polarkoordinaten iber-
fithet. erhalten wir fiir die kinetische Energie

1/ o3 2
VLN R R )

2\ r? r* sin®

WO pLpa.p, die zu r. @, ¢ konjugierten Impulse sind. Den
cleichen Ausdruck erhalten wir natiirlich, wenn wir aus

/Iv Lo (}2 . 7.‘.’ ]'l‘_‘ %_l = Sinf 1{} (/2)

die Impulse berechnen:
p, = ur
Py o= nurt ]
P, == prisin H g
and 7, i, ¢ durch sie ausdricken. Der Bau der Hamturox schen

Funktion
\

1/ 2
1 He —{p2 Pel U
Y 2 \] ' +7'&1n )/ W

zeigt nun, daf r. ), ¢ Separationsvariable sind.  Setzt man

(2 ] 8 = S}_ (/7"/ Sy (19) - S(, ‘('f') R

so zerfillt die Hamizrox-JacoBische Differentialgleichung
/o QN2 QN2 Y
/(»ﬁ)' 1 CAS) E 1 rb) o u UG — Wi=0
\er r? <;; 9/ rtsin? <r(p 20U -

in drei gewohnliche Differentialgleichungen:



§ 21. Bewegungen in einem Zentralfeld. 151

ds,
",
doq !
AN\ «,’ N
) =
oy ©osin® )

A8\ ay , .
(':1[) G U — W) =0,

0

re

die man nach den Ableitungen von § autlgsen kann:

dS : : wy

=y - 2wl - U — -

PR L ) = s
- as, T . a,’
3 R

d i / sin®

(] ISI/

=- b, =, .
dq b. '

Von den drei Integrationskonstanten bedeutet " die Energie:
- - 22 cin2 9
¢, ==p, = wrisin 0 q

ist der Drehimpuls um die Polarachse. und

2

wy = | ,«‘p,ﬂr - sur 1 (r 0 —+ (rsind-q )2

sin? ¢
= U [r IJ
ist der Betrag des gesamten Drehimpulses. Da auch die Rich-
tung des Drehimpulses konstant ist (wie in jedem nur inneren
Kriften unterworfenen System), ist die Bahnkurve eben und
die Normale der Bahnebene parallel zum Drehimpulsvektor.
Die Neigung ¢ der Bahnebene zur {r, ¢) -Ebene bestimmt sich
also aus
€, == Uy COST .

Wir betrachten zunichst den allgemeinen Charakter der Be-
wegung, bestimmen dann fiir den Fall periodischer Bewegung
die Energie als Funktion der Wirkungsvariabeln und betrachten
schlieBlich den Verlauf der Bewegung.

Die Koordinate ¢ ist zyklisch und fithrt eine Rotations.
bewegung (vgl. § 9) aus, Die Koordinate ¢ macht eine Libra-

tions- oder Limitationsbewegung in einem zum Wert 5 sym-
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metvischen Intervall, dessen Grenzen durch die Nullstellen des
Radikanden im Ausdruck fiir p,, also durch

«

sin = + L = 4+ cosi

oy
gegeben sind. Weiter héngt der Charakter der Bewegung ganz
wesentlich vom Verhalten des Radikanden im Ausdruck fiir p,
Firy=2u[W—U(r)] ~(f)’
ab. Die dabei mdoglichen Fille wollen wir unter der Voraus-
setzung untersuchen, U(r) sei cine monotone Funktion von r
und so novmiert, dal} es fliir r = co verschwindet.

1. Fall. In cinem abstoficnden Zentralfeld ist U (r) positiv,
Damit iiberhaupt positive Werte von F£(r) vorkommen, mufl W
positiv. sein. Dann wird F(r) positiv fiir grofle r und nimmt
mit abnehmendem r ebenfalls monoton ab, fir kleine r ist F(r)
sicher negativ: #(r) hat also genau eine Nullstelle. Die Be-
wegung verliuft zwischen einem kleinsten Wert von » und dem
Unendlichen.

2. Fall. In einem anzichenden Zentralfeld ist U(») negativ,
und W kann positiv, null oder negativ sein. Uber das Vor-
zeichen von F(r) fir grofic r entscheidet W. Fir positives W
ist #'(r) dort positiv, und es gibt Bewegungen, die sich ins Un-
endliche erstrecken. Bei negativem W gibt cs solche Bahnen
nicht. Im Falle W -= 0 ist noch der Verlauf von I/ und unter
Umstinden die Grofle von e« malgebend. Das Vorzeichen von
Fr) fir kleine r hiingt davon ab, wie rasch |U(r)| unendlich

. - .. . 1 . .
wird. Nimmt es fiir kleine r rascher zu als '), so wird F(r)
2

Y Mathematisch gesprochen bedeutet das: Die GriBenordnung von

Ur) ist fir kleine » griofer als die von e Die GroBenordnung einer

o

Fanktion f (x) (- 0) ist fiir kleines .= groBer als die Grofenordnung der
Funktion g (x) (> 0), wenn

)

lim 7V =0

z=0f (¥)
ist. f(x) und g(x) haben gleiche GréBenordnung, wenn der Grenzwert
gl

von -

i)

eine endliche Konstante ist.



§ 21. Bewegungen in einem Zentralfeld. 155

dort positiv, und es gibt Bahnen, die dem Kraftzentrum be-
liebig nahe kommen: wenn lf(‘r\y langsamer unendlich wird

1 . . - .1
als eE gibt es solche Bahnen nicht; wenn Uir) wie -, un-

endlich wird, entscheidet die Gréfle von ¢y. Es gibt weiter
Fille, wo auBler den ins Zentrum und ins Unendliche laufenden
Bahnen noch Bahnen oxistieren, die zwischen einem kleinsten
y . ; 5 v . Janf smli

Wert v, von r und einem gréfiten Wert r_, verlaufen, nimlich

wenn r .. und r . aufeinanderfolgende Nullstellen von Iir:

sind, zwischen denen # positiv ist. Fir den Fall, daBl ‘U (r.:
. . 1 . . .
langsamer unendlich wird als . gibt es sogar sicher Werte von
7

IV, fiir die eine solche Libration eintritt; fiir negatives 1}" gibt
es in diesem Falle iiberhaupt keine anderen Bewegungen als
Librationen.

Fir die Anwendungen in der Atomphysik kommen nur
solche Bewegungen in Betracht, die im endlichen Abstand vom
Zentrum bleiben und die periodisch sind. Wir betrachten daher
im folgenden nur den Fall der dnzichung und setzen solche
Werte von W voraus, fiir die F(r) zwischen zwei aufeinander-
folgenden Nullstellen r,,, und r_ ,  positiv ist.

In diesem Falle konnen wir unsere fiir periodische Be-
wegungen entwickelten Methoden anwenden. Wir erhalten die
Wirkungsintegrale

J, *M"“ W— Uir)] — "‘f, dr
2

(4) ,g) lay? — "ﬁd‘)

,, =2nc,

Mit Hilfe der Substitution

cos ) == zsini = x]/ 1 — 7,,’7 .

ai)
erhilt das zweite Integral die Form

€ B *
g’ —«,? Pl—z da
Jl) = I
Uy

Dbyt — e,
1 — 2° 77[770 q
Wy~
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Die Ausrechnung [vgl (3) und (8) des Anhangs IT] liefert
Jy = 2aiey — .
durch die Wirkungsvariabeln

Wir kénnen jetzt ¢, und «,

ausdriicken:
J/f 7’.‘_‘ Jf{
oy = k
_ 27
"_) '
. J’]
«, = —.
/ 2

Um noch die Energie als Funktion der J zu erhalten, hitte
man die Gleichung

. 7T
t g, g}]‘)l”ll—«l(r o ’)
4%

nach W aufzuldsen. Ohne nihere Bestimmung von U(r) ist
dies unmdglich: man sieht jedoch, dafl die Auflésung W nur
von . und der Verbindung J,--J, abhidngt. Die beiden
Frequenzen

. cW ’ oW

=ry T
sind daher gleich und das System ist entartet. Nach den
im § 15 entwickolten Grundsitzen fithren wir neue Variable
w . w,, w, und J,,J,,J, ein, so dall w, konstant ist. Dabei
richten wir es gleich so ein, daBl in dem bei CourLomsschem
Krattfeld eintretenden Fall, wo » =, =, ist, auch die
Variable w, konstant wird. Wir setzen daher nach (8) § 7

o — g,
w,o=w, J1¥Jr—, Iy 4+ Jy
(7 w, =wy, — w, J,=dJy+J,
wy, = w, — Wy Jy=J,.

Die Gleichung (6 enthilt dann auBer W nur J, und J,, und
wir erhalten W in der Form
i3 W= W(J,J,.

Fiir die stationdren Bewegungen gelten in dem Falle, dafl keine
weitere Entartung vorliegt (z. B. kein CouLomBsches Feld),
zwel Quantenbedingungen:
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. Jy=nl
9)
: Sy kb
Man nennt » die Hauptquantenzahl und & die Nebenquanten.

zahl 1),

Die Wirkungsvariabeln haben folgende physikalische Be-
deutung: J, ist bis auf den Faktor )—1; der gesamte Drehim-
puls, J, seine Komponente in der Richtung der Polarachse.

Dal J, nicht null sein kann, ist selbstverstandlich. Was
J, anlangt. so wiirde J, = 0 cine Bewegung auf einer Geraden
durch das Kraftzentrum bedeuten, eine .1’endeibahn®. Bei
den physikalischen Anwendungen, wo das Kraftzentrum der
Atomkern ist, mull natiirlich dieser Fall ausgeschlossen werden.

Um die physikalische Bedeutung der Winkelvariabeln zu er-
kennen. rechnen wir sie mit Hilfe der Transformationsgleichungen

¢S
w, =
k /‘Jk

aus. Fihren wir die J, in die Gleichungen (3:) ein, so er-
halten wir

»

P, - ]"’/2‘“ (WS —Uir)] — 5

1%
1 / J2 J:ig
R E sin*

1
p’/ = 2 7']3

Py ==

und fir die Winkelvariabeln:

el

S ep, wy
T A / QN [P S —) T
w, / J1 J‘(; Jl / J.:_: !

V 2u(W—T)— Ly

1) Man nennt k auch azimutale Quantenzahl. Diese Bezeichnung
kommt daher, daBl sie sich auch in der Form

1
7 f Py dy

darstellen 1iBt, wo v das Azimut des bewegten Punktes in der Bahn-
ebene ist.
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S N cpy
u, ([’;2 = ‘ :f/’: dr l (( '1]: d i)
10
’ "y, - J':’ !
R L 1 J,d 9
—= / ; dr - . ;o i
Veww ) ¢ IR [ G
¢ l/ " ) 4 7% p? v ]/ 2 <in® ¥
S Cpy cp.,
w, = |- 1Y |- deog
", , .]:,’ ‘ ("/:; iy ] 'L"J:{ q
1 J,d o \
(/ — .
27 J.:

2 win® )

9

)
o Sy sin® i) ",“1 — 3 h

Die beiden Integrale nach d i lassen sich ausrechnen. Es ist

niamlich

¥ Jyd i
! J‘ 2
J, =in? ,‘)]’/ 1 3

J.2sin? )

‘ J,d o d i

cos® i

s/ o -IA 2 - /
/J— i 1o
. : sin® ) si= ¢

é

.ocos
= arcsin . . ---const
sin e

costdi

o cos® i
sin~ 1 — 54
. sin- 4

= arcsinfctg i ctg d) - const.

Abb. 11.

Aus der Abbildung 11 ersieht
man, dal} das erste Integral bis
auf eine willkiirliche Konstante
der auf der Bahnebene gemessene
Winkelabstand ¢ des hewegten
Punktes vom Knoten ist und
das zweite Integral die Projek-
tion dieses Abstandes auf die
(r, ¢)-Ebene. Durch Subtraktion
dieser Projektion von ¢ erhalten
wir dic Linge des Knotens. Die

dritte unserer Gleichungen (10) besagt also, dall bis auf eine
willkiirliche additive Konstante 27w, die Knofenldinge ist.
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2w, ist nach det zweiten der Gleichungen (10) der auf der
Bahnebene gemessene Abstand i vom Knoten vermehrt um
eine Funktion von r:

(11) Qaw, =y - F,(r,J,J,0.
Diese Funktion F, ist eindeutig. denn wihrend einer Libration

von r nimmt fprdr um J, zu, die partielle Ableitung nach J,
nimmt also ihren alten Wert wieder an. 2w, ist mithin bis
auf eine additive Konstante der auf der Bahnebene gemessene
Abstand eines Bahnpunktes mit vorgegebenem r vom Knoten.
also auch bis auf eine Konstante der Abstand des Perihels (v |
vom Knoten. 2w, endlich ist bis auf cine Konstante das, was
die Astronomen .muiitlere Anomalie” nennen, namlich der Winkel-
abstand eines gedachten Punktes vom Perihel, der gleichférmig
umlinft und jedesmal gleichzeitig mit dem wirklichen bewegten
Punkt das Perihel passiert.

Da wir ein nur inneren Kriften unterworfenes System haben,
und die Bewegung in einer Kbene erfolgt, tritt (wie im § 17
allgemein gezeigt wurde) in der Fourier-Darstellung des elek-
“trischen Moments die dem gesamten Drehimpuls zugeordnete
Winkelvariable w, nur mit dem Faktor -z 1 auf. Wir kénnen
das auch direkt an der Form der Ausdriicke fiir die Winkel-
variabeln sehen. Es ist:

w, fi(rs Jlf Je)
1 . .
w, folr, Jd,. J,i

= -y
= 2"
w, = const.

oder wenn wir nach r, y auflésen:

= Py <w1 A J-z)
Y= 2w, + py (e, Jy, Jy).
Transformieren wir auf die rechtwinkligen Koordinaten &, 4. ¢.
wo . auf der Bahnebene senkrecht stehen soll, so erhalten wir
Ausdriicke der Form:
p: J_ i p, = 62nin b\'th B'Znirl wy

8%

p:=0.
Nach dem Korrespondenzprinzip kann sich also von den
durch (9) eingefiihrten Quantenzahlen n und k die Zahl & nur
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um = 1 dndern, wihrend » im allgemeinen beliebige Ver-
ianderungen erleiden kann.

Die Bahnkurve driicken wir am besten in den Koordinaten
rund y aus.  Aus der ersten Gleichung (10) erhalten wir

2

dt = dr.
1/ ., . J,?
20— - N
177"
Hieraus und aus dem [Flichensatz
wrtdy = Redd

eliminieren wir ¢t und erhalten die Differentialgleichung der
Bahn:

d 2
dr T

12

r ]/ (W — Ui -

-‘ Da die Bewegung in einer

"“ Libration von r, verbunden mit
einem gleichférmigen Umlauf

\ des Perihels, besteht. ist die
Gestalt der Bahn die einer
Rosette.

Abb. 12,
§ 22, Die Keplerbewegung.

Die einfachste Anwendung der Betrachtungen des § 21 ist
die auf Atome. die aus einem (Z-fach geladenen) Kern und nur
einem Elektron bestehen. Dabei handelt es sich um die Be-
wegung zweier Kdrper unter dem Einflull einer gegenseitigen
Anziehung mit der potentiellen Energie

. e* 7
1) Ulr)= — e
Diese Bewegung wollen wir jetzt betrachtemn.
Das Wirkungsintegral J_ (6) § 21 erhilt die Form
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o (J,') ey ) _ (;]-:,,\)'3
2 2

\

ist. Man sieht, dal der Radikand nur dann zwei Nullstellen
zwischen 7 = 0 und r — oc haben kann, die ein positives Ge-
biet einschlielen, wenn W negativ ist. Die GroBlen 4, B und ¢
sind also positive Zahlen. Mit Hilfe komplexer Integration
erhalten wir (vgl. (5) Anhang I1}:

J,-2al Ve i

J =27l —-vVC -_,

J.=2x Vs

Vo2 W

Jetzt konnen wir die Ewnergie W durch die Wirkungsvariabeln
ausdriicken und erhalten:

T oYY T ']4'; .

3) W 2atpet 27 2%t 27
T A R J?

Die Bewegung ist also doppelt entartet, da die Energie auch
von J, (dem Drehimpuls) unabhingig ist. Nicht nur die Knoten-
linge, sondern auch der Abstand des Perihels vom Knoten
bleibt unverindert. Wir haben nur eine Quantenbedingung

g, =k
driicken wir die Energie durch sie aus, so wird
.

2auet 231
é.

4 W= —
@ r? n

Die Bewegung hat nur eine von null verschiedene Frequenz;
wir erhalten sie aus (3) zu

‘W datuet 27 A

(5) ry = ('?J; = J B ) = B3 3 ;

die Umlaufszeit ist also
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1 h3 n®

v, AV AR

Die Buhnkurve driicken wir wieder in den Koordinaten r, y
der Bahnebene aus. Wir erhalten nach (12) § 21 als Diffe-
rentialgleichung der Bahn:

dy Vo

dr ) B
rrl -4 2 ——
| i

wo A. B und € die Bedeutungen (2') haben. Die Integration

liefert

¢ — By
y' — ', = arc COos -~

rV B — AC

undl. wenn wir nach r auflosen:

CV
P o= [

B VB?— AC cos(y —~ Vo)

Wenn wir zur Abkiirzung

o
=y
b
(6
4C ,
1 _— Bizf == E£"

setzen, erhalten wir die bekannte Form der Gleichung einer
Ellipse, deren Brennpunkt in den Koordinatenanfangspunkt fillt:

q
(¢! e B—
ap 1+ ecos(y — )
¢ ist die numerische Exzentrizitdt und g der ,,Parameter®. Driicken
wir sie durch die Wirkungsvariabeln aus, so erhalteyy wir

. Jy?
(&) f=1—-"12
1
() o=
dnue’Z

Durch diese beiden GroBen ist die Gestalt der Bahnellipse fest-
gelegt. Da man fiir gewdhnlich eine Ellipse durch groB3e Halb-
achse a und Exzentrizitit ¢ oder durch beide Halbachsen a
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und b bestimmt, seien noch a und b durch die Wirkungs-
variabeln ausgedriickt. Ks ist

(10) i J 2

10 . . L

( ) a 1 ¢? 4 72 « =7
1 - J Ja

(11 b—a} 1 — 2= 2172

477 pe Z )

Durch die Quantenbedingung ist von diesen Grollen nur a
festgelegt, ¢ und damit ¢ und b konnen alle mit dem be-
treffenden « vertriglichen Werte annehmen. Den Zusammen-
hang zwischen «¢ und den durch die Quantenbedingung eben-
falls festgelegten Groflen W und », kinnen wir auch folgender-
mafen angeben:

‘ : > 7

(12) W=

(13) = VI
’ 2aV u

Die Gleichung (13) ist das dritte KerrLERsche Gesetz. Glei-
chung (12} sagt fiir den Fall der Kreishahn aus, dafl die Bahn-
energie gleich der halben potentiellen Energie ist. Wie wir
gleich sehen werden, ist sie im allgemeinen Fall gleich dem
halben zeitlichen Mittelwert der potentiellen Energie.

Wir wollen jetzt den zeitlichen Verlauf der Bewegung be-
trachten. Fiir w, gilt nach (10) § 21

3
N wv dr
w, =y, t -0, = o it
1/ . B C
f— A2 —
r r?

Wenn wir den Radikanden in seine Linearfaktoren zerlegen, er-
halten wir
pry dr

w, = s e ——
! .J‘/A‘//la(lfE/)—TJ[r*—a(l—f):J
denn ail--¢) und a{l — ¢ sind ja die Librationsgrenzen
von r. Nun fithrt die Substitution

(14) 7=a{l — ¢cosu)

das Integral tiber in:

Born. Atommechanik I. 11
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v.a (.
w, = L;, (1 —¢cosu)du
V 4
(15) 2w, = u - esinu.

Um die geometrische Bedeutung von « zu erkennen, fiihren
wir mittels
E=rcos(y — y,)
i =1 sin(y — y,)
rechtwinklige Variable ein in einem Koordinatensystem, dessen
&-Achse die grofle Achse der Bahn und dessen Ursprung das
Kraftzentrum ist. Wir erhalten dann aus (7) und (14)

q—r a— )
(16 5:1 - = @ cosSU — wq:a(cosu—e)
€ €
=t — EP=a® (1 — &%) (1 — cos®u)
(17 p=aVy 1-—¢sinu.

In der Abbildung ist ON=a, ZQ = & —=a [cos (ZON) — ¢] und

QM —y=V1—¢c"QN=aV1—&sin(ZON). Der Winkel
ZON ist also gerade die HilfsgroBe w. Wegen
dieser Bedeutung nennt man u die exzeniri-
sche Anomalie.

N
Da wir jetzt alle fiir die KEPLER-Be-
wegung wichtigen GréBlen ausgedriickt haben,
J 37 wollen wir sie hier noch einmal zusammen-
stellen. Die Energie der Bewegung ist
2 2 4Z-
Abb. 13. (3) [
J,?
die Bewegung geschieht auf einer Ellipse mit den Halbachsen
J 2
1 _ 1
(10) ¢ 4nuerZ’
J
(11) b 1y

T 42 uetz ’
dem Parameter

" A
Y) q_—4n2/462Z’

der Exzentrizitit
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(8a) ./ {1 - Y
J,

und der durch
3

J‘J

bestimmten Normalenrichtung. Der Ablauf der Bewegung ist
durch

(14) r=a(l — ¢cosu)

(16)

CO81 =

Sre

= a(cosu —¢)
17 n=all - esinu
bestimmt. Dabei ist % durch

(15a) 2av,t=u —esinu
definiert, wo

(5a) poem T

und ¢ vom Zeitpunkt des Periheldurchgangs ab gerechnet ist.
Die Kenntnis des zeitlichen Ablaufes der Bewegung gestattet
uns die Mittelwerte gewisser Gréflen zu berechnen. Wir werden

. . 1
spater Sfter die Mittelwerte gewisser Potenzen von Wr gebrauchen.

Wir wollen sie uns daher ausrechnen. Es ist

‘;1 ™ di . ,1,_,,3’,,1,d,t_
’I‘” - 7‘” — 7.,.~2 ,r‘.’ °

Nun ist die Flichengeschwindigkeit %4 gleich dem 2 v -fachen
der Ellipsenfliche, woraus folgt

(18) ndt _ dy
’ 73 2mab
und
2=

1 dy
 2x;ab) M2

0

Fir »n > 2 konnen wir auf diese Weise sehr rasch den gesuchten
1
Mittelwert finden, wenn wir o aus der Ellipsen-Gleichung (7)

11%*
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-, 1 1 £
cah = - oSy
r q q

entnehmen. Wir erhalten so

B B
r? ab
1 1
r:; [)3
1Yy o &l / £\
g altl-—
l "2 Y
1 - o - hY
! a1 — ¢ b
1 1- _fa @l — e
r a1 —e b
Die Mittelwerte PR r*.-. rechnen sich einfacher mit Hilfe

der exzentrischen Anomalie. Es wird mit Hilfe von (14) und (15)
R f'.n , dt _n 1 1 R v | d .
1= e dt = a”- 25 (1 — ¢cosu) g

wir erhalten so

1
7 a

(20) L o r‘"‘i\
7T =al|l- 2}
P =a*(1 -3¢,

Mittelwerte der Form r# cos™ 1y (m = 0) rechnen sich fiir n < — 2
am Dbesten mit der Ellipsengleichung (7). fiir » > m — 1 mit

der cxzentrischen Anomalie; wir erhalten mit Hilfe von (18)
1

rtcos? yp == - 2 cos™y dy,
/ 2aab ¥ ’

mit Hilfe von (14), (15) und (16)

T o 1 . \
T eOs™ i == at - (1 — ecosu)n="+1 (cosu — ¢ du.
5 ,
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So wird
COSY == — &
(21) I=rcosy == — Se-a
>
.. E- o
rTeosYy — — 2 + —e-at
2
cos '
2 =0
\ Cos i’ .
(22 Rl SN
' r 2 b3
cos?
B 2

Mittelwerte der Form ##cos™y sinl  verschwinden fiir un-
gerades [. Fir gerades ! kann man sin®y durch 1 — cos?y
ersetzen und den Mittelwert auf Mittelwerte der eben be-
trachteten Form zuriickfiihren. Insbesondere wird

(23\, SN _ } -
4 rii 2 b:i

Wir kénnen jetzt das Zeitmittel der potentiellen Energie
angeben. Es wird
U— —eZ- ! o _f“Z,:gW
r a
also gleich der doppelten Bahnenergie. Die mittlere kinetische
Energie wird

Dieser Satz, dall die mittlere kinetische Energie gleich der
Halite des Betrages der mittleren potentiellen Energie ist,
gilt allgemein fiir ein System oclektrischer Ladungen, die mit
Couvromsschen Kriiften aufeinander wirken.

Weiter seien noch die Koordinaten des elektrischen Schwer-
punktes einer auf ciner Krprer-Ellipse umlaufenden elektrischen
Ladung angegeben. Es sind dies die Zeitmittel der wirklichen
Koordinaten & und 7%, also
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und aus Symmetriegriinden
n=0.

Der elektrische Schwerpunkt liegt also auf der groflen Achse
in der Mitte zwischen dem Mittelpunkt der Ellipse und dem-
jenigen Brennpunkt, der nicht vom Kraftzentrum eingenommen
wird.

Im Falle der KerrLER-Bewegungen lassen sich die FoURIER-
Reihen der rechtwinkligen Koordinaten &, n und des Abstandes r

-

verhdltnismaBig leicht bilden. Beachtet man, daf ; und 72 ge-

Yy . .
rade. - eine ungerade Funktion von =, also auch von wu,
a

sind. so wird man ansetzen:

r :r;—BO—FZB,cos(anlt)
&1
(24) R CO+ZC,COS(2nw11)
” 2|1 . ~
. =11— ¢ LE’I)OTZDIS“‘(Q”WJ) .

Fiir die Koeffizienten erhidlt man die Integrale:

1
2

B,:4f " cos (2w, v)dw,
a

0

(25) C, =4 ff, cos (2 71w, 7) dw,
a
0

Y .
“s 8in (2 rw, ) dw

V1 3

D,=4J
0

Durch partielle Integration bekommt man hieraus:
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2 o
By — — n;J sin(2 ww, 1)d @

c | s \d<§'>
= sin (2w, 7id\

0

1,
£

9 ( 1
D, = -+ —. | cos 2rnw 1)d (;Til' _63> .

0
Nun hat man nach (16) und (17):

r
17— cuma
<a —=esinudu

d<§) = —sinudu

a

3]

, , .
d("*'} fj:cosudu.
a1l — &

A /
Filhren wir nun « als Integrationsvariable ein, so erhalten wir:

T

B, = — Ze sin[r (% — esinw)|sinu du
nT
0

Ei1

C, = — | sin [z (u — esinu)| sinu du
T
0
2 L
D, =— | cos[r(u — ¢esinu)]cosudu.
ntT /
0
Eine einfache trigonometrische Umformung fiihrt zu:

Frd

B, = —f—{fcos [(t+1)u —resinu]du
0

T

T

— fcos[(r— 1)u—z£sinu]du}

0
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a 1 - .
D, = - I [cos lt1)u — resinu]du

- J cos[(t — 1)u — 'resinu]du}.
Die hier auftretenden Integrale sind BEsseLsche Funktionen,
definiert durch

0

T

| ,
e (x) = J cos (tu — xsinu|du.
T [
0
Man hat also:
& \
BT - {[Sr-%l (I €) - 81—1(‘[ 8)]
y 1 o o (7 )
Co= - [Sr1(te) = Jevalre)]

1 . N
D= (800 (18) + S (re)].

Da diese Formeln fiir 7 =0 versagen, miissen wir noch B,
C,, D, aus (25) berechnen. Wir erhalten:

1. B

o (*
Bnmifr du, = J(I—ecosu)"du:?—'eg
J a a

[}

1, T

C,=4 f T dw, = —J (cosu —¢)(1 — ecosu)du = — 3¢
J a 7 /
0 0
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Setzen wir schlieB3lich die berechneten Werte der Koeffizionten
in die Entwicklungen (24) ein, so erhalten wir:

{z— =1-+ {)— e l: 11 [3o1(re) — Qoerireleosi 2w, 1)
=
£ 3 vl
(26) 7= 3¢ L ,;{ [Sroi(rer — 3,1 (re)] cos(2aw, 7)
x
Z =1 — & _\; 1 Q01 (re) + Jo1(re)]sin(2aaw, 7).

§ 23. Die wasserstoffihnlichen Spektren.

Die im § 22 angegebenen Rechnungen geben uns nun die
Grundlage zur Erkldrung einiger Linienspekiren. Nach den in
der Einleitung dargelegten Vorstellungen iiber den Atombau
besteht das Wasserstoffatom im ungeladenen (neutralen) Zustand
aus einem Kern von der Ladung - ¢ und groffer Massc M und
einem Elektron von dev Ladung — ¢ und kleiner Masse m.
Ebenso gebaut sind das einfach ionisierte Heliumatom (He™)
und das zweifach ionisicrle Lithiumatom (Li*"), nur dafl die
Kernladung 2 e bhzw. 3 e betrigt. Wir haben also bei all diesen
JAtomen einen Z-fach geladenen Kern und ein Elektron;
ihre Mechanik fillt daher unter die im § 22 gegebene Theorie.

Die Energie in den stationdren Zustinden ist nach (4) § 22

. RhZ?
0 we
WO
2atuct
@ R

gesetzt ist. R wird diec RYDbBERGSche Konstante genannt, weil
RypBERG zuerst erkannt hat, dall sie in den Darstellungen
zahlreicher Spektren auftritt, wie im folgenden deutlich werden
wird. R hingt wegen

(3] ST ™ T
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noch vom Verhiltnis von Elektronenmasse m zu Kernmasse M
ab. Der Grenzwert fiir unendlich schwere Kerne ist

2a*met
(41 R, = E—

Fiir andere Atome gilt

1
R=R, —— .

(51 o
T M

Hier ist der Korrektionsfaktor nahezu 1, da schon fiir Wasser-
1 R
stoff 7{; = 1830 ist; daher wird man in den meisten Fillen mit ge-
niigender Niéherung R durch R, ersetzen konnen.
Den Termen (1) entsprechen die Spektrallinien

(6' y = ,1 W — W(-:)) — RZ?2 < IE — _1_)> .
h n, 7,*

Dabei kommen nach dem Korrespondenzprinzip simtliche Uber-
ginge zwischen den stationiren Zustinden vor, da in den
im § 22 abgeleiteten Fourirr-Reihen (26) die Koeffizienten
samtlicher Oberschwingungen von O verschieden sind.

Fiir Z =1 erhélt man aus Gleichung (6) das Spektrum des
Wasserstoffatoms, im besonderen fiir n, =—= 2 die schon lange be-

kannte BarLMmERsche Serie:

~ 1 1
V:RH(?—Z.J (7141::3,4...).
Die wesentlichste Stiitze der Bomrschen Theorie besteht in der
Ubereinstimmung der aus den spektroskopischen Messungen
dieser Serie bestimmten GroBe Ry mit der aus (4) und (5)
folgenden Darstellung durch atomare Konstanten (wobei ibri-
gens der Unterschied zwischen Ry und R, bei der MeBgenauig-
keit der Atomkonstanten nicht in Betracht kommt).
Nach Ablenkungsversuchen an Kathodenstrahlen ist

e . e.-st. E.
- - =1,77-10° ——
m g

nach MiLLikaNS Messung der absolut kleinsten Ladung an
Tropfchen ist
e=4.77-107*0 e.st. E.,
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nach Messungen iiber Wérmestrahlung und Bestimmungen der
Grenze des kontinuierlichen Rontgenspektrums (s. spiter) ist

h = 6,04.107"" erg sek:
aus diesen Zahlwerten folgt nach (4)
R — 3,28-10% sek™1.

Die Spektroskopiker pflegen Spektrallinien und somit auch
R nicht in Schwingungszahlen (Dimension sek™'), sondern
in Wellenzahlen, d. h. Zahlen der Wellen pro cm oder reziproke
Wellenlingen (Dimension cm™!) zu bestimmen. Die Umrech-
nung geschieht durch Division durch die Lichtgeschwindigkeit c.
Man pflegt dabei dicselben Bezeichnungen beizubehalten. In
diesemy MaBe wird

15
R= 3;2,3,;‘10,, —1,09-10% ¢cm™1;
der empirische Wert ist
Ry=109678 cm™ 1,

Die Uberstimmung der beiden Zahlen liegt im Bereich der
MeBgenauigkeit von e.

Die Abtrennungsarbeit des Elektrons in der einquantigen
Bahn betrdgt hiernach

W,== — Rh=2]15-10"" erg.

Man gibt diesen Wert auch in Kilo-Kalorien pro Mol an; man
bekommt diese Zahl durch Multiplikation mit der Avocapro-
schen Zahl N = 6,06-10%® und dem Wirmeiiquivalent des erg
239.1071,  So erhilt man 312 kcal. Endlich beniitzt man
als Energiemal die Spannung V in Volt, die ein Elektron
durchlaufen mufl, um die betrachtete Energie zu gewinnen;
es gilt

eV

300"

Fir die Energie des Wasserstoffelektrons erhilt man 13,53 Volt.
Allgemein lautet die Umrechnungsformel

- r e on o keal
(1 1 Volt =230
Die Spannung V ist es, die bei der Methode des Elektronen-
stofles direkt gemessen wird (s. Einl. § 3).

W=

=1,59-10"*%erg = 8,11.10° cm L.
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Die Formel (6) enthilt auBler der BavrmERr-Serie folgende
Wasserstoffserien:
1. die ultraviolette Lyiax-Serie
- 1
v:RH<1~--——_—_,> ing = 2,3..)
Ny
Da der erste Term dieser Serie dem Normalzustand ent-
spricht, tritt sie beim ,,unangeregten“ Wasserstoff als Absorptions-
serie auf.
2. Die ultrarote PPascHEN-Serie

1 1
o= R --‘,r~-‘,> n, =4,d...).
J K (3‘ n,? (v, ’
Fiar Z -— 2 erhalten wir das Spektrum des tonisierten Helium
(das . Funkenspektrum* des Helium). In diesem Spektrum
fallen die Linien, die geraden Quantenzahlen (n == 2 N)entsprechen:

*f 1 1 ﬂg_R <l 1>
NPT N TN N

1

in grolle Nidhe der Wasserstotflinien

- 1 1

1
Diese Ahnlichkeit des Funkenspektrums des He mit dem Wasser-
stoffspektrum war schuld daran, daB man es frither in der Form

1
;:R( o
nl~ ’Il,_,‘
<2'> <é)

schrieb und die in gewissen Sternnebeln beobachteten und diesem
Gesetz folgenden Linien dem Wasserstoff zuschrieb. BouR hat
den Sachverhalt geklirt und den Unterschied der beiden Ryp-
BERG-Konstanten Ry und Ry, aus der Verschiedenheit der Kern-
masse M in (3) hergeleitet.

Das noch nicht beobachtete Spektrum des zweifach ionisierten
Lithium (Li*") erhalten wir mit Z = 3.

AuBer der zahlenmiBigen Ubereinstimmung der Spektren
sprechen fiir das Boursche Atommodell auch die Grépenverhdlt-
misse. Fiur den Radius der als Kreis gedachten Grundbahn
des Wasserstoffatoms hat man nach (10) § 22 fir u=m
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(8 y = L =0,032-10"cm:

das fillt in dic GroBenordnung der aus der kinetischen Gas-
theorie und anderen Atomtheorien bekannten NSchiitzungen.
Fir die groBen Halbachsen der angeregten Wasserstotlellipsen
erhalten wir nach (10} § 22

{9) a=dag-n’:

die Radien von He~ und Li“~ sind im Verhiltnis 1:2 bzw.
1:3 kleiner.

§24. Die Serienordnung der nicht wasserstoffihnlichen
Spektren.

Wir gehen jetzt zu den nicht wasserstoffihnlichen Spektren
iiber. Wie wir im § 21 bereits gesagt haben, deuten wir mit
Bour die Entstehung dieser Spektren durch die Uberginge
zwischen stationdren Zustéinden, bei denen wesentlich ecin
yLeuchtelektron® unter der Wirkung des Rumpfes in Bahnen
liuft, dic man niherungsweise durch eine Zentralkraft beschrei-
ben kann. Diese Vorstellung erklirt einige der wichtigsten
GesetzmdBigkeiten der Serienspektren, nédmlich die Existenz
mehrerer Serien, deren jede dem Typus der Wasserstoffserien
mehr oder weniger &hnlich ist, und die Moglichkeiten von
Kombinationen zwischen diesen.

In einem (nicht CouvromBschen) Zentralfeld hingt nach
§ 21 die Bewegung auller von der Hauptquantenzahl »n noch
von der Nebenquantenzahl k£ ab. Die Energie ist eine Funktion
von # und k. % hat cine einfache mechanische Bedentung, es

. . . .k
ist ndmlich der in der Einheit 5, gemessene gesamte Dreh-
7T

impuls des Elektrons.
Die Boursche Darstellung der Frequenzen durch Energie-
differenzen:

= (WO W)

entspricht der allgemeinen Erfahrung, dafl die Frequenz einer
Linie jedes Spektrums, das sich iiberhaupt hat ordnen lassen, sich



174 3. Kap. Systeme mit einem ILeuchtelektron.

als Differenz zweier Terme schreiben 1alt. Bei unserem einfachen
Atommodell hingen die Terme von zwei ganzen Zahlen » und &
ab und konnen also durch das Symbol n, bezeichnet werden.
Durch Anwendung des Korrespondenzprinzips fanden wir, daB
nur solche Terme miteinander kombinieren diirfen, deren k sich
um -+ 1 unterscheidet.

Mit diesem theoretisch zu erwartenden Spektrum verglei-
chen wir das wirklich beobachtete. Die empirischen Termjfolgen
sind von den Spektroskopikern in Serien geordnet worden; der
einzelne Term wird gekennzeichnet durch seine Nummer in der
Termserie und durch die Angabe der Serie. Die {iblichen Be-
zeichnungen dieser Termserien entstammen den historisch ent-
standenen Bezeichnungen der entsprechenden Linienserien:
» ischarfe Nebenserie), p (Haupt- oder Prinzipalserie), d (diffuse
Nebenserie), f {Fundamentalserie, oft auch b, Beremanx-Serie
genannt), g (gelegentlich auch f’ oder f* genannt) usw. Man
hat also eine Serie von s-Termen, eine von p-, d-, f-, - Ter-
men; von diesen kann jede wieder mehrfach sein, wovon wir
jedoch zundchst absehen wollen!). Bei der spektroskopisch
iblichen Numerierung der Terme in den Serien erhalten wir
das folgende Termschema:

1s 28 3s 4s D8 6 s

2p 3p 4p 5p 6p
3d 4d bHd 6d

4f 5f 6f
bg 6g

In jeder dieser Serien nehmen die Terme mit wachsender
,Laufzahl“ gegen O ab.

Um zu sehen, wie sich unsere Zahlen n und &k diesen Zahlen
und Buchstaben zuordnen, ziehen wir folgende Erfahrung
iiber die Kombination der Terme zu Rate. Unter normalen
Umsténden (d. h. wenn die Atome ungestért durch duflere Ein-

1) Die Vielfachheit der Terme 1aBt sich aus der Annahme des zen-
tralsymmetrischen Kraftfeldes nicht verstehen. Man fiihrt sie auf Rich-
tungsquantelung der Bahn des Leuchtelektrons gegen eine Achse im
Rumpf zuriick (vgl. S.177).
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wirkungen in direkter Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld
stehen) gelten folgende Regeln?):

1. Es kombinieren nie zwei Terme der gleichen Serie.

2. Es kombinieren nur s- mit p-Termen, p- mit s- und
d-Termen, d- mit p- und f-Termen usw.

Hieraus geht deutlich hervor, dafl die einzelnen Serien sich
durch die Quantenzahl & unterscheiden und daf in der Reihen-
folge s.p,d, ... die Zahl k jedesmal um 1 wichst oder ab-
nimmt. Da s das Ende der Reihe von Kombinationen dar-
stellt, ist zu vermuten, dall in den s- p-, d-, f-,--- Serien
k=1, 2, 3, 4,--- zu setzen ist.

Wir untersuchen jetzt, was wir lber die Grifle der Terme
aussagen konnen. Das Kraftfeld des Rumpfs eines Atoms ist
in hinreichender Entfernung ein CourLoMBsches Feld. Beim
neutralen Atom entspricht es der ,effektiven* Kernladung
Z =1, bei dem 1-, 2- . . . fach ionisierten Atom ist Z = 2,3 - - -,
Die in grofler Entfernung verlaufenden Bahnen des Leucht-
elektrons sind daher nahezu wasserstoffahnlich, sie unterscheiden
sich von KEPLER-Ellipsen nur dadurch, dafl das Perihel eine
ganz langsame Umlaufsbewegung in der Bahnebene ausfiihrt.
Nach (9), (10) und (11) des § 22 sind Halbachsen und Para-
meter der Ellipsen

Der Perihelabstand ist:

' kY ay R
1—¢)=all — — Tl ="Hprl1 — —
e s P I
bei festem £ liegt je nach dem Wert von n dieser Abstand

zwischen ¢ und f Je grifler k ist, um so mehr verlduft dem-

1) Bei den einfacher gebauten Spektren, z. B. den der Alkalien und
von Cu und Ag, sind sie streng erfiillt. Auch fir die {ibrigen Spektra
gelten sie weitgehend; die Ausnahmen deuten auf eine Unzuldnglichkeit
unseres Modells (sie beruhen auf Quantenspriingen der Rumpfelektronen).
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nach die Bahn im CovrnoMBschen Teil des Kraftfeldes; fir
vrobe & sind also die Terme wasserstoffihnlich. Hierdurch
wird diec Numericrung der Serien durch unscre Werte von k
hestitigt, denn erfahrungsgemill nédhern sich die Terme um so
mehr denen des Wasserstoffs, je weiter wir in der Reihe s,
p.d. .- fortschreiten.

Aus den Termserien enthdlt man die Linienserien, indem
man einen Term festhilt und den andern eine Termserie durch-
laufen laBit.  Die bei weitem hiufigsten Serien, die auch den
Termen ihre Namen gegcben haben, sind folgende:

Hauptserie (H.-S.) . . . ov=1s —mp

Erste (diffuse) Nebenserie {I. N.-S.) v = 2p — md
Zweite (scharfo) Nebenserie (IL N.-S.) » = 2p — ms
Fundamentalserie (F-S.1 . . . . .»=3d--mf.

Aubler diesen kommen noch folgende Kombinationen vor:

sekundiare H-S . | y =25 - mp
sekundire I. N.-S. .y = 3p -- md
y=3d — mp
y=4f — md.

Nicht nur diese Termdifferenzen haben eine physikalische
Bedeutung, sondern auch die Terme selbst. Dank unserer Nor-
mierung der potentiellen Energie, von der wir festgesetzt haben,
daf3 sie im Unendlichen verschwindet, bedeutet der Betrag jW;
der Energiekonstanten die Arbeit, die notwendig ist, ein Elek-
tron aus seiner stationiren Bahn ins Unendliche zu schaffen
und dort zur Ruhe (relativ gegen den Kern) zu bringen. Ist
die stationire Bahn des Elektrons die des Normalzustandes, so
ist diese Arbeit die [lonisierungsarbeit.

Da nun, wie wir gesehen haben, die Energien W mit wach-
sendem k (wegen k < n) wie beim Wasserstoff gegen 0 konver-
gieren, da ferner die empirischen Terme ebenfalls gegen O gehen,
so stimmt dic Normierung der theoretischen Energiewerte und
der ompirischen Terme iiberein; die mit A multiplizierten Term-
werte sind also ein Maf} fir die Ablésungsarbeiten. Der groBte vor-
kommonde Term entspricht der Bahn des Elektrons im Normal-
zustand und gibt ein MaB fiir die Ionisierungsspannung. Dieser
Term ist gewdhnlich ein s-Term, bei einigen Elementen auch
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ein p-Term: er ist also die mit # multiplizierte Schwingungs-
zahl der Grenze (n - ~ ) der Hauptserie bzw. der gemeinsamen
Grenze der beiden Nehenserien. Bel sehr verwickelt gebauten
Spektren entsprechen auch - und f-Terme dem Normalzustand.

Von unserem einfachen Atommodell, bei dem wir die unme-
chanische Bewegung des Leuchtelektrons durch eine mecha-
nische ersetzen, indem wir das Kraftfeld des Rumpfes als
kugelsymmetrisch annehmen, kénnen wir natiirlich nur verlangen,
daB es von den grobsten Eigenschaften der Linienspektren Rechen-
schaft gibt. In der Tat macht es uns die Serienordnung der Linien
und Terme begreiflich und die zunehmende Wasserstoffihnlich-
keit der hoheren Serien. Von den wichtigsten wnerkldart bletben-
den Tatsachen nennen wir zunichst noch einmal die Vielfach-
beit der Terme. Bei allen Alkalispektren sind die p-,d---.
Terme doppelt. bei den Erdalkalien gibt es auch dreifache p-,
d--.-Terme. Andere Elemente z. B. S¢, Ti, Va, Cr, Mn, Fe
zeigen noch holere Vielfachheiten, Weiter erwdhnen wir die
Tatsache, dal} viele Elemente mehrere Termsysteme von dem
hier beschriebenen Bau haben, z. B. die Erdalkalien ein System
von Einfachtermen und ein zweites Syvstem mit einfachen
s-Termen und 3-fachen p-, d-. ---Termen. Schlielllich kommen
noch Ausnahmen vor von der oben erwédhnten Regel fiir die
Anderung von k bei Quantenspriingen.

Die Vielfachheit a3t sich im Prinzip dadurch verstehen, daf3
man Abweichungen von der Zentralsymmetrie des Rumpfes
annimmt. Wenn diese klein sind, erzeugen sie eine sikulare Prézes-
sion der Drehinipulsvektoren von Leuchtelektron und Rumpf um
die Achse des Gesamtdrehimpulses des Systems. Es entsteht Rich-
tungsquantelung, wobei zu jeder Einstellung ein etwas verschiede-
ner Energiewert gehort. Allerdings fiihrt diese Uberlegung zu
Multiplizititen, die den beobachteten nicht genau entsprechen?).

) Die Diskussion dieser Widerspriiche zeigt, daBl nicht nur die
Mangelhaftigkeit des Modells daran schuld ist, sondern tiefere quanten-
theoretische Schwierigkeiten vorliegen; diese hdngen it der Frage zu-
sammen, in welcher Weise die Quantenregeln auf nicht mehrfach-perio-
dische Systeme anzuwenden sind.

Der heutige Stand der Forschung auf dem Gebiet der Multiplizitdt
und der Zeemaneffokte ist dargestellt bei E. Back und A. LanDs, Zee-
maneffekt und Multiplettstruktur der Spektrallinien. Berlin, Julius
Springer 1924. Bd. 1 dieser Sammlung.

Born. Atommechanik L 12
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Die mehrfachen Termsysteme rithren vermutlich daher, dal der
Rumpf in verschiedenen Zustinden auftreten. vor allem ver-
schiedene Werte des Drehimpulses haben kann: endlich liefert
die Annahme von Quantenspriingen der Rumpfelektronen die
Méglichkeit, Abweichungen von der k-Auswahlregel zu erklaren.

§ 25. Abschiitzung der Energiewerte dullerer Bahnen
bei nicht wasserstoffihnlichen Spektren.

Wir fanden, daB die Bahn des Leuchtelektrons fiir grofie k
nahezu wasserstoffihnlich ist, da sie in einem angendhert
Cotvromsschen Kraftfeld verlauft. Fir kleineres & nihert sich
die Bahn dem Gebiet der Rumpfelektronen. Solange sie in
dieses nicht eindringt, wird es in erster grober Naherung erlaubt
sein, fiir eine Termberechnung die potentielle Energie des
Zentralkraftfeldes nach fallenden Potenzen des Radius zu ent-
wickeln). Wir schreiben

{1 Ulr)y = — ¢ (\1 e, <:7_) ~ ¢, (f: >2+ )

r 2

wo a eine Linge bedeutet, die man bequem gleich ay setzt,
Dann lautet das radiale Wirkungsintegral nach (4) § 21:

Jrz-—.g) a2 B0 DL,
T r 7
wo
A=—2mW,
B=me*Z,
C = ]ij?-— 2me*Zage,,
D = —%—2me“’Za1‘f,c2

gesetzt ist. Wir nehmen nun zunichst das in @ quadratische
r
Glied als klein gegen das lineare Glied an und berechnen als
erste Niherung den Einflul des Zusatzgliedes ¢, 2 in der
r

potentiellen Energie auf den Termwert. Diese Rechnung 1a8t

) Siehe A. SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien, 3. Aufl,, S.721.
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sich streng fiir jede Gréfe von ¢, ausfihren. Das Phasen-
integral hat dieselbe Form wie in § 22 und wir erhalten durch
komplexe Integration [vgl. i15) Anhang II]:
J = (n— k)k '72:1('¥ O B)
I A
und daraus

A= —9mW— T2
[(n—kih--2=}C
Ersetzen wir B und € durch ihre Werte und fiithren nach
{21 § 23 die Rypsrrc-Konstante R ein, so erhalten wir

RELZ?
2) W= — o
2 (n-i- 67"
worin
/ 8 72 2z S
b=kt ]/k? L }:’jl age, =k |k — 24,

ist Junter Benutzung von (R8) § 23]. Ist die Abweichung vom
CovromB-Feld nur gering, so konnen wir dafiir

3 = — L

(3) % i

schreiben. Der Einflull des beriicksichtigten Zusatzgliedes in der
potenticllen Energie auf den Termwert la6t sich also folgender-

maflen ausdriicken: Schreibt man die Energie in der Form
———RZhTZJﬂ, so weicht die ,effektive Quantenzahl® n* von der
ganzen Zahl n, der sie beim Wasserstoff gleich ist, um einen
kleinen Betrag 6 ab. Die Abweichung hidngt von n nicht ab,
und ihr Betrag wird um so kleiner, je groBer k ist. Die Ab-
weichung vom CouLomB-Feld, die die Rumpfelektronen be-
‘wirken, wird im wesentlichen in einer rascheren Anderung des
Potentials mit » bestehen, da mit abnehmendem r die anziehende
Wirkung des hochgeladenen Kernes immer weniger durch die
Rumpfelektronen geschwicht wird. Vorausgesetzt, dall das erste
Glied der Entwicklung maBgebend ist, bedeutet dies, dafl in
unserer Entwicklung (1) ¢, positiv ist. Dann ist § negativ,
go daBl die GroBe n*, die effektive Quantenzahl, kleiner als =
zu erwarten ist.
12%
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Die Bahnkurve ist wie bei jeder periodischen Zentralbewegung
eine Rosette. Es ist hier leicht, ihre Gleichung anzugeben. Dazu
fithren wir wieder die Koordinaten r, y in der Bahnebene ein.
Nach 1121 § 21 erhalten wir dann als Differentialgleichung
der Bahn:

J,
([’l/‘ 3 27
dr =T 2ueZ v J"-'“WW— 1
i TR A — <———f~’— - —2uetlc a )—;
l r 47!: /ll, ~“ H/ ,r:!
oder
L 1 &
4 '»/'/. e / '
' dry ‘ 9B
A as Pl
‘ r 2

Die Gleichung hat fast dieselbe Form wie bei der KEPLER-
Bewegung; 4 und B haben dieselbe Bedeutung wie dort:
A=2u(—W). B=pne*Z;
(' ist etwas verdndert:
C= 4{’{: —2ue*Zage, = ;;Z—, - ;ZTAZ c,,
und y hat die Bedeutung
. YA
(51 y = ];1 - —--'-]':—._,—(1.

Die Integration der Gleichung (4) vgeschieht genau wie bei der
KepLER-Bewegung, und wir erhalten (vgl. § 22)

;e c
B+ 1B*— ACcos y(y — )
Wenn wir auch hier die Abkiirzungen [vgl. (6) § 22]

C
B q,
AC 2
1 —- B = £
einfithren, so wird
q

6 r—= : ,
( ) 4 1--ecosy(ypy — 1/)0)
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Die Bahngleichung unterscheidet sich von der Gleichung
einer Ellipse mit dem Parameter ¢ und der Exzentrizitit e
durch den Faktor y. Wilhrend r eine Libration ausfiihrt, wichst

2

die wahre Anomalic ¢+ um . Die Bahnkurve nihert sich um
7

so mehr einer Ellipse, je kleiner der Koeffizient ¢, des Zusatz-

gliedes im Potential ist, und geht fiir ¢, = 0 in eine Ellipse

iber. Iir kleine ¢, konnen wir die Bahnkurve auffassen

als eine Ellipso, deren Perihel sich langsam mit der Winkel-

geschwindigkeit

'

):(v)lfjj:ﬂ(‘l e (1)1-' k"’ﬂ o
o

herumdreht; dabei ist @, die mittlere Bewegung des Punktes
auf der Ellipse.

1 \ h:Z c, Z
1) ( -1

2

Wir beriicksichtigen jetzt das Glied ¢, <fa—> in (1), aber nur
Ay

fir den Fall, daB es von geringem EinfluB} ist. Durch kom-
plexe Integration [vgl. (10) Anhang II] erhalten wir dann:

Jo=m—kikh--2 ( SO+ B,,_,IL BD \)
, IA Z(JlC
und daraus
4 71*B?
A= --2mW—= L g 5
(n*k)h - 27 lc‘ﬂ e
cyo
und
RWZ* YA
(2) Woe S R,%,Z,H,,
| nt (n 4 0)°
worin diesmal
N - Z'.Z
O bk Nk 2z P
Ve* — 2Z¢,
_ Zce,  ZPc?  ZPc,
STk Tew T B

ist.
3
Die Beriicksichtigung des nun folgenden Gliedes ¢, <(—L>
r

lieBe sich in idhnlicher Weise ausfithren und wiirde eine Ab-
hingigkeit der GroBle ¢ von n ergeben in der Form
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0=9, - ﬁ%
nw

Wir wollen die Berechnung jedoch nicht in dieser Weise
ausfihren, sondern den Kinflull der Zusatzglieder in der poten-
tiellen Energie mit Hilfe der Theorie der sdkularen Stirungen
(§ 18) noch einmal berechnen. Das Ergebnis wird nur insofern
weniger allgemein sein, als wir auch ¢, als klein voraussetzen
miissen. Wir schreiben

H—H,H

\ 12
wo H, die Hamrrvroxsche Funktion der KEprLER-Bewegung,
mithin

. REZ?
Hy-= Wy = — 2
n>
ist und wo wir
AL [ag) ag\? 1
H::w “()‘( ).J,(;n(, +‘
1 o r/) o N/ 2

als Storungsfunktion ansehen. Das ungestérte Problem ist
doppelt entartet. Die Stérung macht es zu einem einfach ent-
arteten; die sikulare Bewegung der jetzt nicht mehr entarteten
Winkelvariabeln und den Einflufl der Stérung auf die Energie
erhalten wir durch Mittelung von H, iiber die ungestérte Be-
wegung. Wir bekommen so

W, =—eZ l:cl ay rl, S cga;zl——:;—— ¢, a:f,% + ¢, a};—;}— e ]
Die Mittelwerte sind nach (19) § 22:

T 1z

v T T

1 1z

r? - [z é%n‘k‘

o 2y
) bt
gl - v o 2ayntk? ’
BN .
1 a3<1—f—— F") (5*3 _J>Z°
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Unter Einfilhrung der RypBERG-Konstanten

o2
R=
2agh
wird also
k}
73 [ ¢ o
8 W= RhZ? | 2Zc,  2Z%, Z (3 n'3>63
) - n? Coak o ak nk>
2
VA (5 — 3 —~->;> e,
o ™ Lo
. nk: 1

Schreiben wir 3 in der Form

, . Rz
(9) o o MR
et

>

so wird, wenn wir Produkte der ¢; vernachlissigen:

. Ze Ze, ) 3 1 )
(10) 2* =n — > =n — WA'L - s T Z3e, (— 577 72?‘{;7)
5 3
S Ze | — - SN
Zc‘( S ARET -’> |
oder
; Ay
{113 nte=n AN
n*
wo
N Zce, Z'c, 3Zc¢, BZ'c
Opme — - e
! k kP 2k> 2 k"
5. — Z‘LE _3 Zic,{ !
2 2 |3 23 !
ist.

Diese theoretischen Formeln wollen wir jetzt mit der Er-
fahrung vergleichen. Die aus den Beobachtungen entnommenen
Terme nicht wasserstoffihnlicher Spektren lassen sich in der
Tat in der Form

RZ*

(n o

schreiben, wo ¢ im allgemeinen sehr wenig von n abhingt.
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Ryvrere') hat diese Form (mit von = unabhingigem 91 zuerst
angegeben und an den Messungen zahlreicher Spektren weit-
gehend bestiatigt. Wir wollen daher die (hé88e o als RYDBERG-
Rorrcktion bezeichnen. Die noch vorhandenen Abweichungen hat
dann Rirz®) dargestellt, indem er fiir den Unterschied der
GroBe »n* von der ganzen Zahl eine Reihenentwicklung

(12) O == 0y - 0, ,;';_) NI

schrieb. Rirz benutzt auch die implizite Form
. RZ?

(13) y = T T
) (n-=90, + d,»)°

§ 26. Die Rydberg-Ritzsche Formel.

Die RypBrrc-Ritzsche Formel hat sich empirisch nicht nur
fiir die Terme duBerer Bahnen bewihrt, sondern auch fiir solche,
die in den Rumpf eindringen und die wir ,, Tauchbahnen' nennen
wollen. In der Tat 14Bt sie sich fiir sehr allgemeine Fille theo-
retisch herleiten.

Wir zeigen zunichst, dal bei einem beliebigen Zentralfeld
die Formel

(1) Y = —_—
)

RZ?
(n -4, -
einer verniinftigen Reihenentwicklung entspricht?).

Der Zusammenhang zwischen den Quantenzahlen und dem

Term wird durch die Gleichung [vgl. (4) § 21]

(n —k)h = (ﬁ V —2mihy--U(r)] — ;,]K;j dr
222

wiedergegeben. Wir vergleichen dies mit dem Ausdruck

1) J. R. RynBEr¢, K. Svenska Akad. Handl. Bd. 23. 1889; eine
der RyYDBERGschen Formel gleichwertige Entwicklung nach »%2 haben
unabhingig davon H, Kayser und C. RuNGE angegeben (Berlin. Akad.
1889 bis 1x92),

%) W. Rirz: Ann. d. Physik Bd. 12, S.264. 1903; Physikal. Zeitschr.
Bd. 9, S. 521. 1908; s. auch Ges. Werke, Paris 1911.

?) G. WENTZEL: Zeitschr. f. Physik Bd. 19, S. 53. 1923.
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(n* — kih == g) ] —2m by - 7z }l:f—_, dr.
: j . ro 1
der bei gleichem » zu einem Covroaeschen Kraftfeld gehort.
Fiir diesen ist natiirlich »* keine ganze Zahl, sondern hat den
durch

RZ?
P e
definierten Wert. Die Differenz der beiden Integrale ist eine
Funktion von » und & allein. Denken wir uns sie nach » ent-
wickelt uad gleich

— h[o, (k) + oy (kyr -]

gesetzt, so erhalten wir

= ()T:z')' —
und
R Z*

(n =T ”1 - 3-_"‘) -{_ o )2

—

Da fiir groBere Werte von n der Term » rasch gegen O
geht, konnen wir aus dieser Uberlegung schliefen, daB die
Korrektion (31—}—5‘3'1' mit wachsendem = rasch gegen einen
festen Grenzwert konvergiert.

Viel tiefer dringt folgende, von Bour?!) stammende Schluf3-
weise zur Begriindung der RypnBERG-RiTzschen Formel.

Der eigentliche Sinn der Einfiihrung des Zentralfeldes war
der, dall durch ein einfaches mechanisches Modell die in Wirk-
* lichkeit sicherlich unmechanische, quantenhafte Wechselwirkung
zwischen Rumpf und Leuchtelektron beschrieben werden sollte,
bei der kein Austausch von Energie zwischen Rumpf und Elek-
tron etattfindet. Nun geniigt dicse Annahme von der Konstanz
der Energie des Leuchtelektrons alleim, um ohne besondere An-
nahmen iiber das Krafifeld zu der Serienformel zu gelangen;
diese Ableitung gilt also nicht nur fiir beliebige Atome, sondern
sogar fiir Molekeln. Zwar senden diese nicht Linien- sondern
Bandenspektren aus; doch werden auch diese in der Hauptsache
durch Spriinge eines Leuchtelektrons erzeugt, denen sich die

') Wir verdanken die Kenntnis dieser Uberlegungen einer freund-
lichen Mitteilung von Herrn N. Boug.
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Quanteniibergiinge der Rotationen und Kernschwingungen iiber-
lagern.

Ferner ist diese Ablcitung ganz unabhéngig davon, ob ein
Impulsaustausch zwischen Rumpf und Elektron stattfindet oder
nicht, d. h. ob eine azimutale Quantenzahl k¥ in Analogie zur
Zentralbewegung definiert werden kann oder nicht.

Die einzige Annahme, die wir machen, ist die, daB der
Rumpf ider bei einem Atom einen Kern, bei einer Molekel
deren mehrere enthdlt) klein ist gegen die Dimensionen der
Bahn des Leuchtelektrons. Dann wird das Feld im groBten
Teil der Bahn auBerhalb des Rumpfes einem Couromsschen
Felde xehr dhnlich sein; der Aphelabstand vom Mittelpunkt des
Rumpfes wird nur durch die potentielle Energie im Aphel be-
stimmt. ist also fiir alle Schlingen der Bahn gleich, unabhéngig
davon. ob diese Schlingen einander &hnlich sind (wie beim
Zentralfeld) oder nicht. Demnach kann man eine effektive
Quantenzahl n* so definieren. dafl der im CovroMBschen Feld
giltige Zusammenhang zwischen n* und Aphelabstand bzw.
Energie besteht:

. RhZ?
(2 W=— e
Wir nehmen wegen der Periodizitit der Elektronenbewegung
an, dal} fur sie eine Hauptquantenzahl n existiert; dann ist
W eine Funktion von J=hn, und es gilt fiir die Frequenz
der Bewegung von Aphel zu Aphel

(3 o ow 1 N

oJ hoen

Die Annahme, daB der Rumpf klein ist, hat nun zur Folge,

dall der Teil der Bahn. der im Rumpfe verlauft, in sehr kurzer

Zeit durchlaufen wird. verglichen mit der Laufzeit der dulleren

Bahnschlinge. Es wird daher die Frequenz der Ersatzellipse
1 W 2RZ?

Ch T e

nahezu mit der Frequenz » tbereinstimmen. Der Unterschied

p* =

- . 1 1
der Umlaufszeiten — der wahren Bahn und —- der FErsatz-
v y

ellipse wird nahezu unabhéngig von der #ufleren Bahnschlinge,
also von n* sein; wir setzen ihn gleich b, so dal
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. 1 1 *3
(4) o, b= an"'Z"” Ny
y ” : 3
wird. Die Gleichungen (2), (3) und (4) liefern:
L R 1z (— RhZ'3>V 2RZ dn*
wt 2!»1{2'—’) T b\ pre ST
2RZP T ar?

Wir bekommen also folgende Differentialgleichung zwischen
2 und n*:

dn 20RZ*
dn* 7 0 p*d
sie hat die Ldsung
\ 5,
n=n* -4 — e

wo 4, eine Integrationskonstante und

0, = bRZ?

ist. Driickt man in dem Korrektionsglied . durch » aus,
n ¥

so erhéilt man wieder die Rirzsche Formel (1).
Um uns einen Uberblick iiber die Giiltigkeit dieser Formel
2u verschaffen, geben wir die Terme zweier typischer Spektren,

des Na und Al, an, und zwar durch ihre effektiven Quanten-
zahlen n*:

Na

s 1,63 2,64 3,65 4,65

P 2,12 3,13 4,14

d 2,99 3,99 4,99

f 4,00 5,0

Al

§ 2,19 3,22 4,23 5,23

P 1,51 2,67 3,70 4,71 h72 6,23

d 263 342 426 5,16 6,11 7,08 8,07
f 3,97 4,96 5,96

Die Betrachtung des Na-Spektrums und der s-, p- und
f-Serie des Al-Spektrums zeigen das Verhalten, das wir bei
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fast allen Serien von Termen finden: sehr geringe Abhéngigkeit
der Rypserc-Korrektion n* — » von der Laufzahl. Die d-Serie des
Aluminium und einige wenige andere bekannte Serien machen
eine Ausnahme, indem der Grenzwert der Korrektion erst bei
verhiltnismifBig hoher Laufzahl erreicht wird.

Die &§-Werte konnen wir., da wir die Quantenzahl » vor-
liufig nicht kennen, nur bis auf eine ganze Zahl bestimmen.
Wihlen wir sie hier so, dall die Betrige von 6 mit zunehmen-
dem & abnehmen und dabei moglichst klein sind, so erhalten
wir als Grenzwerte fiir grofle n:

$ p d f
Na | —-1385 =086 —0,01 0,00
Al -1,77  —128 =093 --0,04

An diesen Beispielen und an allen iibrigen in Serien ge-
ordneten Spektren sieht man, da |5 bei Anniherung der

. 1 1
Bahn an den Kern viel stirker zunimmt als A oder i oder

ED wie es der Gleichung (10) § 25 entspriiche. Uberdies zeigen
uns die groBen Werte von 6, dall wir sie nicht mehr als
kleine Korrektionen von n betrachten konnen.

Die grofien Abweichungen der Termwerte von den Wasserstoff-
termen erkliren sich daraus, daB die Bahnen des Leuchtelek-
trons auch in den angeregten Zustinden keineswegs immer
auBlerhalb des Rumpfes verlaufen. Eine solche eindringende
Bahn. ,Tauchbahn*, stcht in ihren innersten Teilen viel stirker
unter dem Kinflu des Kernes; sie verliauft also in einem Kraft-
feld, das einem CouLomBschen mit hiherer Kernladung dhnlich
ist. Einem solchen Verhalten wird der Ansatz (1) § 25 der
potentiellen Energie nicht gerecht.

Da beim Na zwischen den d- und den p-Termen eine auf-
fallende Unregelmiiligkeit im Verlaufe der 48-Werte auftritt,
liegt die Annahme nahe, dall die d-Bahnen auBerhalb des
Rumpfes verlaufen und dall die s- und die p-Bahnen in den
Rumpf eindringen.
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§ 27. Die Rydberg-Korrektionen der duBleren Bahnen und
die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes.

Wir wollen jetzt die physikalischen Einfliisse niher be-
trachten, die eine Abweichung des Kraftfeldes aulerhally des
Rumpfes vom CouvLomBschen Feld hervorrufen®). Zunichst
. . o,
kénnen wir ungefihr feststellen, welche Potenz von “ im

,
Potential besonders wesentlich ist.  Wir schreiben die Bahn-
energie in der Form

Rhz*
oo mmr
<n s O
R n'*')
e : Az ag . Lo
Ein Zusatzglied — -6~ in der potentiellen Energic liefert
r

nach (10) § 25 eine ,RypBERG-Korrektion*

Zec
8, = — ILJ
und eine ., Rirz-Korrektion*
By = 0.
. . V/ .
Ein Zusatzglied — ‘ €, afi liefert
r  Gor
Zie,
) = — T 4, =0:

2 7

. . € a}l3 .
ein Zusatzglied — -"-.¢, —- liefert
ro 2y

S 3 Z%c, S VAIR da k®
N, — — 7y O, = - -2 =
! 2k 3 2k’ o, 3
L . 27 t
und ein Zusatzglied ¢ r‘c;lH&—- liefert
7 r
5 Z*c BA d 3
p—=— 2y s O P e
2 k' - 2 k° 0y B)

Y M. BorN u. W. HEISENBERG: Zeitschr. f. Physik. Bd. 23, S. 383.
1924; dieser Arbeit sind auch die Zahlenwerte der folgenden Tabellen
entnommen,
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Die folgende Tabelle gibt nun die aus den Spektren be-
stimmten Werte der RYDBERG- und Rirz-Korrektion, sowie ihr
Verhiilltnis fiir die besonders einfach gebauten Spektren der
Alkalimetalle wieder.

Li Na K Rb Cs
— 4, 0,049
I A, . 0,081 T T T T
— 4, 9, 0,63
— — 0,015 0,25 0,35
do, _ 0,036 0,20 0,99 T
0,'0, — 2,4 3,2 2,8
-0y : — 0,0020 0,009 0,36 0,032
roa _ 00064 0,035 0,35 0,16
-0, 0 — 3,2 3,9 9,8 5,0

Das Zeichen T in der Tabelle bedeutet, daBl die RyDBERG-
Korrektion schon so grofl ist, daB ecine Entwicklung des Po.

1T . _— .
tentials nach Potenzen von - nicht mehr zuldssig erscheint.
r

2

% zeigt, dal die héheren Potenzen
1

Der grole Wert von — 5
[

1 . . . . .
von - - im Potential merklich vorhanden sind. Fiir die Glieder
;

. ¢ . . .
mit % und * erhalten wir theoretisch die Werte
7.-)

7'4
i — 0,/8,
ko fir @ fiir &

‘ " 7o
P 2 ; 1,33 2,4
d 3 3,0 5.4
f 4 5,33 9,6

|

. ., G .
Danach sicht es so aus, als sei das Gied mit -3 das wesentliche
r

Zusatzglied.
Nun ist in der Tat ein solches Zusatzglied in der poten-
tiellen Energie theoretisch verstdndlich. Wenn man némlich
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den Rumpf des Atoms nicht als absolut starr, sondern als
deformierbar ansicht, so erhiilt er in dem Felde des Leucht-
elektrons ein elektrisches Moment. Ist das Elcktron hinreichend
weit vom Rumpf entfernt, so kann man das von ihm erregte

Feld |G'= P im Bereich des Rumpfes als homogen betrachten.
2
Diesem Feld ist das induzierte Moment des Rumpfes propor-

Ein solches Dipolmoment hat in seiner Um-

. we
tional: p= .

;2
gebung ein elektrisches Feld; stellt man sich vor, dal} es durch
Zusammenriicken zweier Ladungen g) im Abstand ! entstanden

ist, so sieht man, dafl in der Richtung seiner Verlingerung
die Kraft

el 1 1 d 1\ 2pe 2¢e
A T e R A
s LUt (- DA dr \ 13/ P r?
auf das Leuchtelektron ausgeiibt wird. Thr Potential ist — ;/—p;
27

Vernachldssigt man die itbrigen Abweichungen vom Covrovs
schen Feld, so hat man

e‘.‘ Z o aH3>
U = 1-b oy —
="ty
und
5 3 Zu _ ZPa
Oy = 4 ag® >’ 2T Lagt ke

Man kann nun unsers Annahme, dafl die Abweichungen des
Kraftfeldes vom Covroms-Feld im wesentlichen durch das indu-
zierte Dipolmoment des Rumpfes bedingt sind, dadurch priifen,
da man aus den empirischen Werten von ¢, und 4§, die
yPolarisierbarkeit” ¢ ausrechnet. Von den Riimpfen der Al-
kalien Li, Na, K, Rb, Cs mul man nimlich annehmen, daB
sie ahnlich gebaut sind wie die (die gleiche Zahl Elektronen
enthaltenden) neutralen Kdelgasatome He, Ne, A, Kr, X (niheres
siche § 29). Die «-Werte dieser Atome lassen sich aus der
Dielektrizititskonstante bestimmen, zwischen ihnen und den
a-Werten der Alkalirlimpfe muB ein einfacher Zusammenhang
bestehen.
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Aux den empirischen o, - Werten der Alkalion folgt

Li- Na K+ Rb+ (st
@ 107 0314 0,405 1,68 — 6,48

Dabei sind die f-Terme benuzt mit Ausnahme des Li, dessen
p-Term zur Rechnung diente; Rb wurde weggelassen wegen
seiner etwas herausfallenden RypBERG- und Rirz-Korrektion.
Die Polarisierbarkeit « der Edelgase hingt nun mit der Di-
elektrizititskonstante ¢ oder mit dem Brechungsindex n fiir
unendlich lange Wellen durch die LorExTz-LorRENZsche Formel

3 e—1 3 n? — 1
R T e .
1aN ¢--2 taN n-+2
zusammen, wo N die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit
ist. Extrapoliert man dic optisch gemessenen Brechungsindizes
auf unendlich lange Wellen, so findet man

He Ne A Kr X
@ 102 = 0,20 0,39 1,63 2,46 4,00

Dic «-Werte der Alkaliionen miissen etwas kleiner sein, da
das Volumen der Ionen wegen der hoheren Kernladung kleiner
ist als das der voraufgehenden Edelgasatome.

Wir finden also, daB zwar die aus dem Spektrum berech-
ncten «- Werte die richtige Grolenordnung haben, dafl sie aber
durchweg etwas zu grol3 sind. Man konnte daran denken, die
Verschiedenheit so zu erkldren, dafl neben dem induzierten Mo-
ment noch cine andere Abweichung vom Couroms-Feld wirk-
sam ist, die auch einem Zusatzglied von der ungefihren Form

C:K

? entspricht. Wir koénnen an dicser Stelle die Zulissigkeit
’

einer solchen Annahme noch nicht prifen. Es sei aber er-
wihnt, dafl unsere Kenntnis vom Bau der edelgasihnlichen
Tonen eine solche Moglichkeit kaum zulidBt.

Halt man an der hier gegebenen Erklirung der RYDBERG-
Korrektion durch die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes fest,
so bleibt ein Widerspruch bestehen, der sich vom Standpunkt
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unserer Quantenregeln nicht beheben 1ilt. Wir haben aber
bereits oben darauf hingewiesen, dal} die Erklirung der feineren
Einzelheiten der Spektren (der Multipletts und der damit eng
verkniipften anomalen ZrrMan-Effekte, vgl. §24 Ende) iiber-
haupt nicht im Rahmen einer Quantentheorie mehrfach perio-
discher Systeme moglich zu sein scheint. Man ist bei der
Theorie dieser Erscheinungen auf den formalen Ausweg gefiihrt
worden, die Quantenzahl k ,halbzahlig zu rechnen, d. h. ihr die
Werte 7, ;, 5, ... zu geben. Es ist zu erwarten, dal bei der
weiteren Entwicklung der Theorie die eigentlichen Quanten-
groBen wie bisher ganzzahlig bleiben werden und daB die in
unserer Niaherungstheorie vorkommende Grofle & nicht selbst
eine solche QuantengroBe ist, sondern sich indirekt aus ihnen
aufbaut. Wir wollen im vorliegenden Band auf diese Fragen
nicht eingehen, sondern nur untersuchen, was fiir die «-Werte
herauskommt, wenn wir in unseren Formeln % halbzahlig wihlen.
Wir erhalten dann aus den spektroskopischen Werten von 9,
folgende «-Werte:

Li- Na* K- Rb+ Cs+
ca0t = | 0075 021 0,87 — 3,36

Diese Zahlen schlieBen sich den «-Werten der Edelgase im
richtigen Sinne an. Man kann diesen Zusammenhang noch
weiter verfolgen, indem man die «-Werte anderer (mehr-
wertiger) edelgasihnlicher Tonen betrachtet, die sich teils aus
den RyprERrG-Korrektionen von Spektren der ionisierten Ele-
mente (Funkenspektren), teils aus den Brechungsindizes fester
Salze (Ionengitter) bestimmen lassen. Man bekommt dadurch
weitere Stiitzen der Auffassung, daB die RyDBERG-Korrektion
der Terme #uBerer Bahnen bei den betrachteten Spektren auf
der Polarisierbarkeit des Atomrumpfes beruht und dal die
Quantenzahl k halbzahlig zu nehmen ist.

Die in diesem Bande durchgefiihrten Uberlegungen sind
iibrigens von der Entscheidung fiir ganz- oder halbzahlige &
im wesentlichen unabhingig.

Born, Atommechanik L. 13
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§ 28. Die Tauchbahnen.

Dic grofien Werte der RYDBERG-Korrektionen haben wir im
§ 26 so gedeutet, dall das Leuchtelektron tief in den Atomrumpf
eindringt und so in Gebicte erhhter Wirkung des Kernes kommt,

Eince Abschitzung der Grolenordnungen, die wir fiur die
d-Werte bei solchen . Tauchbahnen® zu erwarten haben, gibt
ein Verfahren von E. ScuropinceEr'). Er denkt sich den Atom-
rumpt ersetzt durch cine gleichmiiffig mit negativer Ladung
hedeckte Kugelschale. in deren Auficrem dann ein ('ouLoMe-
sches [feld herrsceht. das der Kernladung Z@ (1 beim neu-
tralen. 2 beim einfach ionisierten Atom) entspricht. und in
deren Innerem auch cin CovrovBsches Feld, aber mit hoherer
Kernladung Z@ besteht. Sobald der Perihelabstand einer als
Ellipse im Kraftfeld mit der Kernladung Z" berechneten
Quantenbahn kleiner ist als der Radins jener Kugelschale,
dringt die Bahn in das Innere ein: sie besteht dann aus zwei
Ellipsenbogen. die sich auf der
Kugelschale ohne Knick an-
einandcrschliefen  Abb.14). Bei
gegebenen  Quantenzahlen n
und k. Schalenradius und La-
dungen von Schale und Kern
laBt sich dann die effektive

Abb. 14, Quantenzahl n* oder die Kor-
rektion & berechnen.

Wir wollen die Scaropixatirschen Rechnungen hier nicht
wiedergeben. sondern nur zeigen. dal man bei einem solchen
Atommodell. das sogar aus mohreren konzeutrischen Schalen mit
Flichenladung bestchen darf, den Zusammenhang zwischen Quan-
tenzahlen und Energie durch elementare Funktionen darstellen
kann?!. Die Schalenradien seien ¢,. o,..... nach abnehmender
Girofe geordnet, ihre Ladungen — z e. —z,¢..... Die poten-
tielle KEnergic im Zwischenraum der Nchalen o und o, ., ist

2

. e
Uirn - —Z - -—-¢.,
s B ). -

1) E. SCHRODINGER: Zeitschr. f. Physik. Bd. 4, 8. 347, 1921,
%) Vgl aueh G, WexTtzeL: Zeitsehr. f. Phvsik. Bd. 19. S0 53, 1923,
bes. 8. 5A.
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WO VA yALL

"

Z o= Zw N

N P mae

=

ist und ¢ dnrch dic Bedingung bestimmt wird. dali sich das
Potential an den Schalen stetig indert. Aux ihr folgt

& >
\7 es

—1 0,

¢ =

Da wir jotzt die potentielle Energie als Funktion von r kennen,

konnen wir den Perihelabstand r , ~berechnen und angeben.
innerhalb welcher Nchalen o,.0,...., 0 er liegt. Das radiale

Wirkungsintegral hat nach (41 § 21 dann die Form

Mnax

(4 B C g, B,
~2'|, 4, -2 _,[/,—_)H/ -2 dr
. i 7 r- . 1A r-
T B '
*’]/ 4 277 ol
. o r r2
’m‘m
wo
A= —2mW—
B -me*Z
ook

ist. Alle Integrale lassen sich durch elementare Funktionen
ausdriicken: wir erhalten so J_ und damit n -- & als Funktion
von W und k. schlieBlich also W als Funktion von n und k.

Die ScarODINGERsche Vorstellung von der geladenen Schale
wollen wir nach vax Urk!, dazu Dbenutzen, um die d-Werte
von Tauchbahnen abzuschitzen. Man kann zundchst sehen,
daB bei gegebener idufBlerer Ellipse das radiale Wirkungsintegral
um so grofer ist, je groBeren Radius die Kugelschale hat;

5 A, Th. vax Urk: Zeitsehr. f. Physik. Bd. 13, S, 26%. 1922,
13*
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denn um so lingere Zeit steht das Elektron unter der Ein-
wirkung der vollen Kernladung. Man bekommt also beim
NCHRODINGER schen Modell, wenn man annimmt, daBB eine Bahn
iiberhaupt Tauchbahn ist. eine untere Grenze fiir den Betrag
von o, wenn man den Radius der Schale gerade so wihlt, dafl
sie die dullere Ellipse berithrt. Wollen wir den Wert erhalten,
dem sich & fiir groBe n ndhert (die Abhiingigkeit von = ist
beim ScHrODINGERschen Modell duBerst gering), so kénnen wir
als Perihelabstand der duBeren Ellipse nahezu den der Parabel

ay: allgemein wollen wir

1
annehmen. bei der s-Bahn also -
2Z@

7‘““(1,3 schreiben. Da wir den Radius der Schale ebenso groB
withlen, wird die gesamte Bahn des Leuchtelektrons mit
grofler Naherung durch die zwei vollstindigen Ellipsen wieder-
gegeben. Fiir das radiale Wirkungsintegral erhilt man
J o= J @ g

Nun ist der spektroskopische Term die Ablosungsarbeit des
duBeren Elektrons und damit gleich der Energie der dufleren Ellipse

R W3 Z@?
P AL Y
wo J,, das 2 z7-fache des fiir beide Kllipsen gemeinsamen Dreh-
impulses ist. Vergleichen wir dies mit der Form

Rh Z@2

),*‘2

W ..

W

der Energie. so folgt fiir die effektive Quantenzahl

1. . 1

x Jow ) = —J® )

" A (I‘ ; Jl/v,) h (J, ];-1’ i J’i)'
Nun ist aber

g d - nh
also
(i1 J

11 O — n¥ — = — J'}'Z («jh~/(>

wo JU die Summe der Wirkungsintegrale fiir die innere Ellipse ist.
J bestimmt sich durch die grof3e Halbachse a der inneren Ellipse:

_ (J“”>*.
=i\ )
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a hingt wieder mit dem Radiuns der Schale zusammen:

il ey = _ «a
¢ T g TH

h* k?
R RS

ist. Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen ¢ und a. so

erhilt man
(Ju'))"—’(i , /,’1 /‘-‘—' \) B 4_Zti)
N ) i l ' (‘;J([Hh)':" s Z,a)-

wo

. J . .
und daraus durch Auflésen nach ] und Einsetzen in /1):
)
?7/1(1)
-
Z(a)
(29 A - -k

1?7
I/Zé yAL -k

Die Gleichung (1) hat auch dann noch angendherte Giiltig-
keit, wenn die dullere Ellipse nicht gerade die Schale beriihrt.
sofern nur der Schalenradius klein ist gegen die grofle Achse
der dufleren Ellipse (was sicher bei groBer Hauptquantenzahl
eintritt) und wenn Z» wesentlich groBer als Z'® ist. Der Fehler.
den man begeht, wenn man das Wirkungsintegral {iber den
iuBeren Teil der Bahn durch das iiber die volle duBfere Ellipse
ersetzt, ist dann gering; ebenso der Fehler, den man begeht,
wenn man den inneren Teil durch die volle innere Ellipse er-
setzt; das Aphel der inneren Ellipse liegt ndmlich nur wenig
auBerhalb der Schale (wegen der raschen Abnahme der poten-
tiellen Energie im Feld mit der Xernladung Z®). Die Summe J'?
der Wirkungsintegrale der inneren Ellipse hingt eindeutig von
der groBen Achse dieser Ellipse ab und ist daher von n fast
unabhingig,

In der durch Kormel (1 gegebenen Anniherung ist & von
n nicht abhingig. Diese Anndherung ist um so besser, je
groBer die groBe Achse der duBeren Ellipse ist; da das bei
wachsendem 7 sehr rasch eintritt, verstehen wir, daB & mit
wachsendem n sehr bald einen konstanten Wert annimmt.

Wenn es Quantenbahnen gibt. die ganz im Schaleninneren
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verlaufen, und wenn n® die Hauptquantenzahl der groBten unter
thnen ist. so gilt

. Jw .
n i o ,] e niv -1
)
und
(3, A= — (0 e — k) 0<<e<C1.

Diese Formel ist wesentlich unabhingig von dem ScHRO-
nixcErschen Modell der geladenen Kugelschale und beruht
nur darauf. dall der Aphelabstand der dufleren Bahn grof} gegen
den Radius des Rumpfes ist und dafl das in den Rumpf ein-
dringende Elektron bald in Gebiete hoher effektiver Kernladungen
kommt. Bour') hat sie vor v.Urxk folgendermaBen abgeleitet:

Dax radiale Wirkungsintegral J = h(n — k) der Bahn setzt
sich aus dem des duBeren Bahnstiicks und dem der inneren
Schleife zusammen:

Jy J 6 bk,

J ! ist nur wenig kleiner als das radiale Wirkungsintegral
hin* — k) der vollen duBeren Ellipse:

J@=hn*—k —e¢),

und J, ¥ unterscheidet sich wenig von dem radialen Wirkungsinte-
gral h:n® - k) der groften ganz im Rumpf verlaufen den Bahn:

J0 = h(n— ke,

Y

Dabei braucht n® nicht ganzzahlig zu sein, sondern es sei die
durch 4 dividierte Summe der Wirkungsvariabeln jener groften
mechanisch (nicht quantentheoretisch) moglichen Bahn. Somit
erhilt man

(4 V= n* —p == — (0 — k— & &)

und kann das Ergebnis so formulieren:

Die Ry pBERG-Korrektion bei Tauchbahnen uniterscheidet sich
wenig von dem durch h dividierten radialen Wirkungsintegral der
grofiten ganz im Rumpf verlaufenden Bahn.

Die Frage, mit welcher Genauigkeit sich alle optischen (und
Rontgen-) Terme durch ein geeignet konstruiertes Zentralfeld

') BoHRg, N.: Vortrige in Gottingen Juni 1922 (ungedruckt).
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einheitlich darstellen lassen. hat K. Furs!) untersucht; er ist beim
Bogenspektrum des Na und den analogen Funkenspektren von
Mg™ und Al"" zu recht giinstigen Ergebnissen gekommen.

§ 29. Die Rontgenspektren.

Die optischen Serienspektra der Elemente sind ein Haupt-
hilfsmittel, um tber den Aufbau der Atome Auskunft zu er-
halten. Soweit sic sich mit unseren theoretischen Vorstellungen
erfassen lassen, kann man aus jhnen nur auf die Vorginge in
der duleren Hiille der Atome schliefen, withrend die Vorginge
im Rumpfe noch dunkel bleiben. Das wichtigste Mittel zur
Erforschung des Atominneren ist das Studium der Rénlgen-
spektren.  Auch bei diesen 148t sich unsere Theorie der Be-
wegung eines Elektrons im Zentralfeld ndherungsweise anwenden.
Man kann ndmlich aus den Beobachtungen entnehmen, dafl es
sich auch hier um Quantenspriinge des Atoms handelt, bel
denen ein Elcktron (das dem Leuchtelektron der optischen
Spektren cntspricht) seinen Platz im Inneren des Atoms wechselt,
wahrend das iibrige Atom genidhert ein zentralsymmetrisches
Gebilde bleibt.

Ehe wir diese Vorstellungen im einzelnen verfolgen, wollen
wir einige Erfahrungen idiber Rintgenspektren zusammenstellen,
Zur Auflosung dieser Spektren dient seit v. LAues Entdeckung
das natiirliche Gitter von Kristallen, Jedes Réntgenspektrum
besteht aus eimem kontinuierlichen Band und einer Folge von
Linien.

Das kontinuierliche Spektrum hat eine kurzwellige Grenze.
deren Schwingungszahl »_,  mit der kinetischen Energie der
erregenden Kathodenstrahlen durch

m 23
hy = — p*

max 2
zusammenhingt. Man deutet diese Erscheinung als eine Art
Umkehrung des lichtelektrischen Effekts, indem man annimmt.
daf die auftreffenden Kathodenstrahlen in der Antikathode ge-
bremst werden und ihre Energie nach dem EiNsrriNschen Ge-

1) E. Fues, Zeitschr. f. Phy-ik. Bd.11, S.864. Bd.12, S.1, 314.
Bd. 13, S. 211, 1923. 8. auch W. Tuomas, Zeitschr, f. Physik, Bd. 24,
8. 169, 1924.
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setz (§ 1 in Strahlung umsetzen; die hochste auftretende Fre-
quenz entspricht dann vollstandigem Verlust der kinetischen
Energie der auftreffenden Elektronen.

Das Linienspektrum ist fiir die strahlende Materie charakte-
vistisch und wird daher ,Eigenstrahlung® genannt. Sie soll uns
jetzt beschiaftigen. Die wichtigste Tatsache iber sie ist die,
daBl jedes Element die gleiche Anordnung der Linien zeigt und
dal die Linien mit wachsender Atommnummer nach kiirzeren
Wellenlingen wandern. Dieses Linienspektrum enthilt mehrere
Liniengruppen: Eine kurzwellige Gruppe (genannt K-Strahlung)
ist schon bei leichten Ilementen (etwa vom Na ab) nachge-
wiesen. Wihrend sie bei schwereren Elementen immer kurz-
welliger wird, riickt ihr eine Gruppe lingerer Wellen nach
- L-Strahlung); hinter ihr kommt bei noch schwereren Elementen
eine noch langwelligere (. M-Strahlung).

Sollen diese Spektrallinien mit den Bewegungen der Elek-
tronen im Atom nach den Gesetzen der Quantentheorie zu-
sammenhdngen, so miissen sich die Rontgenfrequenzen nach
der Gleichung

hy o= W . w®

durch die Energien zweier stationirer Zustinde der Elektronen-
anordnung ausdriicken lassen. Die hohen Werte von » (rund
1000mal so groB als im sichtbaren Spektrum) sprechen dafiir,
dafl es sich um Verinderungen in den Bahnen der inneren
Elektronen handelt. wo wegen der hohen Kernladung bei der
Verlagerung eines Elektrons eine groBe Arbeit zu leisten ist.

Die Tatsache. da3 die Réntgenlinien sich in einfache Serien
ordnen und durch wenige ganze Zahlen kennzeichnen lassen,
ist der Grund dafiir, da wir analog zur Optik annehmen
diirfen, es handele sich in der Hauptsache um die Bewegung
eines einzigen |, Leuchtelektrons*. Obwohl wir gezwungen sind
anzunehmen, dafB3 sich dieses Elektron im Innern des Atoms
bewegt, werden wir aus denselben Griinden wie hei den sicht-
baren Spektren die Wirkung der iibrigen Elektronen und des
Kerns durch die eines zentralsymmetrischen Kraftfeldes ersetzen.
Hierdurch bringen wir wiederum die Tatsache zum Ausdruck,
dall kein Energieaustausch zwischen Leuchtelektron und Atom-
rest stattfindet: die Existenz der Quantenzahlen des Leucht-
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elektrons spricht namlich dafiir, dafl dessen Bewegung perio-
disch ist, also nach jedem Umlauf wieder dieselbe Energie
besitzt.

Zwischen den optischen Spektren und den Roéntgenspektren
besteht jedoch ein tiefgreifender Unterschied. Wiahrend die Linien
der optischen Spektren auch in Absorption auftreten konnen.
werden die Rontgenlinien niemals als Absorptionslinien be-
obachtet. Der Absorptions-
koeffizient fiir Rontgenstrah-
len zeigt {iiberhaupt keine
linienartigen Maxima, er ver-
lauft vielmehr im allgemeinen
stetig und zeigt nur an einzel-
nen Stellen, den sogenannten
Absorptionskanten, plotzliche =
Zunahme in Richtupg wach- Abb. 15,
gender Frequenzen (Abb. 15).

Die Deutung dieser Erscheinung ist von KosseEL gegeben
worden!). Danach handelt es sich bei den Absorptionsspektren
um Ionisierung des Atoms und zwar um das Hinauswerfen von
inneren Elektronen. Fiir diesen Vorgang liefert die Frequenz-
bedingung

SN
e

Ry = - W 2 p2,

wo v die Geschwindigkeit des Elektrons nach der Abtrennung

und -- W die Abtrennungsarbeit ist. Es werden also alle Fre-

quenzen absorbiert, die groBer sind als die Grenzfrequenz (Kante)
- — W

v, = h

Die Annahme verschieden gebundener Elektronen fihrt auf
den beobachteten Verlauf der Absorption.

Die Emissionslinien kommen nach KosseL dadurch zustande,
daB an die Stelle des herausgeworfenen Elektrons ein anderes
aus einer hoherquantigen Bahn fillt, wobei die Energie des
Atoms abnimmt. An die freiwerdende Stelle kann wiederum

) W. Kosser: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 16, S. 899 u. 953.
1914 und Bd. 18, S.339. 1916.
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ein flektron von einer noch hoheren Quantenbahn fallen, bis
~chliellich die letzte Liicke durch ein freies Elcktron ersetzt wird.

Die Emissionsspektren der Rontgenstrahlen entstehen also bei der
Wiederherstellung des stabilen Atomzustandes nach einer Storung
durch Herauswerfen eines inneren Elektrons.

Wir kénnen diese Kossirsche Deutung, die sich vollstindig
howihrt hat, auch folgendermallen aussprechen: Hs gibt fir
jedes System von Quantenzallen, die inneren Bahnen entsprechen,
cine  Hochstzahl von FElektronen.  Im stabilen Zustand ist diese
erreicht. Kin Platzwechsel findet nur statt. wenn aus einer
inneren Bahn ein Elektron entfernt wird. Man fafit alle Elek-
tronen, die zu den gleichen Quantenzahlen gehdren, zu einer
NSehale zusammen: auf dieses Bild vom schalenférmigen Auf-
bau der Atome werden wir nachher durch ganz andere, haupt-
siichlich dem Gebiet der Chemie entnommene Uberlegungen
gefithrt werden (§ 30

Wir werden jetzt versuchen. diese Betrachtungen quantitativ
zu fassen.

Unser Modeil, bei dem sich das betrachtete Elektron in
cinem Zentralfeld bewegt. orgibt als Elektronenbahnen Rosetten,
die durch zwei Quantenzahlen n und Lk festgelegt sind. Im
Atominnern miissen tatsichlich Bahnen mit verschiedenen
Werten von n vorkommen. Das Verhalten der RyYDBERG-
Korrektionen zeigt namlich, dafl bei fact allen Elementen die
p-Bahnen eintauchen: damit dies moglich ist, mufl der Rumpf
mindostens Bahnen mit n —. 2 enthalten. Von den Bahnen im
Rumpf sind die mit n=1 (k=1) dem Kern am néchsten,
dann folgen die mit n-— 2 (k =1, 2), weiterhin kommen viel-
loicht noch Bahnen mit n=3(k=1, 2, 3).

Bei den FElementen mit hoher Atomnummer stehen die
innersten Bahnen im wesentlichen unter der anziehenden Wir-
kung des Kernes, wihrend der Einflul der {ibrigen Elektronen
verhiiltnismiBig kiein ist. Die Energioc der innersten Elektronen-
bahn erhilt man also nidherungsweise aus

fur n = 1; nach auBen hin nimmt die Energie rasch ab, ein-
mal wegen der Zunahme von », dann auch wegen der die
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Kernladung abschirmenden Wirkung der ibrigen Elektronen.

Als Linie von gréliter Frequenz ist eine Linie zu erwarten.
g 1

fir die ungefihr

N

‘ - ,_:/1 1‘\77 3
B v-:RZ \\rl_zﬁz__,/f

"Rz
1

ist. Die Formel fordert, daf} | % linear mit der Kernladung an-
steigt. MOSELEY ') der zuerst systematisch die Réntgenspektren
untersucht hat. fand, dal} fir die K-Serie | » tatséichlich eine
nahezu lineare Funktion der Atommummer ist; dabei versteht
man unter Atomnummer dic Ordnungszahl eines Atoms in der
Reihenfolge des periodischen Systems (1 H. 2 He, 3Li---), also
im wesentlichen in der Reihenfolge des Atomgewichts: die von
der Chemic geforderten Liicken (z. B. das dem Mangan homologe
Element 43} sind dabei mitzuzihlen und die durch das che-
mische Verhalten geforderten Umstellungen [z. B. 18 A (Atom-
gewicht 39,88) und 19 K (39,10)] sind zu beriicksichtigen.

Hierdurch ist das schon lange vermutete und von VAN DEXN
Brork zuerst ausgesprochenc Gesetz (vgl. § 3, 8. 15): Atom-
nummer gleich Kernlodungszahl aufs glinzendste bestiitigt worden.
Mar ist dadurch in den Stand gesetzt, auch die Atomnummern
der Elemente mit sehr hohem Atomgewicht, bei denen lange
Reihen chemisch sehr wenig verschiedener Elemente (z. B. die
seltenen Erden) vorkommen, eindeutig festzulegen und vorhan-
dene Liicken genau anzugeben. '

Um zu zeigen, mit welcher Genauigkeit das Gesetz (1) gilt,

N V4 »
teilen wir dic Werte von |/ — -~
3 R
findet 10,1 bei Na(Z = 11), 36,3 bei Rb (Z =37) und 76,5
bei W (Z == 74). Wir lassen daher die kurzwelligste K-Linie
dem Ubergang eines Elektrons von einer zweiquantigen zu einer
einquantigen Bahn entsprechen. Es liegt nun nahe. die tibrigen
K-Linien durch Ubergiinge von hoherquantigen Bahnen auf
eine einquantige zu erkliren. Die K-Linien schlielen sich in
der Tat der theoretisch geforderten Grenze
RZ?
i

fur einige Elemente mit. Man

Yy H.G.d.Mostrey: Phil. Mag. Bd.26, 5.1024. 1913; Bd.27,8.703. 1914.
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an: an der gleichen Stelle liegt eine der oben erwiihnten Ab-
sorptionskanten.

Auch fiir die L-Linien gilt das Gesetz des linearen Anstiegs
von | 7. Wir versuchen diese Linien durch Uberginge auf eine
zweiquantige Bahn (n =: 2) zu deuten und erhalten fiir die kurz-
welligste L-Linie die angeniherte Frequenz

2) D-.-;RZ'-’(-

\

LR R T4

130T s

Diese Formel gilt nun nicht ganz so gut wie die fiir die
K-Serie: es ist dies verstindlich. da wir hier schon weiter
vom Kern entfernt sind. Wir konnen diesem Umstand nach
SommerreLDY) dadurch Rechnung tragen. daBl wir

3 somiz s () L)

schreiben; die empirischen Werte sind dann mit einem Wert
von s im Kinklang, der bei mittlerem Z ungefihr bei 6 oder 7
liegt. Auch hier fillt die Seriengrenze mit einer Absorptions-
kante zusammen. Die M-Linien schlicBlich entsprechen Uber-
gingen auf eine dreiquantige Bahn.

Eine ibersichtliche Darstellung der stationidren Bahnen der
Elektronen im Atom erhalten wir, wenn wir vom System der
Rontgenlinien zu dem der Roinigenierme iibergehen. Den End-
term der K -Linien nennen wir K-Term, ihm kommen (in un-
serem Modell) die Quantenzahlen n —=1. k-~1 zu. Fir die
L-Linien mufl man, um ihre Mannigfaltigkeit zu erkliren, drei
Kndterme (L-Terme) annehmen, fir sie ist » =2 und k=1
oder 2. Thre Dreizahl sagt, dall dic Quantenzahlen n und k
zu ihrer Bezeichnung nicht ausreichen; wir haben hier eine
dhnliche Erscheinung vor uns wie die Vielfachheit der optischen
Terme. Eine Theorie dieser Erscheinung kénnen wir mit un-
serem Modell nicht geben®,. Weiter ergibt die Untersuchung der
Réntgenlinien fiinf M-Terme mit n == 3 (k = 1, 2, 3) und sieben
N-Terme mit n =-4; es sind auch einige O-Terme festgestellt.

Zur Ubersicht iiber das Auftreten dieser verschiedenen Terme

"y A, SommererLp: Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916.
) Eine befriedigende modellmdBige Erklirung ist iberhaupt noch
nicht gelungen.
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sei hier die graphische Darstellung der Terme aus der Arbeit von
Bour und Coster ) wiedergegeben (Abb. 161, Wir finden darin
den A- und einen L-Term {(n — 1.7n = 2ischon bei den lcichtesten
Elementen: ein M-Term in = 3) erscheint etwa bei der Atom-
nummer 21, ein N-Term (n - 4) etwa bei 39 und ein O-Term
in =) etwa bei 51. Was die Zahl der Terme jeder Haupt-
quantenzahl anlangt, so sehen wir zwar die erwithnte Aufspal-
tung in 3.5 und 7 Terme; aber sie geschieht nicht gleichmiBig,
sondern zunichst finden wir zwel L-. drei J/- und vier N-Terme,
von denen alle auller jodesmal dem ersten wieder in zwei Terme
aufspalten. Sehen wir von dieser letzteren. erst bei hoherer Atom-
numnier eintretenden Anfspaltung ab, so haben wir genau so viel
Terme, als die Nebenquantenzahl Werte annchmen kann. Die
Regel. nach der die Terme kombinieren, entspricht auch genau
der Auswahlregel far & 10k - 4 1.

Ex sei noch auf die Abweichungen von dem linearen Verlauf
der Wurzeln aus den Termwerten hingewiesen. Sie werden an
der von Bour und CostEr angegebenen Abbildung deutlich
tAbb. 16). Die allgemeine Krimmung der Kurven (inshesondere
des K-Terms) fuhrt SoMMERFELD®) auf die .. Relativititskorrek-
tion™ (§ 33. S. 236) zuriick. Die kleinen Knicke, z. B. bei
Z= 56 und Z -= 74 hingen nach Bonr und (‘'osTER mit dem
Ausbau innerer Elektronengruppen zusammen, worauf wir auch
noch kurz zuriickkommen werden /§ 32, S. 226).

§ 30. Atombau und chemische EKigenschaften.

Das Endziel einer Theorie des Atombaues miifite sein, das ganze
periodische System der Elemente aus Atommodellen zu konstruie-
ren. BoHR hat bereits in seinen ersten Arbeiten dahingehende Ver-
suche gemacht. Erbeniitzte dabei ,,Ringmodelle~. bei denen die ein-
zelnen Elektronen in den Ecken konzentrischer, reguliiver Polvgone
(den , Ringen*)liegen. Auf die Durchrechnung solcher Ringsysteme
ist von Bour®), SOMMERFELD '), DEBYE", KR00"), SMEKAL™) u. a,

") N. Bour und D. Coster: Zeitschr. f. Physik. Bd. 12, S. 342, 1923,

2) A. Sommerrenp: Ann. d. Physik.  Bd. 51, S. 125, 191¢%,

% N. Bomgr: Phil. Mag. Bd. 26. S. 47H. 1915,

4) A. SomMERFELD: Physikal. Zeitschr. Bd. 19. K. 2497, 191,

”) P. DEvE: Ebd. Bd. 12 S, 276, 1917,

%y J. Kroo: Ebd. Bd. 19, S. 307. 191&.

) A, Smexkan: Zeitsehr. f. Physik. Bd. 5, 8. 91, 1921,
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viel Arbeit verwendet worden, besonders im Hinblick auf die Er-
klirung der Rontgenspektren: doch waren die rgebnisse durchaus
unzureichend. Die wichtigste mechanische Erkenntnis, die dabei
heranssprang, war die Bemerkung von SoMMERFELD, dall ein solches
Elektronenpolygon nicht blofl um den Keru rotieren, sondern cine
Bewegung ausfithren kann, bei der die Elektronen in kongruenten
KerLER-Ellipsen laufen (Ellipsenvereinl. SOMMERFELD hat auch
die gegenseitigen Storungen solcher Ringe behandelt, sowohl fiir
den Fall, dal} sie komplanar sind, als auch fiir den Fall, daf3
sie in verschicdenen Ebenen licgen. Modelle dieser Art haben
zwar eine , Raumerfiillung”, wic die wirklichen Atome, zeigen
aber nicht deren Symmetrieverhiiltnisse. die sich sowohl che-
misch (Kohlenstoff-Tetraeder) als auch kristallographisch dullern.
Daher hat Laxpi') versucht. Modelle mit ridumlichen Symme-
trieelementen anzugeben. die mit SoMMERFELDs Ellipsenverein
das gemein haben, dall die Elektronen kongruente Bahnen in
exakten Phasenbezichungen durchlaufen (z. B. gleichzoitiger
Durchgang durch das Perihel). Aber auch diese Modelle ver-
sagten stets bel quantitativen Untersuchungen.

Bonr erkannte, dall auf dem Wege der Modellkonstruktion
und der rein theoretischen Betrachtung das Ziel der Erklirung
des gesetzmiilligen Aufbaus der Atome (periodisches System der
Elemente) schwerlich erreichbar sein wiirde und wandte sich einem
Verfahren zu, bei dem in halb theoretischer, halb empirischer
Weise, unter Heranziehung aller von der Chemie und der Physik
gelieferten Hinweise, besonders aber unter ausgiebiger Verwendung
der Serienspcktren ein Bild des Atombaus entworfen wird.

Die Ergebnisse der Chemie, die fiir eine solche Untersuchung
in Betracht kommen, hat KossgL?) auf eine libersichtliche Form
gebracht. Kr geht davon aus. dall die Perioden des Systems
der Elemente jewecils nach einem Edelgas beginnen, dessen
Atome dadurch ausgezeichnet sind, daB sie keinerlei Verbin-
dungen eingehen und &dullerst schwer ionisierbar sind. Die
Atome der Edclgase werden also besonders symmetrische und

Y A. Laxpé: Verbandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 21, S. 2. 644,
653. 1919; Zeitschr. f. Physik. Bd. 2, S. 83, 320. 1920.

?) W. KossEL: Ann. d. Physik Bd. 49, S. 229. 1916; & auch
G.N. Lewis: Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 38, S. 762. 1919 und J. Laxa-
MUIR: Ebd. Bd. 41, S. Q61 1919.
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stabile Konfigurationen sein, dic infolge der hohen Symmetrie
nur von geringen Kraftfeldern umgeben sind und wegen der
hohen Stabilitit weder leicht Elektronen abgeben noch auf-
nehmen. Die den Kdelgasen vorangehenden Atome sind die
Halogene (F, Cl, Br, J), die leicht als einwertige negative Ionen
auftreten: dies kommt nach Kosstr daher, dal ihrem Elek-
tronensystem ein Elektron zur symmetrischen, stabilen Edel-
gaskonfiguration fehlt und es daher bestrebt ist, das fehlende
Elektron unter Knergieabgabe (Elektronenaffinitit) an sich zu
reifen. Umgekehrt treten die auf das Edelgas folgenden Atome,
die Alkalien (Li, Na, K, Rb, Cs) stets als einwertige positive
lonen auf, geben also leicht ein Elektron ab; man wird daher
anzunehmen haben, dall bei ihnen ein leicht abtrennbares Elek-
tron auBerhalb eines stabilen Rumpfes von Edelgascharakter
umlduft. In entsprechender Weise 148t sich die positive oder
negative Elektrovalenz der iibrigen Atome deuten: die erstere
beruht auf der Existenz leicht abtrennbarer Elektronen, nach
deren Entfernung ein edelgasartiger Rumpf iibrigbleibt, die
letztere beruht auf dem Bestreben ,unvollstindiger* Elektronen-
gebilde, durch Einfangen von Elektronen zur Edelgaskonfigura-
tion sich zu erginzen.

Gieht man nun an Hand dieses Prinzips das periodische
System durch, so gelangt man zu der Vorstellung vom Schalen-
haw der Atome (s. auch § 29, S.202). Die erste Periode, be-
stehend aus den Elementen H und He, stellt die Ausbildung
der innersten Schale dar. Das System von zwei Elektronen
des Edelgases He mul} also eine sehr stabile Anordnung sein.

Die zweite Periode beginnt mit Li. Dieses Element wird
einen Rumpf vom C(harakter des He-Atoms haben, an den
auBen ein drittes Elektron locker gebunden ist. Beim nichsten
Element Be tritt ein weiteres duBeres Elektron hinzu usf., bis
beim zehnten Element Ne die zweite Schale zu einer stabilen
Edelgaskonfiguration von 8 Elektronen geworden ist. Damit
ist die zweite Schale vollstindig.

Das erste Element der dritten Periode, Na, hat wieder das
locker gebundene dufBlere Elektron, das den Anfang der dritten
Schale darstellt; diese schlieBt mit dem Edelgas A ab, und
da dieses die Atomnummer 18 hat, so besteht die vollstindige
dritte Schale wieder aus 8 Elektronen.
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In ihnlicher Weise geht es weiter: nur werden dic Perioden
jetzt linger rsic enthalten erst 18. nachher 32 Elemente). Da-
zwischen treten die Elemente Cu, Ag, Au auf, die cine gewisse
Analogic zu den Alkalien haben; sic werden also ebenfalls durch
ein leicht abtrennbares Elektron und einen relativ stabilen
Rumpf gekennzeichnet scin.

KosseL hat durch diese qualitativen Uberlegungen ecinen
groflen Teil der anorganischen Chemic physikalisch verstindlich
machen kénnen: hesonders erfolgreich war diese Theorie auf
dem Gebiete der sogenaunten Komplexverbindungen, d. h. solcher
Verbindungen. bei denen Molekeln durch Aneinanderlagerung
von Atomkomplexen entstehen, die vom Standpunkte der ein-
fachen Valenztheorie vollstdndig gesiittigt sind.

Laxeurir und LEwrs') haben (unabhiingig von Kosser) die
Theorie durch die anschauliche Vorstellung belebt, dall die
stabile Kontiguration von 8 Elektronen, die wir beim Ne, A
und den fonen der benachbarten Elemente antrafen, cin Wiirfel
ist (Oktett-Thoorie), in dessen LEcken diese 8 Elektronen in
Gleichgewicht<lagen =sitzen. [Es handelt sich also bei diesen
amerikanischen Forschern um statische Modelle, die in den
Rahmen unserer Atommechanik nicht hineinpassen und die
daher hier nicht weciter betrachtet werden sollen.

Man kann aus physikalischen Uberlegungen Griinde dafiir
angeben. dall die aus 8 Jilektronen hestehende Edelgaskonfigu-
ration ungefihr die Symmetrie eines Wiirfels haben muf. Die
Haloide der Alkalimetalle (vom Typus des Steinsalzes NaCl)
kristallisicren im reguliren System; man mull aber annehmen,
daB die Bausteine dieser Gitter, wie sie von der Rontgenstrahl-
Analyse geliefert werden, nicht die neutralen Atome, sondern
die Jonen iz. B. Na* und (17) sind. Das folgt einmal aus der
Existenz ultraroter Eigenschwingungen des Gitters, die Stellen
selektiver Absorption und Reflexion bedingen (Reststrahlen);
sodann konnten DEBvE und ScHERRER®] durch quantitative
Messungen der Rontgendiagramme am LiF zeigen, daf} sich die
Elektronenzahlen der Bausteine verhalten wie 1:5, entsprechend

1Y loc. cit. S. 207.
2 P. DevE u. P. ScHERRER: Physikal. Zeitsche. Bd. 19, S. 474.
1918

Born. Atommechanik 1. 14
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einem Aufbau aus Li' mit 2 Elektronen und F = mit 10 Elek-
tronen '),

Aus dem kubischen Charakter der Kristalle wird man auf
die kubische Symmetric der Bausteine, der edelgasartigen
lonen, schlieBen. Weitere Anhaltspunkte fiir die kubische
Symmetrie erhilt man, wenn man versucht, die AbstoBung
zwischen den Ionen des Gitters auf elektrische Kréfte zuriick-
zufiihren und die Anordnung der Ladungen so anzunehmen, dal
man mit den gemessenen Kompressibilititen im Einklang ist?).

Man kann also mit einiger Sicherheit die kubische Symmetrie
der Edelgaskonfiguration behaupten. Die Chemie liefert dazu
das Resultat, dal das Atom dos Kohlenstofis C die Symmetrie
eines Tetraeders hat.

Symmetrie- Eigenschaften bestimmier Elektronengruppen spielen
bei dem Borrschen Aufbau des periodischen Systems eine grofie
Rolle: es wird nimlich angenommen, dal mehrere Elektronen-
bahnen gleicher Art (gleiche Quantenzahlen, gloiche Bahnform,
gleiche Energie) immer nur in einer Anzahl auftreten konnen,
die kleiner, hochstens gleich der Zahl ist, bei der die Konfigu-
ration ein solches Gebilde von hoher Symmetrie (wie Tetraeder,
Wiirfel usw.) ist. Eine theoretische Ableitung dieses Symmetrie-
prinzips aus mechanischen und quantentheoretischen Grund-
sitzon ist allerdings zur Zeit nicht mdglich.

Der Weg, auf dem Borr zum schrittweisen Aufbau der
Atome in der Reihenfolge ihrer Ordnungszahl gelangt, ist der
folgende.

Er betrachtet die Einfangung des am lockersten gebundenen
Elektrons durch den Atomrest. Dieser Prozel vollzieht sich
auf den stationiren Bahnen, von denen das Bogenspektrum des
Elements Kunde gibt. Wihrend dieses Prozesses zerfillt das
Atom in einen Rumpf und ein Leuchtelektron. Der Rumpf hat
die gleiche Elektronenzahl und eine um 1 hoéhere Kernladung
als das vorhergehende Atom. Die erste Frage ist nun, ob die
Elektronen im Rumpf dieselbe Anordnung baben, wie im vor-
hergehenden neutralen Atom; dariiber gibt in manchen Féllen

Y Eine ahnliche Untersuchung iiber Periklas MgO haben W. GERLACH
und O. PavLr (Zeitschr, f. Physik. Bd. 7, S. 116. 1921) ausgefiihrt.

%) M. Borx: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 20, 8.230. 1918;
E. MapELUNG: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 524. 1918.
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das Funkenspektrum Auskunft. Die zweite Frage ist die. in
welcher Endbahn das neu eingefangene Elektron liuft: ent-
weder ordnet es sich den im Rumpf vorhandenen &dufBersten
Elektronen gleichwertig ein, oder es liuft auf einer im Rumpf
noch nicht vorkommenden Bahn. Im ersten Fall fiillt es eine
schon vorhandene Schale weiter auf, im letzteren Fall beginnt
es eine neue Schale. Zur Entscheidung dieser Fragen mull man
die Quantenzahlen der Bahnen im Atom kennen.

Den diesem Verfahren zugrunde liegenden Gedanken nennt
Bour das Aufbauprinzip.

§31. Die wahren Quantenzahlen der optischen Terme.

Unsere niachste Aufgabe wird die genauere Festlegung der
Besetzungszahlen der cinzelnen Elektronenbahnen und der Werte
von n und k auf ihnen sein. Es bieten sich zur Lésung zwei
Wege, die Untersuchung der optischen Spektren und die der
Rontgenspektren.

Geht man die Reihe der Elemente durch und betrachtet
man jedesmal das Schema der Spektralterme, so sieht man
zunichst die groBe Ahnlichkeit der Spektren homologer Elemente.
Jedes Alkalispektrum zeigt dieselben Ziige, ebenso jedes Spek-
trum eines Erdalkali. Wir deuten dies durch die jeweils gleiche
Zahl der duBleren Elektronen (vgl. KosseL, § 30).

Wir wollen jetzt die Termwerte selbst heranziehen. Dazu
denken wir sie uns in der Form

Rh

,n*‘_’

W

geschrieben. Das Spektrum eines Elements kann dann durch
das System der n*-Werte wiedergegeben werden. Um einen
Uberblick zu geben iiber die Abhiingigkeit des Spektrums von
der Atomnummer, seien hier (S. 213) fiir die bisher geordneten
Spektren die effektiven Quantenzahlen n* des tiefsten Terms jeder
Serie, sowie die Dezimalstellen des absoluten Betrages der
RypBERG-Korrektion in der Grenze groBer n angegeben!).

1) Die Zahlen meist nach PAsCHEN-GOTZE (Seriengesetze der Linien-
spektren 1922) berechnet. Bei Dubletts oder Tripletts ist der Mittelwert
von n* angegeben; bei den Erdalkalien stehen in der ersten Zeile die
Werte fiir das REinfachtermsystem, in der zweiten Zeile die fiir das

14*
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Die Tabolle zeigt. dall bei fast allen Elementen die f- Terme
noch wasserstoffahnlich sind. Die Rypgtrc-IKorrektionen sind
hier. von denleichten Elementen abgesohen, am kleinsten bei Cu
und Ag: sio sind am groten bei den Erdalkalien und steigen
da in der Reihenfolge der Atomnummern an. Die d-Terme
sind nur bei den leichtesten Elementen (bis Na) wasserstoff-
ahnlich: bei den Alkalien ist die RypBERG-Korrektion noch
relativ gering und steigt deutlich mit der Atomnummer; bei
den Erdalkalien ist sie wescentlich grofer. Weiter hat es den
Anschein. als lige die Korrektion bei Cr, (‘u und Ag wieder
nahe bei O (nicht bei einer anderen ganzen Zahl). Die p- und
s-Terme endlich weichen stark von den Werten beim Wasser-
stoff ab. Es sieht also so aus, als verliefen die f-Bahnen
noch im allgemeinen auflerhalb des Rumpfes, als tauchten die
d-Bahnen bei vielen Elementen ein, hei anderen noch nicht,
und als seien die p- und s-Bahnen, auBler bei den leichtesten
Elementen, stets Tauchbahnen.

Um diese Auffassung zu stiitzen, betrachten wir die Radien
dor Atomriimpfe. Die GroBe der Riimpfe bei den Krdalkalien
oder. was dasselbe ist, die GroBle der Erdalkali-Tonen, kdnnen
wir aus dem Funkenspektrum entnchmen. Diese lonen haben
nimlich nur ein dulBeres Elektron. das Aphel seiner Bahn liegt
in einem Gebiet, wo das Kraftfeld des Atoms angenihert
CovromBschen Charakter hat, und der Aphelabstand hingt in
gleicher Weise von der Energie und damit von #* ab wie beim
Wasserstofl:

a 1 ., 1/ k*
}IHV (e = Zn <1 B l/ 1= 77L;‘;‘)> '

Da die erste s-Bahn die Grundbahn der Erdalkali-Tonen ist,
entnehmen wir aus den Funkenspektren der Erdalkalien die
w*-Werte des ersten s-Terms und sehen den daraus berechneten
Aphclabstand als Rumpfradius fiir das Erdalkali an. In gleicher

Dreifachtermsystem; bei He bezieht sich die erste Zeile auf das System
der Einfachterme, die zweite auf das der Dubletterme. Von O ab sind
in der Spalte der RypBirrG-Korrektionen nur die Dezimalstellen von — 46
angegeben. Dort wo die bekannten Terme keine Extrapolation auf
n = erlauben, ist die RYDpBERG-Korrektion des letzten bekannten in
Klammern angegeben.
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n* dos ersten Rydberg-Korrektion fiir
grofle n des
s- p- d- /- §- »- d- f-
Terms Terms
1 H 1,00 2,00 3,00 4,00 0,00 0,00 0,00 0,00
9 H 0,74 2,01 3,00 4,00 —0,14 +0,01 0,00 0,00
© 1169 194 299 400 [ —0,30 —007 000 000
3 Li 159 196 3,00 4,00 —040 —0,05 0,00 0,00
80 JIx2 227 298 14 70 02
11,74 217 2,97 13 78 04
10 Ne Y 1.67 2,15 299 30 33 02
11 Na 1,63 2,12 2,99 4,00 34 85 01 00
12 M 1,33 2,03 2,68 52 04 56
! 2,81 166 2,83 3,96 63 12 17 06
13 Al 219 1,51 2,63 397 76 28 93 05
19 K 1,77 2,23 2,85 3,99 17 v 25 01
90 (° 1,49 2,07 2,00 3,97 33 93 95 09
U La 1249 1,79 1,95 3,92 44 95 99 10
. 1,38 " (12)
2% Cr 1,42 {2,03 2,99 5 5 oy
25 Mn 2,31 1,63 2,89 60 (37 08
29 Cu 1.3 1,86 2,98 4,00 53 (09) 02 00
30 Zn 1,20 1,94 2R7 62 09 20
12,34 1,60 2,90 3,98 72 20 08 04
31 Ga 2,16 1,02 2,84 78 27 24
37 Rb 1,20 227 2,77 3,99 13 66 35 03
38 Sr [1,54 213 2,06 4,14 (26) (59) 75 10
' 1255 1,87 1,99 391 37 85 80 12
47 Ag 1,34 1,90 2,98 3,99 52 (05) 01 01
&8 Cd 123 195 287 57 05 21
1228 1,62 289 397 67 14 07 03
49 In 2,21 1,55 2,82 73 19 29
55 Cs 187 285 255 3,98 05 57 45 04
56 Ba 1,62 2,14 1,39 2,85 43 (78) 45 (92)
2,63 1,94 1,82 3,84 28 67 ik 12
80 H 1,14 191 292 63 00 08
g 1224 1,59 293 397 71 10 05 03
81 Tl 2,19 1,56 2,90 3,97 74 19 10 03

Yy Das Neonspektrum

hat bekanntlich zwei Systeme von Termen,

die nach verschiedenen Grenzwerten konvergieren. Zur Berechnung von
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Weise kénnen wir auf die Rimpfe der erdalkaliihnlichen
Elemente Zn und Cd schliefen. da wir auch von ihren Ionen
annchmen missen, dall sie nur ein dulleres Elektron haben.
Fir die Radien der Alkali-Tonen und der Ionen von Cu und
Ag erhalten wir eine obere Grenze aus ihren Abstdnden in
den Kristallgittern ihrer Salze: der Abstand des Na*- und
Cl' -Ions im Steinsalzgitter muf} z. B. groBer sein als die Summe
der Iononradien. Durch solche Uberlegungen erhilt man alle
Radien bis auf eine additive Konstante, die man ndherungs-
weise s0 bestimmen kann. daf man die der beiden dem A-Atom
ahnlichen Tonen K’ und €l einander gleich setzt. Eine
zweite obere Grenze der Alkali-Ionenradien bilden die aus gas-
kinetischen Betrachtungen bekannten Radien der Atome der
vorausgehenden Edelgase: die Alkali-Ionen miissen wir als
dhnlich gebaut ansehen wie die Edelgase, ihre Ausmafle miissen
aber der hoheren Kernladung wegen etwas kleiner sein.

Die so berechneten Ionenradien stellen wir in der folgenden
Tabelle zusammen. Sie sind in Einheiten des Wasserstoffradius
ag angegeben ').

Die Tabelle zeigt das Anwachsen der Rumpfradien homologer
Elemente mit der Atomnummer sowie die Tatsache, daf} die
Radien der Erdalkalirimpfe relativ grof}, die von Cu und Ag
sehr klein sind.

Eine f-Bahn hat in einem streng CovLoaBschen Feld einen
Perihelabstand. der groBer ist als 8 ag (vgl. § 24). Durch die
Abweichungen vom CouLomB-Feld in der Umgebung der Atom-
vimpfe wird or herabgedriickt. Wir wollen diese Rechnung
aber nicht durchfithren ?), da wir fiir unsere Zwecke (die Fest-

7* hat man den betr. Term von der Grenze des Systems ab zu zihlen,
dem er angehort. Der angegebene p-Term ist der tiefste optisch be-
kannte. Durch ElektronenstoBmessungen (G. HERTz : Zeitschr. f. Physik.
Bd. 18, 8. 307. 1923) kennt man auch den Term des Grundzustandes,
der sehr wahrscheinlich ein p-Term ist. Fiir ihn ist 2* = 0,79.

Y Es gibt noch andere Methoden, die Radien der Alkalirimpfe zu
bestimmen, auf die wir hier nicht eingehen wollen. Die Ergebnisse
stimmen zu der hier angegebenen oberen Grenze. Vgl. die Zusammen-
stellung von K. F. HERzFELD: Jahrb. d. Radioakt. u. Elektronik Bd. 19,
S. 259, 1922.

) Die Rechnungen sind ausgefiihrt von F. HuND: Zeitschr. f. Physik,
Bd.22, 8. 405. 1924. Sie ergeben mit den aus anderen Erscheinungsgebieten
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Obere Grenze des Radius Aus n*
aus berechneter
gaskinetisch  (jitterabstand Radius
3 Li- 18 ‘ 1,7
11 Nat 2,2 2,4
12 Mg* 3,3
19 K~ 2,6 2,9
20 Ca* 4,3
29 Cu- 1,2—1,4
30 Zn” 2,5
37 Rb~ 3,0 3.2
38 Sr+ 4,7
47 Ag- 0,922 1)
43 Cd~ 2,6
55 (s~ 3,3 ‘ 3,7
56 Ba~ 52

legung der wirklichen Quantenzahlen) mit einer qualitativen
Uberlegung auskommen. Wir sehen, eine f-Bahn kann am
ehesten bei den schweren Erdalkalien in Rumpfnihe kommen:
wir verstehen die groBe RypBERG-Korrektion bei Ba und die noch
verhialtnismdBig grofle bei Sr und Ca; iberhaupt finden wir
ein vollkommenes Entsprechen der Rumpfradien mit den
RypaERG Korrektionen. Dieser Zusammenhang erlaubt uns, auch
bei den wenigen anderen Elementen, deren RypBERG-Korrek-
tionen hekannt sind, auf den Ionenradius zu schlieen; so
nehmen wir an, dafl er bei Al wenig kleiner ist als bei Mg
und daB er bei Hg und Tl die gleiche Gréfenordnung hat als
bei Zn und Cd.

Im Wasserstoffatom haben die d-Bahnen einen Perihel-
abstand von mehr als 4.5 ag (die Kreisbahn n = 3 hat 9 ag),

bekannten RumpfgroBen bei Annahme halbzahliger £ bessere Ubereinstim-
mung als bei Annahme ganzzahliger k. Sie scheinen also eine zweite
Stiitze dafiir zu geben, daB die duBleren Elektronen sich in vieler Hinsicht
g0 verhalten, als sei ihr Impulsmoment halbzahlig.

1) Die aus verschiedenen Ag-Salzen gewonnenen Werte sind stark
verschieden.



216 3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron.

im nur Covroems-ihnlichen Feld auflerhalb der Atomrimpfe ist
er kileiner. Dic fast verschwindenden Rypsrra-Korrektionen
hei ('u und Ag verstehen wir so, dal die d-Bahnen bei ihnen
weit aulerhally des Rumpfes verlaufen. Die kleinen Werte bei
den Alkalien und bei Zn. Cd und Hg zeigen, dall die d-Bahnen
auch dort noch duBere Bahnen sind: bei Rb und Cs kommen
sie allerdings dem Rumpfrand nahe. Bei den schwereren Erd-
alkalien Ca, Sr, Ba 1iissen wir ein Eintauchen annehmen.
Dabei ist auffullend. daB trotz der Zunahme dos Rumpfradius
von Ca bis Ba diec n*-Werte (fiir groie n) zunehmen: es fithrt
dics zu der Annahme, dall die RypBeERc-Korrektionen der
Tabelle um ganze Zahlen zu &ndern sind und 0,95 bzw.
rrrrr 0,92 bei (a, -—- 1,75 bzw. -1,80 bel Sr und — 2,45 bzw.
-~ 2,77 bei Ba lauten. Der tiefste d-Term entspriche dann
bei (‘a noch einer 3,-Bahn, bei Sr einer 4.-. bei Ba einer
5,-Bahn. Bemerkenswert sind die Fille, wo die RypeERG-Kor-
rektionen der f- und -Bahnen nicht parallel gehen. So ist bei
7Zn der Betrag der f-Korrektion groBer, der der d-Korrektion
kleiner als bei K; Cd und Hg haben wesentlich kleineren Be-
trag der d-Korrektion als Rb und (s, wiahrend der der f-Kor-
rektion ungefihr der gleiche ist. Die Erklirung ist die hohe
Svmmetrie der Alkali-Ionen; sie bedingt, dall das Potential bei
ihnen in der Nihe des Randes mit einer hohen Potenz von r
geht, wihrend es sich bei den weniger symmetrischen Riimpfen
von Zn, ('d und Hg langsamer iindert.

Die p-Bahnen verlaufen bei den ganz leichten Elementen
noch aullen, wahrscheinlich auch noch bei Cu und Ag. Thre
kleinen Rumpfradien und die fast ganzzahligen Werte von n*
lassen es vermuten. Dagegen sind die scheinbar kleinen Ryb-
BERG-Korrektionen von Mg (-— 0,04 und — 0,12), Zn (- 0,09
und - 0,20), Cd (— 0,05 und — 0,14), sowie Hg (— 0,00 und

- 0,10) sicher um eine ganze Zahl zu erhohen; ihr Betrag wire
ja sonst nicht gréfer als der der d-Korrektionen. Beachten
wir wieder, dafl die n*-Werte in der Reihe der Alkalien mit
zunehmendem Rumpfradius ebenfalls zunehmen, so miissen wir
annehmen, daBl die wahren n-Werte 3 bei Na, 4 bei K, 5 bei
Rb, 6 bei Cs sind und die RypBERG-Korrcktionen — 0,85;
— 1,70; — 2,66 und — 3,567. Bei den Erdalkalien miissen ihre
Betriige etwas groBer sein, wir nehmen also — 1,04 bzw. — 1,12
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bei Mg: — 1,93 bzw. — 1.95 bei (‘a: — 2,09 bzw. — 2,85 bei
Sr; — 3,73 bzw. — 3,67 bei Ba.

Dic s-Bahnen tauchen offenbar schon von der zweiten
Periode ab. Damit die Betriige der RypBERG-Korrektionen mit
steigendem Atomradius zunchmen, miissen wir o — — 1,34 bei
Na (— 0,34 wiire dem Betrag nach kleiner als die p-Korrektion);
— 2,17 bel K; — 3,13 bei Rb und -- 4,05 bei ('s annchmen.
Die dem Betrag nach etwas groferen Werte der Erdalkalien
lassen sich ebenfalls cindeutig aus der Tabelle ablesen. Fir
Al nehmen wir - 1,76; fur Cr bis Ga sind Werte zwischen
—2und - 3, fur Ag, Cd. In Werte zwischen -~ 3 und — 4,
fir Hg und T1 Werte zwischen — 4 und -5 sehr wahrschein-
lich. Nach der Abschétzung 4] § 28 der RypBERG-Korrektion
ist fiir diese die Hauptquantenzahl der grofiten im Rumpf ver-
laufenden s-Bahn wesentlich, und diese ist offenbar bei Cu,
Zn, Ga diesclbe wie bei Rb, bei Ag, (d, In dieselbe wie bei
(s, und auf die Werte in der sechsten Periode konnen wir
durch Analogie schliefen.

Wir ergiinzen diese Betrachtung durch eine andere rohe
Abschitzung der o-Werte fiir die s-Terme, namlich die von
vany Urk angegebene. Wir ersetzen also die Elektronengebiude
der Atomriimpfe durch geladene Kugelschalen, deren Radius
etwas grofer als Lag ist (so grofl miissen sie sein, damit die
8-Bahnen Tauchbahnen sind), und nehmen an, daB im Inneren
der Schalen dic volle Ladung der Kerne (gleich der Ord-
nungszahl im  periodischen System) wirksam ist. Da die
betr. s-Bahnen denselben Drehimpuls haben wie die innersten
Bahnen des Rumpfes, aber geringeren Betrag der Energie, und
da das Feld des Rumpfes in Kernndhe wieder CouLoMBschen
Charakter hat. so haben die inneren Schleifen jener s-Bahnen
denselben Parameter wie die kernnidchsten Rumpfbahnen, sie
kommen also wirklich unter den EinfluB der unverminderten
Ladung des Kernes. Die Anwendung der Gleichung (2) § 28
ergibt die in der folgenden Tabelle angegebenen d-Werte (Oner ).
Dahinter sind die einzigen mit diesen unteren Grenzen und den
empirischen Termen vertriglichen d-Werte angegeben (dxorr)-

Damit konnen wir die wirklichen Hauptquantenzahlen und
wirklichen RyDpBERG-Korrektionen der empirisch bekannten
Terme bis auf wenige Ausnahmen als bestimmt ansehen. Als
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aher 6k0rr

3 Li - 0,06 — 0,40
11 Na —0,74 — 1,35
19 K — 1,24 — 2,18
29 Cu — 2,59
37 Rb -2,08 — 3,14
47 Ag 3,54
55 Cs — 2,74 (—4,06)
87 — — 3,69

Zusammenfassung geben wir jetst (S. 219) eine Tabelle der nega-
tiven Werte — ¢ der wahren RypBERG-Korrektionen (fiir grofe n)
und der Quantenzahlen der ersten Terme jeder Serie. Der
Normalzustand ist dabei durch Fettdruck gekennzeichnet. Er
ist dadurch bestimmt, dafBl die von ihm ausgehenden Linien
bei gewdhnlicher Temperatur in® Absorption auftreten.

§ 32. Der Aufbau des periodischen Systems der
Elemente.

Wir konnen jetzt daran gehen, den schritfweisen Aufbau des
periodischen Systems zu vollziehen unter Benutzung des ge-
samten hierzu gesammelten Materials, nimlich der Eigenschaften
der Rontgenspektren (§ 29), des chemischen Verhaltens (§ 30) und
der in der Tabelle S. 219 zusammengestellten groBen Ziige des
optischen Spektrums.

Zur Erinnerung an die Ordnung der Elemente im perio-
dischen System geben wir eine auf J. THomsEN zuriickgehende,
hiufig von Bour benutzte Darstellung (Abb. 17).

Wasserstoff (1 H) hat im Normalzustand ein Elektron auf
einer Bahn mit der Hauptquantenzahl 1. Solange man die
Bahn als genaue KepLER-Ellipse auffalBt, ist die Nebenquanten-
zahl unbestimmt. Die Beriicksichtigung der Relativitats-Theorie
im § 33 wird uns jedoch zeigen, dall auch der Gesamtdreh-
impuls durch eine Quantenbedingung festzulegen ist, ohne daB
sich dabei die Energie wesentlich &ndert. Die Grundbahn des
Elektrons ist also eine 1,-Bahn.

Beim Helium (2 He) wird in den angeregten Zustdnden nach
dem Bourschen Aufbauprinzip der Rumpf bis auf die hchere
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Negative Rydberg-Korrektionen
(~ ) Quantenzahlen der ersten
i p Terme jeder Serie
] P
1 H 0,00 000 000 0,00 1, € 3 4
‘ 0,14 — 001 0,00 0,00 Lo, .
2 He {0,30 007 000 000 o %34
3 Li 040 005 0,00 0,00 2 2, 8, 4,
;‘ (1,14 0,70 0,02
80 1018 078 0,04 3 8 4
10 Ne 130 0,88 0,02 3, 3,9 3, 4,
11 Na 1,34 0,85 0,0l 0,00 3, 3, 3 4
(1,52 1,04 056 A 3, ..
12 Mg 163 112 017 0,06 4 3. 33 4,
13 Al 1,76 128 093 0,05 4, 3, 3, 4
19 K 217 1,70 0,25 0,01 1, 4, 2 4
o (233 193 095 0,09 4 N
00 2% 1y 092 010 o0k B4
% Cr 2.43 (0,01) 4, 3
25 Ma 2,60 0,08 5, 3,
29 (' 258 (0,09) 0,02 0,00 4,2, 5, 4
, 12,62 0,20 1 .
0o | 5 Oog 004 o 3, 4,
31 Ga 278 0,24 5, 3,
37 Rb 3,13 266 035 0,03 5, 5 3, 4,
o | 1326 @59 1,75 0,10 5 .
WSl 1337 28 180 012 6, o k4
4 Ag 352 (0,05 0,01 0,01 5, 2, 3 4
3,57 0,21 b 5
R Cd {%7 oo 003 5 3, 4,
49 In 3,73 0,29 6, 3,
55 Cs 405 357 045 0,04 6, 6, 3 4
(443 (3,73) 245 (0,92) 6
6 Ba |\ on 867 277 012 7. 6 a4
. 14,63 0,08 6 ‘
wg | % 005 0,08 ” 3. 4,
SEY 474 0,10 0,03 1, 3, 4

) Durch ElektronenstoBmessungen ist ein tieferer Term bekannt,
der als 2,-Term gedeutet werden muB. Er entspricht vermutlich dem
Normalzustand.
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Kernladung mit dem Wasserstoffatom im Normalzustand tber-
einstimmen. Nun ist aber die energiereichste oder Grundbahn
des Leuchtelektrons ebenfalls eine 1,-Bahn, daher wird das He-
limm im Normalzustand zwei (vermutlich gleichwertige) 1,-Elek-
tronenbahnen haben. Einige Betrachtungen iiber dieses System
werden spitter (§ 48) folgen. Einem solchen System von zwei
1,-Bahnen mufl man nach KosstEL eine besondere Stabilitdt
zuschreiben, wie sie allen Edelgasen zukommt: in der Termi-
nologic der Réntgenspektren ist dieses Gebilde die K-Schale.
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Abb. 17.

Warum es zwei Termsysteme, ein Einfachtermsystem (Par-
helium), dem der Grundzustand angehért, und ein Dublettsystem
{Orthohelium) gibt und warum die beiden nicht miteinander
kombinieren, kann vom Standpunkt unseres Buches nicht be-
handelt werden.

Die Konfiguration von zwei 1,-Bahnen kehrt nun als Rumpf
des angeregten Lithiumatoms (3 Li) wieder. Nach Ausweis der
Spektren ist hier die Grundbahn keine 1 -, sondern eine 2,-Bahn.
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Hieraus miissen wir schlieflen, dall nach den (noch unbekannten)
Gesetzen der Atommechanik ein Syvstem von drei 1,-Bahnen
unter dem Kinflul der Kernladung 3 nicht mdglich ist.

Die Spektren der beiden folgenden Elemente Beryllium (1 Be:
und Bor (5 B) sind nicht geniigend bekannt, als dal wir daraus
Schliisse auf die Elektronenbahnen ziehen kénnen. Man kann
nur aus der Zweiwertigkeit des Bervllium und aus der Drei-
wertigkeit des Bor schliefon. dafl die neu hinzutretenden Elek-
tronen in Bahnen mit der Hauptquantenzahl 2 gebunden werden
und daf} dic Zahl der 1,- Bahnen zwei bleibt, der K-Ring also
mit der He-Konfiguration abgeschlossen ist. Man kennt nun
das Funkenspektrum des Kohlenstoffs®i; als tiefster Term tritt
darin ein 2,-Term auf. Da das Boratom idhnlich gebaut sein
mull wie das einwertige Kohlenstoffion, miissen wir annchmen,
daBl im Bor aufler der K-Schale noch zwei 2,- und eine 2,-Bahn
vorhanden sind. Wir finden also hier den gleichen Fall wie
beim Lithium. dal} nicht mehr als zwei gleichwertige Elektronen
vorkommen,

Beim Aohlenstoff 16 C; kommt ein weiteres Elektron hinzu,
das wahrscheinlich auf einer 2,-Bahn gebunden wird. Ein solches
System von zwei 2,- und 2,-Bahnen hat nun nicht ohne wei-
teres die Tetraedersymmetrie, die man aus chemischen und
physikalischen Griinden (Diamantgitter) gewohnt ist, dem C-
Atom zuzuschreiben. Da man aber iiber die verwickelten Be-
wegungen im Atom nichts weill, so braucht man hier keinen
Widersprueh zu schen. Ein anderer Ausweg wire die Annahme,
daB zwar in den angerogten Zustinden der C-Rumpf den Bau
des einwertigen (-Tons hat, daBl aber beim Ubergang in den
Grundzustand die vier Elektronen in gleichwertigen Bahnen ge-
bunden werden.

CUher die ndchsten Elemente (7 N. 8 O, 9 ¥) weiBl man spektro-
skopisch zu wenig. Die chemische Wertigkeit besagt, dall N,
0, F Affinitiit zu drei, zwei, einem Elektron haben.

Beim Edelgas Neon (10 Ne) mull die von den KosseLschen
Vorstellungen geforderte Achterschale erreicht sein; wir kénnen
also annehmen, dall die 8 seit dem Li hinzugekommenen Elek-

1) A. FowrLER: Proc. of the Roy. Soc. of London (A) Bd. 105, S. 299,
1924.
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tronen auf Bahnen mit der Hauptquantenzahl 2 gebunden sind.
Wie sie sich auf die 2,- und 2,-Bahnen verteilen, lassen wir
dahingestellt.

Die Auffassung von der vollbesetzten Achterschale wird be-
stiatigt durch das gutbekannte Spektrum des Nairium (11 Na),
Die Grundbahn des Leuchtelektrons ist eine 3,-Bahn, die
energiereichste p-Bahn eine 3,-Bahn. Auflerhalb des Rumpfes
kommen also keine Bahnen mit n = 2 mehr vor. Wir schliefen
daraus, dal} die Schar der Elektronen, fir die n == 2 ist. mit der
beim Neon erreichten Zahl 8 abgeschlossen ist. Wir nennen dieses
tebilde mit der Bezeichnung der Réntgenspektren die L-Schale.
Der Aufbau dieser L-Schale erfiillt also die zweite Periode des
Svstems der FElemente, wihrend die K-Schale in der ersten
aufgebaut wurde.

Da beim Magnesium 112 Mg) die Grundbahn des Leucht-
elektrons wieder eine 3,-Bahn ist, nehmen wir in Uberein-
stimmung mit der Zweiwertigkeit an, dafl das Magnesiumatom
im Normalzustand auBer der K- und L-Schale noch zwei gleich-
wertige 3,-Elektronen hat.

Beim dluminium (13 Al) tritt eine 3,-Bahn als Grundbahn
auf. Wir sehen also, daB ein System von drei 3 ,-Bahnen nicht
als duBlerste Schale vorkommen kann. Wir fanden bei Li und
(' ~ etwas entsprechendes, nimlich die Unmadglichkeit der Existenz
dreier 1,- oder 2,-Bahnen.

Beim Silizium (14 8i) ist wieder das Spektrum nicht hin--
reichend bekannt; wir kennen aber die Vierwertigkeit und
schlieBen daraus, daB der L-Ring von vier Bahnen mit n =3
umgeben ist.

Von den folgenden Elementen (15 P, 16 S, 17 Cl) kennt
man auch nur die Affinititen zu drei, zwei, einem Elektron.
Das Jotzte Element der Periode ist das Edelgas Argon
{18 A), bei dem wieder eine abgeschlossene Schale von & Elek-
tronen vorliegen muB. Den naheren Aufbau dieser Schale dis-
kutieren wir am besten durch die Betrachtung des folgenden
Elements Kalium (19 K), dessen Rumpf dieselbe Struktur
haben muB.

Das Spektrum des Kalium zeigt als Grundbahn des Leucht-
elektrons eine 4,-Bahn und als energiereichste p-Bahn eine
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4,-Bahn; die Schar der 3,- und 3,-Bahnen ist also mit der
Erreichung der Achterschale des Argon abgeschlossen. Die
3,-Bahn ist beim Kalium lockerer gebunden als die 4,- und
gelbst als die 4,-Bahn, sie hat ndmlich gréBere effcktive Quanten-
zahl (2,85 im Vergleich zu 2,23 bei der 4,- und 1,77 bei der
4 -Bahn). Die im Argon abgeschlossene Schale enthilt also
nicht alle Bahnen mit der Hauptquantenzahl 3, sondern nur
die 3,- und 3,-Bahnen.

Beim zweiwertigen Kalzium (20 Ca) tritt nach ibereinstim-
mender Aussage der Chemie und des Spektrums ein zweites
auf einer 4,-Bahn gebundenes Elektron hinzu.

Die nun folgenden Elemente zeigen schr verwickelte Spek-
tren, zu deren Serienordnung vorlidufig nur geringe Ansitze vor-
handen sind. Thre Terme haben sehr hohe Vielfachheit, z. B.
hat Mn u. a. achtfache Terme; die Elemente haben ferner je
mehrere Termsysteme, so dafl z B. bei oinem Element mehrere
p- oder d-Terme gleicher Vielfachheit auftreten konuen, die
nicht zu einer Serie gehdren; der Grundzustand ist nicht immer
wie bisher ein s- oder p-Zustand, vielmehr kommen d- und
{-Bahnen als Grundbahnen vor. Auch chemisch bilden die Ele-
mente von Skandium bis Nickel eine besondere Gruppe. In
ihrer chemischen Wertigkeit setzen sie die Reihe K, Ca, Sc
nicht einfach fort, vielmehr haben sie stark wechselnde Wertig-
keiten, die in ihren Héchstwerten im allgemeinen ihrer Stellung
im gewohnlichen Schema des periodischen Systems entsprechen
(Ti 4-, V 5-, Cr 6-, Mn 7-wertig), die aber bis 2 heruntergehen
kinnen. An dieser Stelle kann man auch zur Kennzeichnung der
Elemente die bekannte Kurve (Abb. 18) der Atomvolumina nach
LotHar MEYER benutzen (Atomgewicht durch Dichte im festen
Zustand). Auf dieser Kurve bilden die Alkalielemente scharf
ausgepragten Maxima, was nach unserer Auffassung daher rithrt,
daB sie etn duBeres Elektron auf einer Ellipsenbahn haben.
Hier kommt es uns darauf an, daB die Elemente Ti bis Ni
gimtlich in der Néhe des dritten Minimums der Kurve liegen
und nur wenig verschiedene Atomvolumina haben. Ein wei-
terer Unterschied dieser Elemente von den vorangegangenen
beruht auf dem magnetischen Verhalten und der Firbung der hete-
ropolaren Verbindungen, in welchen die Elemente als Ionen vor-
handen sind.
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Nach Lapexsurc') sind nimlich
Gruppe Ti bis Cu (letzteres nur in der zweiwertigen Form)
paramagnetisch charakteristische Ifirbung  (vgl.
Abb. 18). d. h. es existieren Elektronenspriinge von so kleiner
Energle(hﬁ“erena, daB sie sichbares Licht absorbieren. LADENBURG

hat noch vor der Bourschen Systematik der Quantenzahlen dieses
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Verhalten so gedeutet, dall er in der Gruppe der Elemente von
Sc bis Ni die Ausbildung einer ,Zwischenschale“ annahm. Die
neu hinzukommenden Elektronen sollen sich nicht aullen an-
lagern, sondern auch im Innern, wihrend zunichst die beiden
diuBeren Elektronen des (‘a erhalten bleiben.

Borr hat diese Vorstellung so prizisiert, dafl er annahm,
daB in der Gruppe Sc bis Ni die Schar der 3,- und 3,-Bahnen

Vl) R. LADENBURG: Zeitschr. f. Elektrochem, Bd. 26, S.262, 1920, Dieser
Arbeit ist auch Abb. I8 entnommen.
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durch 3,-Bahnen vervollstindigt wird. Inwiefern eine solche
Vervollstiindigung innerer Gruppen einmal eintreten muf, wer-
don wir spiter im Zusammenhang betrachten. Dafl eine 3,-
Bahn bei den nun folgenden Elementen im Atominnern tat-
sichlich vorhanden ist, zeigt das Auftreten des letzten M-Terms
der Réntgenspektren bei Cu (vgl. Abb. 16, S.203). Die im Rumpf
verlaufenden 3,- Bahnen hindern nicht das Auftreten von an-
geregten 3,-Bahnen im Auflern. wie die Tabelle auf S. 219 bei
Cu, Zn, Ga. Rb zeigt.

Die Elemente Kupfer (29 (‘u) und Zink (30 Zn) ahneln in
thren Spektren den Alkalien und Erdalkalien. Wir haben bei
(‘u ein duberes aunf einer 4,-Bahn gebundenes Elektron anzu-
nehmen, bei Zn zwei solche 4, - Elektronen. Entsprechend dem
Al tritt das Leuchtelektron bei Gallium (31 Ga) aunf einer 4,-
Bahn auf. An achter Stelle hinter dem Ni kommt -das Edel-
gas Krypton (36 Kr), so dal die Gruppe Cu bis Kr sehr der
zweiten und dritten Periode dhnelt. Wir nehmen daher an, daB}
in dieser acht vierquantige Elektronenbahnen (4,- und 4,-Bahnen)
an die bei Ni vollendete dreiquantige Schale angebaut werden.

Dafl bei Kr die N-Schale (n:--4) zunichst abgeschlossen
ist, zeigen die Spektren des Rubidium (37 Rb) und Strontium
(388r); sie beweisen im Verein mit dem chemischen Verhalten
dieser Klemente, dal wir im Normalzustand ein bzw. zwei
duBlere Elektronen auf 5,-Bahnen haben. Die folgenden Ele-
mente Yttrium (39Y) bis Palladium (46 Pd) setzen wieder (wie
die Gruppe Sc bis Ni} die Reihe nicht einfach fort, sondern
zeigen stark verdnderliche Wertigkeit. Es liegt nahe anzunehmen,
dall bei dicsen Elementen die noch fehlenden 4,-Bahnen zum
erstenmal auftreten; in der Tat sehen wir bei Silber (17 Ag)
einen entsprechenden Rontgenterm. Das Auftreten von 4,-
Bahnen im Rumpf hindert wieder nicht, daB auflerhalb des
Rumpfes im angeregten Zustand Elektronen auf einer 3,-Bahn
laufen konnen, wie es bei Ag, (!d, In der Fall ist.

Die Elemente Silber (47 Ag), Kadmium (48 Cd) und Indium
(49 In) entsprechen in ihrem Spektrum und ihrem chemischen
Verhalten den Elementen Cu, Zn, Ga. Bei ihnen werden der
vierquantigen Schale (4,-, 4,-, 4,-Bahnen) zwei 5,- und eine
5,-Bahn angelagert. Bei Xenon (54 X) miissen wir die 5,- und
5,-Gruppe als vorlidufig abgeschlossen ansehen.

Born. Atommechanik I. 15
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Die sechste Periode beginnt mit Cdsium (55 ('s) und Barium
56 Ba) in Analogie zur fiinften; die Grundbahnen des Leucht-
cloktrons sind 6,-Bahnen. Das Lanthan (57 La) und die Ele-
mente vor Platin (78 Pt) ithneln der Gruppe Y bis Pd. Wir
diirfen dort den Aufbau der 5,-Gruppe annehmen; in der Tat
tritt ein 5,-Rontgenterm bald hinter Platin auf. In diese
Gruppe hinein fiillt aber noch eine weitere Gruppe von Ele-
menten ziemlich gleichartigen chemischen Verhaltens, die sel-
tenen Erden; wir diirfen sie der Ausbildung der noch fehlenden
4,-Bahnen entsprechen lassen: ein 4 -Rontgenterm tritt bei Ta
173 Ta. auf. Die Elemente (fold (79 Au) bis Niton (86 Nt) ent-
sprechen  wieder den Elementen Ag bis X und bringen den
vorliufigen Ausbau der 6,- und 6,-Bahnen. Die letzte Periode
bringt dann die Anlagerung von 7,-Bahnen.

Uberblicken wir noch einmal das periodische System und
lassen wir die (in der Abbildung 17 eingerahmten) Gruppen
besonderen chemischen und spektroskopischen Verhaltens vor-
ldufig weg, so werden in der ersten Periode zwei 1,-Elektronen,
in jeder folgenden acht n,- und n,- Elektronen angebaut. Die
Gruppe der Eisenmetalle (Sc¢ bis Ni) bringt zehn weitere Elek-
tronen in dreiquantiger Bahn. so daB wir im ganzen 18 drei-
quantige Bahnen bekommen. Die Palladiumgruppe (Y bis Pd)
bringt 10 und die Gruppe der seltenen Erden 14 weitere vier-
quantige Bahnen, deren Zahl damit auf 32 erhéht wird. Bomr
nimmt, um symmetrische Anordnung zu ermdglichen, an, daB
sich die 8 Elektronen mit #» =2 zu je vieren auf die 2 - und
2,-Bahn verteilen, die 18 Elektronen mit n = 3 zu je sechsen
auf die 3,-, 3,- und 3,-Bahn und die 32 Elektronen mit n =4
zu je achten auf die vier vierquantigen Bahnen; doch gibt es
hierfir keine empirischen Belege.

Zur Bestitigung der Auffassung vom Ausbau innerer Elek-
tronengruppen sei noch (nach Borr und CostER) auf die Darstel-
lung der Rontgenterme (Abb. 16, S. 205) hingewiesen, wo sich bei
den betr. Werten von Z deutliche Knicke der Kurven zeigen.

Zur Ubersicht geben wir hier eine Tabelle der Besetzungs-
zahlen wieder.

Um den Aufbau des periodischen Systems deduktiv ab-.

leiten zu konnen, miilte man theoretisch verstehen, mit hochstens
wieviel Elektronen eine bestimmte Quantenbahn besetzt werden
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kann. Vorlautig kénnen wir hierfiir nur Regeln aufstellen, die
wir nachtriglich aus dem periodischen System entnehmen. So
scheint eine dullere, d. h. unter dem EinfluB geringer Kern-
anziehung stehende Bahn nicht drei Elektronen aufnehmen
zu konnen (vgl. Li, ("*, Al, Ga, In, T1). Die 1,-Bahn scheint
tiberhaupt héchstens zwei Elektronen aufnehmen zu konnen,
die zweiquantigen Bahnen zusammen hochstens 38, die drei-
quantigen unter dem Einflul geringer Anziehung (in der dritten
Periode; auch hochstens 8. weiter im Atominnern (von der
Eisengruppe ab) jedoch 18; die vierquantigen Bahnen scheinen
ebenfalls zunichst bis 8, weiter im Innern aber bis zu 32 Elek-
tronen aufnehmen zu kénnen,

Wenn man diesec Hochstbesetzungszahlen einfach als ge-
geben hinnimmt, xo ist die Reihenfolge der Quantenbahnen in
ihrer Anlagerung einigermaflen zu verstehen. Man mul} fordern:
An eine vorhandeno Elektronenkonfiguration lagert sich ein
neu hinzukommendes Elektron in einer solchen Quantenbahn
an, in der es die geringste Energie hat (in der es am stirksten
gebunden ist). Dabei hat man zu beachten, dal} ein Atom nicht
aus dem vorangehenden Atom durch Hinzutreten eines Elek-
trons entsteht, sondern aus seinem eigenen positiven Ion. Dieses
hat zwar dieselbe Elektronenzahl wie das vorangehende Atom,
abereine etwas héhere Kernladung. Dal} diese Kernladung gelegent-
lich wesentlich sein kann, zeigen die folgenden Uberlegungen.

Wir nehmen an. ein [on enthielte eine Anzahl vollbesetzter
Quantenbahnen. und wir fragen nun, welche von den nicht be-
setzten ist die am stiarksten gebundeno. Die Antwort daraufkoénnen
wir in zwei Grenzfillen erteilen. Wenn die Kernladung sehr viel
grofier ist als die Elektronenzahl, so ist das Kraftfeld im Ion und
in seiner Umgebung nahezu ein CourLouBsches und die Bahnen
haben jhrer Energie nach die gleiche Reihenfolge wie beim Wasser-
stoff. nur dal} die p-, d- usw. Bahnen ein klein wenig hinter der ent-
sprechenden s-Bahn kommen, also: 1,2, 2,, 3,, 3,,3;,4,....

Denken wir nun etwa das Uranatom so entstanden, dal ein
92fach geladener Kern der Reihe nach sich 92 Elektronen an-
lagert, so wird er (wenn die BoBRschen Besetzungszahlen richtig
sind) zuerst zwei 1,-, dann im ganzen acht 2,- und 2,-Elek-
tronen einfangen, weiter achtzehn 3 -, 3,- 3,-Elektronen usw.
Da jetzt allmihlich die Elektronenzahl mit der Kernladung

15%
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vergleichbar wird. ist die Reihenfolge nicht mehr ganz sicher.
Das Bour-(‘ostErsche Diagramm der Rontgenterme (Abb. 16,
N.205) zeigt uns aber. dall die Energien der Bahnen wenigstens.
im fertigen Atom die Reihenfolge 4., 4,, 4,, 4,.5,... haben.
Wenn die Elektronenzahl nur noch um 1 kleiner als die
Kernladung ist, es sich also um die Anlagerung des letzlen
Elektrons und um die Bildung des neutralen Atoms handelt,
gibt die rohe Abschiatzung der effektiven Quantenzahl, die wir
in (4) § 28 kennen lernten, einen Anhalt. sobald es sich um
Tauchbahnen handelt. Fir s-Bahnen erhalten wir

n¥een — (0D~ 1 — ¢ -+ g,).

Da die Aphele der s-Bahnen des Rumpfes seine Grofle bestimmen.
ist #/v die wirkliche Quantenzahl der gréBiten im Rumpf ver-
laufenden s-Bahnen. also n/¥ =n — 1. Es wird also angenéhert

nE -2,

Bei den p-Bahnen diirfte »'?) etwas grofer sein als die Quanten-
zahl der ganz im Rumpf verlaufenden p-Bahn. so dai wir
2. n¥* 73

erhalten. Diese Werte stimmen mit den empirischen Werten
(erste Tabelle des § 31) einigermalen iiberein!). Die d-Bahnen
dringen im allgemeinen so wenig cin. daB die Gleichung (4)
§ 28 nicht anwendbar scheint; dann ist die 3,-Bahn die engste
d-Bahn und ihr »* wird etwas unter 3 liegen. Nur bei Sr und
Ba scheinen d-Bahnen tiefer einzudringen. Die Abschiitzung wiirde

3 n*<4

liefern; der empirische Wert liegt bei 2, aber immer noch héher,
als bei den s-Bahnen.

Diese Abschiitzung macht es verstindlich, daB nach dem
Ausbau einer n,- und n,-Gruppe ein oberflichliches Elektron
in einer (n -~ 1)-Bahn gebunden wird, daB also nach dem Ab-
schluff der 3,- und 3,-Gruppe beim A oder K¥ das nichset
Elektron beim K in einer 4,- (nicht 3,-)Bahn lduft. oder nach
Abschlul der 4,- und 4,-Gruppe beim Kr oder Rb™ das Rb
eine 5,- (nicht 4,- oder 4,-)Gruppe beginnt. Wihrend so an

1

1) Bei halbzahligem % erhielte man n* —1,5 fiir s-Terme. n* =15
bis 2,5 fiir p-Terme.
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der Atomoberfliche auf die 3,- die 4,-Bahn folgt, kommt im
tiefen Innern der hochnumerierten Atome nach der 3,-Bahn
die 3,-Bahn. Wenn wir also die Reihe der kaliumihnlichen
TIonen K, (fa™, Se™ ", Ti*™ V@ .. U durchgehen, so miissen
wir einmal an die Stelle kommen, wo das duBerste Elektron
in einer 3,-Bahn angelagert ist. In der Tat ist im Spektrum
des K die 3,-Bahn (n* — 2,85) noch wesentlich schwiicher ge-
bunden als die 4-Bahn (n* = 1,77), bei Ca™ ist der Unter-
gchied schon viel kleiner (n* = 2,31: 2,14); bei Se¢'* diirfte
das n* des s-Terms noch gréBer sein als bei ('a* (entsprechend
dem allgemeinen Verhalten von Tauchbah-nen), so daf3 die d-
Bahn stirker gebunden sein konnte als die s-Bahn'). Man
konnte also annchmen, dall beim Aufbau des Sc-Atoms zur
argonahnlichen Anordnung des Sc*** eine 3,- und dann noch
wwei 4,-Balinen kommen, beim Ti auf die argonihnliche An-
ordnung des Ti"""" zwei 3,- und zwei 4, -Bahnen.

Die Spektren der Kisengruppe zeigen nun, dafl diese Auf-
fassung doch zu schematisch ist und nur ganz roh die Ver.
hiltnisse wiedergibt. Zwar haben einige Atome dieser Gruppe
(Cr und Mn: eine s-Bahn im Normalzustand *): bei andern aber
kommen d- und sogar f-Bahnen vor®). Es scheinen also in dieser
Gruppe die Bindungsenergien der verschiedenen Bahnen nicht
sehr verschieden zu sein. Auf jeden Fall aber zeigt uns unsere
Betrachtung. dall man sich den Ausbau einer Elektronengruppe
nicht immer so vorzustellen hat, daB das letzte hinzukommende
Elektron in die zuletzt begonnene Gruppe aufgenommen wird.
Vielmehr kann von einer bestimmten Atomnummer ab der Rumpt
anders gebaut sein als das vorangehende Atom, nimlich schon
ein Elektron des neu begonnenen Bahntypus enthalten.

Zur Ubersicht iiber die Besetzungszahlen der einzelnen
Quantenbahnen miilte man ein zweidimensionales Schema geben,
das alle Elemente mit allen ihren Ionen bis zum nackten Kern
enthilt, das also einmal nach der Atomnummer Z und dann
nach der Elektronenzahl z fortschreitet. Mit unserer geringen

Y N. BoHr: Zeitschr. f. Physik. Bd, 9, 8.1, 1922.

*) W. GROTRIAN: Zeitschr, f. Physik. Bd. 18, S8.169, 1923. — H,GIESELER
und W. GROTRIAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 22, S, 245. 1924.

%) H. GIESELER und W. GROTRIAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 25, S. 342,
1924.
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Kenntnis von den Besetzungszahlen ein solches hinzuschreiben,
hitte wenig Sinn. Zur Veranschaulichung des Gedankens ist
in Abbildung 19 (durch Schraffierung) nur die gerade im Aus-
bau begriffene Gruppe angedeutet, d.h. die Quantenbahn des
zulotzt angelagerten Elektrons. Die Gebiete, in denen diese
Quantenbahn zweifelhaft ist, sind doppelt schraffiert.

Pt-bryppe

. /5
Z ,fﬁﬂge 2 arzﬁoe seltene [r/'//é’f{
l | |

Abb. 19.

§ 33. Die relativistische Keplerbewegung.

Bei den Uberlegungen zum Verstindnis des periodischen
Systems der Elemente kamen wir mit der nichtrelativistischen
Mechanik aus. Die genauere Behandlung der Bahnen beim
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Wasserstoff erfordert jedoch cine Beriicksichtigung der Relativitdts-
theorie.

[iine einfache Rechnung zeigt nimlich, dall die Geschwindig-
keit des Elektrons auf der einquantigen Kreisbahn des Wasser-
stofflatoms bereits einen Wert erreicht, der nicht mehr unter
allen Umstinden gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ zu vernach-
lassigen ist.  Diese (ieschwindigkeit ist nédmlich

‘ P h )
"H may  2amay’
setzt man hierin fiir «y; seinen Wert 18, § 23
h?
M e

ein, ~o erhialt man das Verhaltnis

o
Uy 27 €% _ .

1. ¢ = = = 7,29-107°,
c he

IFiir alle Beobachtungen. deren MeBgenauigkeit diesen Betrag
erreicht. wird also die gewohnliche Mechanik nicht mehr aus-
reichen, sondern durch die relativistische zu ersetzen sein. Wir
misson daher nach SoMMERFELD') untersuchen, wie die Be-
wegung eines Elektrons in cinem CouLomBschen Feld, das von
einem Z-fach geladenen Kern herrithrt, unter Beriicksichtigung
der Relativititstheorie verlduft.

Nach § 5 ist die Hamirronsche Funktion auch in diesem
Falle mit der Gesamtenergie identisch. Man hat

, 1 2
(2 H==mc*|- _. —1 —ié:W,
Fr—p r
wo i === f gesetzt ist. Nach (10) § 5 sind die Impulskomponenten
3y p,=- :—ﬁ#j.‘f, p, == MY L D= Mo®
b1 — g f1— g ) 11— p?
Hieraus folgt durch Quadrieren und Addieren
2 2 2 my* 7 2 1
Py TR T e =M e <"1’":ﬂ§ - 1)

und

'y A Sommrurrrrn: Ann. d. Physik, Bd. 510 8,1, 1916,
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5 DRI CPERal Pl S
b1 - p® m," ¢ v
Nach (2) ist also:
R T .y 1
\4) H;~5 mn c” i‘/ 1 -+ mo_: (‘__: (‘px“ + /p!/z - ,p:‘) — 1 —_ - - = W

Rechnen wir daraus die Quadratsumme der Impulse aus, so
folgt:
e Z\?
V4 ——=].
)
Diese Gleichung unterscheidet sich von der entsprechenden der
nichtrelativistischen KepLER-Bewegung nur durch das Zusatzglied
1 e? Z\?
s 22

9 2
= m(’ C 7

1! [p - [) R ") == u’ - o .
Co2m, Y v P r 2m, ¢

1 2 7 1
R e ‘ (I

Da es von r allein abh#ngt, ist das Problem ebenfalls in Polar-
koordinaten separierbar.

Wir haben jetzt aber nur noch einfache Entartung. In
Ubereinstimmung mit den bei der Zentralbewegung § 21 ein-
gefiihrten Bezeichnungen schreiben wir

Jo=J +J, +Js=nh

Jy= J,+Ja-=kh.
Die Wirkungsintegrale J, und J, sind dieselben wie friiher,
imsbesondere ist wieder

J

das 2 z-fache des Drehimpulses. J, bekommt dieselbe Form (2)
§ 22 wie friither

g -y =2ap

" . / |14 )ﬂ
Ad==2 — W) — o =mte? |l — (1L .
mq ( ) a T My C \ - my ¢ J
.., WeZ , w
et 72 k2 h? ( «2 Z‘z)
- p?— E _ 1 —
P c? 4 7 k2
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Die Ausrechnung des Integrals crgibt wie frither (vgl. (5) An-

hang 1T}
. 2
Joeoln— k) h = 2:1(—~ Vo )
) 1A
also:
W
A (1 )
(n—k)h = - kh]/l - L I 0T
k2 ( W >-2
[ Vl — {1 T- ,',;O"(;_z'
Lost man die Gleichung nach 1 -i- s auf, so erhilt man
m, c*
W 1
((;) 1 + . 0 == - [ ———— [ - ST TDIIT
) m, c” o Z*

/ 1 -

]/ C(m—k+ Vi2 — 2 222
Hiermit haben wir den strengen Ausdruck fir die Energie.
Von der Bahn wissen wir, daB sie wie bei jeder periodischen
Zentralbewegung eine Rosette ist.

Fir uns kommt nur der Fall in Betracht, wo « sehr klein
ist. Es geniigen daher die ersten Glieder der Entwicklung nach ¢ .
Wir erhalten so

1k
Driicken wir ¢ nach (1) aus und fihren wir die RyDpBERG-
Konstante R nach (2) § 23 ein, so erhalten wir:
2 _ RwZz? [1 ’ aQZ‘J(n 3>1
7 N n? ot \k 4/

Ehe wir diese Gleichung ndher diskutieren, wollen wir sie noch
einmal mit Hilfe der Theorie der sdikularen Stérungen ableiten.

Wir gehen dabei vom Ausdruck (4) der HamiLToNschen
Funktion aus. Darin ist das zweite Glied in der Wurzel von
der Groflenordnung #?: wenn wir nach dieser Grofle entwickeln,
erhalten wir:
1 . . 1

8 ,mn:i C‘z

w «*Z  «tZ*(3 n
P LA R A
' omy c* 2n? 2nt

H—

(p*+p 0> +...
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Setzen wir

1 s a . . eZ ,
H, om, e et == W
Hy-=— = (02 p)+pr =W,
8m,”c* °° Y s

so ist H, die Hamirronsche Funktion der nichtrelativistischen
KEpLER-Bewegung, die wir als ungestorte Bewegung ansehen,
und H, ist eine Stérungsfunktion. Um den Einflul dieser
Stérung auf die KErLER-Bewegung zu gewinnen, haben wir H,
iiber die ungestirte Bewegung zu mitteln. Wenn wir die Quadrat-
summe der Impulse in H, mit Hilfe der Gleichung fir W, aus-
driicken, erhalten wir
1
2m, c? _

e a1 1
WO'—I'ZC'Z”O' +84Z“ﬁ," = W.
r

re 1°

H -—

1

Dieses Zusatzglied zur Energie entspricht dem Zusatzglied in
-5, nur ist hier W schon durch W, ersetzt, was unserem Grad

1
der Anndherung entspricht. Fiir die Mittelwerte von o und

1 ;
= bei der KEPLER-Bewegung erhielten wirfrither (19)und (20)§22:

1 o 1 1 .
roa’ 2 ab’
so dab
1 2e* 7 etZ% a
Wy — g o 0w, - S
2mg ¢t L 1 a? b
wird. Beachten wir, dal}
A a n
——=W,, -
2a 0 b k
ist, so erhalten wir als relativistische Zusatzenergie:
1 n
W, = — — — ,VW"’(4 ——7—3)
1 2mye? O k

oder, wenn wir wieder ¢ und R einfiihren:
RhZ* 7% <n 3)

1 2 b‘.} n‘_’

in Ubereinstimmung mit (7).
Die . Relativitatskorrektion® (8) der Energie ist um so groler.
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je kleiner die Hauptquantenzahl ist, am gréfiten also bei der
1,-Bahn. Bei gleichem n ist sie um so groBer, je exzentrischer
die Bahn ist. Die Frequenz des Perihelumlaufs wird

_ W1 oW, RZ"’ > 77 A

2

S e S I Y
wo », die Frequenz des Umlaufs des Elektrons in der Ellipse ist.
Die Terme des durch (8) dargestellten Spektrums (H, He™,
Li* "y bilden nicht eine einfach geordnete Folge wie Dbei nicht-
relativistischer Rechnung, sondern eine doppelt geordnete. Da
der Einflul von k auf die TermgrioBe klein ist gegen den von
n, konnen wir die durch relativistische Rechnung bewirkte
Anderung auffassen als eine Aufspaltung der nichtrelativistischen
Terme. Das Termschema sieht (unter sehr starker VergroBerung
der relativistischen Aufspaltung) folgendermafen aus:

1
i
|

n=7 Z. 3
k=7 7 2 723
Abb. 20.

N e

£24

Bei Wegtfall iiuBerer Stérungen kombinieren nach dem
Korrespondenzprinzip (§ 17) von diesen Termen nur die. deren
Nebenquantenzahl k& sich um -1 unterscheidet. Die Linien-
serie, fiir deren Grenzterm 7 = I ist (bei H die LyMmaN-Serie).
besteht aus einfachen Linien; die Linienserie. fiir deren Grenz-
term 7 = 2 ist (bei H die BarLmER-Serie) besteht aus Tripletts
die Linien der iibrigen Serien zeigen noch verwickelteren Charakter,

Als Maf3 fiir relativistische Aufspaltungen pflegt man nach
SomvMERFELD die Aufspaltung des Grenzterms (n = 2) der
BarmER-Serie des Wasserstoffes zu nehmen. Sie betrdgt nach
der Theorie R

Avg == T = 0,365 em ™',

Die Aufspaltung des entsprechenden Terms fiir beliebiges Z ist
Z“ | VH,

also z. B. fiir He” 16-4dvg. Die Grofe Avy ist im wesent-

lichen die Aufspaltung aller Glieder der BALMER-Serie des
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Wasserstoffs, da die Aufspaltung des Laufterms (n =3, 4--/)
<ehr klein wird.

Was die Bestitigung dieser Theorie durch die Erfahrung an-
langt, so haben die Messungen am Wasserstoff und am Helium
tatsichlich die erwarteten Komponenten ergeben. Uber den
Betrag der Aufspaltung jedoch gehen die Versuchsergebnisse
noch auseinander; so schwanken die Angaben iiber die Auf-
spaltung von H,, H; - -, die nach der Theorie 4vyz = 0,365 em™!
sein miiBte, zwischen 0.29 und 0.391). Bei He™ 1aBt sich die
Aufspaltung an den Serien

iR (71 t ) und 4R< ! 1 j

| 32 ? 4* n?

n*

heobachten. PascHEN hat die Messungen sowohl im Gleichstrom
wie im Wechselstrom ausgefithrt; dabei traten im letzteren
Falle viel mehr Linien auf, weil bei den hohen und rasch
wechselnden Feldstirken Stérungen entstehen, durch die die
aus dem Korrespondenzprinzip folgende Auswahlregel durch-
brochen wird. Sowohl die Zahl der Komponenten wie die Auf-
spaltungsverhiiltnisse stimmen mit der Theorie {iberein ?).
SoMMERFELD?) hat die Relativititskorrektion zur Erklarung der
Vielfachheit der Réntgenterme und der Abweichungen vom MosE-
LEYschen Gesetz (1), (2) und (3) § 29 herangezogen. Die nume-
rische Ubereinstimmung ist durch das ganze periodische System
itberraschend gut: aber die Grundlagen der Theorie sind noch zu
unsicher, als dal ihre Darstellung in diesem Bande am Platze wire.

Y Vgl. den zusammenfassenden Bericht von E. Lav in Physikal.
Zeitschr. Bd. 25, S, 60, 1924; Lav hilt den Wert 0,29 bis 0,30 fiir am wahr-
scheinlichsten. Die neuen Messungen von J. C. Mc LENNAN und G. M. SERUM
(Proc. of the Royal Society London. Bd. 105, S.259, 1924) ergeben jedoch
wieder 0,33 bis 0,37. Fir die Theorie sprechen auch Messungen von
(. Hansex (Diss. Jena, 1924).

?) In dem =zitierten Bericht von Lav wird der Sachverhalt so dar-
gestellt, als wenn die PascEENschen Messungen auch hei He kleinere
Werte ergiben, als es die Theorie verlangt. Dies riihrt daher, daB Lavu
sich nur auf die Gleichstrommessungen PASCHENs stlitzt, wihrend PAscHEN
die Wechselstrombeobachtungen mit heranzieht.

#) A. Sommerrern, Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916. A. LANDE
(Zeitschr. f. Physik. Bd. 25, 8. 46, 1924) hat gezeigt, daB sogar gewisse
optische Dubletts bei nicht wasserstoffihnlichen Termen der geeignet
angewandten relativistischen Formel folgen — ein vorliufig ganz un-
verstéindliches Ergcbnis.
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£ 34. Der Zeemaneffekt.

Wiihrend wir bisher die Atome als isolierte Systemc be-
trachtet haben, wollen wir jetzt dazu {ibergehen. die Kinwirkuny
konstanter duferer Einfliisse zu untersuchen, und beginnen mit
der Wirkung eines konstanten duferen Magnetfeldes. dem ZEEMAN-
effekt.

Wir koénnen dabei von einem sehr allgemeinen Atommodell
ausgehen, nimlich einem ruhenden Kern mit beliebig vielen um-
laufenden Elektronen. Wir nehmen an, dall die Energie des
ungestorten Svstems (ohne Magnetfeld: als Funktion gewisser
Wirkungsvariabeln J,, J, -

Woldys o,
gegeben sei.

Ist nun ein homogenes Magnetfeld vorhanden. so ist die
potentielle Energie des Systems invariant gegen eine Drehung
um die Richtung des Feldes. Nach dem in §6 und § 17 be-
wiesenen ist daher das Azimut ¢ eines beliebigen Punktes des
Systems zyklische Variable und der zugehorige konjugierte Im-
puls p, ist der Drehimpuls des Systems um die Feldrichtung.
Die Wirkungsfunktion

=4 217 9 "l'/ %S(U‘(hq-:‘"']1']-3""]'/“
definiert Winkelvariable w, w,---w,: w, ist das mittlere Azimut
um die Feldrichtung.

Ohne Magnetfeld kommt ./, in der HamiLroNschen Funktion
nicht vor, die Bewegung ist entartet und w,. ist konstant.

Wenn wir nun den Einflufl des Magnetfeldes auf die Energie
untersuchen wollen, stollen wir auf den im § 4 erwihnten Fall,
dafl die Krifte, die auf die Punkte des Systems wirken, von
den Geschwindigkeiten abhingen. Infolge des (vorldufig beliebig
von ¥. ¥, z abhingigen) Magnetfeldes § wirkt auf ein Elektron
von dor Ladung — ¢ die sogenannte LorENTZsche Kraft').

e

(1 &= — —[v H.
p !

1) Siehe z. B. M. Abraham: Theorie der Elektrizitat. Bd.2, 3.Aufl,
Leipzig 1914, § 4. S. 20.
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Nach § 4 haben wir dann eine Funktion .M zu bestimmen, so da
d cM M

At 28 cr
wird. Die Funktion

2 [ .

M= Ny - EA YNz

Qe C(Il.z Ry L E)

hat diese Eigenschaft; 9 ist darin das Vektorpotential des
Magnetfeldes. definiert durch

Y =Trot V.
Esx ist ndmlich:

c\ix ox cx

d oM ) d (e > e A, oA, R
Lo L 3| — N ‘2
dt 1 X I“KC

¢ '.(mry 2\ _<?9I,. 91)
= —— ,»y ,,,,, — . __“z [ - <

c °x oy ©z 2z
¢ ~ 1 .

= — [v9], =N,
e ]

Die Lacraxcesche Funktion ist nach (8) § 4:

. . e . . N
2, = M= U= SN E g+ ),

wobei die Summe tuiber alle Elektronen zu erstrecken ist. Hier-
aug berechnen wir die Impulse. Fiir ein Elektron werden sie:

¢L . qu
= = mT — A
P cx ¢ T
. ¢ L . e
(\3) py - ;; =miy — C. QIy"
oL . e o
) = =Mz — O .
P: cz N c Z

Die Hamirtonsche Funktion wird nach (3) § 5:
H-: N&p, +yp,+ip)— L

-4)
/ N g L2 L U=T T,
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Sie ist also auch hier gleich der Gesamtenergie. In der Energie
tritt kein dem magnetischen Feld entsprechendes Zusatzglied
auf, da die magnetischen Krifte keine Arbeit leisten; die

[ -
Kraft - . [09] steht ja immer auf v senkrecht. Driicken wir

die Geschwindigkeitskomponenten in H durch die Impulse aus,
so crhalten wir

7"» 1 2 2 2 ¢ ) : \
H- ‘;\_ ;L_thpr “ep,t p Cem Qp, - A, p, A, p)

>

e 2y 2__ g2 ' v
- 9 m e -7 />j -+ U,
Wir beschriinken uns im folgenden auf den Fall, wo das Feld
so schwach ist, daB die in % 9 A, quadratischen Glieder ver-
nachlissigt werden konnen. Dann kénnen wir auch

e

= _ V1 1 ‘2*21,‘.’1_’_.] 7

(5) H*'_gbm(ﬂrfpy "FP;)TC()[ DJ'!‘[/
schreiben, so dafl die HawmiuroNsche Funktion sich von der
der feldfreien Bewegung nur um das Glied

e
S~C Av
unterscheidet.

Wir wollen jetzt den EinfluBl eines /iomogenen Magnetfeldes
auf die Bewegung der Elektronen untersuchen. Wir kénnen
dann

A= 3 [91]

setzen. wo r der Ortsvektor eines Elektrons ist. Im Zusatzglied
wird also

VAo = NEi[OHrJo= N.H[xv] = | b 53.1,:.}_ Hip

— — 0 L% —_ % om ™~ 2m1,.;qa‘
wo p der Gesamtdrehimpuls des Systems der Elektronen ist
und p,, wie oben seine Komponente in der Feldrichtung. p, ist
bis auf Glieder, die § proportional sind, der zu einem absoluten
Azimut konjugierte Impuls. Wenn wir zu den Winkel- und Wir-
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kungsvariabeln a,, 2, - - w,, J,,J,---J, dor feldfreien Bewe-
gung iibergehen. so erhilt also (5) die Form?)

) e nlJ,
Y H=WyiJ, J,---1 & 3 e E’:

Daraus konnen wir nun ohne weiteres den Einflul des
Magnetfeldes % auf die Elektronenbewegung ahlesen. Die
Winkel- und Wirkungsvariabeln der feldfreicn Bewegung bleiben
auch im Magnetfeld Winkel- und Wirkungsvariable, da ja auch
die Gesamtenergie nur von den J, abhiingt. Die Winkelvariable w,
ist aber nicht mehr konstant. sondern hat die Frequenz

1”l o+ rm’ wo

- CHo 1 e 10107 5 em
7 L— b= T e= 1,70 " em
e med 20 2me ’ P

ist., wihrend die Frequenzen aller anderen Winkelvariabeln sich in
der gleichen Weise durch die J, ausdriicken, wie ohne Feld.
Der EinfluB des Magnetfeldes $ besteht also ausschlieBlich
darin, daB zu den Bewegungen, die die Elektronen ohne Feld
ausfithren wiirden, eine gleichférmige Prizession des ganzen
Svstems mit der Frequenz v  kommt (die LARMOR-Prdzession).

Die Bewegung eines Elektrons lillt sich also zerlegen in eine
Schwingung parallel zum Feld mit den feldfreien Frequenzen
(rg)=»,7, +—r,7, = --- und in Schwingungen senkrecht dazu
mit den Frequenzen (»71)—-», und (r7) —» . Die klassische
Theorie folgert daraus eine Strahlung mit den Frequenzen (T v).
die parallel zum Feld polarisiert ist, und eine Strahlung mit
den Frequenzen (v1) X v, . die zirkular um die Feldrichtung
polarisiert ist.

Wir werden sehen, dall die Quantentheorie die gleiche Auf-
spaltung liefert.

Da die J, J, - -- adiabatisch invariant sind (vgl. § 16), bleiben
sie bei langsamer Einschaltung des Magnetfeldes konstant. Die
Bewegung der Elektronen geht also bei Einschaltung des Feldes
gerade in eine solche iiber, die sich nur durch eine iiberge-
lagerte gleichférmige Prézession mit der Frequenz », von der
fritheren Bewegung unterscheidet.

1) Das doppelte Vorzeichen rithrt daher, daB p, positiv und negativ
scin kann, wihrend .J; nach Definition nur positiv ist.
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Zu den Quantenbedingungen des ungestorten Svstems
J
kommt jetzt noch cine neue Bedingung

(8) J, =mh;

I

ey h

sie besagt. daBl der Drehimpuls des Elektronensystems in der
Richtung des Maguetfeldes nur bestimmte Werte annehmeoen
kann. Wir haben hier bei schwachem Magnetfeld den Fall der
Richtungsquantelung, den wir im § 17 allgemein behandelt haben.
. J
Wenn zu dem Drehimpuls 5o wobei J einc der GrollenJ, J, -
S 2

ist. die Quantenzahl j gehort,
J=jh,
so gilt fiir den Winkel « zwischen den Richtungen des Dreh-
impulses und des Magnetfeldes
. m
‘9 cose - -

Die Achse des Drebimpulses kann sich also nur in 2j 41 ver-

schiedenen Richtungen (m ==j5, j. - 1-.- —ji zur Feldachse ein-
stellen.

Die magnetische Zusatzenergie wird nach (6), (7) und (8)
(10) ”'-m =t h Vi T

jeder Term wird also in 2§ — 1 &dquidistante Terme im Ab-
stand » aufgespalten.

Nach dem Korrespondenzprinzip kann sich die Quantenzahl m
am 1, 0. --- 1 #dndern, wobei beim Ubergang m-—-m das aus-
gestrahlte Licht parallel zur Feldrichtung polarisiert ist und
beim Ubergang m + 1 > m zirkular um die Feldrichtung. Einer
Abnahme von m um 1 korrespondiert in der klassischen Theorie
eine LarRMOR-Priizession im positiven Sinne, also auch positiv
zirkular polarisierte Strahlung, einer Zunahme von m entspricht
negativ zirkular polarisierte Strahlung.

Die beim Ubergang m -— m gestrahlte Frequenz ist dieselbe
wie die ohne Magnetfeld bei gleicher Anderung der iibrigen
Quantenzahlen gestrahlte Frequenz »,. Die beim Ubergang
m+ 1 >m gestrahlte Frequenz ist

V=Y i Vin+

Born. Atommechanik 1. 16



242 3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron,

Man bckommt also wie in der klassischen Theorie bei longi-
tudinaler Beobachtung ein Dublett zirkular polarisierter Spek-
trallinien symmetrisch zu »,. Die Linie mit gréBerer Frequenz
entspricht dabei dem Ubergang m - 1 —m, sie ist also positiv
zirkular polarisiert. Bei transversaler Beobachtung erhilt man
ein Triplett, dessen mittlere Linie bei », liegt und parallel zu

den Kraftlinien polarisiert
J‘_

m ist, dessen &uBere Linien
von », um v _ entfernt
longitudinal (rerg. Und senkrecht dazu pola-

I achse nach vorn)  yisiert sind (Abb. 21).
Dies Ergebnis ist das-
L selbe wie in der klassischen
’ Theorie von H. A. LORENTZ.
Die experimentelle Unter-
, . suchung bestitigte es bei
Y-V % Yot Vi, solchen Linien der anderen
Abb. 21, Elemente, die einfach (Sin-
guletts) sind. Zur Erkli-
rung der komplizierten ZErmax-Effekte, wie sie bei Multipletts
auftreten, reicht diese einfache Theorie (die der Kklassischen
Theorie von LorENTZ nachgebildet ist) nicht aus. Die Theorie
dieser ,anomalen ZEEMAN-Effekte” geht tiber den Rahmen dieses

Bandes hinaus?).

transversal

v

§ 85. Der Starkeffekt beim Wasserstoffatom.

Als nichsten Fall der Wirkung #duflerer Felder betrachten
wir den Starxeffekt beim Wasserstoffatom, d. h. den Einfluf eines
homogenen elekirischen Feldes G auf die Bewegung im Wasserstoff-
atom (allgemeiner: einem Atom mit nur einem Elektron). Wir
wollen diese Aufgabe sehr ausfiihrlich behandeln, um die ver-
schiedenen Methoden daran zu erldutern.

Die erste Methode, die wir anwenden, ist die Einfithrung
von Separationsvariabeln?); nachher wollen wir auf zwei ver-

) Vgl. E.Back und A. Laxn#: Zeemaneffekt und Multiplettstruktur der
Spektrallinien. Bd. I dieser Sammlung.

?) Zuerst ausgefiihrt von P. S.EpsTEIN. Ann. d. Physik, Bd. 50, S.489,
1916; Bd. 58, 8. 553, 1919, nnd K. Scuwarzscnrp. Sitzungsber. d. Berl.
Akad. 1916, S. 548.
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schiedene Weisen die sikularen Storungen berechnen. Das Er-
gebnis wird natiirlich in allen Fillen dasselbe sein und soll
bereits in diesem Paragraphen diskutiert werden.

Wenn wir die z-Richtung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems in die Feldrichtung legen. so ist die Energiefunktion

B

m .. .. et Z o
) H= @4y %)== +ellz, E= G|

Man sieht leicht, daB die Hamirrox-Jacosische Differen-
tialgleichung weder in rechtwinkligen noch in Polarkoordi-
naten separierbar ist. Die Separation gelingt aber durch Ein-
fuhrung parabolischer Koordinaten. Man setze

x = Encosqp
(2) y=~E&ysing

2= — ).
Die Flachen & = const und 5 = const sind dann Rotationspara-
boloide um die z-Achse, sic schneiden die (z,z)-Ebene in den

Kurven
=] \
2 02"
xm=— 2§ <-7— ~— Z)
2

3 2 7}9
X =29 - + ),
7 (2 Loz

5

d. h. in Parabeln mit den Brennpunkten im Anfangspunkt und
den Parametern & und %*; ¢ ist Azimut um die Feldrichtung.
In den neuen Koordinaten ist die kinetische Energie

3) T =" 1 4 ) (B 4 ) + s
hieraus erhdlt man die zu &,#, ¢ konjugierten Impulse:
pe = mé& (82 7?)
4 Py =m 1 (& + 1)
Py =mp&a®.

Fihren wir diese in 7 ein und fiigen wir die potentielle
Energie

hinzu, so erhalten wir:
16*
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2 s 1 1)
TN T )
L J/"Ja7‘ R NEE Py

9
= mek (E -t — 4 me? ZJ .

Setzt man dies gleich W und multipliziert die Gleichung mit
2m: - %) o liBt sie sich separieren. Man erhilt zunichst:
‘s
p, — , == const
//‘(/'

und

J, = fp,do -2alp,

Da p,dp nie negativ ist. ist auch stets J, > 0. Weiter
finden wir:

S =
P e Fs
S "
)I — . = D) ) 3
l/ o 2 /)
wobei
. ) J,? .
fl§i=2mW§& L 2¢ — = r . — mel &
o .
(61 i
f()=2mWn? 4 2¢, iy Y, mekyt
und
(7 o —u, = 2meZ

ist. Die Wirkungsintegrale J: und J, sind mithin:

som ez = G Y < ago B Cpesas

(8) R
J, = g)p,]d';] = é]/ — A4+ 2]% — 'Ul - Dynteondny,
wo ! /
A =2m(— W)
B,=¢«, B,=u«u,
_ 4
4 77
D, = —mek., D,=mekE
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ist. Damit die Integrale 18) auch bei verschwindendem Feld
noch reell bleiben. miissen «; und ¢, positiv scin. Wenn die
Feldstiirke gering ist. sind die D, und /), enthaltenden Glie-
der kicin gegen die iibrigen, und die Intcgrale lassen sich auf
komplexem Wege nitherungsweise ausrechnen. Man erhilt (vgl.
(117 im Anhang I1). wenn wir die Wurzeln in (8) so rechnen,
dafl die Integrale positiv werden:

J: :,,-1 [.,/ ) ,}; 4 ) jm(’fv 7 /J N 3a-\’
E 2 " J - )mﬂ 2 | - )mn/ \41 CamW

19) . 1( g 20, ) 7m<f} (Jq . —ga";ﬂ.
e Pl —2m W 2 - 2m W et 2mW/

Aus den drei Gleichungen 17) und (9) hat man ¢, und ¢, 7u
eliminieren und W’ auszurechnen. In (9) kann man in erster
Niherung das K proportionale Glied weglassen und nachher in
diesem Korrektionsglied die in erster Niherung berechneten
Werte von «, und «, einsetzen. Man erhilt so

4 2./ —"“v],, ’b o . 2
,»77:7(,1 — ,]‘ ! / - m( (6-]:" - 6 Jg J,/, - J,,\').
- 2mW 2 St I»-AZmW

2, A ¥
e Lm0
) —2mW 27 h"r lk”mW )

und mit Hilfe von (7,

dme L = e, Ay} — 2 mW

brs

‘ %eE
i ( +J'/ - ,)(J,/ JEJ.

Hieraus folgt in erster Naherung (unter Weglassung des mit B
proportionalen Gliedes: die Energie fiir die Bewegung ohne
Feld

2at met Z?
Js e d, )
und wenn wir diesen Wert von W in das Korrektionsglied
einsetzen, als zweite Niaherung:

10} W= —
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". W . 2ameZ’
(J: + J'/ + J’/)_

3K
~ wtmez Vet I F I, = Jg).

In unserer Anndherung hingt die Energie also nur von
zwei linearen Kombinationen der Wirkungsvariabeln ab, d. h.
wir haben eine einfache Entartuny vor uns. Sie wiirde weg-
fallen, wenn wir héhere Glieder der Energie berechneten. Im
Einklang mit unseren allgemeinen Betrachtungen (§ 15) fiihren
wir nun statt Jg,J,.J, neue Wirkungsvariable ein, die aus
ihnen durch eine ganzzahlige Transformation mit der Deter-
minante -4 1 hervorgehen, und wihlen diese so, dal} die Energie
(11) nur von zweien der neuen Wirkungsvariabeln abhéngt und
dal dic Energie (10) der ungestérten Bewegung (entsprechend
der doppelten Entartung) nur von einer der Wirkungsvariabeln
abhéngt.

Wir setzen also

Je - J, - J, =J

{12) Jy —dJs=J,
Jp=J
und erhalten:
» ) 2 mtmet 22 3E
113) W= —- 4']2 - ——'é>;l—2j;’:27¢]t]5.
Die Bewegung hat zwei Frequenzen
J
(14) v="t, 5
und
3E
v, = — -————J.
¢ 8ameZ

Wir haben zwei Quantenbedingungen:
J =nh
(15) J,=mn,h;
filhren wir sie in die Energie (13) ein, so wird
RhZ*  3ER

.
n* Sn’meZ

(16) W= — nn

e
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wo R wicder die RYDBERG-Konstante ist (vgl (2) § 23). Eine
genauere Rechnung liefert hohere Glieder, die auch von einer
dritten Quantenzahl »’ abhingen.

J, ist mit der gleichbezeichneten Grofe der KkrLEr- Be-
wegung ohne Feld gleichbedeutend, sie kann nur Werte zwi-
schen 0 und J annehmen. Die Summe der positiven Grioflen J;
und J, liegt nach (12) ebenfalls zwischen 0 und J und ihre
Differenz J, zwischen — J und - J. Die Quantenzahl n, kann
also nur die Werte —n. — (n — 1,.-. 4-n annehmen. Wie
eine Betrachtung der Bahnkurven zeigen wird, sind hiervon
noch die Werte -+ n auszuschlieBen.

&

£ “$run

Abb. 22.

Die parabolischen Koordinaten & und # fiihren Librationen
aus zwischen den Nulistellen von £, (§) und f, () in (6). Be-
trachten wir zunichst den Fall, daf J, und damit C nicht ver-
schwindet. Dann reicht das Gebiet, in dem f, () und f, (%)
positiv sind. nicht bis an die Stellen &= 0 und # = 0 heran;
die Nullstellen £, und #,_, sind von O verschieden. Die dritte
Koordinate fiihrt, wenn J, > 0 ist, eine Rotation aus. Die
Bahnkurve verlauft also innerhalb eines Ringes, der die Feld-
achse zur Symmetrieachse hat und dessen Querschnitt das von
den Parabeln &=§& ., , §=§& ., n=1n,, und 5= n, . be-
grenzte Viereck ist. Wird insbesondere J; = J, = 0, so riicken
Epin und &, sowie #p. und 7, zusammen und die Bahn-
kurve ist ein Kreis. Da & ., <=9, . ist, geht seine Ebene
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nicht durch den Kern; sie ist vielmehr nach der Richtung — ¢
verschoben. wie man sicht, wenn man nach dem Gleich-
gewicht des positiven Kerns und der Bahn des negativen
Klektrons mit dem Feld fragt oder die Doppelwurzeln berech-
net. Ist J: n() und J, > 0, so liegt die Bahn auf dem
Paraboloid &= & . = & = zwischen seinen Schnittkreisen mit
den Paraboloiden # ==, und 3 =9, .. Im allgemeinen
Fall schlieflich, wo J: > 0 und J, = 0 ist, liegt sie in einem
riumlichen Ring. Sehen wir von der Bewegung von ¢ ab, so
erfilllen die 15, )-Koordinaten das Parabelviereck im allge-
meinen lickenlos. da die zu J; und J, gehdrenden Frequenzen
verschieden sind und nur fiir ganz bestimmte Werte von ¥ in
rationalem Verhiltnis stehen.

Gehen wir nun zum Fall J, -= 0 iiber, so bleibt ¢ fest
stehen, die Bewegung erfolgt in eciner Meridianebene durch
die Feldrichtung. Das Gebiet, in dem f, (5) und f, iy positiv
sind, enthiilt die Stellen &£=0 und 5 =-0, d. h. die Bahn er-
fullt lickenlos das Parabelzweieck, das durch &=£ = und
N = . begrenzt wird. Die Bahnkurve kommt daher dem
Kern beliebig nahe.

Der Fall, bei dem ein Elektron dem Kern beliebig nahe
kommt, soll nun grundsitzlich ausgeschlossen werden, wie es
ja schon bei der Zentralbewegung (§ 21) geschehen ist. Damit
ist auch der Fall n, = 4 n ausgeschlossen, denn dann wire J;
oder J, gleich nh = J und J,

Der durch die eine Quantenzahl n gekennzeichnete stationdre
Zustand der feldfreien Bewegung spaltet also im Feld in 2n — 1
Zustdande verschiedener Energie mil den Quantenzahlen

n,=—m - 1), — (n--2).. = (n~1)
auf.

Wir betrachten jetzt die Awusstrahlung eines solchen Atoms.
Die gestrahlten Frequenzen und die moglichen Anderungen
von n und %, hingen von den Gliedern der FouriEr-Entwicklung
des elektrischen Moments oder (was dasselbe ist) der Koordi-
naten des [lektrons ab. Den Wirkungsvariabeln J:, J,, J,
entsprechen Winkelvariable w;, w,, w,. Mit ihnen ]aBt sich
die Fovrier-Darstellung der Koordinaten in der Form schreiben

O e ’7@(7 w +oy T, ,/)
—_— /f

7
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Da w, und ¢ einander proportional sind und ¢ eine gleich-
formige Rotation um die Feldrichtung ausfithrt, hat z, fir die
Komponenten des elektrischen Momentes senkrecht zum I‘eld
nur die Werte 4 1 und fiir die Komponente in der Feldrich-
tung nur den Wert 0. Die Koeffizienten 7: und r, dagegen
scheinen nicht beschriinkt (s. § 36).

Gehen wir nun zu den Winkelvariabeln iiber, die den Wir-
kungsvariabeln J,.J ,.J" entsprechen, so haben wir (nach § 7):

"

w: =w-—w,
w, =,
w, = -

i

zu setzen. Die Fourigr-Darstellung wird

2 N - .
2 (rw = r(,u(,)

wobei
s ity ’T Ty - Tr W’: T'/ — Tz

ist. w0 ist die Winkelvariable der feldfreien Bewegung und
entspricht dem Umlauf des Elektrons auf der Bahnellipse,
 kann daher jede ganze Zahl sein; auch 7, ist mit 7; und 7,
unbeschrinkt. Dies bedeutet, dal sich » und n, beliebig &ndern
kénnen und daB alle diesen Ubergiingen entsprechenden Fre-
quenzen gestrahlt werden.

Die Polarisation ergibt sich folgendermaBen: Wenn 7 L1,
oder (was dasselbe ist) 217, 47, eine gerade Zahl ist, so kann
7, nur null sein. Ein solches FoURIER-Glied stellt also eine
Bewegung in der Feldrichtung dar; einem Ubergang, bei dem
4dn+ An, gerade ist. entspricht also eine parallel zum Feld
schwingende Lichtwelle. Entsprechend ist z, = &+ 1, wenn
dn - In, ungerade ist; dem Ubergang entspricht eine Welle,
die senkrecht zum Feld schwingt.

Wir erliutern das Gesagte an der Aufspaltung der Wasser-
stofflinien H,, H;---. Die Terme, die in diesen Linien kombi-
nieren, spalten folgendermafen auf (die Zahlen beziehen sich

3 Eh?
auf die Einheit 3L vm>
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=72 -8 %4 o 4 -4 72

[N
N
&
N
AN

20 -75 -0 -5 0
Abb. 23.

Fir die Linie H,(n = 3-—>n=2) erhalten wir daraus die

Linien:
I |

0123456 8
[T L
Abb. 24.
Eir Hj:
LTI |
02 468V
T 1
Abb. 25.
Fir H,:

0235 78 10727375 7718 2022

L

Abb. 26.

Die Berechnung des Starkeffekts mit parabolischen Koordi-
naten erlaubt uns, frither allgemein angestellte Betrachtun-
gen iiber die Beschrankung der Quantenbedingungen auf nicht-
entartete Wirkungsvariable an einem Beispiel zu erliutern.

Fir §|==0 geht die Bewegung des Starxkeffekts in die
einfache KEPLER-Bewegung iiber. Diese ist also sowohl in Po-
larkoordinaten als auch in parabolischen Koordinaten separier-
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bar. Bei der Separation in Polarkoordinaten (§ 22) erhalten wir
die Wirkungsvariabeln J_, J,, J, und die Quantenbedingung

q
J =dy+J, =nh.

Dabei ist Jy - J, das 2m-fache des Drehimpulses, J,. das 2 -
fache seiner Komponente in der Richtung der Polarachse. Die
Bewegung bleibt in diesen Koordinaten separierbar, wenn das
Feld nicht mehr ein ('ovLoMBsches, aber noch kugelsymmetrisch
ist; dann ist jedoch eine zweite Quantenbedingung

Ty d, == kh

hinzuzufiigen. Wollte man auch J, als ganzzahliges Vielfaches
von h festlegen, so hiitte das gar keinen Sinn, da die Polar-

richtung géinzlich willkiirlich ist und bei einer Drehung des

q

Koordinatensystems die Ganzzahligkeit von —" zerstort wiirde.

h
Dagegen wiirde die Festlegung Jy - J, = kh bei der einfachen
KEerrLER-Bewegung zunichst noch auf keine Unmdéglichkeit fiihren.
Berechnen wir nun die KEpLER-Bewegung in parabolischen
Koordinaten, so brauchen wir in den Rechnungen dieses Para-
graphen nur K =0 zu setzen. Wir erhalten die Wirkungsvaria-
beln J:. J, und J, (letztere in derselben Bedeutung wie bei

Polarkoordinaten) und die Quantenbedingung

Je+J,+J, =nh.
Die zweite Quantenbedingung
JE — J,/ =n, h 5

die wir im elektrischen Feld hatten, muf3 hier wegfallen, da
diese Kombination in der Energie nicht mehr auftritt. Sie hat
nur Sinn, wenn ein (vielleicht schwaches) elektrisches Feld da ist.

Die stationiiren Bewegungen im schwachen elektrischen Feld
sind nun wesentlich verschieden von denen im kugelsymmetri-
schen Feld, das wenig vom CouLoMBschen abweicht. Im letzteren
iSeparationsvariable sind die Polarkoordinaten)ist die Bahnkurve
eben: sie ist eine Ellipse mit langsamer Periheldrehung. Im
ersteren Fall (separierbar in parabolischen Koordinaten) ist sie
genihert auch eine Ellipse, aber diese Ellipse macht im allge-
meinen eine verwickelte Bewegung im Raume. Wollte man
also im Grenzfall des reinen Couroms-Feldes k oder n, als zweite
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Quantenzahl ecinfithren. so erhiclte man bei den beiden Rechen-
verfahren giinzlich verschiedene Bewegungen. Die entartete Wir-
kungsvariable hat also keine Bedcutung fur dic Quantelung.

Noch etwas anderes zeigen unscre Betrachtungen: Die Be-
rechnung des Starkeffektes und die Festlegung von J, =n h
kann nur Sinn haben, wenn der Kinflufl der Relativitiitstheorie
oder eciner Abwoichung des Atomkraftfeldes vom Covroms-
schen klein ist gegen den Einflul des elektrischen Feldes.
Wiederum hat unsere frithere Berechnung der relativistischen
Aufspaltung der Linien nur Sinn, wenn der Einflul der ja
immer vorhandenen elektrischen Felder klein ist gegen die
relativistische Stérung?!y.

§ 306. Die Intensitit der Linien im Starkeffekt des
Wasserstoffatoms?).

Das Korrespondenzprinzip, das seiner Natur nach nur eine
angeniherte Berechnung von Intensititen gestattet. liefert rela-
tiv genaue Resultate, wenn es sich um die Intensitiitsverhilt-
nisse der Linien innerhalb einer Feinstruktur, z. B. innerhalb
des Srtarreffekts. handelt.

Wir werden im folgenden nach KrawmEers?) die ForRIER-
Entwicklung der Bahn eines Elektrons, das in einem #uleren
IFelde & um einen Kern kreist, berechnen und werden die
klassischen Intensititsverhéltnisse mit den beobachteten ver-
gleichen. In den Fourier-Koeffizienten werden wir sdmtliche
Glieder, die proportional mit £, E* usw. sind, streichen, da sie
nur unwesentliche Korrektionen bedeuten.

Fir die Wirkungsfunktion § erhiilt man (§ 35):

s 1
J 'fl dg“% [ lfe(ﬁ)d’/ 'Jfgﬂjv‘['/ (l(/"

1) KRAMER& ist es gelungen, den Einflufl der relativistischen Massen-
anderung und eines gleichzeitig wirkenden homogenen Feldes auch fiir
den Fall zu behandeln, dall die entsprechenden Energieinderungen
von gleicher Gréflenordnung sind (H. A. KrRaMERS: Zeitschr. f. Physik, Bd.3,
S. 199, 1920).

?) In diesem Paragraphen haben wir die Rechnungen etwas kiirzer
gefalit, als wir es sonst in diesem Buche tun.

3) H. A. Krawmers: Intensities of spectral lines (Diss. Leyden),
Kopenhagen 1919.
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Entnimmt man aus (91§ 35 die Werte von «, und ¢, und aus
37 den Wert von W, beides fir X =10, so erhdlt man:

(10 3 3:
\ T 2J: - J, 1
(1 278 v", 1/:4;-]/ — ;'1/" -2 e - iy
' J2 2, R Jd, 1
{1 - / o9 L
,(( e —! nt ! - p % J?
g
Hierin ist zur Abkiirzung eingefiihrt:
(2 == ! J = J.--J,
- T etm I
Fir die zu J-, J,.J, konjugierten Winkelvariabeln w:, w,,
w, ergeben sich aus (1) die Gleichungen:
, ) .S
2 = -
T 7/J
1 (‘(15 VJ(')J 4 )8
2L SN (2 ) S E - E

E J‘(h/ 7 - P J’/ 4, iR ot
- ><'“’J',“’J'3 2 (2, )Tty

w2
) /'AS7
ST U, = s
T _;7/.]‘
!
'-ZJ(ZJq‘";L J’I]:‘l_!’_;;t
s

1 o(ds
J R 22 s ) J & E

(I PR ,
1 (dy ]()J,,v_!] H] - n!
ZJ:.f UM ‘zF‘;J,, J L 25 2J, \Jn*; ”
27, :2.7’.‘S
' o,
U [ds =, J:‘»»VJ(J-—J,,‘)S‘I-H‘
/ff SRR AN CREEPIED AR SN S
Ay =2t P ——fzJ J,—Jy 7»7/
: —{—J,,\Ja;

o :j.‘ n },4"/;‘3J,,'-'.]'375— 2x12 .

L.
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Da die Berechnung der w als Funktionen der & und y in
dieser Form offenbar sehr schwerfillig wiirde, erweist es sich

als’ zweckmillig — in Analogie zur Einfihrung der mittleren
und der exzentrischen Anomalie in § 22 — die Variabeln-

quadrate &* und %?, die ja zwischen zwei festen Grenzen (vgl.
§ 35) hin- und herpendeln, in der Form

(4) & —=a, -+ b cosy, y?=a, -+ b,cos y
zu schreiben. Damit die neuen Variabeln y und y wihrend

ciner Libration von & bzw.  um 2z wachsen, miissen wir
setzen:

" a, ~=2J (2Js+J,); b =2xJW:(Js-+J,)
J) R o
Ay == xJ (2‘]7/ +J'/)5 b‘.’ =2 ”JV}JN(J'/ +J, )

So erhiilt man:

2ds.&
d’(}l = - - e - ——— -
V—x?J 2T 220+, ) 82— &
dy - 2dn-y S

b s 2T 2 (2, )T —
und fiir wg, w,. w, ergibt sich:

1
2wy = ’T,(b Sin r+b(,sin —«{v—'(v,;l_n
: 2xJr L Y 2 X Y
1 . ) ‘
T, == e Sln’ll—r— ., SIn 7 -+ -
2wy == gy (bysiny - bysiny) -y
16) .
s 1 . . . . y
2aw, =, opibysiny - bysiny) A4 ! 5 *
=z p
__XJ,,J o dy o dy fpta
2 a, + b, cosy a, +bycosy | ' b
0 b /

In diegen Ausdriicken haben wir die noch willkiirlichen Kon-
stanten so bestimmt, daB das Endresultat eine mdoglichst ein-
fache Form erhilt,

Mit den Abkiirzungen

b, 1y b,
9 pgr = g WeldetJy) = 0y; 9 Rgt = O

erhalten wir
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(7«\ 2qw;=o0s8iny - g, 8iny -y -
j
o 2w, =06 8iny - 0,8in y -+ y + 7.
Die Ahnlichkeit dicser Gleichung mit (15) § 22 zeigt deut-
lich die Analcgie zwischen 1, y und der exzentrischen
Anomalie.

Nunmehr kénnen wir auch die FouRIiER-Zerlegung der Koor-
dinaten z. & - iy ohne Schwierigkeiten vornehmen. Nach

(2)§35 ist e= " 7

.. Da z nicht von ¢ abhingt, so hingt

es auch nicht von w, ab; wir machen daher den Ansatz:

(8) - : IT)_"? L ,\7 A“T ()5.’.71'(!521 Ty Wy
B _— Ty,
wobei
11
EL‘ . 772 Y ‘
(9) A’* Ty = r [‘ 77:27 e h'“”EwE T dw&‘du‘u
0o
ist.
Aus (7) folgt jetzt:

Alws, wy)
(l/ %)

1
——4 (1 =+ o, cosy —+ g,cos y)dydy.
47 - v

(10)  dw:dw, dypdy

Da ferner nach (4) und (5)

a, —a, , b cosy —b,cosy
2 == e e e
2 2
=xd (Jg —J,) 4 #J? (0, cosyp — 0, cos y)
ist, so wird:
27 27
1 L
(11) AOO:I}[“J J dpdy[xJ (J: —J,) + #J*(0, 008 p— 0,008 )]
0 0

(140, cosyp +o,c08y) =5 xd (J: —J,).
Fir die iibrigen Werte A,é o~ fiir welche nicht beide z gleich

null sind, kann man das konstante Glied »J (J; —J,) in 2z
von vornherein weglassen, da es nach (9) doch weggemittelt
wird. So erhilt man (7: -|-7, = 1)
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oA .
120 ., N (11/&["/(!71(‘081/' - G5, COS )
S S -

. (1 _T‘ 61 Ccos I/,' "f G, COS 7) 6_“5 =7 0¢8I0 t/'-—z,l)’ZA'Lrlrgian-

Ersetzt man in dieser Gleichung cos vy, cos y durch § (e - e=iw)
bzw. Lietz -t e=i7), so sieht man, dal sich das Integral der
rechton Seite zerspalten liflt in eine Summe von Produkten,
von denen jeder Faktor die Form

1 Cm e s
;\\ ‘)\): ([’/,.C»Ln:/- ~ osingy
TR )
a

(V]

hat: dies stellt bekanntlich die Bessersche Funktiont) § (o) dar.
Auf diese Weise erhilt man aus (12), wenn man llO(,h die Be-
zichungen?)

. 7
1;' [:\n* ( ) \)nrl( )1

do J, o) =3, o)

und

benutzt:

‘ 7 ~ i ~7 N~ E
(13} A'S v {r, e, iTo )\s, (t10,) — o, RIS (ra,) 3, 5,)}.
Fiir =z folgt hieraus schlieBlich:

3 . o L . ,
(14) o= xS e = J TP _,\J . {0, 3'5 (ro,) Sr,, (T0y)

=
— &

— 0 \57 (‘[!’ \\T (TG } 6’1‘0(1 it N 71%”)

(Der Strich am Summenzeichen bedeutet, dal 7, ==17, =0 bei
der Summation auszuschlieflen ist.) Fir v =0 wird der Aus-
druck (13) unbestimmt. Aus (12) folgt aber direkt, daBl die
entsprechenden A4, , , (T 7= 0) verschwinden.

Um die Fourier-Zerlegung fiir x -~ iy zu berechnen, ent-

nehmen wir aus (2) § 35

) JAHNKE u. F. EMDE: Funktiouentafeln, Leipzig 1909, S. 169.
2) bcnda. S. 165,
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115 & Hy - —f»)/-(‘.”.

Aus o) und (3. bzw, 16) konnen wir sofort schlieBen, dal
(= iy " 278 nur noch von w: und w, abhingt. Am zweck-
miBigsten ist es, wir entwickeln (x - iy)e? 7, 0,) in eine
Fourier-Reihe:

10 o it —uw, ) \Y 2agir.w. - (7, L, i
(16} LY e T = R, , ¢ B iy g,
Um die Grole der linken Seite von (16} als Funktion von

)'l,'
und 7 zu schreiben, entnehmen wir aus (8)

i Z
S STV LS AT AN
2w, -, o Ty T
v P
zd, J d y ‘ dy
) Y .
2 Ja, b ocosy Uy - bycosy

0 [}
Wenn man

Iz ba,” - b* == la,> — b,* zd, J

setzt. so gilt:

- I(al - b,)cos t# - jesin "#1'
d . ] 2 2
¢ - = —ilog*
Jay - by cos - bypta, = b, cos y)
(7.
i z 7|
7 ty 4 byycos * - icsin ~
[ dy l 2 2
- - -= — [ log - N
tl a, - b,cosy a, b,)(a, -~ b, cos y),
und damit wird:
‘18 - ?y] e:.‘ri(/l',]-u;/»

O ’U 7 e sin A
.oyt < biicos - fesin / {tty = b,) cos ~ - 7csin x
= Pl 2 2 2 2

Ha, -+ bl) a, - b))

Daraus konnen wir die A, - sofort berechnen 'wir setzen

jetzb: 1 — 72 - T, =T

Born. Atommechanik 1. 17
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2 23
, bra, - /;l)frl, b )
V5 L= 4 - (1 -0, Ccosy == 0, cos 71
= '7- . . ‘ - )
¢
[y ey P A
\(:os " i sin ! > (cos - : sin [—)
2 a, - b, 2 2 = b, 2

i N 3 i ( 1) i1
i rL  Jp=treysing =i (7, | g—droysing
() 2 dydy.

Genau. wie in Gl (12) kénnen wir hier die Gréflen cosy,

! . . ~ -
COR ¥, cos»-/) , usw. in Exponential-Funktionen zerlegen und da-

durch B, " als Summe von Produkten BessELscher Funktionen
darstellen. In derselben Weise. wie bei den Groflen A

)

., er-
e
hilt man schlieBlich (7==1 —7: — 7

S Yy
ST A A TP A

T T A Ca ‘
oy . lJ 3 4 ‘(.J'i . J'/ ‘\\fskrﬁl)\)l,] Y

_ ;].75],,»\‘\, NN (702)}.

Fir 7= 0 koénnen wir B, " einfach direkt aus (191 be-
rechnen. Man erhilt B,E,” = 0, fir 7= O mit Ausnahme der

Werte
210 B_y,=ixdJ:(J,  J,): Bo_y=1xd VW, (J:--J,
Als Fourier-Reibe fiir x — iy finden wir so endlich:

3 1 . S 9 4q N

1 L
. J ]J,, (J\ o J1,> C-.—n(—uq—#-u,/))

(1
xd? _\' 1{JlJ +dJ, ), = ,,)\5, (10,) 3¢, (T 0,

1 - o 9aiiw, — 1
- }JEJ,/S,:HH 01‘)3,’l+1(162)} ity 1wy )
Nach der Berechnung der Fourikr-Koeffizienten koénnen

wir nun direkt zur korrespondenzméifligen Abschitzung der In-
tensititen schreiten. Wir nehmen an, dal die einfache Ent-
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artung, dic m 115 § 85 fiir die Variabeln ., J/,, J, noch be-
steht, verschwunden ist, entweder durch Mitnahme dor in £
quadratischen  Glieder der Energie, oder durch Beriicksichti-
gung der Relativitiit.

Dann miissen wir nach den Grundpostulaten der Quanten-
theorie

J:=m:h: S, J, ==n,h

N 1
sotzen. Nach dem Korrespondenzprinzip erhalten wir angeniihert
die Intensitit ciner Linie, dic einem Sprung von »: um
dnzovon w, um dw,, von w, um I, entspricht, wenn wir
in dem durch 114 bzw. (22} dargestellten klassischen Spektrum
die Intensitit der Oberschwingung r: = dn:, v, - An,, 7, = | n,
untersuchen.  Hierbei bleibt unbestimmt, ob das klassische
Npektrum  der Aufangsbahn oder das der Kndbahn oder ein
Mittelwert zugrunde gelegt werden soll.  Im folgenden wollen
wir nur die Intensitiitsverhdlinisse innerhalb einer Feinstruktur
4,. B,..

. o1 :
untersuchen.  Wir werden also die GroBen =" Yoals

ST xJ?
.relative Amplituden~ einfithren und dann das einfache arith-
metische Mittel der relativen Intensititen von Anfangs- und
Endbahn mit den beobachteten Intensititsverhiltnissen ver-
gleichen. Dic Einfiihrung der .relativen Amplituden® hat zur
Folge, dall bei der Mittelbildung Anfangs- und Endbahn mit
gleichem Gewichte beziiglich der Intensitétsverhéltnisse eingehen.
Man kann vermuten, dal} diese letztere Annahme einen wesent-
lichen Zug der quantentheoretischen Intensititsberechnung
wiedergibt; besagt sie doch z. B. beim ZEEmax-Effekt, daf die
Intensitdtsverhiltnisse der ZEEMAN-IFeinstrukturen von der
Hauptquantenzahl unabhéngig sind, ein Ergebnis, das in Ana-
logie zur klassischen Theorie unbedingt erwartet werden muf}
und das sich auch empirisch stets bestitigt hat.

Als relative Amplituden erhalten wir aus (13) und (20) fiir
die z-Komponente (7, - - 0, 7:-+ 17, = 1)

=y

. t . )
(23) R, , {n Vi, ) 3, (16,) 37, (T6,)

1 - ‘
LC (ns-n,) 3, {.”’1)3',, (10_2)},
b N

7

fir die (x| {y)-Komponente (7, =1, 1: -+ 7, 4+ 1 =1):
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11 ‘ o
0 B, ., Vg =g tn,n, b Y, (100X (70,
iy 7 | n S K -
1 o~ AN
- '\7];'71,] IV !‘;7011\\1 5 1‘.1’73> b
12 < K
wobel
1
. Vi (s omy,) a, b, (e, o0,
n i
N Nz Wy e,
ist.

Dic Amplituden der z-Komponente entsprechen den parallel
zum Feld polarisierten Linien; die der -~ /y-Komponente den
senkrechl zum Feld polarisierten Linien,

II,6562.8 A

Ubhergang 1l . o, B R beoh. const.
° ’ A “ “ | Intens. |(R.2+R))
Im ~011 | 2] 1 0 0] o2 0 1,0 0,35
e soo2 3l 0 oo | o 1.1 0,43
201 »108 [ 4] 1 w0 | o038 | 038 1.2 1.16
201 ~011 [ 8] 2 -1 0 0 ) —
003 »002 |0 f 0 0 1 | 100|100 | 4.
[ 11 »002 0] 1 1 —1]007| 0o |[*= }3,4
Ca102--101 1) o 0 1 ] 0k6 | 038y 1,0 1,56
- 1102 cort [al 1 =1 1| 0 0 .
201+ 002 [ H1 2 0 -1 ] 0,00 0 -

Dic Tabelle gibt den Vergleich zwischen Theorie und
Beobachtung fir H,in: -3 —»>n .- 2165628\ wieder. In der
ersten  Spalte steht der Ubergang. charakterisiert durch
die Werte der Quantenzahlen in Anfangs- und Endzustand
(ne. “",T,‘ ng - ni; R nfi, nf/\_. In der zweiten Spalte steht die diesem
Ubergang entsprechende Verschiebung .1 der Linie von ihrem
Ort fir /- 0 in Vielfachen der kleinsten Aufspaltung ?E .

& meZ
herechnet nach (11) § 35, Die dritte Spalte enthidlt die dem
Ubergang entsprechenden Werte von 1z, 7,.7,; in der vierten
und fiinften Spalte sind als Mal der relativen Intensitiaten die
GroBen R * bzw. R * fiir Anfangsbahn bzw. Endbahn eingetragen.
Die sechste Spalte enthiilt die von STArRK beobachteten Intensi-

»

taten. Die siebente Spalte gibt dic Werte von const (R * -~ B?);
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rum Vergleich mit Stakks Werten ist hier ein konstanter Faktor
so hinzugefiigt, daB die Gesamtintensitit des theoretischen unil
des experimentellen Aufspaltungsbildes die gleiche ist.

An der Tabelle {illt uns auf, dafl dic Summe der be-
rechaeten Intensititen der i -Komponenten (1,95 stark von der
Summe  der Intensititen dor  -Komponenten (5,0) abweicht.
withrend bei «er Beobachtung sich die heiden Summen als
nahezw gleich ergeben (3,3 und 3.6).

i /7, und die tibrigen von Stark untersuchten Wasser-
stofflinien ist der Vergleich zwischen Theorie und Beobachtung

in den Abh. 27 bis 30 wicdergegeben'.  Fir die  Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Erfahrung ist der in § 35 ge-
lorderte Ausschluld des Falles J, - » 0 wesentlich.

7 7
Zusammenfassend kann man aus den Rechnungen dieses Ahb-

~chnitts foigern. dall das Korrespondenzprinzip vereint mit dem
hicr angewandten Mittelungsverfahren tarithmetische Mittelung
der relativen Intensititen zwischen Anfangs- und Endbahn, dem
quantentheovetischen Intensitittsgesctz schon sehr nahe komms.
Dali aber die hier durchgefiihrte Intensititsberechnung nicht
cwaktl dic quantentheoretischen Intensitiiten liefevt, a6t sich unter
anderem daraus schlioflen, daff nach den obigen Rechnungen
dic  Aufspaltungsbilder im ganzen cine Polarisation zeigen
miiiten +hei A, oben erwahnt), was aus theoretischen Grinden
und auf Grund der experimentellen IKrgebnisse wohl kaum
wihrscheinlich ist.

£37% Die siikularen Bewegungen des Wasserstoffatoms
im elektrischen Feld.

Dic bisher gebrauchte Methode zur Behandlung des Stark-
elfekts niitzt die Besonderheit aus. die man fast als zufillig
bezeichnen kann, dafl es Separationskoordinaten von einfacher
ageometrischer Bedeutung gibt. Wir wollen jetzt zeigen, wieo
man ohne Benutzung dicses Umstandes durch systematische
Awrenduny der Theorie der sikularen Storungen zum Ziel kommen
kann. Dabei wecrden wir zwei verschiedene Verfahren ein-
schlagen, zunichst eines, das die sidkularen Bewegungen der-
jenigen entartoten Winkel- und Wirkungsvariabeln untersucht,

v Naclhh Ho A, Kramers: loe. cit. Abb. | bis 4.



d
X

die bei der Behandiung der KEPLER-Bewegung mit Polarkoordi-
naten auftreten: das zweite Verfahren, das sich mehr den geo-
metrischen Vorgingen der Stérung anpalit. hat den Vorzug.
sich auf einen allgemeineren Fall igekreuztes elektrisches und

magnetisches Feld) iibertragen zu lassen.
Wir schreiben die Hanrrroxsche Funktion

1 H -1, -
Dabei 1st
2 H, -~

PH,.

Rh*Z?
Jo
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in der

die Energie der feldfreien KeprLER- Bewegung und

+H

1

wir den Mittelwert

durch (die entarteten Winkel-
variabeln und die Wirkungs-
variabeln der ungestorten Be-
wegung = § 220 auszudriicken,
die wir jetzt w,”, ," und J,*
J,° 0 nennen.

Sind & und 3 die rechtwink-
ligen Koordinaten des Elek-
trons in  der Bahnebene be-
zogen auf Kern als Nullpunkt
und grofle Achse als &-Achse,
so ist (Abb. 31)

== e [Tz
die Storungsfunktion. (Die Feldstirke £ kann etwa als
meter . betrachtet werden.: Nach den Regeln des § 18 haben

(%) Py

Abb.

z o osind (Esin 27w, 4 95 cos 27w,

und

e sindiEsin 20,”

- e08 2w,

0‘}

Die Mittelwerte & und 1 fanden wir in § 22

= —
) B

Fer

sie sind die Koordinaten des elektrischen Schwerpunktes des
bewegten Elektrons. Driicken wir sin ¢ und & durch J,°J,°J,°

aus. so wird

¥ =03

zua
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3 Jo\2 02
,,'»—sil|2:771':,”-~)u l/l (‘) 1/1_/.'-\,

) =)
und
) ' 3 Jovz o J0\?
41 W, — 2 H, = ——sin27w,°- 5 a-el l/‘ 1-- <Ji”J ] 1-— (z(—)) .

Die Winkelvariabeln w * und w,’ dndern sich; w,’ jedoch
verhilt sich zyklisch und J," bleibt Wirkungsvariable der ge-
storten Bewegung., w,” ist also die einzige nichtzyklische Ko-
ordinate in der gemittelten Stérungsfunktion, und wir erhalten
als cinzige neue Wirkungsvariable

J,= I dwb.

Nie JaBt sich aus (4) als Funktion von W, J == J\ . J,= J°
bestimmen. Durch Ausrechnen des Integrals bekommt man W,
und damit W als Funktion der Wirkungsvariabeln.

Wir setzen zur Abkirzung:

2

» 2 2 W .
S04 U0 — B < I‘l) —C

3aek
und
J,:"") = x;
dann wird:
. . U
J, - Cj} | x dw, dx,
= ) dx

wobei
C

)b

N /

sin*27w,’ =
. : : dw,’
ist. Rechnen wir aus der letzten Bezichung dy BUS, so er
x

halten wir

PR d < L Ij)

sin® Znuﬂ_,“ A x
dw,” sin® 27w,° <B 1 >
de 47 cos2qaw,” \x* A
dw,’ I AC-(2* — 4B)

e 4xle(d—w)(x- B)l(A—2)(x- B ACx

unger Integral wird also
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;o IA('Cb r?— ABydr
Coda V4w BA—re—B ACr

Da der Integrand eine rationale Funktion von x und der
Wurzel eines in @ quadratischen Ausdrucks ist, 1ift sich das
Integral auf komplexem Wege ausrechnen. Wir erhalten 1vgl. (4)
Anhang IT):

1 :
Jye 04 B 14cC,
also
1/ 2 W
gy oo g go= P
- 2\t 3 ' 3eEa):

Daraus lilt sich W, berechnen; es wird (wenn wir jetzt Jl" = J,.
J."— J, setzen):
3ella

W= 27, = =20
= 1

und wenn wir a nach (10) § 22 durch J, ausdriicken:

RWZ* 3 ER
l YT d 2

(d) W -—= — ., T
} JF T 8atmeZ T

Diese Gleichung geht in die Gleichung (13) § 35 tiber, wenn wir
g, =J
(6 Jo—Jy - 2, + T

setzen. Wir zeigen nachher, dall auch im Rahmen uunserer
jetzigen Uberlegung derselbe Wertebereich von J, herauskommt
wie frither. Wir haben wieder die Quantenbedingungen (15) § 35
und die Knergiegleichung (16) § 35.

Wir wollen jetzt die sdkularen Bewegungen untersuchen, die
das elektrische Feld verursacht. Das Perihel der Bahnellipse
indert seine Lage relativ zur Knotenlinie und die Knotenlinie
selbst liuft gleichférmig um die Feldachse. Aus (5) folgt, daB
auf einen Knotenumlauf zwei Perioden der Perihelbewegung
kommen.

Diese Perihelbewegung und ihre Begleiterscheinungen stu-
dieren wir am besten an Hand der Bildkurve der Bewegung in der
(w,”, J,°)-Ebene (Abb. 32). Ihre Gleichung hat nach (4) die Form
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, K
1 sin2 g’ o s
- . (,J Oy2 J ot
3 1 — :;;' '> “/ l - ‘>-2 |
] \JQO ‘\’/10/’
wo zur Abkiirzung
207 W
- 1 =K,
3 I ay J 0
L)
sesetzt ist. Sie ist symmetrisch zur Geraden w,’ =1 oder

q

w," =20 Wenn 11, -0 ist, ist entweder w,” gleich 0 oder 3.
oder J,° hat einen der Werte J,Y und J,°. Wenn W, -2 0 ist,
kann " nicht mehr die Werte 0 und |, J,% nicht mehr die
Werte /" und " annehmen: die Kurve verliuft innerhalb
des Rechtecks w,” == 0, w0 =1, J, = J % J 0 =J.0 Wenn W,
hinreichend klein ist. liegt w,” nur dann nicht in der Nihe
von () oder 1, wenn J,” nahe bei
J? J.0 oder J,” liegt. Die Bildkurve
schlieBt sich eng an das genannte
Rechteck an und geht fir W, =0
in den Rechteckumfang iiber. Fiir
groBeres W, wird die Kurve enger.
bis w,” nur noch solche Werte an-
nchmen kann, die nahe bei
(sin2 7w, == 1liegen, und schlieB-
- — li.ch nur noch diesen Wert se%bs-t;
’ 2 die Kurve schrumpft dabei in
Abb. 52, einen Punkt zusammen, Fir
W, .- 0 folgt dasselbe, nur liegt
der Grenzpunkt bei w,’ = ¥. Die Umkehrpunkte von w,” liegen
' ein Minimum, oder wo
- 0,2~ - 0.2
1 (Jé Vg GO\ 1
‘ 1/

| 2A

&N

da. wo sin 2 7!

ein Maximum hat, wobei J,° und J.°, also
(J:;O ~:. é,o 2
\J-:O \‘]10
konstant bleiben. Nun wird die Funktion

(1 —a) il —y)
mit der Nebenbedingung
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&£y = const

dami zum Maximum, wenn @ -y ist. " kehrt also dann um,
wenn
(\Hl 'l’.’“_ = '[1,“ ']:’,“3

also .J," das gcometrische Mittel von J,” und J,° ist.

Dic sikularen Bewegungen der Bahn unter dem Einfluli
des elektrischen Feldes sind jetzt folgende: Wihrend die Knoten-
linie einmal umlidutt, fihrt das Perihel der Bahnellipse zwei
Schwingungen um die auf der Knotenlinie senkrechte Meridian-
ebene aus. Bei einem  der beiden Durchginge durch diese

4,0
Meridianehene ist der Gesantimpuls _)"’_, am grofiten und damit
die Exzentrizitit am kleinsten. Beim Durchgang in anderer
Richtiny ist die Exzentrizitit am groBten. Da die Komponente
(3]

o,
3

5 des Drehimpulses in der Feldrvichtung konstant bleibt,
schwankt die Neigung der Bahnebene in gleicher I'requenz mit
der Exzentrizitit. Sie hat thren gréfften und ihren kleinsten
Betrag. wenn das Perihel durch die Gleichgewichtslage geht
and nimmt thren grofiten und kleinsten Betrag wihrend eines
Knotenumlaufs zweimal an. Bei dieser Schwingung von Bahn-
ehene und  Perihel bleibt die groBe Achse erhalten (da J,"
konstant bleibt): die Exzentrizitit Andert sich so. daBl der
elektrische Schwerpunkt stets in eciner Ebene

W

1

el

bleibt. Er beschreibt in dieser Ebene einc Kurve um die Feld-
achse: da Neigung und Knotenumlauf das Frequenzverhiltnis
2:1 haben, ist die Kurve geschlossen und wihrend eines Um-
laufs erreicht der elektrische Schwerpunkt zweimal seinen gréfiten
und zweimal seinen kleinsten Achsenabstand. Wir werden spiter
(§ 38+ zeigen. dali der elektrische Schwerpunkt eine harmonische
Schwingung um die Feldachse ausfiihrt.

Wir betrachten noch die beiden Grenzfille der Perihel-
bewegung. Wenn die Bildkurve in der (w,’, J,°)-Ebene sich
in das Librationszentrum zusammengezogen hat, ist J, —= 0 und

Jy, J, - J, ein ganzzahliges Vielfaches von h. Die Bahn-
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ellips¢ hat konstante Exzentrizitdt, sic hat konstante Neigung
und ist nmehtungsgequantelt. lhre grofle Achse steht anf der
Knotenlinie senkrecht und die Knotenlinie liuft gleichférmig
um die Ieldachse.  IFir unsere Nédherung ist dies zwar kein
guantenmifig ausgezeichneter Bewegungszustand, da ja J, nicht
durch eine Quantenbedingung festgelegt ist. Erst die Bereeh-
nung der kKnergie in niichster Niherung wiirde die Notwendig-
keit der Festlegung von J, ergeben.

Im anderen Grenzfall W, -— 0 oder J, ==} {J, — J,), bei dem
die Bildkurve in der (J,%, w,”)-lbene den Rechteckumfang
durchliuft. ist die Bewegung ziemlich verwickelt. Der Knoten
liuft gleichférmig um. In einer bestimmten Phase der Bewe-
gung ist die Bahnkurve ein KreisiJ," = J,), dessen Lage durch
J, und J, festgelegt ist. Dieser Kreis wird nun allmihlich zu
eincr Eilipse, deren Perihel in der Knotenlinie liegt; die Bahn-
ehene legt sich wihrend dieses Vorgangs senkrecht zum Feld.
In dieser Lage wird zwar die Knotenrichtung unbestimmt.
Wenn wir sie aber durch die Fortsetzung der gleichférmigen
Bewegung, die der Knoten vorher hatte. definieren, so bleibt
das Perihel hinter dem Kunoten zuriick, bis der Abstand 7 ist.
Darauf richtet sich die Bahnebene wieder auf und die Bahn-
kurve wird nach und nach wieder zum Kreis. Beim Kreis ist
die Lage des Perihels unbestimmt. Wir kénnen aber aus der
Bildkurve entnehmen, dall es wieder in der Knotenlinie liegt,
wonn die Fxzentrizitit wieder zunimmt und die Bahn sich
wieder neigt. Wéahrend eines Knotenumlaufs wird die Kurve
zweimal zum Kreis.

©

Den Wertebereich von .J, oder «, erhalten wir durch folgende
Uberlegung.  J,% = J, ist positiv und héchstens gleich J,.
J, kamm nicht null werden, sonst witrde, wio aus (4) zu er-
sehen ist, J,° eine Libration zwischen J,® und — J,* ausfiihren:
die Bahnellipse wiirde dabei den Grenzfall der Geraden (Pendel-
bahn vgl. § 21 und § 35) durchlaufen miissen und wegen der
Inkommensurabilitit des Umlaufs auf der Ellipse mit jener Li-
bration dem Kern beliebig nahe kommen. Mit

0 < J, < J,
und der aus der Abb. 32 ersichtlichen DBeziehung

0 é/ ']~2 é ‘]_i(']i =y

= 3
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folgt dann fie J,

und
e L, <n - 1.

Statt eines einzigen durch n gekennzeichneten Quanten-
zustandes der feldfreien Kerrrur-Bewegung treten die im § 35
schon erwiihnten 2n — 1 Zustinde auf.

§ 38. Die Bewegung des Wasserstoffatoms in
gekrenzten elektrischen und magnetischen Feldern.

I'tir die Berechnung der sikularen Bewegungen des Wasser-
stoffatoms im elektrischen Feld hat Borr noch cinen anderen,
mehr anschaulichen Weg angegeben®). Mit der entsprechenden
Methode haben dann Le~z und Kiwmin?) den gleichzeitigen Ein-
flufp eines Magnetfeldes und eines beliebiy dazw gerichieten elek-
trischen. Feldes abgeleitet.

Wir geben die Rechnung gleich fiir den Fall eines elek-
trischen Feldes € und eines magnetischen Feldes © wicder.
Die ungestirte Bewegung (G = $ = 0] hat sechs unabhingige
Integrationskonstanten; wir wihlen als solche den Vektor I
des Drehimpulses und den Ortsvektor r des elektrischen Schwer-
punktes der Bahn. Da 3 und t stets senkrecht aufeinander
stehen, sind das nur 5 unabhéingige Grollen; als sechste konnen
wir eine Grolle wihlen, die die Phase der Bewegung bestimmt;
sie ist fiir uns aber unwosentlich. Unter dern EinfluB der
Felder ¢ und  erfahron ¢ und ¢ Anderungen, und unser Ver-
fahren lduft darauf hinaus. fiir ¥ und 1 Differentialgleichungen
aufzustellen.

Sowohl das elektrische, wie auch das magnetische Feld tiben
auf die Elektronenbahn ein Drehmoment aus, und dies gibt die

') N. Bonr, Quantentheoric der Linienspektren. Braunschweig 1922,
S, 101

%) Das Problem wurde zuerst von . KpstriN: Physical. Rev. Bd. 22,
S. 202, 1923 gelist; eine andere Loésung gab O. HALPERN: Zeitschr. f.
Physik, Bd.1s, S.287. 1923, Die hier angegebene Methode stammt
von W. LE~xz: Vortrag in Braunschweig 1924 (in erweiterter Form:
Zeitschr. f. Physik, Bd. 24, S. 197. 1924) und von O. Kurix: Ebd. Bd. 22,
S.109. 1924,
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zeitliche Ablcitung dos Drehimpulses 8. Aus der Bewegungs-
gleichung des Elektrons

. R 1 . €.
[ myt - Ze? grad c@ ENEY

v ¢

folgt durch vektorielle Multiplikation mit r die zeitliche Ande-
rung des Drehimpulses:
Gr]-  [e[Dy]!

8 ¢ it

Ro=mirr] = ¢
L

Den siitkularen Anteil dieser Bewegung erhalten wir, wenn wir
den Mittelwert iiber die ungestérte Bewegung bilden: der elek-
trische Anteil wird so

el@r].
Den nmagnetischen Anteil kénnen wir entsprechend einfach
schreiben. wenn wir mittels der bekanmten Vektorformel

(Hr]l=[Hfrr]] |l

= (D% [rox]

m'L

den Drchimpuls Q¢ einfithren und ferner heachten, daf

- S d .
il [eioaf] - elor]
im Zeitmittel gleich null ist. Wir erbalten so
W—-TT“ 1 G R
[0 = (0]
und
: . e
2 Pl ET 59
‘~"') l (’l,b’lt‘ 2mCL‘S:«J‘ 1

Wihrend das erste Gilied das Drehmoment des elektrischen

Feldes auf cin im Schwerpunkt der Bahn befindliches Elektron

angibt, entspricht das zwecite Glied dem Larmomrschen Satz

und bedeutet cine Zusatzdrehung des Vektors 2 um © mit der
. T ., €D

Winkelgeschwindigkeit | 2

Neben den in (2) zusammengefa3ten drei Gleichungen stellen
wir drei weitere auf. Einmal ist der Mittelwert der Stérungs-
energie, genommen iber die ungestorte Bewegung
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3 W o v GT oy

: 2ame
cinc Konstante. Zweitens stehen ® und 1 aufeinander senk-
recht. es ist also
4 Vr =0,
und drittens hingen 9 und t noch einmal aui dem Wege iiher
die Exzentrizitit der Bahn zusammen. Es ist ($ 22, S 166

und 1(8) § 22, 80160,

o

. o (I
\bh - (\l — l"') <;?) B

wo J die nichtentartete Wirkungsvariable der feldfreien Be-
wegung ist. Durch Elimination von & folgt

. =3 2 g2 3\
(D r’ —K—‘l':'(_)ra),
wo zur Abkiirzung
22 783 \? ,
(6) — ) (a = K*
‘ V)2

gesetzt ist. Aus :3), (4) und (5) kann man nun mit Hilfe
von 2\ eine dhnlich wie (2} gebaute Gleichung fiir T ableiten.
Differenziert man nimlich (3) (4) und (5) nach der Zeit und
driickt man ‘JS durch (2) aus, so folgt

2

OeGr -t 96 =e6(r 0 Tr9)]
= e — ) 55 — ¢ (5 S

! ‘2mc"’L t ¢ (r ‘ :ZmCLr 9J>
, . e ) - € 3
0= Rr - S [HP :(1 Y
' ¥r chllﬁ)l] ¥ \ :ch[1 g__‘)

0=71rv - eK*R[Cr]=7T(t - eK2[RE] .

7

Dies bedeutet aber, dall die skalaren Produkte des Vektors
e .

(7) ¢ - eKU[$6]- [t

[

2me

mit €, B und v verschwinden. Da im allgemeinen weder diese
drei Vektoren verschwinden, noch alle in einer Ebene liegen,
mufl der Vektor (7) selbst null sein. Es ist also
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oot [E%] 2me Y

Unsere Aufgabe ist gelost. wenn wir das Gleichungssystem
121, 18) 1osen konnen. Es geschieht dies am besten, wenn man
statt der Unbekannten §§ und 1t die neuen Vektoren
9, no=r K%

,=1— K%}
einfihrt. Da v und K aufeinander senkrecht stehen, haben
beide Vektoren (9 den Betrag

R —o T e ana 3
(10, o= =] KRR = S
mach (3). Ferner kann man aus v, und t, mittels der Glei-
chungen
.
11 Li;_;(rl :'r__,)
K == ‘]_> (r1 Y

stets wicder v und ! zuriickgewinnen. (2) und (8) gehen jetat
in das Gleichungssystem

v e K[G o]
1 [ J Z’HLCL: 14
112
. . . €
, = —¢K|Gr,] - —[9Hr1,]
: b 2me- T 7
tiber. Wenn wir zur Abkirzung
eKE =
(13 “
© g
-y =
2me m

schreiben. so lautet das Gleichungssystem
(1 r = [ o, W,y 5 {;J

S

L= [—w, W, 1]
Dies hat die anschauliche Bedeutung, daf die Vektoren ¢, und v,

1
je eine gleichformige Drehung um die durch e H -+ KE und
2m

1
Sme H — K¢ bestimmten Achsen mit den Winkelgeschwindig-

keiten 'w  --w, und |w, — w,| ausfilhren. In jedem Augen-
blick ist (nach (11)) der Abstand der Endpunkte der beiden Vek-
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toren proportional dem Drehimpuls der Bewegnng und ihre
halbe Summe ist der Ortsvektor des elektrischen Schwerpunktes.

Betrachten wir zunichst den Fall, wo wnur ein elektrisches
Feld ¢ wirkt. Dann drehen sich r, und r, beide um die Feld-
achse mit gleicher Geschwindigkeit, aber in verschiedenem Dreh-
sinn. Wahrend jeder der Vektoren einen Umlauf vollendet,
kommen sie zweimal in eine solche Lage, daf} sie mit € in
oiner Ebene und beide auf der gleichen Seite von G liegen.
In dieser Lage ist ihre Differenz, also der Gesamtimpuls §, ein
Minimum, die KExzentrizitit erreicht ihr Maximum und die
Bahnebene weicht am wenigsten von der Aquatorebene des
Feldes ab. Zwischen diesen beiden Lagen gibt es zwei andere,
wo r,, r, und ¢ ebenfalls in einer Ebene liegen, aber 1, und r,
auf verschiedenen Seiten von . Dann hat % ein Maximum,
die Exzentrizitit ist am kleinsten, und die Bahncbene weicht
am stiirksten von der Aquatorebene ab. Wihrend der Betrag
von ® hei einem solchen Umlauf zweimal eine Libration aus-
fithrt, vollzieht die Richtung von ¥ nur eine einzige Drehung.
d. h. der Knoten der Bahnebene liuft c¢inmal herum.

Faft man die Bewegung des elektrischen Schwerpunktes
der Bahn allein ins Auge, so lilt sie sich aus den Gleichungen (2)
und (8) (ftir § === 0) direkt ableiten. Differenziert man (8) nach
der Zeit und sotzt man $ aus (2) ein, so erhilt man:

to- e KEE[ET]].

Das bedeutet, dal} t stets senkrecht gegen die Feldachse zeigt,

und dal r dem Abstand des elektrischen Schwerpunktes
r Gi
[!L@L" von der Feldachse proportional ist. Der elektrische Schwer-
R

punkt fithrt also eine harmonische Schwingung um die Feld-
achse aus (vgl. § 37 8. 267).
Lim Falle, daBl allein ein magnetisches Feld wirkt, fithren t,
und r, gleichsinnige Drehungen um die Feldachse mit der
i gleichen Geschwindigkeit
e

1D [ 9]

[
mo

2me
aus, d. h. das ganze System vollzieht eine gleichférmige Préizession
(die LarMor-Prizession) um die Feldachse.

Born. Atommechanik 1. 8
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Im Falle, daBl beide Felder wirksam sind. geschehen die
Drehungen von r, und r, um verschiedene Achsen. Damit wird
die einfache Phasenbeziehung. die wir im bloflen elektrischen
Feld zwischen Knotenumlauf ecinerseits und Bahnneigung und
Exzentrizitit andererseits hatten, zerstort, und es kommt eine
viel verwickeltere Bewegung zustande. Besondere Schwierig-
keiten macht der Fall, wo die beiden Kegel, die die Vektoren
r, und t, beschreiben, einander schneiden. Dann kommt es
bei Inkommensurabilitit der Umlaufsfrequenzen vor, dall die
Vektoren v, und r, einander beliebig nahe kommen und daher
der Drehimpuls ¢ beliebig klein wird. Wenn nun auch die
Umlaufsfrequenz auf der Ellipse zu den beiden anderen Fre-
quenzen ein irrationales Verhiltnis hat, so kommt das Elektron
dem Kern beliebig nahe. Solche Bewegungen hidtten wir nach
unseren bisherigen Grundsidtzen auszuschliefen. Wir werden
aber nachher bei der Aufstellung der Quantenbedingungen sehen,
daB sich solche Bahnen adiabatisch iiberfithren lassen in Bahnen
des reinen STARK- oder ZEEMAN - Effekts, die wir zulassen miissen.

Wir betrachten jetzt die Energie der gestorten Bewegung und
die Festlegung der stationdren Zustdnde.

Unter dem Einflu der beiden Felder & und $ tritt zu
der Energie W, der ungestdrten Bewegung noch eine Zusatz-
energie (3)

(15) W, =e-1§ §;(‘B§J
Driicken wir hierin ¥ und % nach {11) durch r; und 1, aus,
so wird

e . €

Wy= (6 w)C, i

— 1,10,

und wenn wir die Vektoren w,_ und tv,, nach (13} einfiihren
1

= ) 1 L —_ 1
(16) Wl - 2K { 1 (mr mm) oLy (me mm)l .
Definieren wir jetzt die Frequenzen »’ und »” durch
/ 1. n

[ 2 4 | W, = 1,
(17)

[ 1, \

} - .;;; i me - mm [
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80 kann man die Knergie auf die Form bringen

(18] W, ="J" " J".
wo
1 27 - .
J = s AT s (g, < w,)
Sy
e 7.‘4' F = \ 3
J = g g |teleos(rypio, —

ist. Wegen 16) und 110) kdnnen wir dafiir

19 J’: = LJ cos(ry, w, - w, )
J" = L Jcos(r,.w, — w,)
schreiben.

Da »" und »” in Gleichung (18) konstant sind, folgt aus
der Form dieser Gleichung, daB J und J'' die zu den Winkel-
variabeln

w ="t 0
w” =YY

konjugierten Wirkungsvariabeln sind. Die Periodizititsvoraus-
setzungen des § 15 sind ndmlich alle erfiillt. Die Grifien J  und
J' sind also durch Quantenbedingungen

J ="k

J = n"h
festzulegen. Dies bedeutet eine etwas abgeiinderte Form der
Richtungsquantelung. indem nach (19):

- ‘ n
cos(T,m, ~mw, | = 2"
: n
_ n’l
COS(r‘.,. me - mm ) == 2 F

ist. Die Quantenzahlen n’ und n” sind also diesmal auf das

Intervall (—~ 7; \ ')L> beschrinkt.

Im Ialle. dal das Magnetfeld § verschwindet, liegt eine
Entartung vor, denn es wird

’ ”
po oy = p
[

Dann ist statt /" und J'’ die alte Wirkungsvariable J, =J'-.J"
einzufithren und man erhalt
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imt Kinklang mit fritheren Ergebnissen. Ganz analog hat man
hei bloflem Magnetfeld
J Jd
e

und
Woeew - .

Wenn wir nur ein schwaches Maonetfeld neben einem end-
lichen elcktrischen Feld haben, so haben die Drchungsachsen
der Vektoren v, und v, fast entgegengesetzte Richtung. Da die
von diesen Vektoren beschriebenen Kegel im Falle verschwin-
denden Magnctteldes nicht zusammenfallen diiifen (das wire
Roo= 0 beim Starkeffekt), so schneiden sie sich auch bei schwa-
chem Magnetfeld nicht. Lassen wir jedoch § adiabatisch an-
wachsen, so bleiben die Offnungswinkel erhalten und es kommt
schlicBlich der Punkt, wo die Kegel einander treffen. Ent-
sprechend ist es, wenn wir von einem schwachen elektrischen
Feld und einem endlichen Magnetfeld ausgehen. Dann haben
zuniichst die Drehungsachsen fast gleiche Richtung und die
Kegel schneiden einander nicht. Aber hei adiabatischem An-
wachsen von ¢ kommt auch hier der Punkt, wo sie sich treffen.

Wir konnen also Bahnon, die wir frither zulieBen und die
auch empirisch bestdtigt sind. iiberfithren in solche, bei denen
das Elektron dem Kern beliebig nahekommt. Eine Aufklirung
dieser Schwierigkeit 1af3t sich zur Zeit noech nicht geben. Man
kann an die Méglichkeit denken, daB die .J bei den hier be-
trachteten adiabatischen Anderungen nicht streng invariant zu
sein brauchen, da man fortwihrend durch Zustinde hindurch
kommt, bei denen (nicht ideutische) Kommensurabilititen zwi-
schen den Frequenzen bestehen (.zufallige Entartungen©. s. § 15.
S.101 und § 160 So1110

§ 39. Problem der zwei Zentren.

Die parabolischen Koordinaten, in denen die Bewegung, die
das Elektron im Wasserstoffatom unter dem EinfluBl eines elek-
trischen Feldes ausfithrt, durch Separation gefunden wurde, sind
ein besonderer Fall der elliptischen Koordinaten. Diese sind
Separationsvariable fiir die allgemeinere Aufgabe, die Bewegung
eines Punktes zu finden, der won zwer festen Kraftzentren nach
dem CouvomBschen (esetz angezogen wird. LaBt man das eine
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Kraftzentrum ins Unendliche ricken bei gleichzeitiger geeig-
neter Vergroflerung der von ihm ausgehenden Kraft, so erhilt
man den Fall des Srarkettekts: die elliptischen Koordinaten
gehen dabei in die paraholischen iiber.

Wenn 2¢ der Abstand der festen Punkte £, und F, ist,
so hingen die elliptischen Koordinaten &, 5 eines Punktes it
seinen Abstinden r, und r, von jenen festen Punkten durch
die Gleichungen

i)

zusammen. Man sieht an diesen Gleichungen, dall stets

12 =1, 1<yp<£1

ist, ferner, dafi die Flichen £ == const Rotationsellipsoide sind
mit der grollen Halbachse ¢& und den Brennpunkten F, und
F,, und daB die Flichen » = const zweischalige Rotations-
hyp-rboloide mit dem Scheitelabstand 2 ¢ 7 und denselben Brenn-
punkten sind. Zur eindeutigen Festlegung eines Punktes Ist
noch eine dritte Koordinate notwendig, z. B. das Azimut ¢
um die Gerade F, F,.

Schreiben wir die Gleichungen der genannten Rotations-
tlichen in Zylinderkoordinaten (7, ¢,z auf, wo F, F, die
z-Achse ist und der Nullpunkt die Verbindungsstrecke F, F,
halbiert, so lauten sie:

4 re .
:.’, :_‘ 1
z- [
-y — = ¢
TR BT
Daraus folgen die Transformationsgleichungen
M Tk

(3) ,
e G SN BT
Wir zeigen, dal das obengenannte ,.Zweizentrenproblem*
in diesen Koordinaten separierbar ist. Die potentielle Energie
einer von zwei positiv geladenen Punkten angezogenen elek-
trischen Ladung -- ¢ ist:
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Coeh B
Ty s/
also in elliptischen Koordinaten:
) - e? o . o
4) = -, G [(Zy - Zg) s Ly =2y 1m].

D)ie kinetische Knergie

N S
R et

Z

erhiilt wegen der aus 13) folgénde Beziehungen

S n

. )
Pl )
) S —-1 1- -5
die Form:

o ometl & y? ) ol
AT R e | - o] (&= 10 UK

e 1 — 47 ) e f

D}

Naraus folgen die zu &, u, ¢ konjugierten Tmpulse:

.o &y
P me=&
§F 1
6. et Sy
)y, == TLCT ) R
,1 / 1 ]7-

Py =—=mctp (8 - 1(1—n7).
Driscken wir 7" durch Koordinaten und Impulse aus und fiigen
wir die potentielle Energie hinzu, so erhalten wir die Hamivrox-
sche Funktion‘
T H- { | ("'-' 1ipl -l —yip,°

{4
-

N

1 , e |
o T 142,08 Z 2ol 1] =
(.:’ 1 1 >1) o [ Z, - Z, (4 7-)77JI

AW

Man sieht sofort, daB unserc Aufgabe durch Separation der

Variabeln 16sbar ist. Fiir die drei Impulse erhdlt man:

1 T <
p:= 12mc? {’W)c,fll AHBlg_;‘(": _*st &
" Py= '2'm0Q7(~7W"] 1 A =Byt Cny* 3077:{;)'/‘
— 2 2

Py = const,
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wo (' cine willkiirliche Konstante und

i p'/ *

[ Y A R & A —

' 2mc?(-- W)

) e* (Z 47 J

9 B o~ 12
{ LT oW

ez, — 7))

[)‘) - 1 2/
e —cW

1st.

Wir untersuchen jetzt die moglichen Bahntypen, wobei wir
von einzelnen Grenzfillen absehen und uns auf den Fall nega-
tiver W beschrinken wollen. Wir wollen auch nicht auf die
Kinzelheiten der Beweisfithrung eingehen.

I. Bahnen. die mit den Zentren in einer Ebene liegen1>.

Hier ist p, — 0, also 4 — (- 1=0und =1, y==+1
sind Nullstellen der Radi-
kanden in (8) Wir unter-
scheiden folgende Fille:

1. Der Radikand von
pe st fir & - 1 zundchst
positiv; dann macht & eine
Libration zwischen S = 1
und einem Wert - & .

ai Der Radikand von
p, ist im ganzen Intervall
{ 1.1 positiv. Die Bahn
verliuft innerhalb der El- Abb. 33. Abb. 34.
lipse & {Abb. 33.)

b1 Der Radikand von p, hat in (— 1, 1) eine weitere Null-
stelle. Die Bahn verlduft dann in einem Zweieck. das von der
Ellipse &= ¢ . und einer Hyperbel 7 = const begrenzt wird.
{Abh. 34.) Der Fall, dal in (- 1, 1) zwel weitere Nullstellen
vorhanden sind, tritt nicht auf.

“max*

1y Eine ausfithrliche Diskussion dieser Bahnen bei C. L. CHARLIER:
Die Mechanik des Himmels, 1. Bd., Leipzig 1902, III, § 1 (S. 122).
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2. Der Radikand von p: ist fir &> 1 zu-

niichst negativ und nimmt spiater im Inter-
vall

-

(&mins Smax) Positive Werte an: & macht
dwnn  eine Libration in diesem Intervall.
In diesem Fall mu der Radikand von p,
im ganzen Intervall (-— 1, 1) positiv sein.
Die Kurve verliuft zwischen den beiden
Ellipsen &- £ . und & (Abb. 35

. = K
min Smax

Abb. 35.

I1. Bahnen, die nicht mit den Zentren in ciner Khene
liegen?).

Der Radikand von p: ist hochstens positiv in einem Inter-

vall ( ). das nicht an & =1 heranreicht; der Radikand

.*tmiu‘ Smax
von p, ist ebenfalls fiir 5. =+ 1 negativ, er kann im Intervall
r— 1. -{- 1) zwei oder vier Nullstellen haben. p, endlich ist

~

e

/

Abb. 36. Abb. 37.

von Null verschieden und ¢ liuft um die Verbindungslinie der
Zentren. In allen Fillen, wo iberhaupt Bewegungen moglich
sind, verlaufen sie in dem Ring zwischen zwei Rotations-
Hyperboloiden und zwei Rotations-Ellipsoiden, deren Achse
durch die Zeuntren geht. (Abb. 36 u. 37.) Im Falle von Doppel-
wurzeln konnen die Ellipsoide oder die Hyperboloide zusammen-
fallen; es konnen auch Limitationsbewegungen auftreten.

Y Ausfiihrliche Diskussion bei W. Pavrr jr., Ann. d. Physik, Bd. 68,
S.177, 1922, I, § 6, und K. F. NIESSEN: Zur Quantentheorie des Wasser
stoffmolekiil-Tons (Diss.), Utrecht 1922, Abschnitt 1.
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Die hier beschriebenen Gebiete werden liickenlos erfiillt,
wenn die Bewegung nicht rein periodisch ist. In den beiden
Fallen I, ta und b kommt dabei der bewegte Punkt den Kraft-
zentren beliebig nahe.

PavuLi') und Niessen?) haben versucht, dieses Zweizentren-
problem anzuwenden zur Berechnung des positiven Wasserstoff-
molekel-Tons. Dieses besteht aus zwei Kernen mit den Ladungen
. ¢ (also Z, = Z,==1) und einem Elektron. Wegen der grolien
Masse der Kerne wird man in erster Niaherung die Kernbe-
wegung vernachlissigen konnen. Man hat dann als ersten Schritt
der Rechnung die Klektronenbewegung bei bel’ebigem Kern-
abstand zu bercchnen; dann hat man den Kernabstand so zu be-
stimmen, daf bei festgehaltenen Werten der Wirkungsvariabeln
der Elektronenbewegung die Kerne im stabilen Gleichgewicht
sind. Es hat sich dabei ergeben, dafl durch diese Bedingungen
einc Konfiguration kleinster Energic { Normalzustand) eindeutig
festgelegt ist (der U'vpus der Abb. 36, bei gleichgeladenen Ker-
nen ist das Bild symmetrisch). Man kann fir diese nicht nur
den Energiewert, sondern auch die bei kleinen Storungen
eintretenden Schwingungen der Kerne gegeneinander berechnen.

Die FErfabhrung hat aber gezeigt, dal die so erhaltenen
Werte nicht mit den Messungen der Ionisierungs- und An-
regungsspannungen in Kinklang zu bringen sind. Aus diesem
Grunde wollen wir darauf verzichten, niher auf dieses Modell
des H," einzugchen. Wo der Grund des Versagens der Theorie
zu suchen ist, ist vorliufig noch recht unklar. Wir werden im
folgenden sehen, daBl die Behandlung der atomaren Probleme
mit Hiife der klassischen Mechanik zu falschen Ergebnissen
tithrt, sobald mehrere Elektronen vorhanden sind, also ein Drei-
oder Mehrkorperproblem vorliegt. Vielleicht ist auch hier die
kiinstliche Verwandlung des Mehrkorperproblems in ein Ein-
korperproblem auf Grund des kleinen Verhéltnisses von Elek-
tronen- zu Kernmasse nicht zuldssig.

W. PaurLr, loe. cit.

L
)
%) K. F. N1esseN, loe. cit.
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der violetten (‘yanbanden'). Die Abh. 10 gibt die Lage der
Nullinien und ihre Wellenlingen. dic erste Zeile darunter die
Schwingungsquantenzahl im Anfangszustand, die zweite Zeile

dic im Endzustand®i.

Drittes Kapitel.
Svsteme mit einem Leuchtelektron.

§ 21. Bewegungen in einem Zentralfeld.

Die Anwendungen der im  zweiten Kapitel entwickelten
Prinzipien der Quantenmechanik sind vorliufig noch dadurch
~chr beschrinkt, dafl jene Prinzipien sich nur auf mehrfach
periodische Systeme beziehen. Das crste Beispiel, das Bozr
behandelt hat, ndmlich die Systeme, dic aus einem Kern und
einem  einzigen Elektron bestehen (das Wasserstoffatom und
dic ihm &dhnlichen Ionen He', Li' ' usw.), erfiillt die Periodi-
zitiitsvoraussctzung. Bei andern Atomen liegen bei der Unter-
suchung der Periodizitdtseigenschaften der Bewegung die
gleichen Schwierigkeiten vor wie beim Mehrkorperproblem
der Astronomie. Hier kann also nur ein Anndherungsverfahren
weiterhelfen. Borr hat erkannt, dal eine grofle Reihe von
Eigenschaften der Atome, vor allem die, die sich in den Serien-
spektren offenbaren, sich durch die Annahme verstindlich machen
lassen, dal} bei den in Betracht kommenden stationiren Zu-
stinden ein Elektron, das Leuchtelektron, eine besondere Rolle
spielt. Diese Zustinde sollen in der Hauptsache dadurch ge-
kennzeichnet sein, dall das Leuchtelektron sich in einer Bahn
bewegt, die sich wenigstens zum Teil vom ,Rumpf* weit ent-
fernt und nur geringe Riickwirkung auf den Rumpf ausiibt.
Wir werden daher immer von stationdren Bahnen des Leucht-
clektrons sprechen, indem wir die Vorginge im Rumpf nicht
berticksichtigen. Das Spektrum des Atoms entspricht dann den
Ubergiingen des Leuchtelektrons von einer stationiren Bahn zu
einer anderen.

1) Theoretisch gedeutet von A. Krarzrr: Physikal. Zeitschr. Bd. 22,
S.552. 1921; Ann. d. Physik. Bd. 67, S.127. 1922
2) Nach A. Krarzer a.a.O.
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Diese Annahme schlieit cin. dall dic Bewegung des itulleren
Elektrons periodisch ist und beim Durchqueren des Rumpfes
keine Energie an dicsen abgibt oder von ihm erhilt. Be-
wegungen dieser Art sind nach der klassischen Mechanik ganz
singulire Fille; die Bewegungen der Rumpfelektronen miiliten
namlich so verlaufen, dal} ibhre Energie nach jeder Periode des
dufleren Elektrons dieselbe ist — - ecine Forderung, die woll nur
bei streng periodischen Lésungen des ganzen Mehrkérperproblems
erfilllt ist. Da sich aber cine Reihe Krfahrungen durch solche
stationire Bahnen des Leuchtelektrons in iiberraschend ein-
facher Weise deuten lassen, so scheint es sich hier um einen
allgemeinen Vorgang zu handeln, der sich schwer durch solche
singulire Bewegungsformen erkldren lilit. s handelt sich viel-
mehr um dasselbe Versagen der klassischon Mechanik, das wir
aus den Franckschen Versuchen iiber Elektronenstold kennen.
In beiden Fillen ist dor Energieaustausch zwischen Elektron
und Atom bzw. Atomrumpf in dhnlicher Weise beschrinkt, wie
wir es vom Austausch zwischen Atom und Strahlung ge-
wohnt sind.

Wir kénnen zur Zeit dieses unmechanische Verhalten nicht in
Formeln fassen. Wir suchen uns daher ein Ersatzimodell des Atoms
zu machen, das dicsen Hauptzug, nimlich das Fehlen des Energie-
austausches zwischen Rumpf und Elektron, mit dem wirklichen
Atom gemeinsam hat und auf das die im zweiten Kapitel ent-
wickelten Prinzipien der Quantentheorie anwendbar sind. Die
einfachste Annahme ist die, dall der Rumpf auf das Leucht-
elektron so wirkt, wie ein zentralsymmetrisches Kraftfeld.

Aus diesom Grunde wollen wir jetzt die Beweyung eines
Massenpunktes in einem Zenlralfeld behandeln. Die Bewegung
in einem CovroMBschen Kraftfeld (wie wir sie beim Wasserstoff-
atom haben) wird sich daraus durch Spezialisierung ergeben.

Fir die Rechnungen ist es ganz gleichgiiltig, ob wir unsere
Aufgabe als Einkorperproblem oder als Zweikorperproblem be-
trachten. Im ecrsten Fall haben wir ein festes Kraftzentrum,
und das Potential des Kraftfeldes ist eine Funktion U(r) des
Abstandes vom Zentrum. Im zweiten Fall haben wir zwei
Massen, deren gegenseitige Energie U (r) nur von ihrem Ab-
stand abhingt; sie bewegen sich um den gemeinsamen Schwer-
punkt. Wie wir im § 20 allgemein gezeigt haben, ist die
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Hamrironsche Funktion in Polarkoordinaten fiir beide Fille
genau die gleiche, wenn man beim Kinkdrperproblem die Masse
des bewegten Koérpers und seinen Abstand r vom Zentrum ein-
fiihrt und wenn man beim Zweikérperproblem p durch die
Gleichung (2) § 20

1 1 1

H 7)’[/1

detiniert und unter r den gegenseitigen Abstand der beiden
Massenpunkte versteht. Unsere folgenden Gleichungen lassen
algo immer beide Auslegungen zu.

Als Koordinaten fithren wir réumliche Polarkoordinaten r,
#.q¢ ein. Unter Benutzung der kanonischen Transformation (\’13‘)
§ 7. dic rechtwinklige Koordinaten in Polarkoordinaten iber-
fithet. erhalten wir fiir die kinetische Energie

1/ o3 2
VLN R R )

2\ r? r* sin®

WO pLpa.p, die zu r. @, ¢ konjugierten Impulse sind. Den
cleichen Ausdruck erhalten wir natiirlich, wenn wir aus

/Iv Lo (}2 . 7.‘.’ ]'l‘_‘ %_l = Sinf 1{} (/2)

die Impulse berechnen:
p, = ur
Py o= nurt ]
P, == prisin H g
and 7, i, ¢ durch sie ausdricken. Der Bau der Hamturox schen

Funktion
\

1/ 2
1 He —{p2 Pel U
Y 2 \] ' +7'&1n )/ W

zeigt nun, daf r. ), ¢ Separationsvariable sind.  Setzt man

(2 ] 8 = S}_ (/7"/ Sy (19) - S(, ‘('f') R

so zerfillt die Hamizrox-JacoBische Differentialgleichung
/o QN2 QN2 Y
/(»ﬁ)' 1 CAS) E 1 rb) o u UG — Wi=0
\er r? <;; 9/ rtsin? <r(p 20U -

in drei gewohnliche Differentialgleichungen:
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ds,
",
doq !
AN\ «,’ N
) =
oy ©osin® )

A8\ ay , .
(':1[) G U — W) =0,

0

re

die man nach den Ableitungen von § autlgsen kann:

dS : : wy

=y - 2wl - U — -

PR L ) = s
- as, T . a,’
3 R

d i / sin®

(] ISI/

=- b, =, .
dq b. '

Von den drei Integrationskonstanten bedeutet " die Energie:
- - 22 cin2 9
¢, ==p, = wrisin 0 q

ist der Drehimpuls um die Polarachse. und

2

wy = | ,«‘p,ﬂr - sur 1 (r 0 —+ (rsind-q )2

sin? ¢
= U [r IJ
ist der Betrag des gesamten Drehimpulses. Da auch die Rich-
tung des Drehimpulses konstant ist (wie in jedem nur inneren
Kriften unterworfenen System), ist die Bahnkurve eben und
die Normale der Bahnebene parallel zum Drehimpulsvektor.
Die Neigung ¢ der Bahnebene zur {r, ¢) -Ebene bestimmt sich
also aus
€, == Uy COST .

Wir betrachten zunichst den allgemeinen Charakter der Be-
wegung, bestimmen dann fiir den Fall periodischer Bewegung
die Energie als Funktion der Wirkungsvariabeln und betrachten
schlieBlich den Verlauf der Bewegung.

Die Koordinate ¢ ist zyklisch und fithrt eine Rotations.
bewegung (vgl. § 9) aus, Die Koordinate ¢ macht eine Libra-

tions- oder Limitationsbewegung in einem zum Wert 5 sym-
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metvischen Intervall, dessen Grenzen durch die Nullstellen des
Radikanden im Ausdruck fiir p,, also durch

«

sin = + L = 4+ cosi

oy
gegeben sind. Weiter héngt der Charakter der Bewegung ganz
wesentlich vom Verhalten des Radikanden im Ausdruck fiir p,
Firy=2u[W—U(r)] ~(f)’
ab. Die dabei mdoglichen Fille wollen wir unter der Voraus-
setzung untersuchen, U(r) sei cine monotone Funktion von r
und so novmiert, dal} es fliir r = co verschwindet.

1. Fall. In cinem abstoficnden Zentralfeld ist U (r) positiv,
Damit iiberhaupt positive Werte von F£(r) vorkommen, mufl W
positiv. sein. Dann wird F(r) positiv fiir grofle r und nimmt
mit abnehmendem r ebenfalls monoton ab, fir kleine r ist F(r)
sicher negativ: #(r) hat also genau eine Nullstelle. Die Be-
wegung verliuft zwischen einem kleinsten Wert von » und dem
Unendlichen.

2. Fall. In einem anzichenden Zentralfeld ist U(») negativ,
und W kann positiv, null oder negativ sein. Uber das Vor-
zeichen von F(r) fir grofic r entscheidet W. Fir positives W
ist #'(r) dort positiv, und es gibt Bewegungen, die sich ins Un-
endliche erstrecken. Bei negativem W gibt cs solche Bahnen
nicht. Im Falle W -= 0 ist noch der Verlauf von I/ und unter
Umstinden die Grofle von e« malgebend. Das Vorzeichen von
Fr) fir kleine r hiingt davon ab, wie rasch |U(r)| unendlich

. - .. . 1 . .
wird. Nimmt es fiir kleine r rascher zu als '), so wird F(r)
2

Y Mathematisch gesprochen bedeutet das: Die GriBenordnung von

Ur) ist fir kleine » griofer als die von e Die GroBenordnung einer

o

Fanktion f (x) (- 0) ist fiir kleines .= groBer als die Grofenordnung der
Funktion g (x) (> 0), wenn

)

lim 7V =0

z=0f (¥)
ist. f(x) und g(x) haben gleiche GréBenordnung, wenn der Grenzwert
gl

von -

i)

eine endliche Konstante ist.
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dort positiv, und es gibt Bahnen, die dem Kraftzentrum be-
liebig nahe kommen: wenn lf(‘r\y langsamer unendlich wird

1 . . - .1
als eE gibt es solche Bahnen nicht; wenn Uir) wie -, un-

endlich wird, entscheidet die Gréfle von ¢y. Es gibt weiter
Fille, wo auBler den ins Zentrum und ins Unendliche laufenden
Bahnen noch Bahnen oxistieren, die zwischen einem kleinsten
y . ; 5 v . Janf smli

Wert v, von r und einem gréfiten Wert r_, verlaufen, nimlich

wenn r .. und r . aufeinanderfolgende Nullstellen von Iir:

sind, zwischen denen # positiv ist. Fir den Fall, daBl ‘U (r.:
. . 1 . . .
langsamer unendlich wird als . gibt es sogar sicher Werte von
7

IV, fiir die eine solche Libration eintritt; fiir negatives 1}" gibt
es in diesem Falle iiberhaupt keine anderen Bewegungen als
Librationen.

Fir die Anwendungen in der Atomphysik kommen nur
solche Bewegungen in Betracht, die im endlichen Abstand vom
Zentrum bleiben und die periodisch sind. Wir betrachten daher
im folgenden nur den Fall der dnzichung und setzen solche
Werte von W voraus, fiir die F(r) zwischen zwei aufeinander-
folgenden Nullstellen r,,, und r_ ,  positiv ist.

In diesem Falle konnen wir unsere fiir periodische Be-
wegungen entwickelten Methoden anwenden. Wir erhalten die
Wirkungsintegrale

J, *M"“ W— Uir)] — "‘f, dr
2

(4) ,g) lay? — "ﬁd‘)

,, =2nc,

Mit Hilfe der Substitution

cos ) == zsini = x]/ 1 — 7,,’7 .

ai)
erhilt das zweite Integral die Form

€ B *
g’ —«,? Pl—z da
Jl) = I
Uy

Dbyt — e,
1 — 2° 77[770 q
Wy~



154 3. Kap. Systeme mit einem Leuchtelektron.

Die Ausrechnung [vgl (3) und (8) des Anhangs IT] liefert
Jy = 2aiey — .
durch die Wirkungsvariabeln

Wir kénnen jetzt ¢, und «,

ausdriicken:
J/f 7’.‘_‘ Jf{
oy = k
_ 27
"_) '
. J’]
«, = —.
/ 2

Um noch die Energie als Funktion der J zu erhalten, hitte
man die Gleichung

. 7T
t g, g}]‘)l”ll—«l(r o ’)
4%

nach W aufzuldsen. Ohne nihere Bestimmung von U(r) ist
dies unmdglich: man sieht jedoch, dafl die Auflésung W nur
von . und der Verbindung J,--J, abhidngt. Die beiden
Frequenzen

. cW ’ oW

=ry T
sind daher gleich und das System ist entartet. Nach den
im § 15 entwickolten Grundsitzen fithren wir neue Variable
w . w,, w, und J,,J,,J, ein, so dall w, konstant ist. Dabei
richten wir es gleich so ein, daBl in dem bei CourLomsschem
Krattfeld eintretenden Fall, wo » =, =, ist, auch die
Variable w, konstant wird. Wir setzen daher nach (8) § 7

o — g,
w,o=w, J1¥Jr—, Iy 4+ Jy
(7 w, =wy, — w, J,=dJy+J,
wy, = w, — Wy Jy=J,.

Die Gleichung (6 enthilt dann auBer W nur J, und J,, und
wir erhalten W in der Form
i3 W= W(J,J,.

Fiir die stationdren Bewegungen gelten in dem Falle, dafl keine
weitere Entartung vorliegt (z. B. kein CouLomBsches Feld),
zwel Quantenbedingungen:
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. Jy=nl
9)
: Sy kb
Man nennt » die Hauptquantenzahl und & die Nebenquanten.

zahl 1),

Die Wirkungsvariabeln haben folgende physikalische Be-
deutung: J, ist bis auf den Faktor )—1; der gesamte Drehim-
puls, J, seine Komponente in der Richtung der Polarachse.

Dal J, nicht null sein kann, ist selbstverstandlich. Was
J, anlangt. so wiirde J, = 0 cine Bewegung auf einer Geraden
durch das Kraftzentrum bedeuten, eine .1’endeibahn®. Bei
den physikalischen Anwendungen, wo das Kraftzentrum der
Atomkern ist, mull natiirlich dieser Fall ausgeschlossen werden.

Um die physikalische Bedeutung der Winkelvariabeln zu er-
kennen. rechnen wir sie mit Hilfe der Transformationsgleichungen

¢S
w, =
k /‘Jk

aus. Fihren wir die J, in die Gleichungen (3:) ein, so er-
halten wir

»

P, - ]"’/2‘“ (WS —Uir)] — 5

1%
1 / J2 J:ig
R E sin*

1
p’/ = 2 7']3

Py ==

und fir die Winkelvariabeln:

el

S ep, wy
T A / QN [P S —) T
w, / J1 J‘(; Jl / J.:_: !

V 2u(W—T)— Ly

1) Man nennt k auch azimutale Quantenzahl. Diese Bezeichnung
kommt daher, daBl sie sich auch in der Form

1
7 f Py dy

darstellen 1iBt, wo v das Azimut des bewegten Punktes in der Bahn-
ebene ist.
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S N cpy
u, ([’;2 = ‘ :f/’: dr l (( '1]: d i)
10
’ "y, - J':’ !
R L 1 J,d 9
—= / ; dr - . ;o i
Veww ) ¢ IR [ G
¢ l/ " ) 4 7% p? v ]/ 2 <in® ¥
S Cpy cp.,
w, = |- 1Y |- deog
", , .]:,’ ‘ ("/:; iy ] 'L"J:{ q
1 J,d o \
(/ — .
27 J.:

2 win® )

9

)
o Sy sin® i) ",“1 — 3 h

Die beiden Integrale nach d i lassen sich ausrechnen. Es ist

niamlich

¥ Jyd i
! J‘ 2
J, =in? ,‘)]’/ 1 3

J.2sin? )

‘ J,d o d i

cos® i

s/ o -IA 2 - /
/J— i 1o
. : sin® ) si= ¢

é

.ocos
= arcsin . . ---const
sin e

costdi

o cos® i
sin~ 1 — 54
. sin- 4

= arcsinfctg i ctg d) - const.

Abb. 11.

Aus der Abbildung 11 ersieht
man, dal} das erste Integral bis
auf eine willkiirliche Konstante
der auf der Bahnebene gemessene
Winkelabstand ¢ des hewegten
Punktes vom Knoten ist und
das zweite Integral die Projek-
tion dieses Abstandes auf die
(r, ¢)-Ebene. Durch Subtraktion
dieser Projektion von ¢ erhalten
wir dic Linge des Knotens. Die

dritte unserer Gleichungen (10) besagt also, dall bis auf eine
willkiirliche additive Konstante 27w, die Knofenldinge ist.
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2w, ist nach det zweiten der Gleichungen (10) der auf der
Bahnebene gemessene Abstand i vom Knoten vermehrt um
eine Funktion von r:

(11) Qaw, =y - F,(r,J,J,0.
Diese Funktion F, ist eindeutig. denn wihrend einer Libration

von r nimmt fprdr um J, zu, die partielle Ableitung nach J,
nimmt also ihren alten Wert wieder an. 2w, ist mithin bis
auf eine additive Konstante der auf der Bahnebene gemessene
Abstand eines Bahnpunktes mit vorgegebenem r vom Knoten.
also auch bis auf eine Konstante der Abstand des Perihels (v |
vom Knoten. 2w, endlich ist bis auf cine Konstante das, was
die Astronomen .muiitlere Anomalie” nennen, namlich der Winkel-
abstand eines gedachten Punktes vom Perihel, der gleichférmig
umlinft und jedesmal gleichzeitig mit dem wirklichen bewegten
Punkt das Perihel passiert.

Da wir ein nur inneren Kriften unterworfenes System haben,
und die Bewegung in einer Kbene erfolgt, tritt (wie im § 17
allgemein gezeigt wurde) in der Fourier-Darstellung des elek-
“trischen Moments die dem gesamten Drehimpuls zugeordnete
Winkelvariable w, nur mit dem Faktor -z 1 auf. Wir kénnen
das auch direkt an der Form der Ausdriicke fiir die Winkel-
variabeln sehen. Es ist:

w, fi(rs Jlf Je)
1 . .
w, folr, Jd,. J,i

= -y
= 2"
w, = const.

oder wenn wir nach r, y auflésen:

= Py <w1 A J-z)
Y= 2w, + py (e, Jy, Jy).
Transformieren wir auf die rechtwinkligen Koordinaten &, 4. ¢.
wo . auf der Bahnebene senkrecht stehen soll, so erhalten wir
Ausdriicke der Form:
p: J_ i p, = 62nin b\'th B'Znirl wy

8%

p:=0.
Nach dem Korrespondenzprinzip kann sich also von den
durch (9) eingefiihrten Quantenzahlen n und k die Zahl & nur
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um = 1 dndern, wihrend » im allgemeinen beliebige Ver-
ianderungen erleiden kann.

Die Bahnkurve driicken wir am besten in den Koordinaten
rund y aus.  Aus der ersten Gleichung (10) erhalten wir

2

dt = dr.
1/ ., . J,?
20— - N
177"
Hieraus und aus dem [Flichensatz
wrtdy = Redd

eliminieren wir ¢t und erhalten die Differentialgleichung der
Bahn:

d 2
dr T

12

r ]/ (W — Ui -

-‘ Da die Bewegung in einer

"“ Libration von r, verbunden mit
einem gleichférmigen Umlauf

\ des Perihels, besteht. ist die
Gestalt der Bahn die einer
Rosette.

Abb. 12,
§ 22, Die Keplerbewegung.

Die einfachste Anwendung der Betrachtungen des § 21 ist
die auf Atome. die aus einem (Z-fach geladenen) Kern und nur
einem Elektron bestehen. Dabei handelt es sich um die Be-
wegung zweier Kdrper unter dem Einflull einer gegenseitigen
Anziehung mit der potentiellen Energie

. e* 7
1) Ulr)= — e
Diese Bewegung wollen wir jetzt betrachtemn.
Das Wirkungsintegral J_ (6) § 21 erhilt die Form
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o (J,') ey ) _ (;]-:,,\)'3
2 2

\

ist. Man sieht, dal der Radikand nur dann zwei Nullstellen
zwischen 7 = 0 und r — oc haben kann, die ein positives Ge-
biet einschlielen, wenn W negativ ist. Die GroBlen 4, B und ¢
sind also positive Zahlen. Mit Hilfe komplexer Integration
erhalten wir (vgl. (5) Anhang I1}:

J,-2al Ve i

J =27l —-vVC -_,

J.=2x Vs

Vo2 W

Jetzt konnen wir die Ewnergie W durch die Wirkungsvariabeln
ausdriicken und erhalten:

T oYY T ']4'; .

3) W 2atpet 27 2%t 27
T A R J?

Die Bewegung ist also doppelt entartet, da die Energie auch
von J, (dem Drehimpuls) unabhingig ist. Nicht nur die Knoten-
linge, sondern auch der Abstand des Perihels vom Knoten
bleibt unverindert. Wir haben nur eine Quantenbedingung

g, =k
driicken wir die Energie durch sie aus, so wird
.

2auet 231
é.

4 W= —
@ r? n

Die Bewegung hat nur eine von null verschiedene Frequenz;
wir erhalten sie aus (3) zu

‘W datuet 27 A

(5) ry = ('?J; = J B ) = B3 3 ;

die Umlaufszeit ist also
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1 h3 n®

v, AV AR

Die Buhnkurve driicken wir wieder in den Koordinaten r, y
der Bahnebene aus. Wir erhalten nach (12) § 21 als Diffe-
rentialgleichung der Bahn:

dy Vo

dr ) B
rrl -4 2 ——
| i

wo A. B und € die Bedeutungen (2') haben. Die Integration

liefert

¢ — By
y' — ', = arc COos -~

rV B — AC

undl. wenn wir nach r auflosen:

CV
P o= [

B VB?— AC cos(y —~ Vo)

Wenn wir zur Abkiirzung

o
=y
b
(6
4C ,
1 _— Bizf == E£"

setzen, erhalten wir die bekannte Form der Gleichung einer
Ellipse, deren Brennpunkt in den Koordinatenanfangspunkt fillt:

q
(¢! e B—
ap 1+ ecos(y — )
¢ ist die numerische Exzentrizitdt und g der ,,Parameter®. Driicken
wir sie durch die Wirkungsvariabeln aus, so erhalteyy wir

. Jy?
(&) f=1—-"12
1
() o=
dnue’Z

Durch diese beiden GroBen ist die Gestalt der Bahnellipse fest-
gelegt. Da man fiir gewdhnlich eine Ellipse durch groB3e Halb-
achse a und Exzentrizitit ¢ oder durch beide Halbachsen a
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und b bestimmt, seien noch a und b durch die Wirkungs-
variabeln ausgedriickt. Ks ist

(10) i J 2

10 . . L

( ) a 1 ¢? 4 72 « =7
1 - J Ja

(11 b—a} 1 — 2= 2172

477 pe Z )

Durch die Quantenbedingung ist von diesen Grollen nur a
festgelegt, ¢ und damit ¢ und b konnen alle mit dem be-
treffenden « vertriglichen Werte annehmen. Den Zusammen-
hang zwischen «¢ und den durch die Quantenbedingung eben-
falls festgelegten Groflen W und », kinnen wir auch folgender-
mafen angeben:

‘ : > 7

(12) W=

(13) = VI
’ 2aV u

Die Gleichung (13) ist das dritte KerrLERsche Gesetz. Glei-
chung (12} sagt fiir den Fall der Kreishahn aus, dafl die Bahn-
energie gleich der halben potentiellen Energie ist. Wie wir
gleich sehen werden, ist sie im allgemeinen Fall gleich dem
halben zeitlichen Mittelwert der potentiellen Energie.

Wir wollen jetzt den zeitlichen Verlauf der Bewegung be-
trachten. Fiir w, gilt nach (10) § 21

3
N wv dr
w, =y, t -0, = o it
1/ . B C
f— A2 —
r r?

Wenn wir den Radikanden in seine Linearfaktoren zerlegen, er-
halten wir
pry dr

w, = s e ——
! .J‘/A‘//la(lfE/)—TJ[r*—a(l—f):J
denn ail--¢) und a{l — ¢ sind ja die Librationsgrenzen
von r. Nun fithrt die Substitution

(14) 7=a{l — ¢cosu)

das Integral tiber in:

Born. Atommechanik I. 11
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v.a (.
w, = L;, (1 —¢cosu)du
V 4
(15) 2w, = u - esinu.

Um die geometrische Bedeutung von « zu erkennen, fiihren
wir mittels
E=rcos(y — y,)
i =1 sin(y — y,)
rechtwinklige Variable ein in einem Koordinatensystem, dessen
&-Achse die grofle Achse der Bahn und dessen Ursprung das
Kraftzentrum ist. Wir erhalten dann aus (7) und (14)

q—r a— )
(16 5:1 - = @ cosSU — wq:a(cosu—e)
€ €
=t — EP=a® (1 — &%) (1 — cos®u)
(17 p=aVy 1-—¢sinu.

In der Abbildung ist ON=a, ZQ = & —=a [cos (ZON) — ¢] und

QM —y=V1—¢c"QN=aV1—&sin(ZON). Der Winkel
ZON ist also gerade die HilfsgroBe w. Wegen
dieser Bedeutung nennt man u die exzeniri-
sche Anomalie.

N
Da wir jetzt alle fiir die KEPLER-Be-
wegung wichtigen GréBlen ausgedriickt haben,
J 37 wollen wir sie hier noch einmal zusammen-
stellen. Die Energie der Bewegung ist
2 2 4Z-
Abb. 13. (3) [
J,?
die Bewegung geschieht auf einer Ellipse mit den Halbachsen
J 2
1 _ 1
(10) ¢ 4nuerZ’
J
(11) b 1y

T 42 uetz ’
dem Parameter

" A
Y) q_—4n2/462Z’

der Exzentrizitit
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(8a) ./ {1 - Y
J,

und der durch
3

J‘J

bestimmten Normalenrichtung. Der Ablauf der Bewegung ist
durch

(14) r=a(l — ¢cosu)

(16)

CO81 =

Sre

= a(cosu —¢)
17 n=all - esinu
bestimmt. Dabei ist % durch

(15a) 2av,t=u —esinu
definiert, wo

(5a) poem T

und ¢ vom Zeitpunkt des Periheldurchgangs ab gerechnet ist.
Die Kenntnis des zeitlichen Ablaufes der Bewegung gestattet
uns die Mittelwerte gewisser Gréflen zu berechnen. Wir werden

. . 1
spater Sfter die Mittelwerte gewisser Potenzen von Wr gebrauchen.

Wir wollen sie uns daher ausrechnen. Es ist

‘;1 ™ di . ,1,_,,3’,,1,d,t_
’I‘” - 7‘” — 7.,.~2 ,r‘.’ °

Nun ist die Flichengeschwindigkeit %4 gleich dem 2 v -fachen
der Ellipsenfliche, woraus folgt

(18) ndt _ dy
’ 73 2mab
und
2=

1 dy
 2x;ab) M2

0

Fir »n > 2 konnen wir auf diese Weise sehr rasch den gesuchten
1
Mittelwert finden, wenn wir o aus der Ellipsen-Gleichung (7)

11%*
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-, 1 1 £
cah = - oSy
r q q

entnehmen. Wir erhalten so

B B
r? ab
1 1
r:; [)3
1Yy o &l / £\
g altl-—
l "2 Y
1 - o - hY
! a1 — ¢ b
1 1- _fa @l — e
r a1 —e b
Die Mittelwerte PR r*.-. rechnen sich einfacher mit Hilfe

der exzentrischen Anomalie. Es wird mit Hilfe von (14) und (15)
R f'.n , dt _n 1 1 R v | d .
1= e dt = a”- 25 (1 — ¢cosu) g

wir erhalten so

1
7 a

(20) L o r‘"‘i\
7T =al|l- 2}
P =a*(1 -3¢,

Mittelwerte der Form r# cos™ 1y (m = 0) rechnen sich fiir n < — 2
am Dbesten mit der Ellipsengleichung (7). fiir » > m — 1 mit

der cxzentrischen Anomalie; wir erhalten mit Hilfe von (18)
1

rtcos? yp == - 2 cos™y dy,
/ 2aab ¥ ’

mit Hilfe von (14), (15) und (16)

T o 1 . \
T eOs™ i == at - (1 — ecosu)n="+1 (cosu — ¢ du.
5 ,
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So wird
COSY == — &
(21) I=rcosy == — Se-a
>
.. E- o
rTeosYy — — 2 + —e-at
2
cos '
2 =0
\ Cos i’ .
(22 Rl SN
' r 2 b3
cos?
B 2

Mittelwerte der Form ##cos™y sinl  verschwinden fiir un-
gerades [. Fir gerades ! kann man sin®y durch 1 — cos?y
ersetzen und den Mittelwert auf Mittelwerte der eben be-
trachteten Form zuriickfiihren. Insbesondere wird

(23\, SN _ } -
4 rii 2 b:i

Wir kénnen jetzt das Zeitmittel der potentiellen Energie
angeben. Es wird
U— —eZ- ! o _f“Z,:gW
r a
also gleich der doppelten Bahnenergie. Die mittlere kinetische
Energie wird

Dieser Satz, dall die mittlere kinetische Energie gleich der
Halite des Betrages der mittleren potentiellen Energie ist,
gilt allgemein fiir ein System oclektrischer Ladungen, die mit
Couvromsschen Kriiften aufeinander wirken.

Weiter seien noch die Koordinaten des elektrischen Schwer-
punktes einer auf ciner Krprer-Ellipse umlaufenden elektrischen
Ladung angegeben. Es sind dies die Zeitmittel der wirklichen
Koordinaten & und 7%, also
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und aus Symmetriegriinden
n=0.

Der elektrische Schwerpunkt liegt also auf der groflen Achse
in der Mitte zwischen dem Mittelpunkt der Ellipse und dem-
jenigen Brennpunkt, der nicht vom Kraftzentrum eingenommen
wird.

Im Falle der KerrLER-Bewegungen lassen sich die FoURIER-
Reihen der rechtwinkligen Koordinaten &, n und des Abstandes r

-

verhdltnismaBig leicht bilden. Beachtet man, daf ; und 72 ge-

Yy . .
rade. - eine ungerade Funktion von =, also auch von wu,
a

sind. so wird man ansetzen:

r :r;—BO—FZB,cos(anlt)
&1
(24) R CO+ZC,COS(2nw11)
” 2|1 . ~
. =11— ¢ LE’I)OTZDIS“‘(Q”WJ) .

Fiir die Koeffizienten erhidlt man die Integrale:

1
2

B,:4f " cos (2w, v)dw,
a

0

(25) C, =4 ff, cos (2 71w, 7) dw,
a
0

Y .
“s 8in (2 rw, ) dw

V1 3

D,=4J
0

Durch partielle Integration bekommt man hieraus:
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2 o
By — — n;J sin(2 ww, 1)d @

c | s \d<§'>
= sin (2w, 7id\

0

1,
£

9 ( 1
D, = -+ —. | cos 2rnw 1)d (;Til' _63> .

0
Nun hat man nach (16) und (17):

r
17— cuma
<a —=esinudu

d<§) = —sinudu

a

3]

, , .
d("*'} fj:cosudu.
a1l — &

A /
Filhren wir nun « als Integrationsvariable ein, so erhalten wir:

T

B, = — Ze sin[r (% — esinw)|sinu du
nT
0

Ei1

C, = — | sin [z (u — esinu)| sinu du
T
0
2 L
D, =— | cos[r(u — ¢esinu)]cosudu.
ntT /
0
Eine einfache trigonometrische Umformung fiihrt zu:

Frd

B, = —f—{fcos [(t+1)u —resinu]du
0

T

T

— fcos[(r— 1)u—z£sinu]du}

0
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a 1 - .
D, = - I [cos lt1)u — resinu]du

- J cos[(t — 1)u — 'resinu]du}.
Die hier auftretenden Integrale sind BEsseLsche Funktionen,
definiert durch

0

T

| ,
e (x) = J cos (tu — xsinu|du.
T [
0
Man hat also:
& \
BT - {[Sr-%l (I €) - 81—1(‘[ 8)]
y 1 o o (7 )
Co= - [Sr1(te) = Jevalre)]

1 . N
D= (800 (18) + S (re)].

Da diese Formeln fiir 7 =0 versagen, miissen wir noch B,
C,, D, aus (25) berechnen. Wir erhalten:

1. B

o (*
Bnmifr du, = J(I—ecosu)"du:?—'eg
J a a

[}

1, T

C,=4 f T dw, = —J (cosu —¢)(1 — ecosu)du = — 3¢
J a 7 /
0 0
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Setzen wir schlieB3lich die berechneten Werte der Koeffizionten
in die Entwicklungen (24) ein, so erhalten wir:

{z— =1-+ {)— e l: 11 [3o1(re) — Qoerireleosi 2w, 1)
=
£ 3 vl
(26) 7= 3¢ L ,;{ [Sroi(rer — 3,1 (re)] cos(2aw, 7)
x
Z =1 — & _\; 1 Q01 (re) + Jo1(re)]sin(2aaw, 7).

§ 23. Die wasserstoffihnlichen Spektren.

Die im § 22 angegebenen Rechnungen geben uns nun die
Grundlage zur Erkldrung einiger Linienspekiren. Nach den in
der Einleitung dargelegten Vorstellungen iiber den Atombau
besteht das Wasserstoffatom im ungeladenen (neutralen) Zustand
aus einem Kern von der Ladung - ¢ und groffer Massc M und
einem Elektron von dev Ladung — ¢ und kleiner Masse m.
Ebenso gebaut sind das einfach ionisierte Heliumatom (He™)
und das zweifach ionisicrle Lithiumatom (Li*"), nur dafl die
Kernladung 2 e bhzw. 3 e betrigt. Wir haben also bei all diesen
JAtomen einen Z-fach geladenen Kern und ein Elektron;
ihre Mechanik fillt daher unter die im § 22 gegebene Theorie.

Die Energie in den stationdren Zustinden ist nach (4) § 22

. RhZ?
0 we
WO
2atuct
@ R

gesetzt ist. R wird diec RYDbBERGSche Konstante genannt, weil
RypBERG zuerst erkannt hat, dall sie in den Darstellungen
zahlreicher Spektren auftritt, wie im folgenden deutlich werden
wird. R hingt wegen

(3] ST ™ T
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noch vom Verhiltnis von Elektronenmasse m zu Kernmasse M
ab. Der Grenzwert fiir unendlich schwere Kerne ist

2a*met
(41 R, = E—

Fiir andere Atome gilt

1
R=R, —— .

(51 o
T M

Hier ist der Korrektionsfaktor nahezu 1, da schon fiir Wasser-
1 R
stoff 7{; = 1830 ist; daher wird man in den meisten Fillen mit ge-
niigender Niéherung R durch R, ersetzen konnen.
Den Termen (1) entsprechen die Spektrallinien

(6' y = ,1 W — W(-:)) — RZ?2 < IE — _1_)> .
h n, 7,*

Dabei kommen nach dem Korrespondenzprinzip simtliche Uber-
ginge zwischen den stationiren Zustinden vor, da in den
im § 22 abgeleiteten Fourirr-Reihen (26) die Koeffizienten
samtlicher Oberschwingungen von O verschieden sind.

Fiir Z =1 erhélt man aus Gleichung (6) das Spektrum des
Wasserstoffatoms, im besonderen fiir n, =—= 2 die schon lange be-

kannte BarLMmERsche Serie:

~ 1 1
V:RH(?—Z.J (7141::3,4...).
Die wesentlichste Stiitze der Bomrschen Theorie besteht in der
Ubereinstimmung der aus den spektroskopischen Messungen
dieser Serie bestimmten GroBe Ry mit der aus (4) und (5)
folgenden Darstellung durch atomare Konstanten (wobei ibri-
gens der Unterschied zwischen Ry und R, bei der MeBgenauig-
keit der Atomkonstanten nicht in Betracht kommt).
Nach Ablenkungsversuchen an Kathodenstrahlen ist

e . e.-st. E.
- - =1,77-10° ——
m g

nach MiLLikaNS Messung der absolut kleinsten Ladung an
Tropfchen ist
e=4.77-107*0 e.st. E.,
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nach Messungen iiber Wérmestrahlung und Bestimmungen der
Grenze des kontinuierlichen Rontgenspektrums (s. spiter) ist

h = 6,04.107"" erg sek:
aus diesen Zahlwerten folgt nach (4)
R — 3,28-10% sek™1.

Die Spektroskopiker pflegen Spektrallinien und somit auch
R nicht in Schwingungszahlen (Dimension sek™'), sondern
in Wellenzahlen, d. h. Zahlen der Wellen pro cm oder reziproke
Wellenlingen (Dimension cm™!) zu bestimmen. Die Umrech-
nung geschieht durch Division durch die Lichtgeschwindigkeit c.
Man pflegt dabei dicselben Bezeichnungen beizubehalten. In
diesemy MaBe wird

15
R= 3;2,3,;‘10,, —1,09-10% ¢cm™1;
der empirische Wert ist
Ry=109678 cm™ 1,

Die Uberstimmung der beiden Zahlen liegt im Bereich der
MeBgenauigkeit von e.

Die Abtrennungsarbeit des Elektrons in der einquantigen
Bahn betrdgt hiernach

W,== — Rh=2]15-10"" erg.

Man gibt diesen Wert auch in Kilo-Kalorien pro Mol an; man
bekommt diese Zahl durch Multiplikation mit der Avocapro-
schen Zahl N = 6,06-10%® und dem Wirmeiiquivalent des erg
239.1071,  So erhilt man 312 kcal. Endlich beniitzt man
als Energiemal die Spannung V in Volt, die ein Elektron
durchlaufen mufl, um die betrachtete Energie zu gewinnen;
es gilt

eV

300"

Fir die Energie des Wasserstoffelektrons erhilt man 13,53 Volt.
Allgemein lautet die Umrechnungsformel

- r e on o keal
(1 1 Volt =230
Die Spannung V ist es, die bei der Methode des Elektronen-
stofles direkt gemessen wird (s. Einl. § 3).

W=

=1,59-10"*%erg = 8,11.10° cm L.
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Die Formel (6) enthilt auBler der BavrmERr-Serie folgende
Wasserstoffserien:
1. die ultraviolette Lyiax-Serie
- 1
v:RH<1~--——_—_,> ing = 2,3..)
Ny
Da der erste Term dieser Serie dem Normalzustand ent-
spricht, tritt sie beim ,,unangeregten“ Wasserstoff als Absorptions-
serie auf.
2. Die ultrarote PPascHEN-Serie

1 1
o= R --‘,r~-‘,> n, =4,d...).
J K (3‘ n,? (v, ’
Fiar Z -— 2 erhalten wir das Spektrum des tonisierten Helium
(das . Funkenspektrum* des Helium). In diesem Spektrum
fallen die Linien, die geraden Quantenzahlen (n == 2 N)entsprechen:

*f 1 1 ﬂg_R <l 1>
NPT N TN N

1

in grolle Nidhe der Wasserstotflinien

- 1 1

1
Diese Ahnlichkeit des Funkenspektrums des He mit dem Wasser-
stoffspektrum war schuld daran, daB man es frither in der Form

1
;:R( o
nl~ ’Il,_,‘
<2'> <é)

schrieb und die in gewissen Sternnebeln beobachteten und diesem
Gesetz folgenden Linien dem Wasserstoff zuschrieb. BouR hat
den Sachverhalt geklirt und den Unterschied der beiden Ryp-
BERG-Konstanten Ry und Ry, aus der Verschiedenheit der Kern-
masse M in (3) hergeleitet.

Das noch nicht beobachtete Spektrum des zweifach ionisierten
Lithium (Li*") erhalten wir mit Z = 3.

AuBer der zahlenmiBigen Ubereinstimmung der Spektren
sprechen fiir das Boursche Atommodell auch die Grépenverhdlt-
misse. Fiur den Radius der als Kreis gedachten Grundbahn
des Wasserstoffatoms hat man nach (10) § 22 fir u=m
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(8 y = L =0,032-10"cm:

das fillt in dic GroBenordnung der aus der kinetischen Gas-
theorie und anderen Atomtheorien bekannten NSchiitzungen.
Fir die groBen Halbachsen der angeregten Wasserstotlellipsen
erhalten wir nach (10} § 22

{9) a=dag-n’:

die Radien von He~ und Li“~ sind im Verhiltnis 1:2 bzw.
1:3 kleiner.

§24. Die Serienordnung der nicht wasserstoffihnlichen
Spektren.

Wir gehen jetzt zu den nicht wasserstoffihnlichen Spektren
iiber. Wie wir im § 21 bereits gesagt haben, deuten wir mit
Bour die Entstehung dieser Spektren durch die Uberginge
zwischen stationdren Zustéinden, bei denen wesentlich ecin
yLeuchtelektron® unter der Wirkung des Rumpfes in Bahnen
liuft, dic man niherungsweise durch eine Zentralkraft beschrei-
ben kann. Diese Vorstellung erklirt einige der wichtigsten
GesetzmdBigkeiten der Serienspektren, nédmlich die Existenz
mehrerer Serien, deren jede dem Typus der Wasserstoffserien
mehr oder weniger &hnlich ist, und die Moglichkeiten von
Kombinationen zwischen diesen.

In einem (nicht CouvromBschen) Zentralfeld hingt nach
§ 21 die Bewegung auller von der Hauptquantenzahl »n noch
von der Nebenquantenzahl k£ ab. Die Energie ist eine Funktion
von # und k. % hat cine einfache mechanische Bedentung, es

. . . .k
ist ndmlich der in der Einheit 5, gemessene gesamte Dreh-
7T

impuls des Elektrons.
Die Boursche Darstellung der Frequenzen durch Energie-
differenzen:

= (WO W)

entspricht der allgemeinen Erfahrung, dafl die Frequenz einer
Linie jedes Spektrums, das sich iiberhaupt hat ordnen lassen, sich



174 3. Kap. Systeme mit einem ILeuchtelektron.

als Differenz zweier Terme schreiben 1alt. Bei unserem einfachen
Atommodell hingen die Terme von zwei ganzen Zahlen » und &
ab und konnen also durch das Symbol n, bezeichnet werden.
Durch Anwendung des Korrespondenzprinzips fanden wir, daB
nur solche Terme miteinander kombinieren diirfen, deren k sich
um -+ 1 unterscheidet.

Mit diesem theoretisch zu erwartenden Spektrum verglei-
chen wir das wirklich beobachtete. Die empirischen Termjfolgen
sind von den Spektroskopikern in Serien geordnet worden; der
einzelne Term wird gekennzeichnet durch seine Nummer in der
Termserie und durch die Angabe der Serie. Die {iblichen Be-
zeichnungen dieser Termserien entstammen den historisch ent-
standenen Bezeichnungen der entsprechenden Linienserien:
» ischarfe Nebenserie), p (Haupt- oder Prinzipalserie), d (diffuse
Nebenserie), f {Fundamentalserie, oft auch b, Beremanx-Serie
genannt), g (gelegentlich auch f’ oder f* genannt) usw. Man
hat also eine Serie von s-Termen, eine von p-, d-, f-, - Ter-
men; von diesen kann jede wieder mehrfach sein, wovon wir
jedoch zundchst absehen wollen!). Bei der spektroskopisch
iblichen Numerierung der Terme in den Serien erhalten wir
das folgende Termschema:

1s 28 3s 4s D8 6 s

2p 3p 4p 5p 6p
3d 4d bHd 6d

4f 5f 6f
bg 6g

In jeder dieser Serien nehmen die Terme mit wachsender
,Laufzahl“ gegen O ab.

Um zu sehen, wie sich unsere Zahlen n und &k diesen Zahlen
und Buchstaben zuordnen, ziehen wir folgende Erfahrung
iiber die Kombination der Terme zu Rate. Unter normalen
Umsténden (d. h. wenn die Atome ungestért durch duflere Ein-

1) Die Vielfachheit der Terme 1aBt sich aus der Annahme des zen-
tralsymmetrischen Kraftfeldes nicht verstehen. Man fiihrt sie auf Rich-
tungsquantelung der Bahn des Leuchtelektrons gegen eine Achse im
Rumpf zuriick (vgl. S.177).
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wirkungen in direkter Wechselwirkung mit dem Strahlungsfeld
stehen) gelten folgende Regeln?):

1. Es kombinieren nie zwei Terme der gleichen Serie.

2. Es kombinieren nur s- mit p-Termen, p- mit s- und
d-Termen, d- mit p- und f-Termen usw.

Hieraus geht deutlich hervor, dafl die einzelnen Serien sich
durch die Quantenzahl & unterscheiden und daf in der Reihen-
folge s.p,d, ... die Zahl k jedesmal um 1 wichst oder ab-
nimmt. Da s das Ende der Reihe von Kombinationen dar-
stellt, ist zu vermuten, dall in den s- p-, d-, f-,--- Serien
k=1, 2, 3, 4,--- zu setzen ist.

Wir untersuchen jetzt, was wir lber die Grifle der Terme
aussagen konnen. Das Kraftfeld des Rumpfs eines Atoms ist
in hinreichender Entfernung ein CourLoMBsches Feld. Beim
neutralen Atom entspricht es der ,effektiven* Kernladung
Z =1, bei dem 1-, 2- . . . fach ionisierten Atom ist Z = 2,3 - - -,
Die in grofler Entfernung verlaufenden Bahnen des Leucht-
elektrons sind daher nahezu wasserstoffahnlich, sie unterscheiden
sich von KEPLER-Ellipsen nur dadurch, dafl das Perihel eine
ganz langsame Umlaufsbewegung in der Bahnebene ausfiihrt.
Nach (9), (10) und (11) des § 22 sind Halbachsen und Para-
meter der Ellipsen

Der Perihelabstand ist:

' kY ay R
1—¢)=all — — Tl ="Hprl1 — —
e s P I
bei festem £ liegt je nach dem Wert von n dieser Abstand

zwischen ¢ und f Je grifler k ist, um so mehr verlduft dem-

1) Bei den einfacher gebauten Spektren, z. B. den der Alkalien und
von Cu und Ag, sind sie streng erfiillt. Auch fir die {ibrigen Spektra
gelten sie weitgehend; die Ausnahmen deuten auf eine Unzuldnglichkeit
unseres Modells (sie beruhen auf Quantenspriingen der Rumpfelektronen).
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nach die Bahn im CovrnoMBschen Teil des Kraftfeldes; fir
vrobe & sind also die Terme wasserstoffihnlich. Hierdurch
wird diec Numericrung der Serien durch unscre Werte von k
hestitigt, denn erfahrungsgemill nédhern sich die Terme um so
mehr denen des Wasserstoffs, je weiter wir in der Reihe s,
p.d. .- fortschreiten.

Aus den Termserien enthdlt man die Linienserien, indem
man einen Term festhilt und den andern eine Termserie durch-
laufen laBit.  Die bei weitem hiufigsten Serien, die auch den
Termen ihre Namen gegcben haben, sind folgende:

Hauptserie (H.-S.) . . . ov=1s —mp

Erste (diffuse) Nebenserie {I. N.-S.) v = 2p — md
Zweite (scharfo) Nebenserie (IL N.-S.) » = 2p — ms
Fundamentalserie (F-S.1 . . . . .»=3d--mf.

Aubler diesen kommen noch folgende Kombinationen vor:

sekundiare H-S . | y =25 - mp
sekundire I. N.-S. .y = 3p -- md
y=3d — mp
y=4f — md.

Nicht nur diese Termdifferenzen haben eine physikalische
Bedeutung, sondern auch die Terme selbst. Dank unserer Nor-
mierung der potentiellen Energie, von der wir festgesetzt haben,
daf3 sie im Unendlichen verschwindet, bedeutet der Betrag jW;
der Energiekonstanten die Arbeit, die notwendig ist, ein Elek-
tron aus seiner stationiren Bahn ins Unendliche zu schaffen
und dort zur Ruhe (relativ gegen den Kern) zu bringen. Ist
die stationire Bahn des Elektrons die des Normalzustandes, so
ist diese Arbeit die [lonisierungsarbeit.

Da nun, wie wir gesehen haben, die Energien W mit wach-
sendem k (wegen k < n) wie beim Wasserstoff gegen 0 konver-
gieren, da ferner die empirischen Terme ebenfalls gegen O gehen,
so stimmt dic Normierung der theoretischen Energiewerte und
der ompirischen Terme iiberein; die mit A multiplizierten Term-
werte sind also ein Maf} fir die Ablésungsarbeiten. Der groBte vor-
kommonde Term entspricht der Bahn des Elektrons im Normal-
zustand und gibt ein MaB fiir die Ionisierungsspannung. Dieser
Term ist gewdhnlich ein s-Term, bei einigen Elementen auch
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ein p-Term: er ist also die mit # multiplizierte Schwingungs-
zahl der Grenze (n - ~ ) der Hauptserie bzw. der gemeinsamen
Grenze der beiden Nehenserien. Bel sehr verwickelt gebauten
Spektren entsprechen auch - und f-Terme dem Normalzustand.

Von unserem einfachen Atommodell, bei dem wir die unme-
chanische Bewegung des Leuchtelektrons durch eine mecha-
nische ersetzen, indem wir das Kraftfeld des Rumpfes als
kugelsymmetrisch annehmen, kénnen wir natiirlich nur verlangen,
daB es von den grobsten Eigenschaften der Linienspektren Rechen-
schaft gibt. In der Tat macht es uns die Serienordnung der Linien
und Terme begreiflich und die zunehmende Wasserstoffihnlich-
keit der hoheren Serien. Von den wichtigsten wnerkldart bletben-
den Tatsachen nennen wir zunichst noch einmal die Vielfach-
beit der Terme. Bei allen Alkalispektren sind die p-,d---.
Terme doppelt. bei den Erdalkalien gibt es auch dreifache p-,
d--.-Terme. Andere Elemente z. B. S¢, Ti, Va, Cr, Mn, Fe
zeigen noch holere Vielfachheiten, Weiter erwdhnen wir die
Tatsache, dal} viele Elemente mehrere Termsysteme von dem
hier beschriebenen Bau haben, z. B. die Erdalkalien ein System
von Einfachtermen und ein zweites Syvstem mit einfachen
s-Termen und 3-fachen p-, d-. ---Termen. Schlielllich kommen
noch Ausnahmen vor von der oben erwédhnten Regel fiir die
Anderung von k bei Quantenspriingen.

Die Vielfachheit a3t sich im Prinzip dadurch verstehen, daf3
man Abweichungen von der Zentralsymmetrie des Rumpfes
annimmt. Wenn diese klein sind, erzeugen sie eine sikulare Prézes-
sion der Drehinipulsvektoren von Leuchtelektron und Rumpf um
die Achse des Gesamtdrehimpulses des Systems. Es entsteht Rich-
tungsquantelung, wobei zu jeder Einstellung ein etwas verschiede-
ner Energiewert gehort. Allerdings fiihrt diese Uberlegung zu
Multiplizititen, die den beobachteten nicht genau entsprechen?).

) Die Diskussion dieser Widerspriiche zeigt, daBl nicht nur die
Mangelhaftigkeit des Modells daran schuld ist, sondern tiefere quanten-
theoretische Schwierigkeiten vorliegen; diese hdngen it der Frage zu-
sammen, in welcher Weise die Quantenregeln auf nicht mehrfach-perio-
dische Systeme anzuwenden sind.

Der heutige Stand der Forschung auf dem Gebiet der Multiplizitdt
und der Zeemaneffokte ist dargestellt bei E. Back und A. LanDs, Zee-
maneffekt und Multiplettstruktur der Spektrallinien. Berlin, Julius
Springer 1924. Bd. 1 dieser Sammlung.

Born. Atommechanik L 12
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Die mehrfachen Termsysteme rithren vermutlich daher, dal der
Rumpf in verschiedenen Zustinden auftreten. vor allem ver-
schiedene Werte des Drehimpulses haben kann: endlich liefert
die Annahme von Quantenspriingen der Rumpfelektronen die
Méglichkeit, Abweichungen von der k-Auswahlregel zu erklaren.

§ 25. Abschiitzung der Energiewerte dullerer Bahnen
bei nicht wasserstoffihnlichen Spektren.

Wir fanden, daB die Bahn des Leuchtelektrons fiir grofie k
nahezu wasserstoffihnlich ist, da sie in einem angendhert
Cotvromsschen Kraftfeld verlauft. Fir kleineres & nihert sich
die Bahn dem Gebiet der Rumpfelektronen. Solange sie in
dieses nicht eindringt, wird es in erster grober Naherung erlaubt
sein, fiir eine Termberechnung die potentielle Energie des
Zentralkraftfeldes nach fallenden Potenzen des Radius zu ent-
wickeln). Wir schreiben

{1 Ulr)y = — ¢ (\1 e, <:7_) ~ ¢, (f: >2+ )

r 2

wo a eine Linge bedeutet, die man bequem gleich ay setzt,
Dann lautet das radiale Wirkungsintegral nach (4) § 21:

Jrz-—.g) a2 B0 DL,
T r 7
wo
A=—2mW,
B=me*Z,
C = ]ij?-— 2me*Zage,,
D = —%—2me“’Za1‘f,c2

gesetzt ist. Wir nehmen nun zunichst das in @ quadratische
r
Glied als klein gegen das lineare Glied an und berechnen als
erste Niherung den Einflul des Zusatzgliedes ¢, 2 in der
r

potentiellen Energie auf den Termwert. Diese Rechnung 1a8t

) Siehe A. SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien, 3. Aufl,, S.721.
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sich streng fiir jede Gréfe von ¢, ausfihren. Das Phasen-
integral hat dieselbe Form wie in § 22 und wir erhalten durch
komplexe Integration [vgl. i15) Anhang II]:
J = (n— k)k '72:1('¥ O B)
I A
und daraus

A= —9mW— T2
[(n—kih--2=}C
Ersetzen wir B und € durch ihre Werte und fiithren nach
{21 § 23 die Rypsrrc-Konstante R ein, so erhalten wir

RELZ?
2) W= — o
2 (n-i- 67"
worin
/ 8 72 2z S
b=kt ]/k? L }:’jl age, =k |k — 24,

ist Junter Benutzung von (R8) § 23]. Ist die Abweichung vom
CovromB-Feld nur gering, so konnen wir dafiir

3 = — L

(3) % i

schreiben. Der Einflull des beriicksichtigten Zusatzgliedes in der
potenticllen Energie auf den Termwert la6t sich also folgender-

maflen ausdriicken: Schreibt man die Energie in der Form
———RZhTZJﬂ, so weicht die ,effektive Quantenzahl® n* von der
ganzen Zahl n, der sie beim Wasserstoff gleich ist, um einen
kleinen Betrag 6 ab. Die Abweichung hidngt von n nicht ab,
und ihr Betrag wird um so kleiner, je groBer k ist. Die Ab-
weichung vom CouLomB-Feld, die die Rumpfelektronen be-
‘wirken, wird im wesentlichen in einer rascheren Anderung des
Potentials mit » bestehen, da mit abnehmendem r die anziehende
Wirkung des hochgeladenen Kernes immer weniger durch die
Rumpfelektronen geschwicht wird. Vorausgesetzt, dall das erste
Glied der Entwicklung maBgebend ist, bedeutet dies, dafl in
unserer Entwicklung (1) ¢, positiv ist. Dann ist § negativ,
go daBl die GroBe n*, die effektive Quantenzahl, kleiner als =
zu erwarten ist.
12%
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Die Bahnkurve ist wie bei jeder periodischen Zentralbewegung
eine Rosette. Es ist hier leicht, ihre Gleichung anzugeben. Dazu
fithren wir wieder die Koordinaten r, y in der Bahnebene ein.
Nach 1121 § 21 erhalten wir dann als Differentialgleichung
der Bahn:

J,
([’l/‘ 3 27
dr =T 2ueZ v J"-'“WW— 1
i TR A — <———f~’— - —2uetlc a )—;
l r 47!: /ll, ~“ H/ ,r:!
oder
L 1 &
4 '»/'/. e / '
' dry ‘ 9B
A as Pl
‘ r 2

Die Gleichung hat fast dieselbe Form wie bei der KEPLER-
Bewegung; 4 und B haben dieselbe Bedeutung wie dort:
A=2u(—W). B=pne*Z;
(' ist etwas verdndert:
C= 4{’{: —2ue*Zage, = ;;Z—, - ;ZTAZ c,,
und y hat die Bedeutung
. YA
(51 y = ];1 - —--'-]':—._,—(1.

Die Integration der Gleichung (4) vgeschieht genau wie bei der
KepLER-Bewegung, und wir erhalten (vgl. § 22)

;e c
B+ 1B*— ACcos y(y — )
Wenn wir auch hier die Abkiirzungen [vgl. (6) § 22]

C
B q,
AC 2
1 —- B = £
einfithren, so wird
q

6 r—= : ,
( ) 4 1--ecosy(ypy — 1/)0)
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Die Bahngleichung unterscheidet sich von der Gleichung
einer Ellipse mit dem Parameter ¢ und der Exzentrizitit e
durch den Faktor y. Wilhrend r eine Libration ausfiihrt, wichst

2

die wahre Anomalic ¢+ um . Die Bahnkurve nihert sich um
7

so mehr einer Ellipse, je kleiner der Koeffizient ¢, des Zusatz-

gliedes im Potential ist, und geht fiir ¢, = 0 in eine Ellipse

iber. Iir kleine ¢, konnen wir die Bahnkurve auffassen

als eine Ellipso, deren Perihel sich langsam mit der Winkel-

geschwindigkeit

'

):(v)lfjj:ﬂ(‘l e (1)1-' k"’ﬂ o
o

herumdreht; dabei ist @, die mittlere Bewegung des Punktes
auf der Ellipse.

1 \ h:Z c, Z
1) ( -1

2

Wir beriicksichtigen jetzt das Glied ¢, <fa—> in (1), aber nur
Ay

fir den Fall, daB es von geringem EinfluB} ist. Durch kom-
plexe Integration [vgl. (10) Anhang II] erhalten wir dann:

Jo=m—kikh--2 ( SO+ B,,_,IL BD \)
, IA Z(JlC
und daraus
4 71*B?
A= --2mW—= L g 5
(n*k)h - 27 lc‘ﬂ e
cyo
und
RWZ* YA
(2) Woe S R,%,Z,H,,
| nt (n 4 0)°
worin diesmal
N - Z'.Z
O bk Nk 2z P
Ve* — 2Z¢,
_ Zce,  ZPc?  ZPc,
STk Tew T B

ist.
3
Die Beriicksichtigung des nun folgenden Gliedes ¢, <(—L>
r

lieBe sich in idhnlicher Weise ausfithren und wiirde eine Ab-
hingigkeit der GroBle ¢ von n ergeben in der Form
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0=9, - ﬁ%
nw

Wir wollen die Berechnung jedoch nicht in dieser Weise
ausfihren, sondern den Kinflull der Zusatzglieder in der poten-
tiellen Energie mit Hilfe der Theorie der sdkularen Stirungen
(§ 18) noch einmal berechnen. Das Ergebnis wird nur insofern
weniger allgemein sein, als wir auch ¢, als klein voraussetzen
miissen. Wir schreiben

H—H,H

\ 12
wo H, die Hamrrvroxsche Funktion der KEprLER-Bewegung,
mithin

. REZ?
Hy-= Wy = — 2
n>
ist und wo wir
AL [ag) ag\? 1
H::w “()‘( ).J,(;n(, +‘
1 o r/) o N/ 2

als Storungsfunktion ansehen. Das ungestérte Problem ist
doppelt entartet. Die Stérung macht es zu einem einfach ent-
arteten; die sikulare Bewegung der jetzt nicht mehr entarteten
Winkelvariabeln und den Einflufl der Stérung auf die Energie
erhalten wir durch Mittelung von H, iiber die ungestérte Be-
wegung. Wir bekommen so

W, =—eZ l:cl ay rl, S cga;zl——:;—— ¢, a:f,% + ¢, a};—;}— e ]
Die Mittelwerte sind nach (19) § 22:

T 1z

v T T

1 1z

r? - [z é%n‘k‘

o 2y
) bt
gl - v o 2ayntk? ’
BN .
1 a3<1—f—— F") (5*3 _J>Z°
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Unter Einfilhrung der RypBERG-Konstanten

o2
R=
2agh
wird also
k}
73 [ ¢ o
8 W= RhZ? | 2Zc,  2Z%, Z (3 n'3>63
) - n? Coak o ak nk>
2
VA (5 — 3 —~->;> e,
o ™ Lo
. nk: 1

Schreiben wir 3 in der Form

, . Rz
(9) o o MR
et

>

so wird, wenn wir Produkte der ¢; vernachlissigen:

. Ze Ze, ) 3 1 )
(10) 2* =n — > =n — WA'L - s T Z3e, (— 577 72?‘{;7)
5 3
S Ze | — - SN
Zc‘( S ARET -’> |
oder
; Ay
{113 nte=n AN
n*
wo
N Zce, Z'c, 3Zc¢, BZ'c
Opme — - e
! k kP 2k> 2 k"
5. — Z‘LE _3 Zic,{ !
2 2 |3 23 !
ist.

Diese theoretischen Formeln wollen wir jetzt mit der Er-
fahrung vergleichen. Die aus den Beobachtungen entnommenen
Terme nicht wasserstoffihnlicher Spektren lassen sich in der
Tat in der Form

RZ*

(n o

schreiben, wo ¢ im allgemeinen sehr wenig von n abhingt.
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Ryvrere') hat diese Form (mit von = unabhingigem 91 zuerst
angegeben und an den Messungen zahlreicher Spektren weit-
gehend bestiatigt. Wir wollen daher die (hé88e o als RYDBERG-
Rorrcktion bezeichnen. Die noch vorhandenen Abweichungen hat
dann Rirz®) dargestellt, indem er fiir den Unterschied der
GroBe »n* von der ganzen Zahl eine Reihenentwicklung

(12) O == 0y - 0, ,;';_) NI

schrieb. Rirz benutzt auch die implizite Form
. RZ?

(13) y = T T
) (n-=90, + d,»)°

§ 26. Die Rydberg-Ritzsche Formel.

Die RypBrrc-Ritzsche Formel hat sich empirisch nicht nur
fiir die Terme duBerer Bahnen bewihrt, sondern auch fiir solche,
die in den Rumpf eindringen und die wir ,, Tauchbahnen' nennen
wollen. In der Tat 14Bt sie sich fiir sehr allgemeine Fille theo-
retisch herleiten.

Wir zeigen zunichst, dal bei einem beliebigen Zentralfeld
die Formel

(1) Y = —_—
)

RZ?
(n -4, -
einer verniinftigen Reihenentwicklung entspricht?).

Der Zusammenhang zwischen den Quantenzahlen und dem

Term wird durch die Gleichung [vgl. (4) § 21]

(n —k)h = (ﬁ V —2mihy--U(r)] — ;,]K;j dr
222

wiedergegeben. Wir vergleichen dies mit dem Ausdruck

1) J. R. RynBEr¢, K. Svenska Akad. Handl. Bd. 23. 1889; eine
der RyYDBERGschen Formel gleichwertige Entwicklung nach »%2 haben
unabhingig davon H, Kayser und C. RuNGE angegeben (Berlin. Akad.
1889 bis 1x92),

%) W. Rirz: Ann. d. Physik Bd. 12, S.264. 1903; Physikal. Zeitschr.
Bd. 9, S. 521. 1908; s. auch Ges. Werke, Paris 1911.

?) G. WENTZEL: Zeitschr. f. Physik Bd. 19, S. 53. 1923.
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(n* — kih == g) ] —2m by - 7z }l:f—_, dr.
: j . ro 1
der bei gleichem » zu einem Covroaeschen Kraftfeld gehort.
Fiir diesen ist natiirlich »* keine ganze Zahl, sondern hat den
durch

RZ?
P e
definierten Wert. Die Differenz der beiden Integrale ist eine
Funktion von » und & allein. Denken wir uns sie nach » ent-
wickelt uad gleich

— h[o, (k) + oy (kyr -]

gesetzt, so erhalten wir

= ()T:z')' —
und
R Z*

(n =T ”1 - 3-_"‘) -{_ o )2

—

Da fiir groBere Werte von n der Term » rasch gegen O
geht, konnen wir aus dieser Uberlegung schliefen, daB die
Korrektion (31—}—5‘3'1' mit wachsendem = rasch gegen einen
festen Grenzwert konvergiert.

Viel tiefer dringt folgende, von Bour?!) stammende Schluf3-
weise zur Begriindung der RypnBERG-RiTzschen Formel.

Der eigentliche Sinn der Einfiihrung des Zentralfeldes war
der, dall durch ein einfaches mechanisches Modell die in Wirk-
* lichkeit sicherlich unmechanische, quantenhafte Wechselwirkung
zwischen Rumpf und Leuchtelektron beschrieben werden sollte,
bei der kein Austausch von Energie zwischen Rumpf und Elek-
tron etattfindet. Nun geniigt dicse Annahme von der Konstanz
der Energie des Leuchtelektrons alleim, um ohne besondere An-
nahmen iiber das Krafifeld zu der Serienformel zu gelangen;
diese Ableitung gilt also nicht nur fiir beliebige Atome, sondern
sogar fiir Molekeln. Zwar senden diese nicht Linien- sondern
Bandenspektren aus; doch werden auch diese in der Hauptsache
durch Spriinge eines Leuchtelektrons erzeugt, denen sich die

') Wir verdanken die Kenntnis dieser Uberlegungen einer freund-
lichen Mitteilung von Herrn N. Boug.
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Quanteniibergiinge der Rotationen und Kernschwingungen iiber-
lagern.

Ferner ist diese Ablcitung ganz unabhéngig davon, ob ein
Impulsaustausch zwischen Rumpf und Elektron stattfindet oder
nicht, d. h. ob eine azimutale Quantenzahl k¥ in Analogie zur
Zentralbewegung definiert werden kann oder nicht.

Die einzige Annahme, die wir machen, ist die, daB der
Rumpf ider bei einem Atom einen Kern, bei einer Molekel
deren mehrere enthdlt) klein ist gegen die Dimensionen der
Bahn des Leuchtelektrons. Dann wird das Feld im groBten
Teil der Bahn auBerhalb des Rumpfes einem Couromsschen
Felde xehr dhnlich sein; der Aphelabstand vom Mittelpunkt des
Rumpfes wird nur durch die potentielle Energie im Aphel be-
stimmt. ist also fiir alle Schlingen der Bahn gleich, unabhéngig
davon. ob diese Schlingen einander &hnlich sind (wie beim
Zentralfeld) oder nicht. Demnach kann man eine effektive
Quantenzahl n* so definieren. dafl der im CovroMBschen Feld
giltige Zusammenhang zwischen n* und Aphelabstand bzw.
Energie besteht:

. RhZ?
(2 W=— e
Wir nehmen wegen der Periodizitit der Elektronenbewegung
an, dal} fur sie eine Hauptquantenzahl n existiert; dann ist
W eine Funktion von J=hn, und es gilt fiir die Frequenz
der Bewegung von Aphel zu Aphel

(3 o ow 1 N

oJ hoen

Die Annahme, daB der Rumpf klein ist, hat nun zur Folge,

dall der Teil der Bahn. der im Rumpfe verlauft, in sehr kurzer

Zeit durchlaufen wird. verglichen mit der Laufzeit der dulleren

Bahnschlinge. Es wird daher die Frequenz der Ersatzellipse
1 W 2RZ?

Ch T e

nahezu mit der Frequenz » tbereinstimmen. Der Unterschied

p* =

- . 1 1
der Umlaufszeiten — der wahren Bahn und —- der FErsatz-
v y

ellipse wird nahezu unabhéngig von der #ufleren Bahnschlinge,
also von n* sein; wir setzen ihn gleich b, so dal
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. 1 1 *3
(4) o, b= an"'Z"” Ny
y ” : 3
wird. Die Gleichungen (2), (3) und (4) liefern:
L R 1z (— RhZ'3>V 2RZ dn*
wt 2!»1{2'—’) T b\ pre ST
2RZP T ar?

Wir bekommen also folgende Differentialgleichung zwischen
2 und n*:

dn 20RZ*
dn* 7 0 p*d
sie hat die Ldsung
\ 5,
n=n* -4 — e

wo 4, eine Integrationskonstante und

0, = bRZ?

ist. Driickt man in dem Korrektionsglied . durch » aus,
n ¥

so erhéilt man wieder die Rirzsche Formel (1).
Um uns einen Uberblick iiber die Giiltigkeit dieser Formel
2u verschaffen, geben wir die Terme zweier typischer Spektren,

des Na und Al, an, und zwar durch ihre effektiven Quanten-
zahlen n*:

Na

s 1,63 2,64 3,65 4,65

P 2,12 3,13 4,14

d 2,99 3,99 4,99

f 4,00 5,0

Al

§ 2,19 3,22 4,23 5,23

P 1,51 2,67 3,70 4,71 h72 6,23

d 263 342 426 5,16 6,11 7,08 8,07
f 3,97 4,96 5,96

Die Betrachtung des Na-Spektrums und der s-, p- und
f-Serie des Al-Spektrums zeigen das Verhalten, das wir bei
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fast allen Serien von Termen finden: sehr geringe Abhéngigkeit
der Rypserc-Korrektion n* — » von der Laufzahl. Die d-Serie des
Aluminium und einige wenige andere bekannte Serien machen
eine Ausnahme, indem der Grenzwert der Korrektion erst bei
verhiltnismifBig hoher Laufzahl erreicht wird.

Die &§-Werte konnen wir., da wir die Quantenzahl » vor-
liufig nicht kennen, nur bis auf eine ganze Zahl bestimmen.
Wihlen wir sie hier so, dall die Betrige von 6 mit zunehmen-
dem & abnehmen und dabei moglichst klein sind, so erhalten
wir als Grenzwerte fiir grofle n:

$ p d f
Na | —-1385 =086 —0,01 0,00
Al -1,77  —128 =093 --0,04

An diesen Beispielen und an allen iibrigen in Serien ge-
ordneten Spektren sieht man, da |5 bei Anniherung der

. 1 1
Bahn an den Kern viel stirker zunimmt als A oder i oder

ED wie es der Gleichung (10) § 25 entspriiche. Uberdies zeigen
uns die groBen Werte von 6, dall wir sie nicht mehr als
kleine Korrektionen von n betrachten konnen.

Die grofien Abweichungen der Termwerte von den Wasserstoff-
termen erkliren sich daraus, daB die Bahnen des Leuchtelek-
trons auch in den angeregten Zustinden keineswegs immer
auBlerhalb des Rumpfes verlaufen. Eine solche eindringende
Bahn. ,Tauchbahn*, stcht in ihren innersten Teilen viel stirker
unter dem Kinflu des Kernes; sie verliauft also in einem Kraft-
feld, das einem CouLomBschen mit hiherer Kernladung dhnlich
ist. Einem solchen Verhalten wird der Ansatz (1) § 25 der
potentiellen Energie nicht gerecht.

Da beim Na zwischen den d- und den p-Termen eine auf-
fallende Unregelmiiligkeit im Verlaufe der 48-Werte auftritt,
liegt die Annahme nahe, dall die d-Bahnen auBerhalb des
Rumpfes verlaufen und dall die s- und die p-Bahnen in den
Rumpf eindringen.



§ 27. Die Rydberg-Korrektionen der dufleren Bahnen. 189

§ 27. Die Rydberg-Korrektionen der duBleren Bahnen und
die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes.

Wir wollen jetzt die physikalischen Einfliisse niher be-
trachten, die eine Abweichung des Kraftfeldes aulerhally des
Rumpfes vom CouvLomBschen Feld hervorrufen®). Zunichst
. . o,
kénnen wir ungefihr feststellen, welche Potenz von “ im

,
Potential besonders wesentlich ist.  Wir schreiben die Bahn-
energie in der Form

Rhz*
oo mmr
<n s O
R n'*')
e : Az ag . Lo
Ein Zusatzglied — -6~ in der potentiellen Energic liefert
r

nach (10) § 25 eine ,RypBERG-Korrektion*

Zec
8, = — ILJ
und eine ., Rirz-Korrektion*
By = 0.
. . V/ .
Ein Zusatzglied — ‘ €, afi liefert
r  Gor
Zie,
) = — T 4, =0:

2 7

. . € a}l3 .
ein Zusatzglied — -"-.¢, —- liefert
ro 2y

S 3 Z%c, S VAIR da k®
N, — — 7y O, = - -2 =
! 2k 3 2k’ o, 3
L . 27 t
und ein Zusatzglied ¢ r‘c;lH&—- liefert
7 r
5 Z*c BA d 3
p—=— 2y s O P e
2 k' - 2 k° 0y B)

Y M. BorN u. W. HEISENBERG: Zeitschr. f. Physik. Bd. 23, S. 383.
1924; dieser Arbeit sind auch die Zahlenwerte der folgenden Tabellen
entnommen,
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Die folgende Tabelle gibt nun die aus den Spektren be-
stimmten Werte der RYDBERG- und Rirz-Korrektion, sowie ihr
Verhiilltnis fiir die besonders einfach gebauten Spektren der
Alkalimetalle wieder.

Li Na K Rb Cs
— 4, 0,049
I A, . 0,081 T T T T
— 4, 9, 0,63
— — 0,015 0,25 0,35
do, _ 0,036 0,20 0,99 T
0,'0, — 2,4 3,2 2,8
-0y : — 0,0020 0,009 0,36 0,032
roa _ 00064 0,035 0,35 0,16
-0, 0 — 3,2 3,9 9,8 5,0

Das Zeichen T in der Tabelle bedeutet, daBl die RyDBERG-
Korrektion schon so grofl ist, daB ecine Entwicklung des Po.

1T . _— .
tentials nach Potenzen von - nicht mehr zuldssig erscheint.
r

2

% zeigt, dal die héheren Potenzen
1

Der grole Wert von — 5
[

1 . . . . .
von - - im Potential merklich vorhanden sind. Fiir die Glieder
;

. ¢ . . .
mit % und * erhalten wir theoretisch die Werte
7.-)

7'4
i — 0,/8,
ko fir @ fiir &

‘ " 7o
P 2 ; 1,33 2,4
d 3 3,0 5.4
f 4 5,33 9,6

|

. ., G .
Danach sicht es so aus, als sei das Gied mit -3 das wesentliche
r

Zusatzglied.
Nun ist in der Tat ein solches Zusatzglied in der poten-
tiellen Energie theoretisch verstdndlich. Wenn man némlich
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den Rumpf des Atoms nicht als absolut starr, sondern als
deformierbar ansicht, so erhiilt er in dem Felde des Leucht-
elektrons ein elektrisches Moment. Ist das Elcktron hinreichend
weit vom Rumpf entfernt, so kann man das von ihm erregte

Feld |G'= P im Bereich des Rumpfes als homogen betrachten.
2
Diesem Feld ist das induzierte Moment des Rumpfes propor-

Ein solches Dipolmoment hat in seiner Um-

. we
tional: p= .

;2
gebung ein elektrisches Feld; stellt man sich vor, dal} es durch
Zusammenriicken zweier Ladungen g) im Abstand ! entstanden

ist, so sieht man, dafl in der Richtung seiner Verlingerung
die Kraft

el 1 1 d 1\ 2pe 2¢e
A T e R A
s LUt (- DA dr \ 13/ P r?
auf das Leuchtelektron ausgeiibt wird. Thr Potential ist — ;/—p;
27

Vernachldssigt man die itbrigen Abweichungen vom Covrovs
schen Feld, so hat man

e‘.‘ Z o aH3>
U = 1-b oy —
="ty
und
5 3 Zu _ ZPa
Oy = 4 ag® >’ 2T Lagt ke

Man kann nun unsers Annahme, dafl die Abweichungen des
Kraftfeldes vom Covroms-Feld im wesentlichen durch das indu-
zierte Dipolmoment des Rumpfes bedingt sind, dadurch priifen,
da man aus den empirischen Werten von ¢, und 4§, die
yPolarisierbarkeit” ¢ ausrechnet. Von den Riimpfen der Al-
kalien Li, Na, K, Rb, Cs mul man nimlich annehmen, daB
sie ahnlich gebaut sind wie die (die gleiche Zahl Elektronen
enthaltenden) neutralen Kdelgasatome He, Ne, A, Kr, X (niheres
siche § 29). Die «-Werte dieser Atome lassen sich aus der
Dielektrizititskonstante bestimmen, zwischen ihnen und den
a-Werten der Alkalirlimpfe muB ein einfacher Zusammenhang
bestehen.
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Aux den empirischen o, - Werten der Alkalion folgt

Li- Na K+ Rb+ (st
@ 107 0314 0,405 1,68 — 6,48

Dabei sind die f-Terme benuzt mit Ausnahme des Li, dessen
p-Term zur Rechnung diente; Rb wurde weggelassen wegen
seiner etwas herausfallenden RypBERG- und Rirz-Korrektion.
Die Polarisierbarkeit « der Edelgase hingt nun mit der Di-
elektrizititskonstante ¢ oder mit dem Brechungsindex n fiir
unendlich lange Wellen durch die LorExTz-LorRENZsche Formel

3 e—1 3 n? — 1
R T e .
1aN ¢--2 taN n-+2
zusammen, wo N die Anzahl der Atome in der Volumeneinheit
ist. Extrapoliert man dic optisch gemessenen Brechungsindizes
auf unendlich lange Wellen, so findet man

He Ne A Kr X
@ 102 = 0,20 0,39 1,63 2,46 4,00

Dic «-Werte der Alkaliionen miissen etwas kleiner sein, da
das Volumen der Ionen wegen der hoheren Kernladung kleiner
ist als das der voraufgehenden Edelgasatome.

Wir finden also, daB zwar die aus dem Spektrum berech-
ncten «- Werte die richtige Grolenordnung haben, dafl sie aber
durchweg etwas zu grol3 sind. Man konnte daran denken, die
Verschiedenheit so zu erkldren, dafl neben dem induzierten Mo-
ment noch cine andere Abweichung vom Couroms-Feld wirk-
sam ist, die auch einem Zusatzglied von der ungefihren Form

C:K

? entspricht. Wir koénnen an dicser Stelle die Zulissigkeit
’

einer solchen Annahme noch nicht prifen. Es sei aber er-
wihnt, dafl unsere Kenntnis vom Bau der edelgasihnlichen
Tonen eine solche Moglichkeit kaum zulidBt.

Halt man an der hier gegebenen Erklirung der RYDBERG-
Korrektion durch die Polarisierbarkeit des Atomrumpfes fest,
so bleibt ein Widerspruch bestehen, der sich vom Standpunkt
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unserer Quantenregeln nicht beheben 1ilt. Wir haben aber
bereits oben darauf hingewiesen, dal} die Erklirung der feineren
Einzelheiten der Spektren (der Multipletts und der damit eng
verkniipften anomalen ZrrMan-Effekte, vgl. §24 Ende) iiber-
haupt nicht im Rahmen einer Quantentheorie mehrfach perio-
discher Systeme moglich zu sein scheint. Man ist bei der
Theorie dieser Erscheinungen auf den formalen Ausweg gefiihrt
worden, die Quantenzahl k ,halbzahlig zu rechnen, d. h. ihr die
Werte 7, ;, 5, ... zu geben. Es ist zu erwarten, dal bei der
weiteren Entwicklung der Theorie die eigentlichen Quanten-
groBen wie bisher ganzzahlig bleiben werden und daB die in
unserer Niaherungstheorie vorkommende Grofle & nicht selbst
eine solche QuantengroBe ist, sondern sich indirekt aus ihnen
aufbaut. Wir wollen im vorliegenden Band auf diese Fragen
nicht eingehen, sondern nur untersuchen, was fiir die «-Werte
herauskommt, wenn wir in unseren Formeln % halbzahlig wihlen.
Wir erhalten dann aus den spektroskopischen Werten von 9,
folgende «-Werte:

Li- Na* K- Rb+ Cs+
ca0t = | 0075 021 0,87 — 3,36

Diese Zahlen schlieBen sich den «-Werten der Edelgase im
richtigen Sinne an. Man kann diesen Zusammenhang noch
weiter verfolgen, indem man die «-Werte anderer (mehr-
wertiger) edelgasihnlicher Tonen betrachtet, die sich teils aus
den RyprERrG-Korrektionen von Spektren der ionisierten Ele-
mente (Funkenspektren), teils aus den Brechungsindizes fester
Salze (Ionengitter) bestimmen lassen. Man bekommt dadurch
weitere Stiitzen der Auffassung, daB die RyDBERG-Korrektion
der Terme #uBerer Bahnen bei den betrachteten Spektren auf
der Polarisierbarkeit des Atomrumpfes beruht und dal die
Quantenzahl k halbzahlig zu nehmen ist.

Die in diesem Bande durchgefiihrten Uberlegungen sind
iibrigens von der Entscheidung fiir ganz- oder halbzahlige &
im wesentlichen unabhingig.

Born, Atommechanik L. 13
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§ 28. Die Tauchbahnen.

Dic grofien Werte der RYDBERG-Korrektionen haben wir im
§ 26 so gedeutet, dall das Leuchtelektron tief in den Atomrumpf
eindringt und so in Gebicte erhhter Wirkung des Kernes kommt,

Eince Abschitzung der Grolenordnungen, die wir fiur die
d-Werte bei solchen . Tauchbahnen® zu erwarten haben, gibt
ein Verfahren von E. ScuropinceEr'). Er denkt sich den Atom-
rumpt ersetzt durch cine gleichmiiffig mit negativer Ladung
hedeckte Kugelschale. in deren Auficrem dann ein ('ouLoMe-
sches [feld herrsceht. das der Kernladung Z@ (1 beim neu-
tralen. 2 beim einfach ionisierten Atom) entspricht. und in
deren Innerem auch cin CovrovBsches Feld, aber mit hoherer
Kernladung Z@ besteht. Sobald der Perihelabstand einer als
Ellipse im Kraftfeld mit der Kernladung Z" berechneten
Quantenbahn kleiner ist als der Radins jener Kugelschale,
dringt die Bahn in das Innere ein: sie besteht dann aus zwei
Ellipsenbogen. die sich auf der
Kugelschale ohne Knick an-
einandcrschliefen  Abb.14). Bei
gegebenen  Quantenzahlen n
und k. Schalenradius und La-
dungen von Schale und Kern
laBt sich dann die effektive

Abb. 14, Quantenzahl n* oder die Kor-
rektion & berechnen.

Wir wollen die Scaropixatirschen Rechnungen hier nicht
wiedergeben. sondern nur zeigen. dal man bei einem solchen
Atommodell. das sogar aus mohreren konzeutrischen Schalen mit
Flichenladung bestchen darf, den Zusammenhang zwischen Quan-
tenzahlen und Energie durch elementare Funktionen darstellen
kann?!. Die Schalenradien seien ¢,. o,..... nach abnehmender
Girofe geordnet, ihre Ladungen — z e. —z,¢..... Die poten-
tielle KEnergic im Zwischenraum der Nchalen o und o, ., ist

2

. e
Uirn - —Z - -—-¢.,
s B ). -

1) E. SCHRODINGER: Zeitschr. f. Physik. Bd. 4, 8. 347, 1921,
%) Vgl aueh G, WexTtzeL: Zeitsehr. f. Phvsik. Bd. 19. S0 53, 1923,
bes. 8. 5A.
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WO VA yALL

"

Z o= Zw N

N P mae

=

ist und ¢ dnrch dic Bedingung bestimmt wird. dali sich das
Potential an den Schalen stetig indert. Aux ihr folgt

& >
\7 es

—1 0,

¢ =

Da wir jotzt die potentielle Energie als Funktion von r kennen,

konnen wir den Perihelabstand r , ~berechnen und angeben.
innerhalb welcher Nchalen o,.0,...., 0 er liegt. Das radiale

Wirkungsintegral hat nach (41 § 21 dann die Form

Mnax

(4 B C g, B,
~2'|, 4, -2 _,[/,—_)H/ -2 dr
. i 7 r- . 1A r-
T B '
*’]/ 4 277 ol
. o r r2
’m‘m
wo
A= —2mW—
B -me*Z
ook

ist. Alle Integrale lassen sich durch elementare Funktionen
ausdriicken: wir erhalten so J_ und damit n -- & als Funktion
von W und k. schlieBlich also W als Funktion von n und k.

Die ScarODINGERsche Vorstellung von der geladenen Schale
wollen wir nach vax Urk!, dazu Dbenutzen, um die d-Werte
von Tauchbahnen abzuschitzen. Man kann zundchst sehen,
daB bei gegebener idufBlerer Ellipse das radiale Wirkungsintegral
um so grofer ist, je groBeren Radius die Kugelschale hat;

5 A, Th. vax Urk: Zeitsehr. f. Physik. Bd. 13, S, 26%. 1922,
13*
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denn um so lingere Zeit steht das Elektron unter der Ein-
wirkung der vollen Kernladung. Man bekommt also beim
NCHRODINGER schen Modell, wenn man annimmt, daBB eine Bahn
iiberhaupt Tauchbahn ist. eine untere Grenze fiir den Betrag
von o, wenn man den Radius der Schale gerade so wihlt, dafl
sie die dullere Ellipse berithrt. Wollen wir den Wert erhalten,
dem sich & fiir groBe n ndhert (die Abhiingigkeit von = ist
beim ScHrODINGERschen Modell duBerst gering), so kénnen wir
als Perihelabstand der duBeren Ellipse nahezu den der Parabel

ay: allgemein wollen wir

1
annehmen. bei der s-Bahn also -
2Z@

7‘““(1,3 schreiben. Da wir den Radius der Schale ebenso groB
withlen, wird die gesamte Bahn des Leuchtelektrons mit
grofler Naherung durch die zwei vollstindigen Ellipsen wieder-
gegeben. Fiir das radiale Wirkungsintegral erhilt man
J o= J @ g

Nun ist der spektroskopische Term die Ablosungsarbeit des
duBeren Elektrons und damit gleich der Energie der dufleren Ellipse

R W3 Z@?
P AL Y
wo J,, das 2 z7-fache des fiir beide Kllipsen gemeinsamen Dreh-
impulses ist. Vergleichen wir dies mit der Form

Rh Z@2

),*‘2

W ..

W

der Energie. so folgt fiir die effektive Quantenzahl

1. . 1

x Jow ) = —J® )

" A (I‘ ; Jl/v,) h (J, ];-1’ i J’i)'
Nun ist aber

g d - nh
also
(i1 J

11 O — n¥ — = — J'}'Z («jh~/(>

wo JU die Summe der Wirkungsintegrale fiir die innere Ellipse ist.
J bestimmt sich durch die grof3e Halbachse a der inneren Ellipse:

_ (J“”>*.
=i\ )
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a hingt wieder mit dem Radiuns der Schale zusammen:

il ey = _ «a
¢ T g TH

h* k?
R RS

ist. Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen ¢ und a. so

erhilt man
(Ju'))"—’(i , /,’1 /‘-‘—' \) B 4_Zti)
N ) i l ' (‘;J([Hh)':" s Z,a)-

wo

. J . .
und daraus durch Auflésen nach ] und Einsetzen in /1):
)
?7/1(1)
-
Z(a)
(29 A - -k

1?7
I/Zé yAL -k

Die Gleichung (1) hat auch dann noch angendherte Giiltig-
keit, wenn die dullere Ellipse nicht gerade die Schale beriihrt.
sofern nur der Schalenradius klein ist gegen die grofle Achse
der dufleren Ellipse (was sicher bei groBer Hauptquantenzahl
eintritt) und wenn Z» wesentlich groBer als Z'® ist. Der Fehler.
den man begeht, wenn man das Wirkungsintegral {iber den
iuBeren Teil der Bahn durch das iiber die volle duBfere Ellipse
ersetzt, ist dann gering; ebenso der Fehler, den man begeht,
wenn man den inneren Teil durch die volle innere Ellipse er-
setzt; das Aphel der inneren Ellipse liegt ndmlich nur wenig
auBerhalb der Schale (wegen der raschen Abnahme der poten-
tiellen Energie im Feld mit der Xernladung Z®). Die Summe J'?
der Wirkungsintegrale der inneren Ellipse hingt eindeutig von
der groBen Achse dieser Ellipse ab und ist daher von n fast
unabhingig,

In der durch Kormel (1 gegebenen Anniherung ist & von
n nicht abhingig. Diese Anndherung ist um so besser, je
groBer die groBe Achse der duBeren Ellipse ist; da das bei
wachsendem 7 sehr rasch eintritt, verstehen wir, daB & mit
wachsendem n sehr bald einen konstanten Wert annimmt.

Wenn es Quantenbahnen gibt. die ganz im Schaleninneren
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verlaufen, und wenn n® die Hauptquantenzahl der groBten unter
thnen ist. so gilt

. Jw .
n i o ,] e niv -1
)
und
(3, A= — (0 e — k) 0<<e<C1.

Diese Formel ist wesentlich unabhingig von dem ScHRO-
nixcErschen Modell der geladenen Kugelschale und beruht
nur darauf. dall der Aphelabstand der dufleren Bahn grof} gegen
den Radius des Rumpfes ist und dafl das in den Rumpf ein-
dringende Elektron bald in Gebiete hoher effektiver Kernladungen
kommt. Bour') hat sie vor v.Urxk folgendermaBen abgeleitet:

Dax radiale Wirkungsintegral J = h(n — k) der Bahn setzt
sich aus dem des duBeren Bahnstiicks und dem der inneren
Schleife zusammen:

Jy J 6 bk,

J ! ist nur wenig kleiner als das radiale Wirkungsintegral
hin* — k) der vollen duBeren Ellipse:

J@=hn*—k —e¢),

und J, ¥ unterscheidet sich wenig von dem radialen Wirkungsinte-
gral h:n® - k) der groften ganz im Rumpf verlaufen den Bahn:

J0 = h(n— ke,

Y

Dabei braucht n® nicht ganzzahlig zu sein, sondern es sei die
durch 4 dividierte Summe der Wirkungsvariabeln jener groften
mechanisch (nicht quantentheoretisch) moglichen Bahn. Somit
erhilt man

(4 V= n* —p == — (0 — k— & &)

und kann das Ergebnis so formulieren:

Die Ry pBERG-Korrektion bei Tauchbahnen uniterscheidet sich
wenig von dem durch h dividierten radialen Wirkungsintegral der
grofiten ganz im Rumpf verlaufenden Bahn.

Die Frage, mit welcher Genauigkeit sich alle optischen (und
Rontgen-) Terme durch ein geeignet konstruiertes Zentralfeld

') BoHRg, N.: Vortrige in Gottingen Juni 1922 (ungedruckt).
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einheitlich darstellen lassen. hat K. Furs!) untersucht; er ist beim
Bogenspektrum des Na und den analogen Funkenspektren von
Mg™ und Al"" zu recht giinstigen Ergebnissen gekommen.

§ 29. Die Rontgenspektren.

Die optischen Serienspektra der Elemente sind ein Haupt-
hilfsmittel, um tber den Aufbau der Atome Auskunft zu er-
halten. Soweit sic sich mit unseren theoretischen Vorstellungen
erfassen lassen, kann man aus jhnen nur auf die Vorginge in
der duleren Hiille der Atome schliefen, withrend die Vorginge
im Rumpfe noch dunkel bleiben. Das wichtigste Mittel zur
Erforschung des Atominneren ist das Studium der Rénlgen-
spektren.  Auch bei diesen 148t sich unsere Theorie der Be-
wegung eines Elektrons im Zentralfeld ndherungsweise anwenden.
Man kann ndmlich aus den Beobachtungen entnehmen, dafl es
sich auch hier um Quantenspriinge des Atoms handelt, bel
denen ein Elcktron (das dem Leuchtelektron der optischen
Spektren cntspricht) seinen Platz im Inneren des Atoms wechselt,
wahrend das iibrige Atom genidhert ein zentralsymmetrisches
Gebilde bleibt.

Ehe wir diese Vorstellungen im einzelnen verfolgen, wollen
wir einige Erfahrungen idiber Rintgenspektren zusammenstellen,
Zur Auflosung dieser Spektren dient seit v. LAues Entdeckung
das natiirliche Gitter von Kristallen, Jedes Réntgenspektrum
besteht aus eimem kontinuierlichen Band und einer Folge von
Linien.

Das kontinuierliche Spektrum hat eine kurzwellige Grenze.
deren Schwingungszahl »_,  mit der kinetischen Energie der
erregenden Kathodenstrahlen durch

m 23
hy = — p*

max 2
zusammenhingt. Man deutet diese Erscheinung als eine Art
Umkehrung des lichtelektrischen Effekts, indem man annimmt.
daf die auftreffenden Kathodenstrahlen in der Antikathode ge-
bremst werden und ihre Energie nach dem EiNsrriNschen Ge-

1) E. Fues, Zeitschr. f. Phy-ik. Bd.11, S.864. Bd.12, S.1, 314.
Bd. 13, S. 211, 1923. 8. auch W. Tuomas, Zeitschr, f. Physik, Bd. 24,
8. 169, 1924.
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setz (§ 1 in Strahlung umsetzen; die hochste auftretende Fre-
quenz entspricht dann vollstandigem Verlust der kinetischen
Energie der auftreffenden Elektronen.

Das Linienspektrum ist fiir die strahlende Materie charakte-
vistisch und wird daher ,Eigenstrahlung® genannt. Sie soll uns
jetzt beschiaftigen. Die wichtigste Tatsache iber sie ist die,
daBl jedes Element die gleiche Anordnung der Linien zeigt und
dal die Linien mit wachsender Atommnummer nach kiirzeren
Wellenlingen wandern. Dieses Linienspektrum enthilt mehrere
Liniengruppen: Eine kurzwellige Gruppe (genannt K-Strahlung)
ist schon bei leichten Ilementen (etwa vom Na ab) nachge-
wiesen. Wihrend sie bei schwereren Elementen immer kurz-
welliger wird, riickt ihr eine Gruppe lingerer Wellen nach
- L-Strahlung); hinter ihr kommt bei noch schwereren Elementen
eine noch langwelligere (. M-Strahlung).

Sollen diese Spektrallinien mit den Bewegungen der Elek-
tronen im Atom nach den Gesetzen der Quantentheorie zu-
sammenhdngen, so miissen sich die Rontgenfrequenzen nach
der Gleichung

hy o= W . w®

durch die Energien zweier stationirer Zustinde der Elektronen-
anordnung ausdriicken lassen. Die hohen Werte von » (rund
1000mal so groB als im sichtbaren Spektrum) sprechen dafiir,
dafl es sich um Verinderungen in den Bahnen der inneren
Elektronen handelt. wo wegen der hohen Kernladung bei der
Verlagerung eines Elektrons eine groBe Arbeit zu leisten ist.

Die Tatsache. da3 die Réntgenlinien sich in einfache Serien
ordnen und durch wenige ganze Zahlen kennzeichnen lassen,
ist der Grund dafiir, da wir analog zur Optik annehmen
diirfen, es handele sich in der Hauptsache um die Bewegung
eines einzigen |, Leuchtelektrons*. Obwohl wir gezwungen sind
anzunehmen, dafB3 sich dieses Elektron im Innern des Atoms
bewegt, werden wir aus denselben Griinden wie hei den sicht-
baren Spektren die Wirkung der iibrigen Elektronen und des
Kerns durch die eines zentralsymmetrischen Kraftfeldes ersetzen.
Hierdurch bringen wir wiederum die Tatsache zum Ausdruck,
dall kein Energieaustausch zwischen Leuchtelektron und Atom-
rest stattfindet: die Existenz der Quantenzahlen des Leucht-
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elektrons spricht namlich dafiir, dafl dessen Bewegung perio-
disch ist, also nach jedem Umlauf wieder dieselbe Energie
besitzt.

Zwischen den optischen Spektren und den Roéntgenspektren
besteht jedoch ein tiefgreifender Unterschied. Wiahrend die Linien
der optischen Spektren auch in Absorption auftreten konnen.
werden die Rontgenlinien niemals als Absorptionslinien be-
obachtet. Der Absorptions-
koeffizient fiir Rontgenstrah-
len zeigt {iiberhaupt keine
linienartigen Maxima, er ver-
lauft vielmehr im allgemeinen
stetig und zeigt nur an einzel-
nen Stellen, den sogenannten
Absorptionskanten, plotzliche =
Zunahme in Richtupg wach- Abb. 15,
gender Frequenzen (Abb. 15).

Die Deutung dieser Erscheinung ist von KosseEL gegeben
worden!). Danach handelt es sich bei den Absorptionsspektren
um Ionisierung des Atoms und zwar um das Hinauswerfen von
inneren Elektronen. Fiir diesen Vorgang liefert die Frequenz-
bedingung

SN
e

Ry = - W 2 p2,

wo v die Geschwindigkeit des Elektrons nach der Abtrennung

und -- W die Abtrennungsarbeit ist. Es werden also alle Fre-

quenzen absorbiert, die groBer sind als die Grenzfrequenz (Kante)
- — W

v, = h

Die Annahme verschieden gebundener Elektronen fihrt auf
den beobachteten Verlauf der Absorption.

Die Emissionslinien kommen nach KosseL dadurch zustande,
daB an die Stelle des herausgeworfenen Elektrons ein anderes
aus einer hoherquantigen Bahn fillt, wobei die Energie des
Atoms abnimmt. An die freiwerdende Stelle kann wiederum

) W. Kosser: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 16, S. 899 u. 953.
1914 und Bd. 18, S.339. 1916.
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ein flektron von einer noch hoheren Quantenbahn fallen, bis
~chliellich die letzte Liicke durch ein freies Elcktron ersetzt wird.

Die Emissionsspektren der Rontgenstrahlen entstehen also bei der
Wiederherstellung des stabilen Atomzustandes nach einer Storung
durch Herauswerfen eines inneren Elektrons.

Wir kénnen diese Kossirsche Deutung, die sich vollstindig
howihrt hat, auch folgendermallen aussprechen: Hs gibt fir
jedes System von Quantenzallen, die inneren Bahnen entsprechen,
cine  Hochstzahl von FElektronen.  Im stabilen Zustand ist diese
erreicht. Kin Platzwechsel findet nur statt. wenn aus einer
inneren Bahn ein Elektron entfernt wird. Man fafit alle Elek-
tronen, die zu den gleichen Quantenzahlen gehdren, zu einer
NSehale zusammen: auf dieses Bild vom schalenférmigen Auf-
bau der Atome werden wir nachher durch ganz andere, haupt-
siichlich dem Gebiet der Chemie entnommene Uberlegungen
gefithrt werden (§ 30

Wir werden jetzt versuchen. diese Betrachtungen quantitativ
zu fassen.

Unser Modeil, bei dem sich das betrachtete Elektron in
cinem Zentralfeld bewegt. orgibt als Elektronenbahnen Rosetten,
die durch zwei Quantenzahlen n und Lk festgelegt sind. Im
Atominnern miissen tatsichlich Bahnen mit verschiedenen
Werten von n vorkommen. Das Verhalten der RyYDBERG-
Korrektionen zeigt namlich, dafl bei fact allen Elementen die
p-Bahnen eintauchen: damit dies moglich ist, mufl der Rumpf
mindostens Bahnen mit n —. 2 enthalten. Von den Bahnen im
Rumpf sind die mit n=1 (k=1) dem Kern am néchsten,
dann folgen die mit n-— 2 (k =1, 2), weiterhin kommen viel-
loicht noch Bahnen mit n=3(k=1, 2, 3).

Bei den FElementen mit hoher Atomnummer stehen die
innersten Bahnen im wesentlichen unter der anziehenden Wir-
kung des Kernes, wihrend der Einflul der {ibrigen Elektronen
verhiiltnismiBig kiein ist. Die Energioc der innersten Elektronen-
bahn erhilt man also nidherungsweise aus

fur n = 1; nach auBen hin nimmt die Energie rasch ab, ein-
mal wegen der Zunahme von », dann auch wegen der die



8§ 29. Die Rontgenspektron. 203

Kernladung abschirmenden Wirkung der ibrigen Elektronen.

Als Linie von gréliter Frequenz ist eine Linie zu erwarten.
g 1

fir die ungefihr

N

‘ - ,_:/1 1‘\77 3
B v-:RZ \\rl_zﬁz__,/f

"Rz
1

ist. Die Formel fordert, daf} | % linear mit der Kernladung an-
steigt. MOSELEY ') der zuerst systematisch die Réntgenspektren
untersucht hat. fand, dal} fir die K-Serie | » tatséichlich eine
nahezu lineare Funktion der Atommummer ist; dabei versteht
man unter Atomnummer dic Ordnungszahl eines Atoms in der
Reihenfolge des periodischen Systems (1 H. 2 He, 3Li---), also
im wesentlichen in der Reihenfolge des Atomgewichts: die von
der Chemic geforderten Liicken (z. B. das dem Mangan homologe
Element 43} sind dabei mitzuzihlen und die durch das che-
mische Verhalten geforderten Umstellungen [z. B. 18 A (Atom-
gewicht 39,88) und 19 K (39,10)] sind zu beriicksichtigen.

Hierdurch ist das schon lange vermutete und von VAN DEXN
Brork zuerst ausgesprochenc Gesetz (vgl. § 3, 8. 15): Atom-
nummer gleich Kernlodungszahl aufs glinzendste bestiitigt worden.
Mar ist dadurch in den Stand gesetzt, auch die Atomnummern
der Elemente mit sehr hohem Atomgewicht, bei denen lange
Reihen chemisch sehr wenig verschiedener Elemente (z. B. die
seltenen Erden) vorkommen, eindeutig festzulegen und vorhan-
dene Liicken genau anzugeben. '

Um zu zeigen, mit welcher Genauigkeit das Gesetz (1) gilt,

N V4 »
teilen wir dic Werte von |/ — -~
3 R
findet 10,1 bei Na(Z = 11), 36,3 bei Rb (Z =37) und 76,5
bei W (Z == 74). Wir lassen daher die kurzwelligste K-Linie
dem Ubergang eines Elektrons von einer zweiquantigen zu einer
einquantigen Bahn entsprechen. Es liegt nun nahe. die tibrigen
K-Linien durch Ubergiinge von hoherquantigen Bahnen auf
eine einquantige zu erkliren. Die K-Linien schlielen sich in
der Tat der theoretisch geforderten Grenze
RZ?
i

fur einige Elemente mit. Man

Yy H.G.d.Mostrey: Phil. Mag. Bd.26, 5.1024. 1913; Bd.27,8.703. 1914.
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an: an der gleichen Stelle liegt eine der oben erwiihnten Ab-
sorptionskanten.

Auch fiir die L-Linien gilt das Gesetz des linearen Anstiegs
von | 7. Wir versuchen diese Linien durch Uberginge auf eine
zweiquantige Bahn (n =: 2) zu deuten und erhalten fiir die kurz-
welligste L-Linie die angeniherte Frequenz

2) D-.-;RZ'-’(-

\

LR R T4

130T s

Diese Formel gilt nun nicht ganz so gut wie die fiir die
K-Serie: es ist dies verstindlich. da wir hier schon weiter
vom Kern entfernt sind. Wir konnen diesem Umstand nach
SommerreLDY) dadurch Rechnung tragen. daBl wir

3 somiz s () L)

schreiben; die empirischen Werte sind dann mit einem Wert
von s im Kinklang, der bei mittlerem Z ungefihr bei 6 oder 7
liegt. Auch hier fillt die Seriengrenze mit einer Absorptions-
kante zusammen. Die M-Linien schlicBlich entsprechen Uber-
gingen auf eine dreiquantige Bahn.

Eine ibersichtliche Darstellung der stationidren Bahnen der
Elektronen im Atom erhalten wir, wenn wir vom System der
Rontgenlinien zu dem der Roinigenierme iibergehen. Den End-
term der K -Linien nennen wir K-Term, ihm kommen (in un-
serem Modell) die Quantenzahlen n —=1. k-~1 zu. Fir die
L-Linien mufl man, um ihre Mannigfaltigkeit zu erkliren, drei
Kndterme (L-Terme) annehmen, fir sie ist » =2 und k=1
oder 2. Thre Dreizahl sagt, dall dic Quantenzahlen n und k
zu ihrer Bezeichnung nicht ausreichen; wir haben hier eine
dhnliche Erscheinung vor uns wie die Vielfachheit der optischen
Terme. Eine Theorie dieser Erscheinung kénnen wir mit un-
serem Modell nicht geben®,. Weiter ergibt die Untersuchung der
Réntgenlinien fiinf M-Terme mit n == 3 (k = 1, 2, 3) und sieben
N-Terme mit n =-4; es sind auch einige O-Terme festgestellt.

Zur Ubersicht iiber das Auftreten dieser verschiedenen Terme

"y A, SommererLp: Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916.
) Eine befriedigende modellmdBige Erklirung ist iberhaupt noch
nicht gelungen.
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sei hier die graphische Darstellung der Terme aus der Arbeit von
Bour und Coster ) wiedergegeben (Abb. 161, Wir finden darin
den A- und einen L-Term {(n — 1.7n = 2ischon bei den lcichtesten
Elementen: ein M-Term in = 3) erscheint etwa bei der Atom-
nummer 21, ein N-Term (n - 4) etwa bei 39 und ein O-Term
in =) etwa bei 51. Was die Zahl der Terme jeder Haupt-
quantenzahl anlangt, so sehen wir zwar die erwithnte Aufspal-
tung in 3.5 und 7 Terme; aber sie geschieht nicht gleichmiBig,
sondern zunichst finden wir zwel L-. drei J/- und vier N-Terme,
von denen alle auller jodesmal dem ersten wieder in zwei Terme
aufspalten. Sehen wir von dieser letzteren. erst bei hoherer Atom-
numnier eintretenden Anfspaltung ab, so haben wir genau so viel
Terme, als die Nebenquantenzahl Werte annchmen kann. Die
Regel. nach der die Terme kombinieren, entspricht auch genau
der Auswahlregel far & 10k - 4 1.

Ex sei noch auf die Abweichungen von dem linearen Verlauf
der Wurzeln aus den Termwerten hingewiesen. Sie werden an
der von Bour und CostEr angegebenen Abbildung deutlich
tAbb. 16). Die allgemeine Krimmung der Kurven (inshesondere
des K-Terms) fuhrt SoMMERFELD®) auf die .. Relativititskorrek-
tion™ (§ 33. S. 236) zuriick. Die kleinen Knicke, z. B. bei
Z= 56 und Z -= 74 hingen nach Bonr und (‘'osTER mit dem
Ausbau innerer Elektronengruppen zusammen, worauf wir auch
noch kurz zuriickkommen werden /§ 32, S. 226).

§ 30. Atombau und chemische EKigenschaften.

Das Endziel einer Theorie des Atombaues miifite sein, das ganze
periodische System der Elemente aus Atommodellen zu konstruie-
ren. BoHR hat bereits in seinen ersten Arbeiten dahingehende Ver-
suche gemacht. Erbeniitzte dabei ,,Ringmodelle~. bei denen die ein-
zelnen Elektronen in den Ecken konzentrischer, reguliiver Polvgone
(den , Ringen*)liegen. Auf die Durchrechnung solcher Ringsysteme
ist von Bour®), SOMMERFELD '), DEBYE", KR00"), SMEKAL™) u. a,

") N. Bour und D. Coster: Zeitschr. f. Physik. Bd. 12, S. 342, 1923,

2) A. Sommerrenp: Ann. d. Physik.  Bd. 51, S. 125, 191¢%,

% N. Bomgr: Phil. Mag. Bd. 26. S. 47H. 1915,

4) A. SomMERFELD: Physikal. Zeitschr. Bd. 19. K. 2497, 191,

”) P. DEvE: Ebd. Bd. 12 S, 276, 1917,

%y J. Kroo: Ebd. Bd. 19, S. 307. 191&.

) A, Smexkan: Zeitsehr. f. Physik. Bd. 5, 8. 91, 1921,
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viel Arbeit verwendet worden, besonders im Hinblick auf die Er-
klirung der Rontgenspektren: doch waren die rgebnisse durchaus
unzureichend. Die wichtigste mechanische Erkenntnis, die dabei
heranssprang, war die Bemerkung von SoMMERFELD, dall ein solches
Elektronenpolygon nicht blofl um den Keru rotieren, sondern cine
Bewegung ausfithren kann, bei der die Elektronen in kongruenten
KerLER-Ellipsen laufen (Ellipsenvereinl. SOMMERFELD hat auch
die gegenseitigen Storungen solcher Ringe behandelt, sowohl fiir
den Fall, dal} sie komplanar sind, als auch fiir den Fall, daf3
sie in verschicdenen Ebenen licgen. Modelle dieser Art haben
zwar eine , Raumerfiillung”, wic die wirklichen Atome, zeigen
aber nicht deren Symmetrieverhiiltnisse. die sich sowohl che-
misch (Kohlenstoff-Tetraeder) als auch kristallographisch dullern.
Daher hat Laxpi') versucht. Modelle mit ridumlichen Symme-
trieelementen anzugeben. die mit SoMMERFELDs Ellipsenverein
das gemein haben, dall die Elektronen kongruente Bahnen in
exakten Phasenbezichungen durchlaufen (z. B. gleichzoitiger
Durchgang durch das Perihel). Aber auch diese Modelle ver-
sagten stets bel quantitativen Untersuchungen.

Bonr erkannte, dall auf dem Wege der Modellkonstruktion
und der rein theoretischen Betrachtung das Ziel der Erklirung
des gesetzmiilligen Aufbaus der Atome (periodisches System der
Elemente) schwerlich erreichbar sein wiirde und wandte sich einem
Verfahren zu, bei dem in halb theoretischer, halb empirischer
Weise, unter Heranziehung aller von der Chemie und der Physik
gelieferten Hinweise, besonders aber unter ausgiebiger Verwendung
der Serienspcktren ein Bild des Atombaus entworfen wird.

Die Ergebnisse der Chemie, die fiir eine solche Untersuchung
in Betracht kommen, hat KossgL?) auf eine libersichtliche Form
gebracht. Kr geht davon aus. dall die Perioden des Systems
der Elemente jewecils nach einem Edelgas beginnen, dessen
Atome dadurch ausgezeichnet sind, daB sie keinerlei Verbin-
dungen eingehen und &dullerst schwer ionisierbar sind. Die
Atome der Edclgase werden also besonders symmetrische und

Y A. Laxpé: Verbandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 21, S. 2. 644,
653. 1919; Zeitschr. f. Physik. Bd. 2, S. 83, 320. 1920.

?) W. KossEL: Ann. d. Physik Bd. 49, S. 229. 1916; & auch
G.N. Lewis: Journ. Amer. Chem. Soc. Bd. 38, S. 762. 1919 und J. Laxa-
MUIR: Ebd. Bd. 41, S. Q61 1919.
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stabile Konfigurationen sein, dic infolge der hohen Symmetrie
nur von geringen Kraftfeldern umgeben sind und wegen der
hohen Stabilitit weder leicht Elektronen abgeben noch auf-
nehmen. Die den Kdelgasen vorangehenden Atome sind die
Halogene (F, Cl, Br, J), die leicht als einwertige negative Ionen
auftreten: dies kommt nach Kosstr daher, dal ihrem Elek-
tronensystem ein Elektron zur symmetrischen, stabilen Edel-
gaskonfiguration fehlt und es daher bestrebt ist, das fehlende
Elektron unter Knergieabgabe (Elektronenaffinitit) an sich zu
reifen. Umgekehrt treten die auf das Edelgas folgenden Atome,
die Alkalien (Li, Na, K, Rb, Cs) stets als einwertige positive
lonen auf, geben also leicht ein Elektron ab; man wird daher
anzunehmen haben, dall bei ihnen ein leicht abtrennbares Elek-
tron auBerhalb eines stabilen Rumpfes von Edelgascharakter
umlduft. In entsprechender Weise 148t sich die positive oder
negative Elektrovalenz der iibrigen Atome deuten: die erstere
beruht auf der Existenz leicht abtrennbarer Elektronen, nach
deren Entfernung ein edelgasartiger Rumpf iibrigbleibt, die
letztere beruht auf dem Bestreben ,unvollstindiger* Elektronen-
gebilde, durch Einfangen von Elektronen zur Edelgaskonfigura-
tion sich zu erginzen.

Gieht man nun an Hand dieses Prinzips das periodische
System durch, so gelangt man zu der Vorstellung vom Schalen-
haw der Atome (s. auch § 29, S.202). Die erste Periode, be-
stehend aus den Elementen H und He, stellt die Ausbildung
der innersten Schale dar. Das System von zwei Elektronen
des Edelgases He mul} also eine sehr stabile Anordnung sein.

Die zweite Periode beginnt mit Li. Dieses Element wird
einen Rumpf vom C(harakter des He-Atoms haben, an den
auBen ein drittes Elektron locker gebunden ist. Beim nichsten
Element Be tritt ein weiteres duBeres Elektron hinzu usf., bis
beim zehnten Element Ne die zweite Schale zu einer stabilen
Edelgaskonfiguration von 8 Elektronen geworden ist. Damit
ist die zweite Schale vollstindig.

Das erste Element der dritten Periode, Na, hat wieder das
locker gebundene dufBlere Elektron, das den Anfang der dritten
Schale darstellt; diese schlieBt mit dem Edelgas A ab, und
da dieses die Atomnummer 18 hat, so besteht die vollstindige
dritte Schale wieder aus 8 Elektronen.
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In ihnlicher Weise geht es weiter: nur werden dic Perioden
jetzt linger rsic enthalten erst 18. nachher 32 Elemente). Da-
zwischen treten die Elemente Cu, Ag, Au auf, die cine gewisse
Analogic zu den Alkalien haben; sic werden also ebenfalls durch
ein leicht abtrennbares Elektron und einen relativ stabilen
Rumpf gekennzeichnet scin.

KosseL hat durch diese qualitativen Uberlegungen ecinen
groflen Teil der anorganischen Chemic physikalisch verstindlich
machen kénnen: hesonders erfolgreich war diese Theorie auf
dem Gebiete der sogenaunten Komplexverbindungen, d. h. solcher
Verbindungen. bei denen Molekeln durch Aneinanderlagerung
von Atomkomplexen entstehen, die vom Standpunkte der ein-
fachen Valenztheorie vollstdndig gesiittigt sind.

Laxeurir und LEwrs') haben (unabhiingig von Kosser) die
Theorie durch die anschauliche Vorstellung belebt, dall die
stabile Kontiguration von 8 Elektronen, die wir beim Ne, A
und den fonen der benachbarten Elemente antrafen, cin Wiirfel
ist (Oktett-Thoorie), in dessen LEcken diese 8 Elektronen in
Gleichgewicht<lagen =sitzen. [Es handelt sich also bei diesen
amerikanischen Forschern um statische Modelle, die in den
Rahmen unserer Atommechanik nicht hineinpassen und die
daher hier nicht weciter betrachtet werden sollen.

Man kann aus physikalischen Uberlegungen Griinde dafiir
angeben. dall die aus 8 Jilektronen hestehende Edelgaskonfigu-
ration ungefihr die Symmetrie eines Wiirfels haben muf. Die
Haloide der Alkalimetalle (vom Typus des Steinsalzes NaCl)
kristallisicren im reguliren System; man mull aber annehmen,
daB die Bausteine dieser Gitter, wie sie von der Rontgenstrahl-
Analyse geliefert werden, nicht die neutralen Atome, sondern
die Jonen iz. B. Na* und (17) sind. Das folgt einmal aus der
Existenz ultraroter Eigenschwingungen des Gitters, die Stellen
selektiver Absorption und Reflexion bedingen (Reststrahlen);
sodann konnten DEBvE und ScHERRER®] durch quantitative
Messungen der Rontgendiagramme am LiF zeigen, daf} sich die
Elektronenzahlen der Bausteine verhalten wie 1:5, entsprechend

1Y loc. cit. S. 207.
2 P. DevE u. P. ScHERRER: Physikal. Zeitsche. Bd. 19, S. 474.
1918

Born. Atommechanik 1. 14
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einem Aufbau aus Li' mit 2 Elektronen und F = mit 10 Elek-
tronen '),

Aus dem kubischen Charakter der Kristalle wird man auf
die kubische Symmetric der Bausteine, der edelgasartigen
lonen, schlieBen. Weitere Anhaltspunkte fiir die kubische
Symmetrie erhilt man, wenn man versucht, die AbstoBung
zwischen den Ionen des Gitters auf elektrische Kréfte zuriick-
zufiihren und die Anordnung der Ladungen so anzunehmen, dal
man mit den gemessenen Kompressibilititen im Einklang ist?).

Man kann also mit einiger Sicherheit die kubische Symmetrie
der Edelgaskonfiguration behaupten. Die Chemie liefert dazu
das Resultat, dal das Atom dos Kohlenstofis C die Symmetrie
eines Tetraeders hat.

Symmetrie- Eigenschaften bestimmier Elektronengruppen spielen
bei dem Borrschen Aufbau des periodischen Systems eine grofie
Rolle: es wird nimlich angenommen, dal mehrere Elektronen-
bahnen gleicher Art (gleiche Quantenzahlen, gloiche Bahnform,
gleiche Energie) immer nur in einer Anzahl auftreten konnen,
die kleiner, hochstens gleich der Zahl ist, bei der die Konfigu-
ration ein solches Gebilde von hoher Symmetrie (wie Tetraeder,
Wiirfel usw.) ist. Eine theoretische Ableitung dieses Symmetrie-
prinzips aus mechanischen und quantentheoretischen Grund-
sitzon ist allerdings zur Zeit nicht mdglich.

Der Weg, auf dem Borr zum schrittweisen Aufbau der
Atome in der Reihenfolge ihrer Ordnungszahl gelangt, ist der
folgende.

Er betrachtet die Einfangung des am lockersten gebundenen
Elektrons durch den Atomrest. Dieser Prozel vollzieht sich
auf den stationiren Bahnen, von denen das Bogenspektrum des
Elements Kunde gibt. Wihrend dieses Prozesses zerfillt das
Atom in einen Rumpf und ein Leuchtelektron. Der Rumpf hat
die gleiche Elektronenzahl und eine um 1 hoéhere Kernladung
als das vorhergehende Atom. Die erste Frage ist nun, ob die
Elektronen im Rumpf dieselbe Anordnung baben, wie im vor-
hergehenden neutralen Atom; dariiber gibt in manchen Féllen

Y Eine ahnliche Untersuchung iiber Periklas MgO haben W. GERLACH
und O. PavLr (Zeitschr, f. Physik. Bd. 7, S. 116. 1921) ausgefiihrt.

%) M. Borx: Verhandl. d. Dtsch. physikal. Ges. Bd. 20, 8.230. 1918;
E. MapELUNG: Physikal. Zeitschr. Bd. 19, S. 524. 1918.
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das Funkenspektrum Auskunft. Die zweite Frage ist die. in
welcher Endbahn das neu eingefangene Elektron liuft: ent-
weder ordnet es sich den im Rumpf vorhandenen &dufBersten
Elektronen gleichwertig ein, oder es liuft auf einer im Rumpf
noch nicht vorkommenden Bahn. Im ersten Fall fiillt es eine
schon vorhandene Schale weiter auf, im letzteren Fall beginnt
es eine neue Schale. Zur Entscheidung dieser Fragen mull man
die Quantenzahlen der Bahnen im Atom kennen.

Den diesem Verfahren zugrunde liegenden Gedanken nennt
Bour das Aufbauprinzip.

§31. Die wahren Quantenzahlen der optischen Terme.

Unsere niachste Aufgabe wird die genauere Festlegung der
Besetzungszahlen der cinzelnen Elektronenbahnen und der Werte
von n und k auf ihnen sein. Es bieten sich zur Lésung zwei
Wege, die Untersuchung der optischen Spektren und die der
Rontgenspektren.

Geht man die Reihe der Elemente durch und betrachtet
man jedesmal das Schema der Spektralterme, so sieht man
zunichst die groBe Ahnlichkeit der Spektren homologer Elemente.
Jedes Alkalispektrum zeigt dieselben Ziige, ebenso jedes Spek-
trum eines Erdalkali. Wir deuten dies durch die jeweils gleiche
Zahl der duBleren Elektronen (vgl. KosseL, § 30).

Wir wollen jetzt die Termwerte selbst heranziehen. Dazu
denken wir sie uns in der Form

Rh

,n*‘_’

W

geschrieben. Das Spektrum eines Elements kann dann durch
das System der n*-Werte wiedergegeben werden. Um einen
Uberblick zu geben iiber die Abhiingigkeit des Spektrums von
der Atomnummer, seien hier (S. 213) fiir die bisher geordneten
Spektren die effektiven Quantenzahlen n* des tiefsten Terms jeder
Serie, sowie die Dezimalstellen des absoluten Betrages der
RypBERG-Korrektion in der Grenze groBer n angegeben!).

1) Die Zahlen meist nach PAsCHEN-GOTZE (Seriengesetze der Linien-
spektren 1922) berechnet. Bei Dubletts oder Tripletts ist der Mittelwert
von n* angegeben; bei den Erdalkalien stehen in der ersten Zeile die
Werte fiir das REinfachtermsystem, in der zweiten Zeile die fiir das

14*
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Die Tabolle zeigt. dall bei fast allen Elementen die f- Terme
noch wasserstoffahnlich sind. Die Rypgtrc-IKorrektionen sind
hier. von denleichten Elementen abgesohen, am kleinsten bei Cu
und Ag: sio sind am groten bei den Erdalkalien und steigen
da in der Reihenfolge der Atomnummern an. Die d-Terme
sind nur bei den leichtesten Elementen (bis Na) wasserstoff-
ahnlich: bei den Alkalien ist die RypBERG-Korrektion noch
relativ gering und steigt deutlich mit der Atomnummer; bei
den Erdalkalien ist sie wescentlich grofer. Weiter hat es den
Anschein. als lige die Korrektion bei Cr, (‘u und Ag wieder
nahe bei O (nicht bei einer anderen ganzen Zahl). Die p- und
s-Terme endlich weichen stark von den Werten beim Wasser-
stoff ab. Es sieht also so aus, als verliefen die f-Bahnen
noch im allgemeinen auflerhalb des Rumpfes, als tauchten die
d-Bahnen bei vielen Elementen ein, hei anderen noch nicht,
und als seien die p- und s-Bahnen, auBler bei den leichtesten
Elementen, stets Tauchbahnen.

Um diese Auffassung zu stiitzen, betrachten wir die Radien
dor Atomriimpfe. Die GroBe der Riimpfe bei den Krdalkalien
oder. was dasselbe ist, die GroBle der Erdalkali-Tonen, kdnnen
wir aus dem Funkenspektrum entnchmen. Diese lonen haben
nimlich nur ein dulBeres Elektron. das Aphel seiner Bahn liegt
in einem Gebiet, wo das Kraftfeld des Atoms angenihert
CovromBschen Charakter hat, und der Aphelabstand hingt in
gleicher Weise von der Energie und damit von #* ab wie beim
Wasserstofl:

a 1 ., 1/ k*
}IHV (e = Zn <1 B l/ 1= 77L;‘;‘)> '

Da die erste s-Bahn die Grundbahn der Erdalkali-Tonen ist,
entnehmen wir aus den Funkenspektren der Erdalkalien die
w*-Werte des ersten s-Terms und sehen den daraus berechneten
Aphclabstand als Rumpfradius fiir das Erdalkali an. In gleicher

Dreifachtermsystem; bei He bezieht sich die erste Zeile auf das System
der Einfachterme, die zweite auf das der Dubletterme. Von O ab sind
in der Spalte der RypBirrG-Korrektionen nur die Dezimalstellen von — 46
angegeben. Dort wo die bekannten Terme keine Extrapolation auf
n = erlauben, ist die RYDpBERG-Korrektion des letzten bekannten in
Klammern angegeben.
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n* dos ersten Rydberg-Korrektion fiir
grofle n des
s- p- d- /- §- »- d- f-
Terms Terms
1 H 1,00 2,00 3,00 4,00 0,00 0,00 0,00 0,00
9 H 0,74 2,01 3,00 4,00 —0,14 +0,01 0,00 0,00
© 1169 194 299 400 [ —0,30 —007 000 000
3 Li 159 196 3,00 4,00 —040 —0,05 0,00 0,00
80 JIx2 227 298 14 70 02
11,74 217 2,97 13 78 04
10 Ne Y 1.67 2,15 299 30 33 02
11 Na 1,63 2,12 2,99 4,00 34 85 01 00
12 M 1,33 2,03 2,68 52 04 56
! 2,81 166 2,83 3,96 63 12 17 06
13 Al 219 1,51 2,63 397 76 28 93 05
19 K 1,77 2,23 2,85 3,99 17 v 25 01
90 (° 1,49 2,07 2,00 3,97 33 93 95 09
U La 1249 1,79 1,95 3,92 44 95 99 10
. 1,38 " (12)
2% Cr 1,42 {2,03 2,99 5 5 oy
25 Mn 2,31 1,63 2,89 60 (37 08
29 Cu 1.3 1,86 2,98 4,00 53 (09) 02 00
30 Zn 1,20 1,94 2R7 62 09 20
12,34 1,60 2,90 3,98 72 20 08 04
31 Ga 2,16 1,02 2,84 78 27 24
37 Rb 1,20 227 2,77 3,99 13 66 35 03
38 Sr [1,54 213 2,06 4,14 (26) (59) 75 10
' 1255 1,87 1,99 391 37 85 80 12
47 Ag 1,34 1,90 2,98 3,99 52 (05) 01 01
&8 Cd 123 195 287 57 05 21
1228 1,62 289 397 67 14 07 03
49 In 2,21 1,55 2,82 73 19 29
55 Cs 187 285 255 3,98 05 57 45 04
56 Ba 1,62 2,14 1,39 2,85 43 (78) 45 (92)
2,63 1,94 1,82 3,84 28 67 ik 12
80 H 1,14 191 292 63 00 08
g 1224 1,59 293 397 71 10 05 03
81 Tl 2,19 1,56 2,90 3,97 74 19 10 03

Yy Das Neonspektrum

hat bekanntlich zwei Systeme von Termen,

die nach verschiedenen Grenzwerten konvergieren. Zur Berechnung von
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Weise kénnen wir auf die Rimpfe der erdalkaliihnlichen
Elemente Zn und Cd schliefen. da wir auch von ihren Ionen
annchmen missen, dall sie nur ein dulleres Elektron haben.
Fir die Radien der Alkali-Tonen und der Ionen von Cu und
Ag erhalten wir eine obere Grenze aus ihren Abstdnden in
den Kristallgittern ihrer Salze: der Abstand des Na*- und
Cl' -Ions im Steinsalzgitter muf} z. B. groBer sein als die Summe
der Iononradien. Durch solche Uberlegungen erhilt man alle
Radien bis auf eine additive Konstante, die man ndherungs-
weise s0 bestimmen kann. daf man die der beiden dem A-Atom
ahnlichen Tonen K’ und €l einander gleich setzt. Eine
zweite obere Grenze der Alkali-Ionenradien bilden die aus gas-
kinetischen Betrachtungen bekannten Radien der Atome der
vorausgehenden Edelgase: die Alkali-Ionen miissen wir als
dhnlich gebaut ansehen wie die Edelgase, ihre Ausmafle miissen
aber der hoheren Kernladung wegen etwas kleiner sein.

Die so berechneten Ionenradien stellen wir in der folgenden
Tabelle zusammen. Sie sind in Einheiten des Wasserstoffradius
ag angegeben ').

Die Tabelle zeigt das Anwachsen der Rumpfradien homologer
Elemente mit der Atomnummer sowie die Tatsache, daf} die
Radien der Erdalkalirimpfe relativ grof}, die von Cu und Ag
sehr klein sind.

Eine f-Bahn hat in einem streng CovLoaBschen Feld einen
Perihelabstand. der groBer ist als 8 ag (vgl. § 24). Durch die
Abweichungen vom CouLomB-Feld in der Umgebung der Atom-
vimpfe wird or herabgedriickt. Wir wollen diese Rechnung
aber nicht durchfithren ?), da wir fiir unsere Zwecke (die Fest-

7* hat man den betr. Term von der Grenze des Systems ab zu zihlen,
dem er angehort. Der angegebene p-Term ist der tiefste optisch be-
kannte. Durch ElektronenstoBmessungen (G. HERTz : Zeitschr. f. Physik.
Bd. 18, 8. 307. 1923) kennt man auch den Term des Grundzustandes,
der sehr wahrscheinlich ein p-Term ist. Fiir ihn ist 2* = 0,79.

Y Es gibt noch andere Methoden, die Radien der Alkalirimpfe zu
bestimmen, auf die wir hier nicht eingehen wollen. Die Ergebnisse
stimmen zu der hier angegebenen oberen Grenze. Vgl. die Zusammen-
stellung von K. F. HERzFELD: Jahrb. d. Radioakt. u. Elektronik Bd. 19,
S. 259, 1922.

) Die Rechnungen sind ausgefiihrt von F. HuND: Zeitschr. f. Physik,
Bd.22, 8. 405. 1924. Sie ergeben mit den aus anderen Erscheinungsgebieten
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Obere Grenze des Radius Aus n*
aus berechneter
gaskinetisch  (jitterabstand Radius
3 Li- 18 ‘ 1,7
11 Nat 2,2 2,4
12 Mg* 3,3
19 K~ 2,6 2,9
20 Ca* 4,3
29 Cu- 1,2—1,4
30 Zn” 2,5
37 Rb~ 3,0 3.2
38 Sr+ 4,7
47 Ag- 0,922 1)
43 Cd~ 2,6
55 (s~ 3,3 ‘ 3,7
56 Ba~ 52

legung der wirklichen Quantenzahlen) mit einer qualitativen
Uberlegung auskommen. Wir sehen, eine f-Bahn kann am
ehesten bei den schweren Erdalkalien in Rumpfnihe kommen:
wir verstehen die groBe RypBERG-Korrektion bei Ba und die noch
verhialtnismdBig grofle bei Sr und Ca; iberhaupt finden wir
ein vollkommenes Entsprechen der Rumpfradien mit den
RypaERG Korrektionen. Dieser Zusammenhang erlaubt uns, auch
bei den wenigen anderen Elementen, deren RypBERG-Korrek-
tionen hekannt sind, auf den Ionenradius zu schlieen; so
nehmen wir an, dafl er bei Al wenig kleiner ist als bei Mg
und daB er bei Hg und Tl die gleiche Gréfenordnung hat als
bei Zn und Cd.

Im Wasserstoffatom haben die d-Bahnen einen Perihel-
abstand von mehr als 4.5 ag (die Kreisbahn n = 3 hat 9 ag),

bekannten RumpfgroBen bei Annahme halbzahliger £ bessere Ubereinstim-
mung als bei Annahme ganzzahliger k. Sie scheinen also eine zweite
Stiitze dafiir zu geben, daB die duBleren Elektronen sich in vieler Hinsicht
g0 verhalten, als sei ihr Impulsmoment halbzahlig.

1) Die aus verschiedenen Ag-Salzen gewonnenen Werte sind stark
verschieden.
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im nur Covroems-ihnlichen Feld auflerhalb der Atomrimpfe ist
er kileiner. Dic fast verschwindenden Rypsrra-Korrektionen
hei ('u und Ag verstehen wir so, dal die d-Bahnen bei ihnen
weit aulerhally des Rumpfes verlaufen. Die kleinen Werte bei
den Alkalien und bei Zn. Cd und Hg zeigen, dall die d-Bahnen
auch dort noch duBere Bahnen sind: bei Rb und Cs kommen
sie allerdings dem Rumpfrand nahe. Bei den schwereren Erd-
alkalien Ca, Sr, Ba 1iissen wir ein Eintauchen annehmen.
Dabei ist auffullend. daB trotz der Zunahme dos Rumpfradius
von Ca bis Ba diec n*-Werte (fiir groie n) zunehmen: es fithrt
dics zu der Annahme, dall die RypBeERc-Korrektionen der
Tabelle um ganze Zahlen zu &ndern sind und 0,95 bzw.
rrrrr 0,92 bei (a, -—- 1,75 bzw. -1,80 bel Sr und — 2,45 bzw.
-~ 2,77 bei Ba lauten. Der tiefste d-Term entspriche dann
bei (‘a noch einer 3,-Bahn, bei Sr einer 4.-. bei Ba einer
5,-Bahn. Bemerkenswert sind die Fille, wo die RypeERG-Kor-
rektionen der f- und -Bahnen nicht parallel gehen. So ist bei
7Zn der Betrag der f-Korrektion groBer, der der d-Korrektion
kleiner als bei K; Cd und Hg haben wesentlich kleineren Be-
trag der d-Korrektion als Rb und (s, wiahrend der der f-Kor-
rektion ungefihr der gleiche ist. Die Erklirung ist die hohe
Svmmetrie der Alkali-Ionen; sie bedingt, dall das Potential bei
ihnen in der Nihe des Randes mit einer hohen Potenz von r
geht, wihrend es sich bei den weniger symmetrischen Riimpfen
von Zn, ('d und Hg langsamer iindert.

Die p-Bahnen verlaufen bei den ganz leichten Elementen
noch aullen, wahrscheinlich auch noch bei Cu und Ag. Thre
kleinen Rumpfradien und die fast ganzzahligen Werte von n*
lassen es vermuten. Dagegen sind die scheinbar kleinen Ryb-
BERG-Korrektionen von Mg (-— 0,04 und — 0,12), Zn (- 0,09
und - 0,20), Cd (— 0,05 und — 0,14), sowie Hg (— 0,00 und

- 0,10) sicher um eine ganze Zahl zu erhohen; ihr Betrag wire
ja sonst nicht gréfer als der der d-Korrektionen. Beachten
wir wieder, dafl die n*-Werte in der Reihe der Alkalien mit
zunehmendem Rumpfradius ebenfalls zunehmen, so miissen wir
annehmen, daBl die wahren n-Werte 3 bei Na, 4 bei K, 5 bei
Rb, 6 bei Cs sind und die RypBERG-Korrcktionen — 0,85;
— 1,70; — 2,66 und — 3,567. Bei den Erdalkalien miissen ihre
Betriige etwas groBer sein, wir nehmen also — 1,04 bzw. — 1,12
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bei Mg: — 1,93 bzw. — 1.95 bei (‘a: — 2,09 bzw. — 2,85 bei
Sr; — 3,73 bzw. — 3,67 bei Ba.

Dic s-Bahnen tauchen offenbar schon von der zweiten
Periode ab. Damit die Betriige der RypBERG-Korrektionen mit
steigendem Atomradius zunchmen, miissen wir o — — 1,34 bei
Na (— 0,34 wiire dem Betrag nach kleiner als die p-Korrektion);
— 2,17 bel K; — 3,13 bei Rb und -- 4,05 bei ('s annchmen.
Die dem Betrag nach etwas groferen Werte der Erdalkalien
lassen sich ebenfalls cindeutig aus der Tabelle ablesen. Fir
Al nehmen wir - 1,76; fur Cr bis Ga sind Werte zwischen
—2und - 3, fur Ag, Cd. In Werte zwischen -~ 3 und — 4,
fir Hg und T1 Werte zwischen — 4 und -5 sehr wahrschein-
lich. Nach der Abschétzung 4] § 28 der RypBERG-Korrektion
ist fiir diese die Hauptquantenzahl der grofiten im Rumpf ver-
laufenden s-Bahn wesentlich, und diese ist offenbar bei Cu,
Zn, Ga diesclbe wie bei Rb, bei Ag, (d, In dieselbe wie bei
(s, und auf die Werte in der sechsten Periode konnen wir
durch Analogie schliefen.

Wir ergiinzen diese Betrachtung durch eine andere rohe
Abschitzung der o-Werte fiir die s-Terme, namlich die von
vany Urk angegebene. Wir ersetzen also die Elektronengebiude
der Atomriimpfe durch geladene Kugelschalen, deren Radius
etwas grofer als Lag ist (so grofl miissen sie sein, damit die
8-Bahnen Tauchbahnen sind), und nehmen an, daB im Inneren
der Schalen dic volle Ladung der Kerne (gleich der Ord-
nungszahl im  periodischen System) wirksam ist. Da die
betr. s-Bahnen denselben Drehimpuls haben wie die innersten
Bahnen des Rumpfes, aber geringeren Betrag der Energie, und
da das Feld des Rumpfes in Kernndhe wieder CouLoMBschen
Charakter hat. so haben die inneren Schleifen jener s-Bahnen
denselben Parameter wie die kernnidchsten Rumpfbahnen, sie
kommen also wirklich unter den EinfluB der unverminderten
Ladung des Kernes. Die Anwendung der Gleichung (2) § 28
ergibt die in der folgenden Tabelle angegebenen d-Werte (Oner ).
Dahinter sind die einzigen mit diesen unteren Grenzen und den
empirischen Termen vertriglichen d-Werte angegeben (dxorr)-

Damit konnen wir die wirklichen Hauptquantenzahlen und
wirklichen RyDpBERG-Korrektionen der empirisch bekannten
Terme bis auf wenige Ausnahmen als bestimmt ansehen. Als
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aher 6k0rr

3 Li - 0,06 — 0,40
11 Na —0,74 — 1,35
19 K — 1,24 — 2,18
29 Cu — 2,59
37 Rb -2,08 — 3,14
47 Ag 3,54
55 Cs — 2,74 (—4,06)
87 — — 3,69

Zusammenfassung geben wir jetst (S. 219) eine Tabelle der nega-
tiven Werte — ¢ der wahren RypBERG-Korrektionen (fiir grofe n)
und der Quantenzahlen der ersten Terme jeder Serie. Der
Normalzustand ist dabei durch Fettdruck gekennzeichnet. Er
ist dadurch bestimmt, dafBl die von ihm ausgehenden Linien
bei gewdhnlicher Temperatur in® Absorption auftreten.

§ 32. Der Aufbau des periodischen Systems der
Elemente.

Wir konnen jetzt daran gehen, den schritfweisen Aufbau des
periodischen Systems zu vollziehen unter Benutzung des ge-
samten hierzu gesammelten Materials, nimlich der Eigenschaften
der Rontgenspektren (§ 29), des chemischen Verhaltens (§ 30) und
der in der Tabelle S. 219 zusammengestellten groBen Ziige des
optischen Spektrums.

Zur Erinnerung an die Ordnung der Elemente im perio-
dischen System geben wir eine auf J. THomsEN zuriickgehende,
hiufig von Bour benutzte Darstellung (Abb. 17).

Wasserstoff (1 H) hat im Normalzustand ein Elektron auf
einer Bahn mit der Hauptquantenzahl 1. Solange man die
Bahn als genaue KepLER-Ellipse auffalBt, ist die Nebenquanten-
zahl unbestimmt. Die Beriicksichtigung der Relativitats-Theorie
im § 33 wird uns jedoch zeigen, dall auch der Gesamtdreh-
impuls durch eine Quantenbedingung festzulegen ist, ohne daB
sich dabei die Energie wesentlich &ndert. Die Grundbahn des
Elektrons ist also eine 1,-Bahn.

Beim Helium (2 He) wird in den angeregten Zustdnden nach
dem Bourschen Aufbauprinzip der Rumpf bis auf die hchere
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Negative Rydberg-Korrektionen
(~ ) Quantenzahlen der ersten
i p Terme jeder Serie
] P
1 H 0,00 000 000 0,00 1, € 3 4
‘ 0,14 — 001 0,00 0,00 Lo, .
2 He {0,30 007 000 000 o %34
3 Li 040 005 0,00 0,00 2 2, 8, 4,
;‘ (1,14 0,70 0,02
80 1018 078 0,04 3 8 4
10 Ne 130 0,88 0,02 3, 3,9 3, 4,
11 Na 1,34 0,85 0,0l 0,00 3, 3, 3 4
(1,52 1,04 056 A 3, ..
12 Mg 163 112 017 0,06 4 3. 33 4,
13 Al 1,76 128 093 0,05 4, 3, 3, 4
19 K 217 1,70 0,25 0,01 1, 4, 2 4
o (233 193 095 0,09 4 N
00 2% 1y 092 010 o0k B4
% Cr 2.43 (0,01) 4, 3
25 Ma 2,60 0,08 5, 3,
29 (' 258 (0,09) 0,02 0,00 4,2, 5, 4
, 12,62 0,20 1 .
0o | 5 Oog 004 o 3, 4,
31 Ga 278 0,24 5, 3,
37 Rb 3,13 266 035 0,03 5, 5 3, 4,
o | 1326 @59 1,75 0,10 5 .
WSl 1337 28 180 012 6, o k4
4 Ag 352 (0,05 0,01 0,01 5, 2, 3 4
3,57 0,21 b 5
R Cd {%7 oo 003 5 3, 4,
49 In 3,73 0,29 6, 3,
55 Cs 405 357 045 0,04 6, 6, 3 4
(443 (3,73) 245 (0,92) 6
6 Ba |\ on 867 277 012 7. 6 a4
. 14,63 0,08 6 ‘
wg | % 005 0,08 ” 3. 4,
SEY 474 0,10 0,03 1, 3, 4

) Durch ElektronenstoBmessungen ist ein tieferer Term bekannt,
der als 2,-Term gedeutet werden muB. Er entspricht vermutlich dem
Normalzustand.
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Kernladung mit dem Wasserstoffatom im Normalzustand tber-
einstimmen. Nun ist aber die energiereichste oder Grundbahn
des Leuchtelektrons ebenfalls eine 1,-Bahn, daher wird das He-
limm im Normalzustand zwei (vermutlich gleichwertige) 1,-Elek-
tronenbahnen haben. Einige Betrachtungen iiber dieses System
werden spitter (§ 48) folgen. Einem solchen System von zwei
1,-Bahnen mufl man nach KosstEL eine besondere Stabilitdt
zuschreiben, wie sie allen Edelgasen zukommt: in der Termi-
nologic der Réntgenspektren ist dieses Gebilde die K-Schale.
55C5 ——— 67—

56 bp ——— 86 Ra
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56Ce 907Th
59 Fr 97 Fa
6o/Vd| Yy

/e -

o 37 R5 1y 6251 -
9N 37RO 7 [
/ / |

200a———3857T / 63F1)

/, ? ' 646d
7 5570

660s
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Y 73/27\\ \ 697U
11" 60—, \ 2225,
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Abb. 17.

Warum es zwei Termsysteme, ein Einfachtermsystem (Par-
helium), dem der Grundzustand angehért, und ein Dublettsystem
{Orthohelium) gibt und warum die beiden nicht miteinander
kombinieren, kann vom Standpunkt unseres Buches nicht be-
handelt werden.

Die Konfiguration von zwei 1,-Bahnen kehrt nun als Rumpf
des angeregten Lithiumatoms (3 Li) wieder. Nach Ausweis der
Spektren ist hier die Grundbahn keine 1 -, sondern eine 2,-Bahn.



$ 32, Der Aufbau des periodischen Systems der Elemente. 22]

Hieraus miissen wir schlieflen, dall nach den (noch unbekannten)
Gesetzen der Atommechanik ein Syvstem von drei 1,-Bahnen
unter dem Kinflul der Kernladung 3 nicht mdglich ist.

Die Spektren der beiden folgenden Elemente Beryllium (1 Be:
und Bor (5 B) sind nicht geniigend bekannt, als dal wir daraus
Schliisse auf die Elektronenbahnen ziehen kénnen. Man kann
nur aus der Zweiwertigkeit des Bervllium und aus der Drei-
wertigkeit des Bor schliefon. dafl die neu hinzutretenden Elek-
tronen in Bahnen mit der Hauptquantenzahl 2 gebunden werden
und daf} dic Zahl der 1,- Bahnen zwei bleibt, der K-Ring also
mit der He-Konfiguration abgeschlossen ist. Man kennt nun
das Funkenspektrum des Kohlenstoffs®i; als tiefster Term tritt
darin ein 2,-Term auf. Da das Boratom idhnlich gebaut sein
mull wie das einwertige Kohlenstoffion, miissen wir annchmen,
daBl im Bor aufler der K-Schale noch zwei 2,- und eine 2,-Bahn
vorhanden sind. Wir finden also hier den gleichen Fall wie
beim Lithium. dal} nicht mehr als zwei gleichwertige Elektronen
vorkommen,

Beim Aohlenstoff 16 C; kommt ein weiteres Elektron hinzu,
das wahrscheinlich auf einer 2,-Bahn gebunden wird. Ein solches
System von zwei 2,- und 2,-Bahnen hat nun nicht ohne wei-
teres die Tetraedersymmetrie, die man aus chemischen und
physikalischen Griinden (Diamantgitter) gewohnt ist, dem C-
Atom zuzuschreiben. Da man aber iiber die verwickelten Be-
wegungen im Atom nichts weill, so braucht man hier keinen
Widersprueh zu schen. Ein anderer Ausweg wire die Annahme,
daB zwar in den angerogten Zustinden der C-Rumpf den Bau
des einwertigen (-Tons hat, daBl aber beim Ubergang in den
Grundzustand die vier Elektronen in gleichwertigen Bahnen ge-
bunden werden.

CUher die ndchsten Elemente (7 N. 8 O, 9 ¥) weiBl man spektro-
skopisch zu wenig. Die chemische Wertigkeit besagt, dall N,
0, F Affinitiit zu drei, zwei, einem Elektron haben.

Beim Edelgas Neon (10 Ne) mull die von den KosseLschen
Vorstellungen geforderte Achterschale erreicht sein; wir kénnen
also annehmen, dall die 8 seit dem Li hinzugekommenen Elek-

1) A. FowrLER: Proc. of the Roy. Soc. of London (A) Bd. 105, S. 299,
1924.
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tronen auf Bahnen mit der Hauptquantenzahl 2 gebunden sind.
Wie sie sich auf die 2,- und 2,-Bahnen verteilen, lassen wir
dahingestellt.

Die Auffassung von der vollbesetzten Achterschale wird be-
stiatigt durch das gutbekannte Spektrum des Nairium (11 Na),
Die Grundbahn des Leuchtelektrons ist eine 3,-Bahn, die
energiereichste p-Bahn eine 3,-Bahn. Auflerhalb des Rumpfes
kommen also keine Bahnen mit n = 2 mehr vor. Wir schliefen
daraus, dal} die Schar der Elektronen, fir die n == 2 ist. mit der
beim Neon erreichten Zahl 8 abgeschlossen ist. Wir nennen dieses
tebilde mit der Bezeichnung der Réntgenspektren die L-Schale.
Der Aufbau dieser L-Schale erfiillt also die zweite Periode des
Svstems der FElemente, wihrend die K-Schale in der ersten
aufgebaut wurde.

Da beim Magnesium 112 Mg) die Grundbahn des Leucht-
elektrons wieder eine 3,-Bahn ist, nehmen wir in Uberein-
stimmung mit der Zweiwertigkeit an, dafl das Magnesiumatom
im Normalzustand auBer der K- und L-Schale noch zwei gleich-
wertige 3,-Elektronen hat.

Beim dluminium (13 Al) tritt eine 3,-Bahn als Grundbahn
auf. Wir sehen also, daB ein System von drei 3 ,-Bahnen nicht
als duBlerste Schale vorkommen kann. Wir fanden bei Li und
(' ~ etwas entsprechendes, nimlich die Unmadglichkeit der Existenz
dreier 1,- oder 2,-Bahnen.

Beim Silizium (14 8i) ist wieder das Spektrum nicht hin--
reichend bekannt; wir kennen aber die Vierwertigkeit und
schlieBen daraus, daB der L-Ring von vier Bahnen mit n =3
umgeben ist.

Von den folgenden Elementen (15 P, 16 S, 17 Cl) kennt
man auch nur die Affinititen zu drei, zwei, einem Elektron.
Das Jotzte Element der Periode ist das Edelgas Argon
{18 A), bei dem wieder eine abgeschlossene Schale von & Elek-
tronen vorliegen muB. Den naheren Aufbau dieser Schale dis-
kutieren wir am besten durch die Betrachtung des folgenden
Elements Kalium (19 K), dessen Rumpf dieselbe Struktur
haben muB.

Das Spektrum des Kalium zeigt als Grundbahn des Leucht-
elektrons eine 4,-Bahn und als energiereichste p-Bahn eine
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4,-Bahn; die Schar der 3,- und 3,-Bahnen ist also mit der
Erreichung der Achterschale des Argon abgeschlossen. Die
3,-Bahn ist beim Kalium lockerer gebunden als die 4,- und
gelbst als die 4,-Bahn, sie hat ndmlich gréBere effcktive Quanten-
zahl (2,85 im Vergleich zu 2,23 bei der 4,- und 1,77 bei der
4 -Bahn). Die im Argon abgeschlossene Schale enthilt also
nicht alle Bahnen mit der Hauptquantenzahl 3, sondern nur
die 3,- und 3,-Bahnen.

Beim zweiwertigen Kalzium (20 Ca) tritt nach ibereinstim-
mender Aussage der Chemie und des Spektrums ein zweites
auf einer 4,-Bahn gebundenes Elektron hinzu.

Die nun folgenden Elemente zeigen schr verwickelte Spek-
tren, zu deren Serienordnung vorlidufig nur geringe Ansitze vor-
handen sind. Thre Terme haben sehr hohe Vielfachheit, z. B.
hat Mn u. a. achtfache Terme; die Elemente haben ferner je
mehrere Termsysteme, so dafl z B. bei oinem Element mehrere
p- oder d-Terme gleicher Vielfachheit auftreten konuen, die
nicht zu einer Serie gehdren; der Grundzustand ist nicht immer
wie bisher ein s- oder p-Zustand, vielmehr kommen d- und
{-Bahnen als Grundbahnen vor. Auch chemisch bilden die Ele-
mente von Skandium bis Nickel eine besondere Gruppe. In
ihrer chemischen Wertigkeit setzen sie die Reihe K, Ca, Sc
nicht einfach fort, vielmehr haben sie stark wechselnde Wertig-
keiten, die in ihren Héchstwerten im allgemeinen ihrer Stellung
im gewohnlichen Schema des periodischen Systems entsprechen
(Ti 4-, V 5-, Cr 6-, Mn 7-wertig), die aber bis 2 heruntergehen
kinnen. An dieser Stelle kann man auch zur Kennzeichnung der
Elemente die bekannte Kurve (Abb. 18) der Atomvolumina nach
LotHar MEYER benutzen (Atomgewicht durch Dichte im festen
Zustand). Auf dieser Kurve bilden die Alkalielemente scharf
ausgepragten Maxima, was nach unserer Auffassung daher rithrt,
daB sie etn duBeres Elektron auf einer Ellipsenbahn haben.
Hier kommt es uns darauf an, daB die Elemente Ti bis Ni
gimtlich in der Néhe des dritten Minimums der Kurve liegen
und nur wenig verschiedene Atomvolumina haben. Ein wei-
terer Unterschied dieser Elemente von den vorangegangenen
beruht auf dem magnetischen Verhalten und der Firbung der hete-
ropolaren Verbindungen, in welchen die Elemente als Ionen vor-
handen sind.
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Nach Lapexsurc') sind nimlich
Gruppe Ti bis Cu (letzteres nur in der zweiwertigen Form)
paramagnetisch charakteristische Ifirbung  (vgl.
Abb. 18). d. h. es existieren Elektronenspriinge von so kleiner
Energle(hﬁ“erena, daB sie sichbares Licht absorbieren. LADENBURG

hat noch vor der Bourschen Systematik der Quantenzahlen dieses
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Verhalten so gedeutet, dall er in der Gruppe der Elemente von
Sc bis Ni die Ausbildung einer ,Zwischenschale“ annahm. Die
neu hinzukommenden Elektronen sollen sich nicht aullen an-
lagern, sondern auch im Innern, wihrend zunichst die beiden
diuBeren Elektronen des (‘a erhalten bleiben.

Borr hat diese Vorstellung so prizisiert, dafl er annahm,
daB in der Gruppe Sc bis Ni die Schar der 3,- und 3,-Bahnen

Vl) R. LADENBURG: Zeitschr. f. Elektrochem, Bd. 26, S.262, 1920, Dieser
Arbeit ist auch Abb. I8 entnommen.
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durch 3,-Bahnen vervollstindigt wird. Inwiefern eine solche
Vervollstiindigung innerer Gruppen einmal eintreten muf, wer-
don wir spiter im Zusammenhang betrachten. Dafl eine 3,-
Bahn bei den nun folgenden Elementen im Atominnern tat-
sichlich vorhanden ist, zeigt das Auftreten des letzten M-Terms
der Réntgenspektren bei Cu (vgl. Abb. 16, S.203). Die im Rumpf
verlaufenden 3,- Bahnen hindern nicht das Auftreten von an-
geregten 3,-Bahnen im Auflern. wie die Tabelle auf S. 219 bei
Cu, Zn, Ga. Rb zeigt.

Die Elemente Kupfer (29 (‘u) und Zink (30 Zn) ahneln in
thren Spektren den Alkalien und Erdalkalien. Wir haben bei
(‘u ein duberes aunf einer 4,-Bahn gebundenes Elektron anzu-
nehmen, bei Zn zwei solche 4, - Elektronen. Entsprechend dem
Al tritt das Leuchtelektron bei Gallium (31 Ga) aunf einer 4,-
Bahn auf. An achter Stelle hinter dem Ni kommt -das Edel-
gas Krypton (36 Kr), so dal die Gruppe Cu bis Kr sehr der
zweiten und dritten Periode dhnelt. Wir nehmen daher an, daB}
in dieser acht vierquantige Elektronenbahnen (4,- und 4,-Bahnen)
an die bei Ni vollendete dreiquantige Schale angebaut werden.

Dafl bei Kr die N-Schale (n:--4) zunichst abgeschlossen
ist, zeigen die Spektren des Rubidium (37 Rb) und Strontium
(388r); sie beweisen im Verein mit dem chemischen Verhalten
dieser Klemente, dal wir im Normalzustand ein bzw. zwei
duBlere Elektronen auf 5,-Bahnen haben. Die folgenden Ele-
mente Yttrium (39Y) bis Palladium (46 Pd) setzen wieder (wie
die Gruppe Sc bis Ni} die Reihe nicht einfach fort, sondern
zeigen stark verdnderliche Wertigkeit. Es liegt nahe anzunehmen,
dall bei dicsen Elementen die noch fehlenden 4,-Bahnen zum
erstenmal auftreten; in der Tat sehen wir bei Silber (17 Ag)
einen entsprechenden Rontgenterm. Das Auftreten von 4,-
Bahnen im Rumpf hindert wieder nicht, daB auflerhalb des
Rumpfes im angeregten Zustand Elektronen auf einer 3,-Bahn
laufen konnen, wie es bei Ag, (!d, In der Fall ist.

Die Elemente Silber (47 Ag), Kadmium (48 Cd) und Indium
(49 In) entsprechen in ihrem Spektrum und ihrem chemischen
Verhalten den Elementen Cu, Zn, Ga. Bei ihnen werden der
vierquantigen Schale (4,-, 4,-, 4,-Bahnen) zwei 5,- und eine
5,-Bahn angelagert. Bei Xenon (54 X) miissen wir die 5,- und
5,-Gruppe als vorlidufig abgeschlossen ansehen.

Born. Atommechanik I. 15
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Die sechste Periode beginnt mit Cdsium (55 ('s) und Barium
56 Ba) in Analogie zur fiinften; die Grundbahnen des Leucht-
cloktrons sind 6,-Bahnen. Das Lanthan (57 La) und die Ele-
mente vor Platin (78 Pt) ithneln der Gruppe Y bis Pd. Wir
diirfen dort den Aufbau der 5,-Gruppe annehmen; in der Tat
tritt ein 5,-Rontgenterm bald hinter Platin auf. In diese
Gruppe hinein fiillt aber noch eine weitere Gruppe von Ele-
menten ziemlich gleichartigen chemischen Verhaltens, die sel-
tenen Erden; wir diirfen sie der Ausbildung der noch fehlenden
4,-Bahnen entsprechen lassen: ein 4 -Rontgenterm tritt bei Ta
173 Ta. auf. Die Elemente (fold (79 Au) bis Niton (86 Nt) ent-
sprechen  wieder den Elementen Ag bis X und bringen den
vorliufigen Ausbau der 6,- und 6,-Bahnen. Die letzte Periode
bringt dann die Anlagerung von 7,-Bahnen.

Uberblicken wir noch einmal das periodische System und
lassen wir die (in der Abbildung 17 eingerahmten) Gruppen
besonderen chemischen und spektroskopischen Verhaltens vor-
ldufig weg, so werden in der ersten Periode zwei 1,-Elektronen,
in jeder folgenden acht n,- und n,- Elektronen angebaut. Die
Gruppe der Eisenmetalle (Sc¢ bis Ni) bringt zehn weitere Elek-
tronen in dreiquantiger Bahn. so daB wir im ganzen 18 drei-
quantige Bahnen bekommen. Die Palladiumgruppe (Y bis Pd)
bringt 10 und die Gruppe der seltenen Erden 14 weitere vier-
quantige Bahnen, deren Zahl damit auf 32 erhéht wird. Bomr
nimmt, um symmetrische Anordnung zu ermdglichen, an, daB
sich die 8 Elektronen mit #» =2 zu je vieren auf die 2 - und
2,-Bahn verteilen, die 18 Elektronen mit n = 3 zu je sechsen
auf die 3,-, 3,- und 3,-Bahn und die 32 Elektronen mit n =4
zu je achten auf die vier vierquantigen Bahnen; doch gibt es
hierfir keine empirischen Belege.

Zur Bestitigung der Auffassung vom Ausbau innerer Elek-
tronengruppen sei noch (nach Borr und CostER) auf die Darstel-
lung der Rontgenterme (Abb. 16, S. 205) hingewiesen, wo sich bei
den betr. Werten von Z deutliche Knicke der Kurven zeigen.

Zur Ubersicht geben wir hier eine Tabelle der Besetzungs-
zahlen wieder.

Um den Aufbau des periodischen Systems deduktiv ab-.

leiten zu konnen, miilte man theoretisch verstehen, mit hochstens
wieviel Elektronen eine bestimmte Quantenbahn besetzt werden
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kann. Vorlautig kénnen wir hierfiir nur Regeln aufstellen, die
wir nachtriglich aus dem periodischen System entnehmen. So
scheint eine dullere, d. h. unter dem EinfluB geringer Kern-
anziehung stehende Bahn nicht drei Elektronen aufnehmen
zu konnen (vgl. Li, ("*, Al, Ga, In, T1). Die 1,-Bahn scheint
tiberhaupt héchstens zwei Elektronen aufnehmen zu konnen,
die zweiquantigen Bahnen zusammen hochstens 38, die drei-
quantigen unter dem Einflul geringer Anziehung (in der dritten
Periode; auch hochstens 8. weiter im Atominnern (von der
Eisengruppe ab) jedoch 18; die vierquantigen Bahnen scheinen
ebenfalls zunichst bis 8, weiter im Innern aber bis zu 32 Elek-
tronen aufnehmen zu kénnen,

Wenn man diesec Hochstbesetzungszahlen einfach als ge-
geben hinnimmt, xo ist die Reihenfolge der Quantenbahnen in
ihrer Anlagerung einigermaflen zu verstehen. Man mul} fordern:
An eine vorhandeno Elektronenkonfiguration lagert sich ein
neu hinzukommendes Elektron in einer solchen Quantenbahn
an, in der es die geringste Energie hat (in der es am stirksten
gebunden ist). Dabei hat man zu beachten, dal} ein Atom nicht
aus dem vorangehenden Atom durch Hinzutreten eines Elek-
trons entsteht, sondern aus seinem eigenen positiven Ion. Dieses
hat zwar dieselbe Elektronenzahl wie das vorangehende Atom,
abereine etwas héhere Kernladung. Dal} diese Kernladung gelegent-
lich wesentlich sein kann, zeigen die folgenden Uberlegungen.

Wir nehmen an. ein [on enthielte eine Anzahl vollbesetzter
Quantenbahnen. und wir fragen nun, welche von den nicht be-
setzten ist die am stiarksten gebundeno. Die Antwort daraufkoénnen
wir in zwei Grenzfillen erteilen. Wenn die Kernladung sehr viel
grofier ist als die Elektronenzahl, so ist das Kraftfeld im Ion und
in seiner Umgebung nahezu ein CourLouBsches und die Bahnen
haben jhrer Energie nach die gleiche Reihenfolge wie beim Wasser-
stoff. nur dal} die p-, d- usw. Bahnen ein klein wenig hinter der ent-
sprechenden s-Bahn kommen, also: 1,2, 2,, 3,, 3,,3;,4,....

Denken wir nun etwa das Uranatom so entstanden, dal ein
92fach geladener Kern der Reihe nach sich 92 Elektronen an-
lagert, so wird er (wenn die BoBRschen Besetzungszahlen richtig
sind) zuerst zwei 1,-, dann im ganzen acht 2,- und 2,-Elek-
tronen einfangen, weiter achtzehn 3 -, 3,- 3,-Elektronen usw.
Da jetzt allmihlich die Elektronenzahl mit der Kernladung

15%
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vergleichbar wird. ist die Reihenfolge nicht mehr ganz sicher.
Das Bour-(‘ostErsche Diagramm der Rontgenterme (Abb. 16,
N.205) zeigt uns aber. dall die Energien der Bahnen wenigstens.
im fertigen Atom die Reihenfolge 4., 4,, 4,, 4,.5,... haben.
Wenn die Elektronenzahl nur noch um 1 kleiner als die
Kernladung ist, es sich also um die Anlagerung des letzlen
Elektrons und um die Bildung des neutralen Atoms handelt,
gibt die rohe Abschiatzung der effektiven Quantenzahl, die wir
in (4) § 28 kennen lernten, einen Anhalt. sobald es sich um
Tauchbahnen handelt. Fir s-Bahnen erhalten wir

n¥een — (0D~ 1 — ¢ -+ g,).

Da die Aphele der s-Bahnen des Rumpfes seine Grofle bestimmen.
ist #/v die wirkliche Quantenzahl der gréBiten im Rumpf ver-
laufenden s-Bahnen. also n/¥ =n — 1. Es wird also angenéhert

nE -2,

Bei den p-Bahnen diirfte »'?) etwas grofer sein als die Quanten-
zahl der ganz im Rumpf verlaufenden p-Bahn. so dai wir
2. n¥* 73

erhalten. Diese Werte stimmen mit den empirischen Werten
(erste Tabelle des § 31) einigermalen iiberein!). Die d-Bahnen
dringen im allgemeinen so wenig cin. daB die Gleichung (4)
§ 28 nicht anwendbar scheint; dann ist die 3,-Bahn die engste
d-Bahn und ihr »* wird etwas unter 3 liegen. Nur bei Sr und
Ba scheinen d-Bahnen tiefer einzudringen. Die Abschiitzung wiirde

3 n*<4

liefern; der empirische Wert liegt bei 2, aber immer noch héher,
als bei den s-Bahnen.

Diese Abschiitzung macht es verstindlich, daB nach dem
Ausbau einer n,- und n,-Gruppe ein oberflichliches Elektron
in einer (n -~ 1)-Bahn gebunden wird, daB also nach dem Ab-
schluff der 3,- und 3,-Gruppe beim A oder K¥ das nichset
Elektron beim K in einer 4,- (nicht 3,-)Bahn lduft. oder nach
Abschlul der 4,- und 4,-Gruppe beim Kr oder Rb™ das Rb
eine 5,- (nicht 4,- oder 4,-)Gruppe beginnt. Wihrend so an

1

1) Bei halbzahligem % erhielte man n* —1,5 fiir s-Terme. n* =15
bis 2,5 fiir p-Terme.
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der Atomoberfliche auf die 3,- die 4,-Bahn folgt, kommt im
tiefen Innern der hochnumerierten Atome nach der 3,-Bahn
die 3,-Bahn. Wenn wir also die Reihe der kaliumihnlichen
TIonen K, (fa™, Se™ ", Ti*™ V@ .. U durchgehen, so miissen
wir einmal an die Stelle kommen, wo das duBerste Elektron
in einer 3,-Bahn angelagert ist. In der Tat ist im Spektrum
des K die 3,-Bahn (n* — 2,85) noch wesentlich schwiicher ge-
bunden als die 4-Bahn (n* = 1,77), bei Ca™ ist der Unter-
gchied schon viel kleiner (n* = 2,31: 2,14); bei Se¢'* diirfte
das n* des s-Terms noch gréBer sein als bei ('a* (entsprechend
dem allgemeinen Verhalten von Tauchbah-nen), so daf3 die d-
Bahn stirker gebunden sein konnte als die s-Bahn'). Man
konnte also annchmen, dall beim Aufbau des Sc-Atoms zur
argonahnlichen Anordnung des Sc*** eine 3,- und dann noch
wwei 4,-Balinen kommen, beim Ti auf die argonihnliche An-
ordnung des Ti"""" zwei 3,- und zwei 4, -Bahnen.

Die Spektren der Kisengruppe zeigen nun, dafl diese Auf-
fassung doch zu schematisch ist und nur ganz roh die Ver.
hiltnisse wiedergibt. Zwar haben einige Atome dieser Gruppe
(Cr und Mn: eine s-Bahn im Normalzustand *): bei andern aber
kommen d- und sogar f-Bahnen vor®). Es scheinen also in dieser
Gruppe die Bindungsenergien der verschiedenen Bahnen nicht
sehr verschieden zu sein. Auf jeden Fall aber zeigt uns unsere
Betrachtung. dall man sich den Ausbau einer Elektronengruppe
nicht immer so vorzustellen hat, daB das letzte hinzukommende
Elektron in die zuletzt begonnene Gruppe aufgenommen wird.
Vielmehr kann von einer bestimmten Atomnummer ab der Rumpt
anders gebaut sein als das vorangehende Atom, nimlich schon
ein Elektron des neu begonnenen Bahntypus enthalten.

Zur Ubersicht iiber die Besetzungszahlen der einzelnen
Quantenbahnen miilte man ein zweidimensionales Schema geben,
das alle Elemente mit allen ihren Ionen bis zum nackten Kern
enthilt, das also einmal nach der Atomnummer Z und dann
nach der Elektronenzahl z fortschreitet. Mit unserer geringen

Y N. BoHr: Zeitschr. f. Physik. Bd, 9, 8.1, 1922.

*) W. GROTRIAN: Zeitschr, f. Physik. Bd. 18, S8.169, 1923. — H,GIESELER
und W. GROTRIAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 22, S, 245. 1924.

%) H. GIESELER und W. GROTRIAN: Zeitschr. f. Physik. Bd. 25, S. 342,
1924.
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Kenntnis von den Besetzungszahlen ein solches hinzuschreiben,
hitte wenig Sinn. Zur Veranschaulichung des Gedankens ist
in Abbildung 19 (durch Schraffierung) nur die gerade im Aus-
bau begriffene Gruppe angedeutet, d.h. die Quantenbahn des
zulotzt angelagerten Elektrons. Die Gebiete, in denen diese
Quantenbahn zweifelhaft ist, sind doppelt schraffiert.

Pt-bryppe

. /5
Z ,fﬁﬂge 2 arzﬁoe seltene [r/'//é’f{
l | |

Abb. 19.

§ 33. Die relativistische Keplerbewegung.

Bei den Uberlegungen zum Verstindnis des periodischen
Systems der Elemente kamen wir mit der nichtrelativistischen
Mechanik aus. Die genauere Behandlung der Bahnen beim
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Wasserstoff erfordert jedoch cine Beriicksichtigung der Relativitdts-
theorie.

[iine einfache Rechnung zeigt nimlich, dall die Geschwindig-
keit des Elektrons auf der einquantigen Kreisbahn des Wasser-
stofflatoms bereits einen Wert erreicht, der nicht mehr unter
allen Umstinden gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ zu vernach-
lassigen ist.  Diese (ieschwindigkeit ist nédmlich

‘ P h )
"H may  2amay’
setzt man hierin fiir «y; seinen Wert 18, § 23
h?
M e

ein, ~o erhialt man das Verhaltnis

o
Uy 27 €% _ .

1. ¢ = = = 7,29-107°,
c he

IFiir alle Beobachtungen. deren MeBgenauigkeit diesen Betrag
erreicht. wird also die gewohnliche Mechanik nicht mehr aus-
reichen, sondern durch die relativistische zu ersetzen sein. Wir
misson daher nach SoMMERFELD') untersuchen, wie die Be-
wegung eines Elektrons in cinem CouLomBschen Feld, das von
einem Z-fach geladenen Kern herrithrt, unter Beriicksichtigung
der Relativititstheorie verlduft.

Nach § 5 ist die Hamirronsche Funktion auch in diesem
Falle mit der Gesamtenergie identisch. Man hat

, 1 2
(2 H==mc*|- _. —1 —ié:W,
Fr—p r
wo i === f gesetzt ist. Nach (10) § 5 sind die Impulskomponenten
3y p,=- :—ﬁ#j.‘f, p, == MY L D= Mo®
b1 — g f1— g ) 11— p?
Hieraus folgt durch Quadrieren und Addieren
2 2 2 my* 7 2 1
Py TR T e =M e <"1’":ﬂ§ - 1)

und

'y A Sommrurrrrn: Ann. d. Physik, Bd. 510 8,1, 1916,
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5 DRI CPERal Pl S
b1 - p® m," ¢ v
Nach (2) ist also:
R T .y 1
\4) H;~5 mn c” i‘/ 1 -+ mo_: (‘__: (‘px“ + /p!/z - ,p:‘) — 1 —_ - - = W

Rechnen wir daraus die Quadratsumme der Impulse aus, so
folgt:
e Z\?
V4 ——=].
)
Diese Gleichung unterscheidet sich von der entsprechenden der
nichtrelativistischen KepLER-Bewegung nur durch das Zusatzglied
1 e? Z\?
s 22

9 2
= m(’ C 7

1! [p - [) R ") == u’ - o .
Co2m, Y v P r 2m, ¢

1 2 7 1
R e ‘ (I

Da es von r allein abh#ngt, ist das Problem ebenfalls in Polar-
koordinaten separierbar.

Wir haben jetzt aber nur noch einfache Entartung. In
Ubereinstimmung mit den bei der Zentralbewegung § 21 ein-
gefiihrten Bezeichnungen schreiben wir

Jo=J +J, +Js=nh

Jy= J,+Ja-=kh.
Die Wirkungsintegrale J, und J, sind dieselben wie friiher,
imsbesondere ist wieder

J

das 2 z-fache des Drehimpulses. J, bekommt dieselbe Form (2)
§ 22 wie friither

g -y =2ap

" . / |14 )ﬂ
Ad==2 — W) — o =mte? |l — (1L .
mq ( ) a T My C \ - my ¢ J
.., WeZ , w
et 72 k2 h? ( «2 Z‘z)
- p?— E _ 1 —
P c? 4 7 k2
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Die Ausrechnung des Integrals crgibt wie frither (vgl. (5) An-

hang 1T}
. 2
Joeoln— k) h = 2:1(—~ Vo )
) 1A
also:
W
A (1 )
(n—k)h = - kh]/l - L I 0T
k2 ( W >-2
[ Vl — {1 T- ,',;O"(;_z'
Lost man die Gleichung nach 1 -i- s auf, so erhilt man
m, c*
W 1
((;) 1 + . 0 == - [ ———— [ - ST TDIIT
) m, c” o Z*

/ 1 -

]/ C(m—k+ Vi2 — 2 222
Hiermit haben wir den strengen Ausdruck fir die Energie.
Von der Bahn wissen wir, daB sie wie bei jeder periodischen
Zentralbewegung eine Rosette ist.

Fir uns kommt nur der Fall in Betracht, wo « sehr klein
ist. Es geniigen daher die ersten Glieder der Entwicklung nach ¢ .
Wir erhalten so

1k
Driicken wir ¢ nach (1) aus und fihren wir die RyDpBERG-
Konstante R nach (2) § 23 ein, so erhalten wir:
2 _ RwZz? [1 ’ aQZ‘J(n 3>1
7 N n? ot \k 4/

Ehe wir diese Gleichung ndher diskutieren, wollen wir sie noch
einmal mit Hilfe der Theorie der sdikularen Stérungen ableiten.

Wir gehen dabei vom Ausdruck (4) der HamiLToNschen
Funktion aus. Darin ist das zweite Glied in der Wurzel von
der Groflenordnung #?: wenn wir nach dieser Grofle entwickeln,
erhalten wir:
1 . . 1

8 ,mn:i C‘z

w «*Z  «tZ*(3 n
P LA R A
' omy c* 2n? 2nt

H—

(p*+p 0> +...



234 3. Kap. Systeme mit einom Lcuchtelektron.

Setzen wir

1 s a . . eZ ,
H, om, e et == W
Hy-=— = (02 p)+pr =W,
8m,”c* °° Y s

so ist H, die Hamirronsche Funktion der nichtrelativistischen
KEpLER-Bewegung, die wir als ungestorte Bewegung ansehen,
und H, ist eine Stérungsfunktion. Um den Einflul dieser
Stérung auf die KErLER-Bewegung zu gewinnen, haben wir H,
iiber die ungestirte Bewegung zu mitteln. Wenn wir die Quadrat-
summe der Impulse in H, mit Hilfe der Gleichung fir W, aus-
driicken, erhalten wir
1
2m, c? _

e a1 1
WO'—I'ZC'Z”O' +84Z“ﬁ," = W.
r

re 1°

H -—

1

Dieses Zusatzglied zur Energie entspricht dem Zusatzglied in
-5, nur ist hier W schon durch W, ersetzt, was unserem Grad

1
der Anndherung entspricht. Fiir die Mittelwerte von o und

1 ;
= bei der KEPLER-Bewegung erhielten wirfrither (19)und (20)§22:

1 o 1 1 .
roa’ 2 ab’
so dab
1 2e* 7 etZ% a
Wy — g o 0w, - S
2mg ¢t L 1 a? b
wird. Beachten wir, dal}
A a n
——=W,, -
2a 0 b k
ist, so erhalten wir als relativistische Zusatzenergie:
1 n
W, = — — — ,VW"’(4 ——7—3)
1 2mye? O k

oder, wenn wir wieder ¢ und R einfiihren:
RhZ* 7% <n 3)

1 2 b‘.} n‘_’

in Ubereinstimmung mit (7).
Die . Relativitatskorrektion® (8) der Energie ist um so groler.



§ 38, Die relativistische Keplerbewegung. 235
je kleiner die Hauptquantenzahl ist, am gréfiten also bei der
1,-Bahn. Bei gleichem n ist sie um so groBer, je exzentrischer
die Bahn ist. Die Frequenz des Perihelumlaufs wird

_ W1 oW, RZ"’ > 77 A

2

S e S I Y
wo », die Frequenz des Umlaufs des Elektrons in der Ellipse ist.
Die Terme des durch (8) dargestellten Spektrums (H, He™,
Li* "y bilden nicht eine einfach geordnete Folge wie Dbei nicht-
relativistischer Rechnung, sondern eine doppelt geordnete. Da
der Einflul von k auf die TermgrioBe klein ist gegen den von
n, konnen wir die durch relativistische Rechnung bewirkte
Anderung auffassen als eine Aufspaltung der nichtrelativistischen
Terme. Das Termschema sieht (unter sehr starker VergroBerung
der relativistischen Aufspaltung) folgendermafen aus:

1
i
|

n=7 Z. 3
k=7 7 2 723
Abb. 20.

N e

£24

Bei Wegtfall iiuBerer Stérungen kombinieren nach dem
Korrespondenzprinzip (§ 17) von diesen Termen nur die. deren
Nebenquantenzahl k& sich um -1 unterscheidet. Die Linien-
serie, fiir deren Grenzterm 7 = I ist (bei H die LyMmaN-Serie).
besteht aus einfachen Linien; die Linienserie. fiir deren Grenz-
term 7 = 2 ist (bei H die BarLmER-Serie) besteht aus Tripletts
die Linien der iibrigen Serien zeigen noch verwickelteren Charakter,

Als Maf3 fiir relativistische Aufspaltungen pflegt man nach
SomvMERFELD die Aufspaltung des Grenzterms (n = 2) der
BarmER-Serie des Wasserstoffes zu nehmen. Sie betrdgt nach
der Theorie R

Avg == T = 0,365 em ™',

Die Aufspaltung des entsprechenden Terms fiir beliebiges Z ist
Z“ | VH,

also z. B. fiir He” 16-4dvg. Die Grofe Avy ist im wesent-

lichen die Aufspaltung aller Glieder der BALMER-Serie des
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Wasserstoffs, da die Aufspaltung des Laufterms (n =3, 4--/)
<ehr klein wird.

Was die Bestitigung dieser Theorie durch die Erfahrung an-
langt, so haben die Messungen am Wasserstoff und am Helium
tatsichlich die erwarteten Komponenten ergeben. Uber den
Betrag der Aufspaltung jedoch gehen die Versuchsergebnisse
noch auseinander; so schwanken die Angaben iiber die Auf-
spaltung von H,, H; - -, die nach der Theorie 4vyz = 0,365 em™!
sein miiBte, zwischen 0.29 und 0.391). Bei He™ 1aBt sich die
Aufspaltung an den Serien

iR (71 t ) und 4R< ! 1 j

| 32 ? 4* n?

n*

heobachten. PascHEN hat die Messungen sowohl im Gleichstrom
wie im Wechselstrom ausgefithrt; dabei traten im letzteren
Falle viel mehr Linien auf, weil bei den hohen und rasch
wechselnden Feldstirken Stérungen entstehen, durch die die
aus dem Korrespondenzprinzip folgende Auswahlregel durch-
brochen wird. Sowohl die Zahl der Komponenten wie die Auf-
spaltungsverhiiltnisse stimmen mit der Theorie {iberein ?).
SoMMERFELD?) hat die Relativititskorrektion zur Erklarung der
Vielfachheit der Réntgenterme und der Abweichungen vom MosE-
LEYschen Gesetz (1), (2) und (3) § 29 herangezogen. Die nume-
rische Ubereinstimmung ist durch das ganze periodische System
itberraschend gut: aber die Grundlagen der Theorie sind noch zu
unsicher, als dal ihre Darstellung in diesem Bande am Platze wire.

Y Vgl. den zusammenfassenden Bericht von E. Lav in Physikal.
Zeitschr. Bd. 25, S, 60, 1924; Lav hilt den Wert 0,29 bis 0,30 fiir am wahr-
scheinlichsten. Die neuen Messungen von J. C. Mc LENNAN und G. M. SERUM
(Proc. of the Royal Society London. Bd. 105, S.259, 1924) ergeben jedoch
wieder 0,33 bis 0,37. Fir die Theorie sprechen auch Messungen von
(. Hansex (Diss. Jena, 1924).

?) In dem =zitierten Bericht von Lav wird der Sachverhalt so dar-
gestellt, als wenn die PascEENschen Messungen auch hei He kleinere
Werte ergiben, als es die Theorie verlangt. Dies riihrt daher, daB Lavu
sich nur auf die Gleichstrommessungen PASCHENs stlitzt, wihrend PAscHEN
die Wechselstrombeobachtungen mit heranzieht.

#) A. Sommerrern, Ann. d. Physik. Bd. 51, S. 125, 1916. A. LANDE
(Zeitschr. f. Physik. Bd. 25, 8. 46, 1924) hat gezeigt, daB sogar gewisse
optische Dubletts bei nicht wasserstoffihnlichen Termen der geeignet
angewandten relativistischen Formel folgen — ein vorliufig ganz un-
verstéindliches Ergcbnis.
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£ 34. Der Zeemaneffekt.

Wiihrend wir bisher die Atome als isolierte Systemc be-
trachtet haben, wollen wir jetzt dazu {ibergehen. die Kinwirkuny
konstanter duferer Einfliisse zu untersuchen, und beginnen mit
der Wirkung eines konstanten duferen Magnetfeldes. dem ZEEMAN-
effekt.

Wir koénnen dabei von einem sehr allgemeinen Atommodell
ausgehen, nimlich einem ruhenden Kern mit beliebig vielen um-
laufenden Elektronen. Wir nehmen an, dall die Energie des
ungestorten Svstems (ohne Magnetfeld: als Funktion gewisser
Wirkungsvariabeln J,, J, -

Woldys o,
gegeben sei.

Ist nun ein homogenes Magnetfeld vorhanden. so ist die
potentielle Energie des Systems invariant gegen eine Drehung
um die Richtung des Feldes. Nach dem in §6 und § 17 be-
wiesenen ist daher das Azimut ¢ eines beliebigen Punktes des
Systems zyklische Variable und der zugehorige konjugierte Im-
puls p, ist der Drehimpuls des Systems um die Feldrichtung.
Die Wirkungsfunktion

=4 217 9 "l'/ %S(U‘(hq-:‘"']1']-3""]'/“
definiert Winkelvariable w, w,---w,: w, ist das mittlere Azimut
um die Feldrichtung.

Ohne Magnetfeld kommt ./, in der HamiLroNschen Funktion
nicht vor, die Bewegung ist entartet und w,. ist konstant.

Wenn wir nun den Einflufl des Magnetfeldes auf die Energie
untersuchen wollen, stollen wir auf den im § 4 erwihnten Fall,
dafl die Krifte, die auf die Punkte des Systems wirken, von
den Geschwindigkeiten abhingen. Infolge des (vorldufig beliebig
von ¥. ¥, z abhingigen) Magnetfeldes § wirkt auf ein Elektron
von dor Ladung — ¢ die sogenannte LorENTZsche Kraft').

e

(1 &= — —[v H.
p !

1) Siehe z. B. M. Abraham: Theorie der Elektrizitat. Bd.2, 3.Aufl,
Leipzig 1914, § 4. S. 20.
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Nach § 4 haben wir dann eine Funktion .M zu bestimmen, so da
d cM M

At 28 cr
wird. Die Funktion

2 [ .

M= Ny - EA YNz

Qe C(Il.z Ry L E)

hat diese Eigenschaft; 9 ist darin das Vektorpotential des
Magnetfeldes. definiert durch

Y =Trot V.
Esx ist ndmlich:

c\ix ox cx

d oM ) d (e > e A, oA, R
Lo L 3| — N ‘2
dt 1 X I“KC

¢ '.(mry 2\ _<?9I,. 91)
= —— ,»y ,,,,, — . __“z [ - <

c °x oy ©z 2z
¢ ~ 1 .

= — [v9], =N,
e ]

Die Lacraxcesche Funktion ist nach (8) § 4:

. . e . . N
2, = M= U= SN E g+ ),

wobei die Summe tuiber alle Elektronen zu erstrecken ist. Hier-
aug berechnen wir die Impulse. Fiir ein Elektron werden sie:

¢L . qu
= = mT — A
P cx ¢ T
. ¢ L . e
(\3) py - ;; =miy — C. QIy"
oL . e o
) = =Mz — O .
P: cz N c Z

Die Hamirtonsche Funktion wird nach (3) § 5:
H-: N&p, +yp,+ip)— L

-4)
/ N g L2 L U=T T,
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Sie ist also auch hier gleich der Gesamtenergie. In der Energie
tritt kein dem magnetischen Feld entsprechendes Zusatzglied
auf, da die magnetischen Krifte keine Arbeit leisten; die

[ -
Kraft - . [09] steht ja immer auf v senkrecht. Driicken wir

die Geschwindigkeitskomponenten in H durch die Impulse aus,
so crhalten wir

7"» 1 2 2 2 ¢ ) : \
H- ‘;\_ ;L_thpr “ep,t p Cem Qp, - A, p, A, p)

>

e 2y 2__ g2 ' v
- 9 m e -7 />j -+ U,
Wir beschriinken uns im folgenden auf den Fall, wo das Feld
so schwach ist, daB die in % 9 A, quadratischen Glieder ver-
nachlissigt werden konnen. Dann kénnen wir auch

e

= _ V1 1 ‘2*21,‘.’1_’_.] 7

(5) H*'_gbm(ﬂrfpy "FP;)TC()[ DJ'!‘[/
schreiben, so dafl die HawmiuroNsche Funktion sich von der
der feldfreien Bewegung nur um das Glied

e
S~C Av
unterscheidet.

Wir wollen jetzt den EinfluBl eines /iomogenen Magnetfeldes
auf die Bewegung der Elektronen untersuchen. Wir kénnen
dann

A= 3 [91]

setzen. wo r der Ortsvektor eines Elektrons ist. Im Zusatzglied
wird also

VAo = NEi[OHrJo= N.H[xv] = | b 53.1,:.}_ Hip

— — 0 L% —_ % om ™~ 2m1,.;qa‘
wo p der Gesamtdrehimpuls des Systems der Elektronen ist
und p,, wie oben seine Komponente in der Feldrichtung. p, ist
bis auf Glieder, die § proportional sind, der zu einem absoluten
Azimut konjugierte Impuls. Wenn wir zu den Winkel- und Wir-
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kungsvariabeln a,, 2, - - w,, J,,J,---J, dor feldfreien Bewe-
gung iibergehen. so erhilt also (5) die Form?)

) e nlJ,
Y H=WyiJ, J,---1 & 3 e E’:

Daraus konnen wir nun ohne weiteres den Einflul des
Magnetfeldes % auf die Elektronenbewegung ahlesen. Die
Winkel- und Wirkungsvariabeln der feldfreicn Bewegung bleiben
auch im Magnetfeld Winkel- und Wirkungsvariable, da ja auch
die Gesamtenergie nur von den J, abhiingt. Die Winkelvariable w,
ist aber nicht mehr konstant. sondern hat die Frequenz

1”l o+ rm’ wo

- CHo 1 e 10107 5 em
7 L— b= T e= 1,70 " em
e med 20 2me ’ P

ist., wihrend die Frequenzen aller anderen Winkelvariabeln sich in
der gleichen Weise durch die J, ausdriicken, wie ohne Feld.
Der EinfluB des Magnetfeldes $ besteht also ausschlieBlich
darin, daB zu den Bewegungen, die die Elektronen ohne Feld
ausfithren wiirden, eine gleichférmige Prizession des ganzen
Svstems mit der Frequenz v  kommt (die LARMOR-Prdzession).

Die Bewegung eines Elektrons lillt sich also zerlegen in eine
Schwingung parallel zum Feld mit den feldfreien Frequenzen
(rg)=»,7, +—r,7, = --- und in Schwingungen senkrecht dazu
mit den Frequenzen (»71)—-», und (r7) —» . Die klassische
Theorie folgert daraus eine Strahlung mit den Frequenzen (T v).
die parallel zum Feld polarisiert ist, und eine Strahlung mit
den Frequenzen (v1) X v, . die zirkular um die Feldrichtung
polarisiert ist.

Wir werden sehen, dall die Quantentheorie die gleiche Auf-
spaltung liefert.

Da die J, J, - -- adiabatisch invariant sind (vgl. § 16), bleiben
sie bei langsamer Einschaltung des Magnetfeldes konstant. Die
Bewegung der Elektronen geht also bei Einschaltung des Feldes
gerade in eine solche iiber, die sich nur durch eine iiberge-
lagerte gleichférmige Prézession mit der Frequenz », von der
fritheren Bewegung unterscheidet.

1) Das doppelte Vorzeichen rithrt daher, daB p, positiv und negativ
scin kann, wihrend .J; nach Definition nur positiv ist.
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Zu den Quantenbedingungen des ungestorten Svstems
J
kommt jetzt noch cine neue Bedingung

(8) J, =mh;

I

ey h

sie besagt. daBl der Drehimpuls des Elektronensystems in der
Richtung des Maguetfeldes nur bestimmte Werte annehmeoen
kann. Wir haben hier bei schwachem Magnetfeld den Fall der
Richtungsquantelung, den wir im § 17 allgemein behandelt haben.
. J
Wenn zu dem Drehimpuls 5o wobei J einc der GrollenJ, J, -
S 2

ist. die Quantenzahl j gehort,
J=jh,
so gilt fiir den Winkel « zwischen den Richtungen des Dreh-
impulses und des Magnetfeldes
. m
‘9 cose - -

Die Achse des Drebimpulses kann sich also nur in 2j 41 ver-

schiedenen Richtungen (m ==j5, j. - 1-.- —ji zur Feldachse ein-
stellen.

Die magnetische Zusatzenergie wird nach (6), (7) und (8)
(10) ”'-m =t h Vi T

jeder Term wird also in 2§ — 1 &dquidistante Terme im Ab-
stand » aufgespalten.

Nach dem Korrespondenzprinzip kann sich die Quantenzahl m
am 1, 0. --- 1 #dndern, wobei beim Ubergang m-—-m das aus-
gestrahlte Licht parallel zur Feldrichtung polarisiert ist und
beim Ubergang m + 1 > m zirkular um die Feldrichtung. Einer
Abnahme von m um 1 korrespondiert in der klassischen Theorie
eine LarRMOR-Priizession im positiven Sinne, also auch positiv
zirkular polarisierte Strahlung, einer Zunahme von m entspricht
negativ zirkular polarisierte Strahlung.

Die beim Ubergang m -— m gestrahlte Frequenz ist dieselbe
wie die ohne Magnetfeld bei gleicher Anderung der iibrigen
Quantenzahlen gestrahlte Frequenz »,. Die beim Ubergang
m+ 1 >m gestrahlte Frequenz ist

V=Y i Vin+

Born. Atommechanik 1. 16
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Man bckommt also wie in der klassischen Theorie bei longi-
tudinaler Beobachtung ein Dublett zirkular polarisierter Spek-
trallinien symmetrisch zu »,. Die Linie mit gréBerer Frequenz
entspricht dabei dem Ubergang m - 1 —m, sie ist also positiv
zirkular polarisiert. Bei transversaler Beobachtung erhilt man
ein Triplett, dessen mittlere Linie bei », liegt und parallel zu

den Kraftlinien polarisiert
J‘_

m ist, dessen &uBere Linien
von », um v _ entfernt
longitudinal (rerg. Und senkrecht dazu pola-

I achse nach vorn)  yisiert sind (Abb. 21).
Dies Ergebnis ist das-
L selbe wie in der klassischen
’ Theorie von H. A. LORENTZ.
Die experimentelle Unter-
, . suchung bestitigte es bei
Y-V % Yot Vi, solchen Linien der anderen
Abb. 21, Elemente, die einfach (Sin-
guletts) sind. Zur Erkli-
rung der komplizierten ZErmax-Effekte, wie sie bei Multipletts
auftreten, reicht diese einfache Theorie (die der Kklassischen
Theorie von LorENTZ nachgebildet ist) nicht aus. Die Theorie
dieser ,anomalen ZEEMAN-Effekte” geht tiber den Rahmen dieses

Bandes hinaus?).

transversal

v

§ 85. Der Starkeffekt beim Wasserstoffatom.

Als nichsten Fall der Wirkung #duflerer Felder betrachten
wir den Starxeffekt beim Wasserstoffatom, d. h. den Einfluf eines
homogenen elekirischen Feldes G auf die Bewegung im Wasserstoff-
atom (allgemeiner: einem Atom mit nur einem Elektron). Wir
wollen diese Aufgabe sehr ausfiihrlich behandeln, um die ver-
schiedenen Methoden daran zu erldutern.

Die erste Methode, die wir anwenden, ist die Einfithrung
von Separationsvariabeln?); nachher wollen wir auf zwei ver-

) Vgl. E.Back und A. Laxn#: Zeemaneffekt und Multiplettstruktur der
Spektrallinien. Bd. I dieser Sammlung.

?) Zuerst ausgefiihrt von P. S.EpsTEIN. Ann. d. Physik, Bd. 50, S.489,
1916; Bd. 58, 8. 553, 1919, nnd K. Scuwarzscnrp. Sitzungsber. d. Berl.
Akad. 1916, S. 548.
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schiedene Weisen die sikularen Storungen berechnen. Das Er-
gebnis wird natiirlich in allen Fillen dasselbe sein und soll
bereits in diesem Paragraphen diskutiert werden.

Wenn wir die z-Richtung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems in die Feldrichtung legen. so ist die Energiefunktion

B

m .. .. et Z o
) H= @4y %)== +ellz, E= G|

Man sieht leicht, daB die Hamirrox-Jacosische Differen-
tialgleichung weder in rechtwinkligen noch in Polarkoordi-
naten separierbar ist. Die Separation gelingt aber durch Ein-
fuhrung parabolischer Koordinaten. Man setze

x = Encosqp
(2) y=~E&ysing

2= — ).
Die Flachen & = const und 5 = const sind dann Rotationspara-
boloide um die z-Achse, sic schneiden die (z,z)-Ebene in den

Kurven
=] \
2 02"
xm=— 2§ <-7— ~— Z)
2

3 2 7}9
X =29 - + ),
7 (2 Loz

5

d. h. in Parabeln mit den Brennpunkten im Anfangspunkt und
den Parametern & und %*; ¢ ist Azimut um die Feldrichtung.
In den neuen Koordinaten ist die kinetische Energie

3) T =" 1 4 ) (B 4 ) + s
hieraus erhdlt man die zu &,#, ¢ konjugierten Impulse:
pe = mé& (82 7?)
4 Py =m 1 (& + 1)
Py =mp&a®.

Fihren wir diese in 7 ein und fiigen wir die potentielle
Energie

hinzu, so erhalten wir:
16*
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2 s 1 1)
TN T )
L J/"Ja7‘ R NEE Py

9
= mek (E -t — 4 me? ZJ .

Setzt man dies gleich W und multipliziert die Gleichung mit
2m: - %) o liBt sie sich separieren. Man erhilt zunichst:
‘s
p, — , == const
//‘(/'

und

J, = fp,do -2alp,

Da p,dp nie negativ ist. ist auch stets J, > 0. Weiter
finden wir:

S =
P e Fs
S "
)I — . = D) ) 3
l/ o 2 /)
wobei
. ) J,? .
fl§i=2mW§& L 2¢ — = r . — mel &
o .
(61 i
f()=2mWn? 4 2¢, iy Y, mekyt
und
(7 o —u, = 2meZ

ist. Die Wirkungsintegrale J: und J, sind mithin:

som ez = G Y < ago B Cpesas

(8) R
J, = g)p,]d';] = é]/ — A4+ 2]% — 'Ul - Dynteondny,
wo ! /
A =2m(— W)
B,=¢«, B,=u«u,
_ 4
4 77
D, = —mek., D,=mekE
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ist. Damit die Integrale 18) auch bei verschwindendem Feld
noch reell bleiben. miissen «; und ¢, positiv scin. Wenn die
Feldstiirke gering ist. sind die D, und /), enthaltenden Glie-
der kicin gegen die iibrigen, und die Intcgrale lassen sich auf
komplexem Wege nitherungsweise ausrechnen. Man erhilt (vgl.
(117 im Anhang I1). wenn wir die Wurzeln in (8) so rechnen,
dafl die Integrale positiv werden:

J: :,,-1 [.,/ ) ,}; 4 ) jm(’fv 7 /J N 3a-\’
E 2 " J - )mﬂ 2 | - )mn/ \41 CamW

19) . 1( g 20, ) 7m<f} (Jq . —ga";ﬂ.
e Pl —2m W 2 - 2m W et 2mW/

Aus den drei Gleichungen 17) und (9) hat man ¢, und ¢, 7u
eliminieren und W’ auszurechnen. In (9) kann man in erster
Niherung das K proportionale Glied weglassen und nachher in
diesem Korrektionsglied die in erster Niherung berechneten
Werte von «, und «, einsetzen. Man erhilt so

4 2./ —"“v],, ’b o . 2
,»77:7(,1 — ,]‘ ! / - m( (6-]:" - 6 Jg J,/, - J,,\').
- 2mW 2 St I»-AZmW

2, A ¥
e Lm0
) —2mW 27 h"r lk”mW )

und mit Hilfe von (7,

dme L = e, Ay} — 2 mW

brs

‘ %eE
i ( +J'/ - ,)(J,/ JEJ.

Hieraus folgt in erster Naherung (unter Weglassung des mit B
proportionalen Gliedes: die Energie fiir die Bewegung ohne
Feld

2at met Z?
Js e d, )
und wenn wir diesen Wert von W in das Korrektionsglied
einsetzen, als zweite Niaherung:

10} W= —
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". W . 2ameZ’
(J: + J'/ + J’/)_

3K
~ wtmez Vet I F I, = Jg).

In unserer Anndherung hingt die Energie also nur von
zwei linearen Kombinationen der Wirkungsvariabeln ab, d. h.
wir haben eine einfache Entartuny vor uns. Sie wiirde weg-
fallen, wenn wir héhere Glieder der Energie berechneten. Im
Einklang mit unseren allgemeinen Betrachtungen (§ 15) fiihren
wir nun statt Jg,J,.J, neue Wirkungsvariable ein, die aus
ihnen durch eine ganzzahlige Transformation mit der Deter-
minante -4 1 hervorgehen, und wihlen diese so, dal} die Energie
(11) nur von zweien der neuen Wirkungsvariabeln abhéngt und
dal dic Energie (10) der ungestérten Bewegung (entsprechend
der doppelten Entartung) nur von einer der Wirkungsvariabeln
abhéngt.

Wir setzen also

Je - J, - J, =J

{12) Jy —dJs=J,
Jp=J
und erhalten:
» ) 2 mtmet 22 3E
113) W= —- 4']2 - ——'é>;l—2j;’:27¢]t]5.
Die Bewegung hat zwei Frequenzen
J
(14) v="t, 5
und
3E
v, = — -————J.
¢ 8ameZ

Wir haben zwei Quantenbedingungen:
J =nh
(15) J,=mn,h;
filhren wir sie in die Energie (13) ein, so wird
RhZ*  3ER

.
n* Sn’meZ

(16) W= — nn

e
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wo R wicder die RYDBERG-Konstante ist (vgl (2) § 23). Eine
genauere Rechnung liefert hohere Glieder, die auch von einer
dritten Quantenzahl »’ abhingen.

J, ist mit der gleichbezeichneten Grofe der KkrLEr- Be-
wegung ohne Feld gleichbedeutend, sie kann nur Werte zwi-
schen 0 und J annehmen. Die Summe der positiven Grioflen J;
und J, liegt nach (12) ebenfalls zwischen 0 und J und ihre
Differenz J, zwischen — J und - J. Die Quantenzahl n, kann
also nur die Werte —n. — (n — 1,.-. 4-n annehmen. Wie
eine Betrachtung der Bahnkurven zeigen wird, sind hiervon
noch die Werte -+ n auszuschlieBen.

&

£ “$run

Abb. 22.

Die parabolischen Koordinaten & und # fiihren Librationen
aus zwischen den Nulistellen von £, (§) und f, () in (6). Be-
trachten wir zunichst den Fall, daf J, und damit C nicht ver-
schwindet. Dann reicht das Gebiet, in dem f, () und f, (%)
positiv sind. nicht bis an die Stellen &= 0 und # = 0 heran;
die Nullstellen £, und #,_, sind von O verschieden. Die dritte
Koordinate fiihrt, wenn J, > 0 ist, eine Rotation aus. Die
Bahnkurve verlauft also innerhalb eines Ringes, der die Feld-
achse zur Symmetrieachse hat und dessen Querschnitt das von
den Parabeln &=§& ., , §=§& ., n=1n,, und 5= n, . be-
grenzte Viereck ist. Wird insbesondere J; = J, = 0, so riicken
Epin und &, sowie #p. und 7, zusammen und die Bahn-
kurve ist ein Kreis. Da & ., <=9, . ist, geht seine Ebene
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nicht durch den Kern; sie ist vielmehr nach der Richtung — ¢
verschoben. wie man sicht, wenn man nach dem Gleich-
gewicht des positiven Kerns und der Bahn des negativen
Klektrons mit dem Feld fragt oder die Doppelwurzeln berech-
net. Ist J: n() und J, > 0, so liegt die Bahn auf dem
Paraboloid &= & . = & = zwischen seinen Schnittkreisen mit
den Paraboloiden # ==, und 3 =9, .. Im allgemeinen
Fall schlieflich, wo J: > 0 und J, = 0 ist, liegt sie in einem
riumlichen Ring. Sehen wir von der Bewegung von ¢ ab, so
erfilllen die 15, )-Koordinaten das Parabelviereck im allge-
meinen lickenlos. da die zu J; und J, gehdrenden Frequenzen
verschieden sind und nur fiir ganz bestimmte Werte von ¥ in
rationalem Verhiltnis stehen.

Gehen wir nun zum Fall J, -= 0 iiber, so bleibt ¢ fest
stehen, die Bewegung erfolgt in eciner Meridianebene durch
die Feldrichtung. Das Gebiet, in dem f, (5) und f, iy positiv
sind, enthiilt die Stellen &£=0 und 5 =-0, d. h. die Bahn er-
fullt lickenlos das Parabelzweieck, das durch &=£ = und
N = . begrenzt wird. Die Bahnkurve kommt daher dem
Kern beliebig nahe.

Der Fall, bei dem ein Elektron dem Kern beliebig nahe
kommt, soll nun grundsitzlich ausgeschlossen werden, wie es
ja schon bei der Zentralbewegung (§ 21) geschehen ist. Damit
ist auch der Fall n, = 4 n ausgeschlossen, denn dann wire J;
oder J, gleich nh = J und J,

Der durch die eine Quantenzahl n gekennzeichnete stationdre
Zustand der feldfreien Bewegung spaltet also im Feld in 2n — 1
Zustdande verschiedener Energie mil den Quantenzahlen

n,=—m - 1), — (n--2).. = (n~1)
auf.

Wir betrachten jetzt die Awusstrahlung eines solchen Atoms.
Die gestrahlten Frequenzen und die moglichen Anderungen
von n und %, hingen von den Gliedern der FouriEr-Entwicklung
des elektrischen Moments oder (was dasselbe ist) der Koordi-
naten des [lektrons ab. Den Wirkungsvariabeln J:, J,, J,
entsprechen Winkelvariable w;, w,, w,. Mit ihnen ]aBt sich
die Fovrier-Darstellung der Koordinaten in der Form schreiben

O e ’7@(7 w +oy T, ,/)
—_— /f

7



3 35. Der Starkeffekt beim Wasserstoffatom. 249

Da w, und ¢ einander proportional sind und ¢ eine gleich-
formige Rotation um die Feldrichtung ausfithrt, hat z, fir die
Komponenten des elektrischen Momentes senkrecht zum I‘eld
nur die Werte 4 1 und fiir die Komponente in der Feldrich-
tung nur den Wert 0. Die Koeffizienten 7: und r, dagegen
scheinen nicht beschriinkt (s. § 36).

Gehen wir nun zu den Winkelvariabeln iiber, die den Wir-
kungsvariabeln J,.J ,.J" entsprechen, so haben wir (nach § 7):

"

w: =w-—w,
w, =,
w, = -

i

zu setzen. Die Fourigr-Darstellung wird

2 N - .
2 (rw = r(,u(,)

wobei
s ity ’T Ty - Tr W’: T'/ — Tz

ist. w0 ist die Winkelvariable der feldfreien Bewegung und
entspricht dem Umlauf des Elektrons auf der Bahnellipse,
 kann daher jede ganze Zahl sein; auch 7, ist mit 7; und 7,
unbeschrinkt. Dies bedeutet, dal sich » und n, beliebig &ndern
kénnen und daB alle diesen Ubergiingen entsprechenden Fre-
quenzen gestrahlt werden.

Die Polarisation ergibt sich folgendermaBen: Wenn 7 L1,
oder (was dasselbe ist) 217, 47, eine gerade Zahl ist, so kann
7, nur null sein. Ein solches FoURIER-Glied stellt also eine
Bewegung in der Feldrichtung dar; einem Ubergang, bei dem
4dn+ An, gerade ist. entspricht also eine parallel zum Feld
schwingende Lichtwelle. Entsprechend ist z, = &+ 1, wenn
dn - In, ungerade ist; dem Ubergang entspricht eine Welle,
die senkrecht zum Feld schwingt.

Wir erliutern das Gesagte an der Aufspaltung der Wasser-
stofflinien H,, H;---. Die Terme, die in diesen Linien kombi-
nieren, spalten folgendermafen auf (die Zahlen beziehen sich

3 Eh?
auf die Einheit 3L vm>
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=72 -8 %4 o 4 -4 72

[N
N
&
N
AN

20 -75 -0 -5 0
Abb. 23.

Fir die Linie H,(n = 3-—>n=2) erhalten wir daraus die

Linien:
I |

0123456 8
[T L
Abb. 24.
Eir Hj:
LTI |
02 468V
T 1
Abb. 25.
Fir H,:

0235 78 10727375 7718 2022

L

Abb. 26.

Die Berechnung des Starkeffekts mit parabolischen Koordi-
naten erlaubt uns, frither allgemein angestellte Betrachtun-
gen iiber die Beschrankung der Quantenbedingungen auf nicht-
entartete Wirkungsvariable an einem Beispiel zu erliutern.

Fir §|==0 geht die Bewegung des Starxkeffekts in die
einfache KEPLER-Bewegung iiber. Diese ist also sowohl in Po-
larkoordinaten als auch in parabolischen Koordinaten separier-
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bar. Bei der Separation in Polarkoordinaten (§ 22) erhalten wir
die Wirkungsvariabeln J_, J,, J, und die Quantenbedingung

q
J =dy+J, =nh.

Dabei ist Jy - J, das 2m-fache des Drehimpulses, J,. das 2 -
fache seiner Komponente in der Richtung der Polarachse. Die
Bewegung bleibt in diesen Koordinaten separierbar, wenn das
Feld nicht mehr ein ('ovLoMBsches, aber noch kugelsymmetrisch
ist; dann ist jedoch eine zweite Quantenbedingung

Ty d, == kh

hinzuzufiigen. Wollte man auch J, als ganzzahliges Vielfaches
von h festlegen, so hiitte das gar keinen Sinn, da die Polar-

richtung géinzlich willkiirlich ist und bei einer Drehung des

q

Koordinatensystems die Ganzzahligkeit von —" zerstort wiirde.

h
Dagegen wiirde die Festlegung Jy - J, = kh bei der einfachen
KEerrLER-Bewegung zunichst noch auf keine Unmdéglichkeit fiihren.
Berechnen wir nun die KEpLER-Bewegung in parabolischen
Koordinaten, so brauchen wir in den Rechnungen dieses Para-
graphen nur K =0 zu setzen. Wir erhalten die Wirkungsvaria-
beln J:. J, und J, (letztere in derselben Bedeutung wie bei

Polarkoordinaten) und die Quantenbedingung

Je+J,+J, =nh.
Die zweite Quantenbedingung
JE — J,/ =n, h 5

die wir im elektrischen Feld hatten, muf3 hier wegfallen, da
diese Kombination in der Energie nicht mehr auftritt. Sie hat
nur Sinn, wenn ein (vielleicht schwaches) elektrisches Feld da ist.

Die stationiiren Bewegungen im schwachen elektrischen Feld
sind nun wesentlich verschieden von denen im kugelsymmetri-
schen Feld, das wenig vom CouLoMBschen abweicht. Im letzteren
iSeparationsvariable sind die Polarkoordinaten)ist die Bahnkurve
eben: sie ist eine Ellipse mit langsamer Periheldrehung. Im
ersteren Fall (separierbar in parabolischen Koordinaten) ist sie
genihert auch eine Ellipse, aber diese Ellipse macht im allge-
meinen eine verwickelte Bewegung im Raume. Wollte man
also im Grenzfall des reinen Couroms-Feldes k oder n, als zweite
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Quantenzahl ecinfithren. so erhiclte man bei den beiden Rechen-
verfahren giinzlich verschiedene Bewegungen. Die entartete Wir-
kungsvariable hat also keine Bedcutung fur dic Quantelung.

Noch etwas anderes zeigen unscre Betrachtungen: Die Be-
rechnung des Starkeffektes und die Festlegung von J, =n h
kann nur Sinn haben, wenn der Kinflufl der Relativitiitstheorie
oder eciner Abwoichung des Atomkraftfeldes vom Covroms-
schen klein ist gegen den Einflul des elektrischen Feldes.
Wiederum hat unsere frithere Berechnung der relativistischen
Aufspaltung der Linien nur Sinn, wenn der Einflul der ja
immer vorhandenen elektrischen Felder klein ist gegen die
relativistische Stérung?!y.

§ 306. Die Intensitit der Linien im Starkeffekt des
Wasserstoffatoms?).

Das Korrespondenzprinzip, das seiner Natur nach nur eine
angeniherte Berechnung von Intensititen gestattet. liefert rela-
tiv genaue Resultate, wenn es sich um die Intensitiitsverhilt-
nisse der Linien innerhalb einer Feinstruktur, z. B. innerhalb
des Srtarreffekts. handelt.

Wir werden im folgenden nach KrawmEers?) die ForRIER-
Entwicklung der Bahn eines Elektrons, das in einem #uleren
IFelde & um einen Kern kreist, berechnen und werden die
klassischen Intensititsverhéltnisse mit den beobachteten ver-
gleichen. In den Fourier-Koeffizienten werden wir sdmtliche
Glieder, die proportional mit £, E* usw. sind, streichen, da sie
nur unwesentliche Korrektionen bedeuten.

Fir die Wirkungsfunktion § erhiilt man (§ 35):

s 1
J 'fl dg“% [ lfe(ﬁ)d’/ 'Jfgﬂjv‘['/ (l(/"

1) KRAMER& ist es gelungen, den Einflufl der relativistischen Massen-
anderung und eines gleichzeitig wirkenden homogenen Feldes auch fiir
den Fall zu behandeln, dall die entsprechenden Energieinderungen
von gleicher Gréflenordnung sind (H. A. KrRaMERS: Zeitschr. f. Physik, Bd.3,
S. 199, 1920).

?) In diesem Paragraphen haben wir die Rechnungen etwas kiirzer
gefalit, als wir es sonst in diesem Buche tun.

3) H. A. Krawmers: Intensities of spectral lines (Diss. Leyden),
Kopenhagen 1919.
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Entnimmt man aus (91§ 35 die Werte von «, und ¢, und aus
37 den Wert von W, beides fir X =10, so erhdlt man:

(10 3 3:
\ T 2J: - J, 1
(1 278 v", 1/:4;-]/ — ;'1/" -2 e - iy
' J2 2, R Jd, 1
{1 - / o9 L
,(( e —! nt ! - p % J?
g
Hierin ist zur Abkiirzung eingefiihrt:
(2 == ! J = J.--J,
- T etm I
Fir die zu J-, J,.J, konjugierten Winkelvariabeln w:, w,,
w, ergeben sich aus (1) die Gleichungen:
, ) .S
2 = -
T 7/J
1 (‘(15 VJ(')J 4 )8
2L SN (2 ) S E - E

E J‘(h/ 7 - P J’/ 4, iR ot
- ><'“’J',“’J'3 2 (2, )Tty

w2
) /'AS7
ST U, = s
T _;7/.]‘
!
'-ZJ(ZJq‘";L J’I]:‘l_!’_;;t
s

1 o(ds
J R 22 s ) J & E

(I PR ,
1 (dy ]()J,,v_!] H] - n!
ZJ:.f UM ‘zF‘;J,, J L 25 2J, \Jn*; ”
27, :2.7’.‘S
' o,
U [ds =, J:‘»»VJ(J-—J,,‘)S‘I-H‘
/ff SRR AN CREEPIED AR SN S
Ay =2t P ——fzJ J,—Jy 7»7/
: —{—J,,\Ja;

o :j.‘ n },4"/;‘3J,,'-'.]'375— 2x12 .

L.
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Da die Berechnung der w als Funktionen der & und y in
dieser Form offenbar sehr schwerfillig wiirde, erweist es sich

als’ zweckmillig — in Analogie zur Einfihrung der mittleren
und der exzentrischen Anomalie in § 22 — die Variabeln-

quadrate &* und %?, die ja zwischen zwei festen Grenzen (vgl.
§ 35) hin- und herpendeln, in der Form

(4) & —=a, -+ b cosy, y?=a, -+ b,cos y
zu schreiben. Damit die neuen Variabeln y und y wihrend

ciner Libration von & bzw.  um 2z wachsen, miissen wir
setzen:

" a, ~=2J (2Js+J,); b =2xJW:(Js-+J,)
J) R o
Ay == xJ (2‘]7/ +J'/)5 b‘.’ =2 ”JV}JN(J'/ +J, )

So erhiilt man:

2ds.&
d’(}l = - - e - ——— -
V—x?J 2T 220+, ) 82— &
dy - 2dn-y S

b s 2T 2 (2, )T —
und fiir wg, w,. w, ergibt sich:

1
2wy = ’T,(b Sin r+b(,sin —«{v—'(v,;l_n
: 2xJr L Y 2 X Y
1 . ) ‘
T, == e Sln’ll—r— ., SIn 7 -+ -
2wy == gy (bysiny - bysiny) -y
16) .
s 1 . . . . y
2aw, =, opibysiny - bysiny) A4 ! 5 *
=z p
__XJ,,J o dy o dy fpta
2 a, + b, cosy a, +bycosy | ' b
0 b /

In diegen Ausdriicken haben wir die noch willkiirlichen Kon-
stanten so bestimmt, daB das Endresultat eine mdoglichst ein-
fache Form erhilt,

Mit den Abkiirzungen

b, 1y b,
9 pgr = g WeldetJy) = 0y; 9 Rgt = O

erhalten wir
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(7«\ 2qw;=o0s8iny - g, 8iny -y -
j
o 2w, =06 8iny - 0,8in y -+ y + 7.
Die Ahnlichkeit dicser Gleichung mit (15) § 22 zeigt deut-
lich die Analcgie zwischen 1, y und der exzentrischen
Anomalie.

Nunmehr kénnen wir auch die FouRIiER-Zerlegung der Koor-
dinaten z. & - iy ohne Schwierigkeiten vornehmen. Nach

(2)§35 ist e= " 7

.. Da z nicht von ¢ abhingt, so hingt

es auch nicht von w, ab; wir machen daher den Ansatz:

(8) - : IT)_"? L ,\7 A“T ()5.’.71'(!521 Ty Wy
B _— Ty,
wobei
11
EL‘ . 772 Y ‘
(9) A’* Ty = r [‘ 77:27 e h'“”EwE T dw&‘du‘u
0o
ist.
Aus (7) folgt jetzt:

Alws, wy)
(l/ %)

1
——4 (1 =+ o, cosy —+ g,cos y)dydy.
47 - v

(10)  dw:dw, dypdy

Da ferner nach (4) und (5)

a, —a, , b cosy —b,cosy
2 == e e e
2 2
=xd (Jg —J,) 4 #J? (0, cosyp — 0, cos y)
ist, so wird:
27 27
1 L
(11) AOO:I}[“J J dpdy[xJ (J: —J,) + #J*(0, 008 p— 0,008 )]
0 0

(140, cosyp +o,c08y) =5 xd (J: —J,).
Fir die iibrigen Werte A,é o~ fiir welche nicht beide z gleich

null sind, kann man das konstante Glied »J (J; —J,) in 2z
von vornherein weglassen, da es nach (9) doch weggemittelt
wird. So erhilt man (7: -|-7, = 1)
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oA .
120 ., N (11/&["/(!71(‘081/' - G5, COS )
S S -

. (1 _T‘ 61 Ccos I/,' "f G, COS 7) 6_“5 =7 0¢8I0 t/'-—z,l)’ZA'Lrlrgian-

Ersetzt man in dieser Gleichung cos vy, cos y durch § (e - e=iw)
bzw. Lietz -t e=i7), so sieht man, dal sich das Integral der
rechton Seite zerspalten liflt in eine Summe von Produkten,
von denen jeder Faktor die Form

1 Cm e s
;\\ ‘)\): ([’/,.C»Ln:/- ~ osingy
TR )
a

(V]

hat: dies stellt bekanntlich die Bessersche Funktiont) § (o) dar.
Auf diese Weise erhilt man aus (12), wenn man llO(,h die Be-
zichungen?)

. 7
1;' [:\n* ( ) \)nrl( )1

do J, o) =3, o)

und

benutzt:

‘ 7 ~ i ~7 N~ E
(13} A'S v {r, e, iTo )\s, (t10,) — o, RIS (ra,) 3, 5,)}.
Fiir =z folgt hieraus schlieBlich:

3 . o L . ,
(14) o= xS e = J TP _,\J . {0, 3'5 (ro,) Sr,, (T0y)

=
— &

— 0 \57 (‘[!’ \\T (TG } 6’1‘0(1 it N 71%”)

(Der Strich am Summenzeichen bedeutet, dal 7, ==17, =0 bei
der Summation auszuschlieflen ist.) Fir v =0 wird der Aus-
druck (13) unbestimmt. Aus (12) folgt aber direkt, daBl die
entsprechenden A4, , , (T 7= 0) verschwinden.

Um die Fourier-Zerlegung fiir x -~ iy zu berechnen, ent-

nehmen wir aus (2) § 35

) JAHNKE u. F. EMDE: Funktiouentafeln, Leipzig 1909, S. 169.
2) bcnda. S. 165,
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115 & Hy - —f»)/-(‘.”.

Aus o) und (3. bzw, 16) konnen wir sofort schlieBen, dal
(= iy " 278 nur noch von w: und w, abhingt. Am zweck-
miBigsten ist es, wir entwickeln (x - iy)e? 7, 0,) in eine
Fourier-Reihe:

10 o it —uw, ) \Y 2agir.w. - (7, L, i
(16} LY e T = R, , ¢ B iy g,
Um die Grole der linken Seite von (16} als Funktion von

)'l,'
und 7 zu schreiben, entnehmen wir aus (8)

i Z
S STV LS AT AN
2w, -, o Ty T
v P
zd, J d y ‘ dy
) Y .
2 Ja, b ocosy Uy - bycosy

0 [}
Wenn man

Iz ba,” - b* == la,> — b,* zd, J

setzt. so gilt:

- I(al - b,)cos t# - jesin "#1'
d . ] 2 2
¢ - = —ilog*
Jay - by cos - bypta, = b, cos y)
(7.
i z 7|
7 ty 4 byycos * - icsin ~
[ dy l 2 2
- - -= — [ log - N
tl a, - b,cosy a, b,)(a, -~ b, cos y),
und damit wird:
‘18 - ?y] e:.‘ri(/l',]-u;/»

O ’U 7 e sin A
.oyt < biicos - fesin / {tty = b,) cos ~ - 7csin x
= Pl 2 2 2 2

Ha, -+ bl) a, - b))

Daraus konnen wir die A, - sofort berechnen 'wir setzen

jetzb: 1 — 72 - T, =T

Born. Atommechanik 1. 17
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2 23
, bra, - /;l)frl, b )
V5 L= 4 - (1 -0, Ccosy == 0, cos 71
= '7- . . ‘ - )
¢
[y ey P A
\(:os " i sin ! > (cos - : sin [—)
2 a, - b, 2 2 = b, 2

i N 3 i ( 1) i1
i rL  Jp=treysing =i (7, | g—droysing
() 2 dydy.

Genau. wie in Gl (12) kénnen wir hier die Gréflen cosy,

! . . ~ -
COR ¥, cos»-/) , usw. in Exponential-Funktionen zerlegen und da-

durch B, " als Summe von Produkten BessELscher Funktionen
darstellen. In derselben Weise. wie bei den Groflen A

)

., er-
e
hilt man schlieBlich (7==1 —7: — 7

S Yy
ST A A TP A

T T A Ca ‘
oy . lJ 3 4 ‘(.J'i . J'/ ‘\\fskrﬁl)\)l,] Y

_ ;].75],,»\‘\, NN (702)}.

Fir 7= 0 koénnen wir B, " einfach direkt aus (191 be-
rechnen. Man erhilt B,E,” = 0, fir 7= O mit Ausnahme der

Werte
210 B_y,=ixdJ:(J,  J,): Bo_y=1xd VW, (J:--J,
Als Fourier-Reibe fiir x — iy finden wir so endlich:

3 1 . S 9 4q N

1 L
. J ]J,, (J\ o J1,> C-.—n(—uq—#-u,/))

(1
xd? _\' 1{JlJ +dJ, ), = ,,)\5, (10,) 3¢, (T 0,

1 - o 9aiiw, — 1
- }JEJ,/S,:HH 01‘)3,’l+1(162)} ity 1wy )
Nach der Berechnung der Fourikr-Koeffizienten koénnen

wir nun direkt zur korrespondenzméifligen Abschitzung der In-
tensititen schreiten. Wir nehmen an, dal die einfache Ent-
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artung, dic m 115 § 85 fiir die Variabeln ., J/,, J, noch be-
steht, verschwunden ist, entweder durch Mitnahme dor in £
quadratischen  Glieder der Energie, oder durch Beriicksichti-
gung der Relativitiit.

Dann miissen wir nach den Grundpostulaten der Quanten-
theorie

J:=m:h: S, J, ==n,h

N 1
sotzen. Nach dem Korrespondenzprinzip erhalten wir angeniihert
die Intensitit ciner Linie, dic einem Sprung von »: um
dnzovon w, um dw,, von w, um I, entspricht, wenn wir
in dem durch 114 bzw. (22} dargestellten klassischen Spektrum
die Intensitit der Oberschwingung r: = dn:, v, - An,, 7, = | n,
untersuchen.  Hierbei bleibt unbestimmt, ob das klassische
Npektrum  der Aufangsbahn oder das der Kndbahn oder ein
Mittelwert zugrunde gelegt werden soll.  Im folgenden wollen
wir nur die Intensitiitsverhdlinisse innerhalb einer Feinstruktur
4,. B,..

. o1 :
untersuchen.  Wir werden also die GroBen =" Yoals

ST xJ?
.relative Amplituden~ einfithren und dann das einfache arith-
metische Mittel der relativen Intensititen von Anfangs- und
Endbahn mit den beobachteten Intensititsverhiltnissen ver-
gleichen. Dic Einfiihrung der .relativen Amplituden® hat zur
Folge, dall bei der Mittelbildung Anfangs- und Endbahn mit
gleichem Gewichte beziiglich der Intensitétsverhéltnisse eingehen.
Man kann vermuten, dal} diese letztere Annahme einen wesent-
lichen Zug der quantentheoretischen Intensititsberechnung
wiedergibt; besagt sie doch z. B. beim ZEEmax-Effekt, daf die
Intensitdtsverhiltnisse der ZEEMAN-IFeinstrukturen von der
Hauptquantenzahl unabhéngig sind, ein Ergebnis, das in Ana-
logie zur klassischen Theorie unbedingt erwartet werden muf}
und das sich auch empirisch stets bestitigt hat.

Als relative Amplituden erhalten wir aus (13) und (20) fiir
die z-Komponente (7, - - 0, 7:-+ 17, = 1)

=y

. t . )
(23) R, , {n Vi, ) 3, (16,) 37, (T6,)

1 - ‘
LC (ns-n,) 3, {.”’1)3',, (10_2)},
b N

7

fir die (x| {y)-Komponente (7, =1, 1: -+ 7, 4+ 1 =1):
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11 ‘ o
0 B, ., Vg =g tn,n, b Y, (100X (70,
iy 7 | n S K -
1 o~ AN
- '\7];'71,] IV !‘;7011\\1 5 1‘.1’73> b
12 < K
wobel
1
. Vi (s omy,) a, b, (e, o0,
n i
N Nz Wy e,
ist.

Dic Amplituden der z-Komponente entsprechen den parallel
zum Feld polarisierten Linien; die der -~ /y-Komponente den
senkrechl zum Feld polarisierten Linien,

II,6562.8 A

Ubhergang 1l . o, B R beoh. const.
° ’ A “ “ | Intens. |(R.2+R))
Im ~011 | 2] 1 0 0] o2 0 1,0 0,35
e soo2 3l 0 oo | o 1.1 0,43
201 »108 [ 4] 1 w0 | o038 | 038 1.2 1.16
201 ~011 [ 8] 2 -1 0 0 ) —
003 »002 |0 f 0 0 1 | 100|100 | 4.
[ 11 »002 0] 1 1 —1]007| 0o |[*= }3,4
Ca102--101 1) o 0 1 ] 0k6 | 038y 1,0 1,56
- 1102 cort [al 1 =1 1| 0 0 .
201+ 002 [ H1 2 0 -1 ] 0,00 0 -

Dic Tabelle gibt den Vergleich zwischen Theorie und
Beobachtung fir H,in: -3 —»>n .- 2165628\ wieder. In der
ersten  Spalte steht der Ubergang. charakterisiert durch
die Werte der Quantenzahlen in Anfangs- und Endzustand
(ne. “",T,‘ ng - ni; R nfi, nf/\_. In der zweiten Spalte steht die diesem
Ubergang entsprechende Verschiebung .1 der Linie von ihrem
Ort fir /- 0 in Vielfachen der kleinsten Aufspaltung ?E .

& meZ
herechnet nach (11) § 35, Die dritte Spalte enthidlt die dem
Ubergang entsprechenden Werte von 1z, 7,.7,; in der vierten
und fiinften Spalte sind als Mal der relativen Intensitiaten die
GroBen R * bzw. R * fiir Anfangsbahn bzw. Endbahn eingetragen.
Die sechste Spalte enthiilt die von STArRK beobachteten Intensi-

»

taten. Die siebente Spalte gibt dic Werte von const (R * -~ B?);
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el

Hy, berechret

il

113 berechner

TR

[’:/l I

Hy berechrer

I

My beredner

!
L

Abb. 27,

1

Abb, 28,

Il

Mo beobadssre?

2

2
N
118 beobavitet

i 3"1,.,.,.1{(5

Abhb. 29,

._.IV’.”%I
ol

!

Abb. 30.

N

Hy beobadiret

Vg ;|Ix||lf

N I IR AR AR B
Hs beabackrer
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rum Vergleich mit Stakks Werten ist hier ein konstanter Faktor
so hinzugefiigt, daB die Gesamtintensitit des theoretischen unil
des experimentellen Aufspaltungsbildes die gleiche ist.

An der Tabelle {illt uns auf, dafl dic Summe der be-
rechaeten Intensititen der i -Komponenten (1,95 stark von der
Summe  der Intensititen dor  -Komponenten (5,0) abweicht.
withrend bei «er Beobachtung sich die heiden Summen als
nahezw gleich ergeben (3,3 und 3.6).

i /7, und die tibrigen von Stark untersuchten Wasser-
stofflinien ist der Vergleich zwischen Theorie und Beobachtung

in den Abh. 27 bis 30 wicdergegeben'.  Fir die  Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Erfahrung ist der in § 35 ge-
lorderte Ausschluld des Falles J, - » 0 wesentlich.

7 7
Zusammenfassend kann man aus den Rechnungen dieses Ahb-

~chnitts foigern. dall das Korrespondenzprinzip vereint mit dem
hicr angewandten Mittelungsverfahren tarithmetische Mittelung
der relativen Intensititen zwischen Anfangs- und Endbahn, dem
quantentheovetischen Intensitittsgesctz schon sehr nahe komms.
Dali aber die hier durchgefiihrte Intensititsberechnung nicht
cwaktl dic quantentheoretischen Intensitiiten liefevt, a6t sich unter
anderem daraus schlioflen, daff nach den obigen Rechnungen
dic  Aufspaltungsbilder im ganzen cine Polarisation zeigen
miiiten +hei A, oben erwahnt), was aus theoretischen Grinden
und auf Grund der experimentellen IKrgebnisse wohl kaum
wihrscheinlich ist.

£37% Die siikularen Bewegungen des Wasserstoffatoms
im elektrischen Feld.

Dic bisher gebrauchte Methode zur Behandlung des Stark-
elfekts niitzt die Besonderheit aus. die man fast als zufillig
bezeichnen kann, dafl es Separationskoordinaten von einfacher
ageometrischer Bedeutung gibt. Wir wollen jetzt zeigen, wieo
man ohne Benutzung dicses Umstandes durch systematische
Awrenduny der Theorie der sikularen Storungen zum Ziel kommen
kann. Dabei wecrden wir zwei verschiedene Verfahren ein-
schlagen, zunichst eines, das die sidkularen Bewegungen der-
jenigen entartoten Winkel- und Wirkungsvariabeln untersucht,

v Naclhh Ho A, Kramers: loe. cit. Abb. | bis 4.



d
X

die bei der Behandiung der KEPLER-Bewegung mit Polarkoordi-
naten auftreten: das zweite Verfahren, das sich mehr den geo-
metrischen Vorgingen der Stérung anpalit. hat den Vorzug.
sich auf einen allgemeineren Fall igekreuztes elektrisches und

magnetisches Feld) iibertragen zu lassen.
Wir schreiben die Hanrrroxsche Funktion

1 H -1, -
Dabei 1st
2 H, -~

PH,.

Rh*Z?
Jo
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in der

die Energie der feldfreien KeprLER- Bewegung und

+H

1

wir den Mittelwert

durch (die entarteten Winkel-
variabeln und die Wirkungs-
variabeln der ungestorten Be-
wegung = § 220 auszudriicken,
die wir jetzt w,”, ," und J,*
J,° 0 nennen.

Sind & und 3 die rechtwink-
ligen Koordinaten des Elek-
trons in  der Bahnebene be-
zogen auf Kern als Nullpunkt
und grofle Achse als &-Achse,
so ist (Abb. 31)

== e [Tz
die Storungsfunktion. (Die Feldstirke £ kann etwa als
meter . betrachtet werden.: Nach den Regeln des § 18 haben

(%) Py

Abb.

z o osind (Esin 27w, 4 95 cos 27w,

und

e sindiEsin 20,”

- e08 2w,

0‘}

Die Mittelwerte & und 1 fanden wir in § 22

= —
) B

Fer

sie sind die Koordinaten des elektrischen Schwerpunktes des
bewegten Elektrons. Driicken wir sin ¢ und & durch J,°J,°J,°

aus. so wird

¥ =03

zua
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3 Jo\2 02
,,'»—sil|2:771':,”-~)u l/l (‘) 1/1_/.'-\,

) =)
und
) ' 3 Jovz o J0\?
41 W, — 2 H, = ——sin27w,°- 5 a-el l/‘ 1-- <Ji”J ] 1-— (z(—)) .

Die Winkelvariabeln w * und w,’ dndern sich; w,’ jedoch
verhilt sich zyklisch und J," bleibt Wirkungsvariable der ge-
storten Bewegung., w,” ist also die einzige nichtzyklische Ko-
ordinate in der gemittelten Stérungsfunktion, und wir erhalten
als cinzige neue Wirkungsvariable

J,= I dwb.

Nie JaBt sich aus (4) als Funktion von W, J == J\ . J,= J°
bestimmen. Durch Ausrechnen des Integrals bekommt man W,
und damit W als Funktion der Wirkungsvariabeln.

Wir setzen zur Abkirzung:

2

» 2 2 W .
S04 U0 — B < I‘l) —C

3aek
und
J,:"") = x;
dann wird:
. . U
J, - Cj} | x dw, dx,
= ) dx

wobei
C

)b

N /

sin*27w,’ =
. : : dw,’
ist. Rechnen wir aus der letzten Bezichung dy BUS, so er
x

halten wir

PR d < L Ij)

sin® Znuﬂ_,“ A x
dw,” sin® 27w,° <B 1 >
de 47 cos2qaw,” \x* A
dw,’ I AC-(2* — 4B)

e 4xle(d—w)(x- B)l(A—2)(x- B ACx

unger Integral wird also
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;o IA('Cb r?— ABydr
Coda V4w BA—re—B ACr

Da der Integrand eine rationale Funktion von x und der
Wurzel eines in @ quadratischen Ausdrucks ist, 1ift sich das
Integral auf komplexem Wege ausrechnen. Wir erhalten 1vgl. (4)
Anhang IT):

1 :
Jye 04 B 14cC,
also
1/ 2 W
gy oo g go= P
- 2\t 3 ' 3eEa):

Daraus lilt sich W, berechnen; es wird (wenn wir jetzt Jl" = J,.
J."— J, setzen):
3ella

W= 27, = =20
= 1

und wenn wir a nach (10) § 22 durch J, ausdriicken:

RWZ* 3 ER
l YT d 2

(d) W -—= — ., T
} JF T 8atmeZ T

Diese Gleichung geht in die Gleichung (13) § 35 tiber, wenn wir
g, =J
(6 Jo—Jy - 2, + T

setzen. Wir zeigen nachher, dall auch im Rahmen uunserer
jetzigen Uberlegung derselbe Wertebereich von J, herauskommt
wie frither. Wir haben wieder die Quantenbedingungen (15) § 35
und die Knergiegleichung (16) § 35.

Wir wollen jetzt die sdkularen Bewegungen untersuchen, die
das elektrische Feld verursacht. Das Perihel der Bahnellipse
indert seine Lage relativ zur Knotenlinie und die Knotenlinie
selbst liuft gleichférmig um die Feldachse. Aus (5) folgt, daB
auf einen Knotenumlauf zwei Perioden der Perihelbewegung
kommen.

Diese Perihelbewegung und ihre Begleiterscheinungen stu-
dieren wir am besten an Hand der Bildkurve der Bewegung in der
(w,”, J,°)-Ebene (Abb. 32). Ihre Gleichung hat nach (4) die Form
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, K
1 sin2 g’ o s
- . (,J Oy2 J ot
3 1 — :;;' '> “/ l - ‘>-2 |
] \JQO ‘\’/10/’
wo zur Abkiirzung
207 W
- 1 =K,
3 I ay J 0
L)
sesetzt ist. Sie ist symmetrisch zur Geraden w,’ =1 oder

q

w," =20 Wenn 11, -0 ist, ist entweder w,” gleich 0 oder 3.
oder J,° hat einen der Werte J,Y und J,°. Wenn W, -2 0 ist,
kann " nicht mehr die Werte 0 und |, J,% nicht mehr die
Werte /" und " annehmen: die Kurve verliuft innerhalb
des Rechtecks w,” == 0, w0 =1, J, = J % J 0 =J.0 Wenn W,
hinreichend klein ist. liegt w,” nur dann nicht in der Nihe
von () oder 1, wenn J,” nahe bei
J? J.0 oder J,” liegt. Die Bildkurve
schlieBt sich eng an das genannte
Rechteck an und geht fir W, =0
in den Rechteckumfang iiber. Fiir
groBeres W, wird die Kurve enger.
bis w,” nur noch solche Werte an-
nchmen kann, die nahe bei
(sin2 7w, == 1liegen, und schlieB-
- — li.ch nur noch diesen Wert se%bs-t;
’ 2 die Kurve schrumpft dabei in
Abb. 52, einen Punkt zusammen, Fir
W, .- 0 folgt dasselbe, nur liegt
der Grenzpunkt bei w,’ = ¥. Die Umkehrpunkte von w,” liegen
' ein Minimum, oder wo
- 0,2~ - 0.2
1 (Jé Vg GO\ 1
‘ 1/

| 2A

&N

da. wo sin 2 7!

ein Maximum hat, wobei J,° und J.°, also
(J:;O ~:. é,o 2
\J-:O \‘]10
konstant bleiben. Nun wird die Funktion

(1 —a) il —y)
mit der Nebenbedingung
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&£y = const

dami zum Maximum, wenn @ -y ist. " kehrt also dann um,
wenn
(\Hl 'l’.’“_ = '[1,“ ']:’,“3

also .J," das gcometrische Mittel von J,” und J,° ist.

Dic sikularen Bewegungen der Bahn unter dem Einfluli
des elektrischen Feldes sind jetzt folgende: Wihrend die Knoten-
linie einmal umlidutt, fihrt das Perihel der Bahnellipse zwei
Schwingungen um die auf der Knotenlinie senkrechte Meridian-
ebene aus. Bei einem  der beiden Durchginge durch diese

4,0
Meridianehene ist der Gesantimpuls _)"’_, am grofiten und damit
die Exzentrizitit am kleinsten. Beim Durchgang in anderer
Richtiny ist die Exzentrizitit am groBten. Da die Komponente
(3]

o,
3

5 des Drehimpulses in der Feldrvichtung konstant bleibt,
schwankt die Neigung der Bahnebene in gleicher I'requenz mit
der Exzentrizitit. Sie hat thren gréfften und ihren kleinsten
Betrag. wenn das Perihel durch die Gleichgewichtslage geht
and nimmt thren grofiten und kleinsten Betrag wihrend eines
Knotenumlaufs zweimal an. Bei dieser Schwingung von Bahn-
ehene und  Perihel bleibt die groBe Achse erhalten (da J,"
konstant bleibt): die Exzentrizitit Andert sich so. daBl der
elektrische Schwerpunkt stets in eciner Ebene

W

1

el

bleibt. Er beschreibt in dieser Ebene einc Kurve um die Feld-
achse: da Neigung und Knotenumlauf das Frequenzverhiltnis
2:1 haben, ist die Kurve geschlossen und wihrend eines Um-
laufs erreicht der elektrische Schwerpunkt zweimal seinen gréfiten
und zweimal seinen kleinsten Achsenabstand. Wir werden spiter
(§ 38+ zeigen. dali der elektrische Schwerpunkt eine harmonische
Schwingung um die Feldachse ausfiihrt.

Wir betrachten noch die beiden Grenzfille der Perihel-
bewegung. Wenn die Bildkurve in der (w,’, J,°)-Ebene sich
in das Librationszentrum zusammengezogen hat, ist J, —= 0 und

Jy, J, - J, ein ganzzahliges Vielfaches von h. Die Bahn-
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ellips¢ hat konstante Exzentrizitdt, sic hat konstante Neigung
und ist nmehtungsgequantelt. lhre grofle Achse steht anf der
Knotenlinie senkrecht und die Knotenlinie liuft gleichférmig
um die Ieldachse.  IFir unsere Nédherung ist dies zwar kein
guantenmifig ausgezeichneter Bewegungszustand, da ja J, nicht
durch eine Quantenbedingung festgelegt ist. Erst die Bereeh-
nung der kKnergie in niichster Niherung wiirde die Notwendig-
keit der Festlegung von J, ergeben.

Im anderen Grenzfall W, -— 0 oder J, ==} {J, — J,), bei dem
die Bildkurve in der (J,%, w,”)-lbene den Rechteckumfang
durchliuft. ist die Bewegung ziemlich verwickelt. Der Knoten
liuft gleichférmig um. In einer bestimmten Phase der Bewe-
gung ist die Bahnkurve ein KreisiJ," = J,), dessen Lage durch
J, und J, festgelegt ist. Dieser Kreis wird nun allmihlich zu
eincr Eilipse, deren Perihel in der Knotenlinie liegt; die Bahn-
ehene legt sich wihrend dieses Vorgangs senkrecht zum Feld.
In dieser Lage wird zwar die Knotenrichtung unbestimmt.
Wenn wir sie aber durch die Fortsetzung der gleichférmigen
Bewegung, die der Knoten vorher hatte. definieren, so bleibt
das Perihel hinter dem Kunoten zuriick, bis der Abstand 7 ist.
Darauf richtet sich die Bahnebene wieder auf und die Bahn-
kurve wird nach und nach wieder zum Kreis. Beim Kreis ist
die Lage des Perihels unbestimmt. Wir kénnen aber aus der
Bildkurve entnehmen, dall es wieder in der Knotenlinie liegt,
wonn die Fxzentrizitit wieder zunimmt und die Bahn sich
wieder neigt. Wéahrend eines Knotenumlaufs wird die Kurve
zweimal zum Kreis.

©

Den Wertebereich von .J, oder «, erhalten wir durch folgende
Uberlegung.  J,% = J, ist positiv und héchstens gleich J,.
J, kamm nicht null werden, sonst witrde, wio aus (4) zu er-
sehen ist, J,° eine Libration zwischen J,® und — J,* ausfiihren:
die Bahnellipse wiirde dabei den Grenzfall der Geraden (Pendel-
bahn vgl. § 21 und § 35) durchlaufen miissen und wegen der
Inkommensurabilitit des Umlaufs auf der Ellipse mit jener Li-
bration dem Kern beliebig nahe kommen. Mit

0 < J, < J,
und der aus der Abb. 32 ersichtlichen DBeziehung

0 é/ ']~2 é ‘]_i(']i =y

= 3
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folgt dann fie J,

und
e L, <n - 1.

Statt eines einzigen durch n gekennzeichneten Quanten-
zustandes der feldfreien Kerrrur-Bewegung treten die im § 35
schon erwiihnten 2n — 1 Zustinde auf.

§ 38. Die Bewegung des Wasserstoffatoms in
gekrenzten elektrischen und magnetischen Feldern.

I'tir die Berechnung der sikularen Bewegungen des Wasser-
stoffatoms im elektrischen Feld hat Borr noch cinen anderen,
mehr anschaulichen Weg angegeben®). Mit der entsprechenden
Methode haben dann Le~z und Kiwmin?) den gleichzeitigen Ein-
flufp eines Magnetfeldes und eines beliebiy dazw gerichieten elek-
trischen. Feldes abgeleitet.

Wir geben die Rechnung gleich fiir den Fall eines elek-
trischen Feldes € und eines magnetischen Feldes © wicder.
Die ungestirte Bewegung (G = $ = 0] hat sechs unabhingige
Integrationskonstanten; wir wihlen als solche den Vektor I
des Drehimpulses und den Ortsvektor r des elektrischen Schwer-
punktes der Bahn. Da 3 und t stets senkrecht aufeinander
stehen, sind das nur 5 unabhéingige Grollen; als sechste konnen
wir eine Grolle wihlen, die die Phase der Bewegung bestimmt;
sie ist fiir uns aber unwosentlich. Unter dern EinfluB der
Felder ¢ und  erfahron ¢ und ¢ Anderungen, und unser Ver-
fahren lduft darauf hinaus. fiir ¥ und 1 Differentialgleichungen
aufzustellen.

Sowohl das elektrische, wie auch das magnetische Feld tiben
auf die Elektronenbahn ein Drehmoment aus, und dies gibt die

') N. Bonr, Quantentheoric der Linienspektren. Braunschweig 1922,
S, 101

%) Das Problem wurde zuerst von . KpstriN: Physical. Rev. Bd. 22,
S. 202, 1923 gelist; eine andere Loésung gab O. HALPERN: Zeitschr. f.
Physik, Bd.1s, S.287. 1923, Die hier angegebene Methode stammt
von W. LE~xz: Vortrag in Braunschweig 1924 (in erweiterter Form:
Zeitschr. f. Physik, Bd. 24, S. 197. 1924) und von O. Kurix: Ebd. Bd. 22,
S.109. 1924,



2 O Rape Systeme mit cinem Teuchrelekrran.

zeitliche Ablcitung dos Drehimpulses 8. Aus der Bewegungs-
gleichung des Elektrons

. R 1 . €.
[ myt - Ze? grad c@ ENEY

v ¢

folgt durch vektorielle Multiplikation mit r die zeitliche Ande-
rung des Drehimpulses:
Gr]-  [e[Dy]!

8 ¢ it

Ro=mirr] = ¢
L

Den siitkularen Anteil dieser Bewegung erhalten wir, wenn wir
den Mittelwert iiber die ungestérte Bewegung bilden: der elek-
trische Anteil wird so

el@r].
Den nmagnetischen Anteil kénnen wir entsprechend einfach
schreiben. wenn wir mittels der bekanmten Vektorformel

(Hr]l=[Hfrr]] |l

= (D% [rox]

m'L

den Drchimpuls Q¢ einfithren und ferner heachten, daf

- S d .
il [eioaf] - elor]
im Zeitmittel gleich null ist. Wir erbalten so
W—-TT“ 1 G R
[0 = (0]
und
: . e
2 Pl ET 59
‘~"') l (’l,b’lt‘ 2mCL‘S:«J‘ 1

Wihrend das erste Gilied das Drehmoment des elektrischen

Feldes auf cin im Schwerpunkt der Bahn befindliches Elektron

angibt, entspricht das zwecite Glied dem Larmomrschen Satz

und bedeutet cine Zusatzdrehung des Vektors 2 um © mit der
. T ., €D

Winkelgeschwindigkeit | 2

Neben den in (2) zusammengefa3ten drei Gleichungen stellen
wir drei weitere auf. Einmal ist der Mittelwert der Stérungs-
energie, genommen iber die ungestorte Bewegung
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3 W o v GT oy

: 2ame
cinc Konstante. Zweitens stehen ® und 1 aufeinander senk-
recht. es ist also
4 Vr =0,
und drittens hingen 9 und t noch einmal aui dem Wege iiher
die Exzentrizitit der Bahn zusammen. Es ist ($ 22, S 166

und 1(8) § 22, 80160,

o

. o (I
\bh - (\l — l"') <;?) B

wo J die nichtentartete Wirkungsvariable der feldfreien Be-
wegung ist. Durch Elimination von & folgt

. =3 2 g2 3\
(D r’ —K—‘l':'(_)ra),
wo zur Abkiirzung
22 783 \? ,
(6) — ) (a = K*
‘ V)2

gesetzt ist. Aus :3), (4) und (5) kann man nun mit Hilfe
von 2\ eine dhnlich wie (2} gebaute Gleichung fiir T ableiten.
Differenziert man nimlich (3) (4) und (5) nach der Zeit und
driickt man ‘JS durch (2) aus, so folgt

2

OeGr -t 96 =e6(r 0 Tr9)]
= e — ) 55 — ¢ (5 S

! ‘2mc"’L t ¢ (r ‘ :ZmCLr 9J>
, . e ) - € 3
0= Rr - S [HP :(1 Y
' ¥r chllﬁ)l] ¥ \ :ch[1 g__‘)

0=71rv - eK*R[Cr]=7T(t - eK2[RE] .

7

Dies bedeutet aber, dall die skalaren Produkte des Vektors
e .

(7) ¢ - eKU[$6]- [t

[

2me

mit €, B und v verschwinden. Da im allgemeinen weder diese
drei Vektoren verschwinden, noch alle in einer Ebene liegen,
mufl der Vektor (7) selbst null sein. Es ist also
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S N J o T.
oot [E%] 2me Y

Unsere Aufgabe ist gelost. wenn wir das Gleichungssystem
121, 18) 1osen konnen. Es geschieht dies am besten, wenn man
statt der Unbekannten §§ und 1t die neuen Vektoren
9, no=r K%

,=1— K%}
einfihrt. Da v und K aufeinander senkrecht stehen, haben
beide Vektoren (9 den Betrag

R —o T e ana 3
(10, o= =] KRR = S
mach (3). Ferner kann man aus v, und t, mittels der Glei-
chungen
.
11 Li;_;(rl :'r__,)
K == ‘]_> (r1 Y

stets wicder v und ! zuriickgewinnen. (2) und (8) gehen jetat
in das Gleichungssystem

v e K[G o]
1 [ J Z’HLCL: 14
112
. . . €
, = —¢K|Gr,] - —[9Hr1,]
: b 2me- T 7
tiber. Wenn wir zur Abkirzung
eKE =
(13 “
© g
-y =
2me m

schreiben. so lautet das Gleichungssystem
(1 r = [ o, W,y 5 {;J

S

L= [—w, W, 1]
Dies hat die anschauliche Bedeutung, daf die Vektoren ¢, und v,

1
je eine gleichformige Drehung um die durch e H -+ KE und
2m

1
Sme H — K¢ bestimmten Achsen mit den Winkelgeschwindig-

keiten 'w  --w, und |w, — w,| ausfilhren. In jedem Augen-
blick ist (nach (11)) der Abstand der Endpunkte der beiden Vek-
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toren proportional dem Drehimpuls der Bewegnng und ihre
halbe Summe ist der Ortsvektor des elektrischen Schwerpunktes.

Betrachten wir zunichst den Fall, wo wnur ein elektrisches
Feld ¢ wirkt. Dann drehen sich r, und r, beide um die Feld-
achse mit gleicher Geschwindigkeit, aber in verschiedenem Dreh-
sinn. Wahrend jeder der Vektoren einen Umlauf vollendet,
kommen sie zweimal in eine solche Lage, daf} sie mit € in
oiner Ebene und beide auf der gleichen Seite von G liegen.
In dieser Lage ist ihre Differenz, also der Gesamtimpuls §, ein
Minimum, die KExzentrizitit erreicht ihr Maximum und die
Bahnebene weicht am wenigsten von der Aquatorebene des
Feldes ab. Zwischen diesen beiden Lagen gibt es zwei andere,
wo r,, r, und ¢ ebenfalls in einer Ebene liegen, aber 1, und r,
auf verschiedenen Seiten von . Dann hat % ein Maximum,
die Exzentrizitit ist am kleinsten, und die Bahncbene weicht
am stiirksten von der Aquatorebene ab. Wihrend der Betrag
von ® hei einem solchen Umlauf zweimal eine Libration aus-
fithrt, vollzieht die Richtung von ¥ nur eine einzige Drehung.
d. h. der Knoten der Bahnebene liuft c¢inmal herum.

Faft man die Bewegung des elektrischen Schwerpunktes
der Bahn allein ins Auge, so lilt sie sich aus den Gleichungen (2)
und (8) (ftir § === 0) direkt ableiten. Differenziert man (8) nach
der Zeit und sotzt man $ aus (2) ein, so erhilt man:

to- e KEE[ET]].

Das bedeutet, dal} t stets senkrecht gegen die Feldachse zeigt,

und dal r dem Abstand des elektrischen Schwerpunktes
r Gi
[!L@L" von der Feldachse proportional ist. Der elektrische Schwer-
R

punkt fithrt also eine harmonische Schwingung um die Feld-
achse aus (vgl. § 37 8. 267).
Lim Falle, daBl allein ein magnetisches Feld wirkt, fithren t,
und r, gleichsinnige Drehungen um die Feldachse mit der
i gleichen Geschwindigkeit
e

1D [ 9]

[
mo

2me
aus, d. h. das ganze System vollzieht eine gleichférmige Préizession
(die LarMor-Prizession) um die Feldachse.

Born. Atommechanik 1. 8
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Im Falle, daBl beide Felder wirksam sind. geschehen die
Drehungen von r, und r, um verschiedene Achsen. Damit wird
die einfache Phasenbeziehung. die wir im bloflen elektrischen
Feld zwischen Knotenumlauf ecinerseits und Bahnneigung und
Exzentrizitit andererseits hatten, zerstort, und es kommt eine
viel verwickeltere Bewegung zustande. Besondere Schwierig-
keiten macht der Fall, wo die beiden Kegel, die die Vektoren
r, und t, beschreiben, einander schneiden. Dann kommt es
bei Inkommensurabilitit der Umlaufsfrequenzen vor, dall die
Vektoren v, und r, einander beliebig nahe kommen und daher
der Drehimpuls ¢ beliebig klein wird. Wenn nun auch die
Umlaufsfrequenz auf der Ellipse zu den beiden anderen Fre-
quenzen ein irrationales Verhiltnis hat, so kommt das Elektron
dem Kern beliebig nahe. Solche Bewegungen hidtten wir nach
unseren bisherigen Grundsidtzen auszuschliefen. Wir werden
aber nachher bei der Aufstellung der Quantenbedingungen sehen,
daB sich solche Bahnen adiabatisch iiberfithren lassen in Bahnen
des reinen STARK- oder ZEEMAN - Effekts, die wir zulassen miissen.

Wir betrachten jetzt die Energie der gestorten Bewegung und
die Festlegung der stationdren Zustdnde.

Unter dem Einflu der beiden Felder & und $ tritt zu
der Energie W, der ungestdrten Bewegung noch eine Zusatz-
energie (3)

(15) W, =e-1§ §;(‘B§J
Driicken wir hierin ¥ und % nach {11) durch r; und 1, aus,
so wird

e . €

Wy= (6 w)C, i

— 1,10,

und wenn wir die Vektoren w,_ und tv,, nach (13} einfiihren
1

= ) 1 L —_ 1
(16) Wl - 2K { 1 (mr mm) oLy (me mm)l .
Definieren wir jetzt die Frequenzen »’ und »” durch
/ 1. n

[ 2 4 | W, = 1,
(17)

[ 1, \

} - .;;; i me - mm [
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80 kann man die Knergie auf die Form bringen

(18] W, ="J" " J".
wo
1 27 - .
J = s AT s (g, < w,)
Sy
e 7.‘4' F = \ 3
J = g g |teleos(rypio, —

ist. Wegen 16) und 110) kdnnen wir dafiir

19 J’: = LJ cos(ry, w, - w, )
J" = L Jcos(r,.w, — w,)
schreiben.

Da »" und »” in Gleichung (18) konstant sind, folgt aus
der Form dieser Gleichung, daB J und J'' die zu den Winkel-
variabeln

w ="t 0
w” =YY

konjugierten Wirkungsvariabeln sind. Die Periodizititsvoraus-
setzungen des § 15 sind ndmlich alle erfiillt. Die Grifien J  und
J' sind also durch Quantenbedingungen

J ="k

J = n"h
festzulegen. Dies bedeutet eine etwas abgeiinderte Form der
Richtungsquantelung. indem nach (19):

- ‘ n
cos(T,m, ~mw, | = 2"
: n
_ n’l
COS(r‘.,. me - mm ) == 2 F

ist. Die Quantenzahlen n’ und n” sind also diesmal auf das

Intervall (—~ 7; \ ')L> beschrinkt.

Im Ialle. dal das Magnetfeld § verschwindet, liegt eine
Entartung vor, denn es wird

’ ”
po oy = p
[

Dann ist statt /" und J'’ die alte Wirkungsvariable J, =J'-.J"
einzufithren und man erhalt
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imt Kinklang mit fritheren Ergebnissen. Ganz analog hat man
hei bloflem Magnetfeld
J Jd
e

und
Woeew - .

Wenn wir nur ein schwaches Maonetfeld neben einem end-
lichen elcktrischen Feld haben, so haben die Drchungsachsen
der Vektoren v, und v, fast entgegengesetzte Richtung. Da die
von diesen Vektoren beschriebenen Kegel im Falle verschwin-
denden Magnctteldes nicht zusammenfallen diiifen (das wire
Roo= 0 beim Starkeffekt), so schneiden sie sich auch bei schwa-
chem Magnetfeld nicht. Lassen wir jedoch § adiabatisch an-
wachsen, so bleiben die Offnungswinkel erhalten und es kommt
schlicBlich der Punkt, wo die Kegel einander treffen. Ent-
sprechend ist es, wenn wir von einem schwachen elektrischen
Feld und einem endlichen Magnetfeld ausgehen. Dann haben
zuniichst die Drehungsachsen fast gleiche Richtung und die
Kegel schneiden einander nicht. Aber hei adiabatischem An-
wachsen von ¢ kommt auch hier der Punkt, wo sie sich treffen.

Wir konnen also Bahnon, die wir frither zulieBen und die
auch empirisch bestdtigt sind. iiberfithren in solche, bei denen
das Elektron dem Kern beliebig nahekommt. Eine Aufklirung
dieser Schwierigkeit 1af3t sich zur Zeit noech nicht geben. Man
kann an die Méglichkeit denken, daB die .J bei den hier be-
trachteten adiabatischen Anderungen nicht streng invariant zu
sein brauchen, da man fortwihrend durch Zustinde hindurch
kommt, bei denen (nicht ideutische) Kommensurabilititen zwi-
schen den Frequenzen bestehen (.zufallige Entartungen©. s. § 15.
S.101 und § 160 So1110

§ 39. Problem der zwei Zentren.

Die parabolischen Koordinaten, in denen die Bewegung, die
das Elektron im Wasserstoffatom unter dem EinfluBl eines elek-
trischen Feldes ausfithrt, durch Separation gefunden wurde, sind
ein besonderer Fall der elliptischen Koordinaten. Diese sind
Separationsvariable fiir die allgemeinere Aufgabe, die Bewegung
eines Punktes zu finden, der won zwer festen Kraftzentren nach
dem CouvomBschen (esetz angezogen wird. LaBt man das eine
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Kraftzentrum ins Unendliche ricken bei gleichzeitiger geeig-
neter Vergroflerung der von ihm ausgehenden Kraft, so erhilt
man den Fall des Srarkettekts: die elliptischen Koordinaten
gehen dabei in die paraholischen iiber.

Wenn 2¢ der Abstand der festen Punkte £, und F, ist,
so hingen die elliptischen Koordinaten &, 5 eines Punktes it
seinen Abstinden r, und r, von jenen festen Punkten durch
die Gleichungen

i)

zusammen. Man sieht an diesen Gleichungen, dall stets

12 =1, 1<yp<£1

ist, ferner, dafi die Flichen £ == const Rotationsellipsoide sind
mit der grollen Halbachse ¢& und den Brennpunkten F, und
F,, und daB die Flichen » = const zweischalige Rotations-
hyp-rboloide mit dem Scheitelabstand 2 ¢ 7 und denselben Brenn-
punkten sind. Zur eindeutigen Festlegung eines Punktes Ist
noch eine dritte Koordinate notwendig, z. B. das Azimut ¢
um die Gerade F, F,.

Schreiben wir die Gleichungen der genannten Rotations-
tlichen in Zylinderkoordinaten (7, ¢,z auf, wo F, F, die
z-Achse ist und der Nullpunkt die Verbindungsstrecke F, F,
halbiert, so lauten sie:

4 re .
:.’, :_‘ 1
z- [
-y — = ¢
TR BT
Daraus folgen die Transformationsgleichungen
M Tk

(3) ,
e G SN BT
Wir zeigen, dal das obengenannte ,.Zweizentrenproblem*
in diesen Koordinaten separierbar ist. Die potentielle Energie
einer von zwei positiv geladenen Punkten angezogenen elek-
trischen Ladung -- ¢ ist:
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Coeh B
Ty s/
also in elliptischen Koordinaten:
) - e? o . o
4) = -, G [(Zy - Zg) s Ly =2y 1m].

D)ie kinetische Knergie

N S
R et

Z

erhiilt wegen der aus 13) folgénde Beziehungen

S n

. )
Pl )
) S —-1 1- -5
die Form:

o ometl & y? ) ol
AT R e | - o] (&= 10 UK

e 1 — 47 ) e f

D}

Naraus folgen die zu &, u, ¢ konjugierten Tmpulse:

.o &y
P me=&
§F 1
6. et Sy
)y, == TLCT ) R
,1 / 1 ]7-

Py =—=mctp (8 - 1(1—n7).
Driscken wir 7" durch Koordinaten und Impulse aus und fiigen
wir die potentielle Energie hinzu, so erhalten wir die Hamivrox-
sche Funktion‘
T H- { | ("'-' 1ipl -l —yip,°

{4
-

N

1 , e |
o T 142,08 Z 2ol 1] =
(.:’ 1 1 >1) o [ Z, - Z, (4 7-)77JI

AW

Man sieht sofort, daB unserc Aufgabe durch Separation der

Variabeln 16sbar ist. Fiir die drei Impulse erhdlt man:

1 T <
p:= 12mc? {’W)c,fll AHBlg_;‘(": _*st &
" Py= '2'm0Q7(~7W"] 1 A =Byt Cny* 3077:{;)'/‘
— 2 2

Py = const,
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wo (' cine willkiirliche Konstante und

i p'/ *

[ Y A R & A —

' 2mc?(-- W)

) e* (Z 47 J

9 B o~ 12
{ LT oW

ez, — 7))

[)‘) - 1 2/
e —cW

1st.

Wir untersuchen jetzt die moglichen Bahntypen, wobei wir
von einzelnen Grenzfillen absehen und uns auf den Fall nega-
tiver W beschrinken wollen. Wir wollen auch nicht auf die
Kinzelheiten der Beweisfithrung eingehen.

I. Bahnen. die mit den Zentren in einer Ebene liegen1>.

Hier ist p, — 0, also 4 — (- 1=0und =1, y==+1
sind Nullstellen der Radi-
kanden in (8) Wir unter-
scheiden folgende Fille:

1. Der Radikand von
pe st fir & - 1 zundchst
positiv; dann macht & eine
Libration zwischen S = 1
und einem Wert - & .

ai Der Radikand von
p, ist im ganzen Intervall
{ 1.1 positiv. Die Bahn
verliuft innerhalb der El- Abb. 33. Abb. 34.
lipse & {Abb. 33.)

b1 Der Radikand von p, hat in (— 1, 1) eine weitere Null-
stelle. Die Bahn verlduft dann in einem Zweieck. das von der
Ellipse &= ¢ . und einer Hyperbel 7 = const begrenzt wird.
{Abh. 34.) Der Fall, dal in (- 1, 1) zwel weitere Nullstellen
vorhanden sind, tritt nicht auf.

“max*

1y Eine ausfithrliche Diskussion dieser Bahnen bei C. L. CHARLIER:
Die Mechanik des Himmels, 1. Bd., Leipzig 1902, III, § 1 (S. 122).
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2. Der Radikand von p: ist fir &> 1 zu-

niichst negativ und nimmt spiater im Inter-
vall

-

(&mins Smax) Positive Werte an: & macht
dwnn  eine Libration in diesem Intervall.
In diesem Fall mu der Radikand von p,
im ganzen Intervall (-— 1, 1) positiv sein.
Die Kurve verliuft zwischen den beiden
Ellipsen &- £ . und & (Abb. 35

. = K
min Smax

Abb. 35.

I1. Bahnen, die nicht mit den Zentren in ciner Khene
liegen?).

Der Radikand von p: ist hochstens positiv in einem Inter-

vall ( ). das nicht an & =1 heranreicht; der Radikand

.*tmiu‘ Smax
von p, ist ebenfalls fiir 5. =+ 1 negativ, er kann im Intervall
r— 1. -{- 1) zwei oder vier Nullstellen haben. p, endlich ist

~

e

/

Abb. 36. Abb. 37.

von Null verschieden und ¢ liuft um die Verbindungslinie der
Zentren. In allen Fillen, wo iberhaupt Bewegungen moglich
sind, verlaufen sie in dem Ring zwischen zwei Rotations-
Hyperboloiden und zwei Rotations-Ellipsoiden, deren Achse
durch die Zeuntren geht. (Abb. 36 u. 37.) Im Falle von Doppel-
wurzeln konnen die Ellipsoide oder die Hyperboloide zusammen-
fallen; es konnen auch Limitationsbewegungen auftreten.

Y Ausfiihrliche Diskussion bei W. Pavrr jr., Ann. d. Physik, Bd. 68,
S.177, 1922, I, § 6, und K. F. NIESSEN: Zur Quantentheorie des Wasser
stoffmolekiil-Tons (Diss.), Utrecht 1922, Abschnitt 1.
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Die hier beschriebenen Gebiete werden liickenlos erfiillt,
wenn die Bewegung nicht rein periodisch ist. In den beiden
Fallen I, ta und b kommt dabei der bewegte Punkt den Kraft-
zentren beliebig nahe.

PavuLi') und Niessen?) haben versucht, dieses Zweizentren-
problem anzuwenden zur Berechnung des positiven Wasserstoff-
molekel-Tons. Dieses besteht aus zwei Kernen mit den Ladungen
. ¢ (also Z, = Z,==1) und einem Elektron. Wegen der grolien
Masse der Kerne wird man in erster Niaherung die Kernbe-
wegung vernachlissigen konnen. Man hat dann als ersten Schritt
der Rechnung die Klektronenbewegung bei bel’ebigem Kern-
abstand zu bercchnen; dann hat man den Kernabstand so zu be-
stimmen, daf bei festgehaltenen Werten der Wirkungsvariabeln
der Elektronenbewegung die Kerne im stabilen Gleichgewicht
sind. Es hat sich dabei ergeben, dafl durch diese Bedingungen
einc Konfiguration kleinster Energic { Normalzustand) eindeutig
festgelegt ist (der U'vpus der Abb. 36, bei gleichgeladenen Ker-
nen ist das Bild symmetrisch). Man kann fir diese nicht nur
den Energiewert, sondern auch die bei kleinen Storungen
eintretenden Schwingungen der Kerne gegeneinander berechnen.

Die FErfabhrung hat aber gezeigt, dal die so erhaltenen
Werte nicht mit den Messungen der Ionisierungs- und An-
regungsspannungen in Kinklang zu bringen sind. Aus diesem
Grunde wollen wir darauf verzichten, niher auf dieses Modell
des H," einzugchen. Wo der Grund des Versagens der Theorie
zu suchen ist, ist vorliufig noch recht unklar. Wir werden im
folgenden sehen, daBl die Behandlung der atomaren Probleme
mit Hiife der klassischen Mechanik zu falschen Ergebnissen
tithrt, sobald mehrere Elektronen vorhanden sind, also ein Drei-
oder Mehrkorperproblem vorliegt. Vielleicht ist auch hier die
kiinstliche Verwandlung des Mehrkorperproblems in ein Ein-
korperproblem auf Grund des kleinen Verhéltnisses von Elek-
tronen- zu Kernmasse nicht zuldssig.

W. PaurLr, loe. cit.

L
)
%) K. F. N1esseN, loe. cit.
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Viertes Kapitel
Storungstheorie.

§40. Die Bedeutung der Stirungstheorvie fiir die
Atommechanik.

Werfon wir einen Riickblick auf die im vorigen Kapitel
hehandelten Atommodelle, so erkennen wir als gemeinsames
Merkmal, dal es sich jedesmal um dic Bewegung eines einzigen
Elekirons handelte.  Der Erfolg scheint zu beweisen, dafi in
diezemy Falle unsoer Verfahren zu Recht besteht, namlich die
Bereehnung der Bewegungen nach den Gesetzen der klassischen
Mechanik und die Aussonderung stationirer Bewegungen durch
Quantenbedingungen. Jetzt entsteht die Aufgabe, Atome mit
meheeren Klektronen zu behandeln.

Ex liegt nahe, diese in ganz derselben Weise anzugreifen,
indem man  zunichst das mechanische Mehrkorperproblem 16st
und dann die Quantenbedingungen anbringt. Es ist bekannt,
welche  Schwierigkeiten  schon  das  Dreikérperproblem  der
Astronouie bietet; hier aber liegen die Verhiltnisse noch weit
ungtnstiger.  Denu  wihrend in der Himmelsmechanik die
storenden Krifte. die zwei Planeten aufeinander ausiiben,
dulierst klein sind gegen dic Anziehung der Sonne auf jeden
von ihnen, ist in der Atommechanik die AbstoBung zweier
Elektronen von der gleichen (Gréflenordnung wie die Anziehung
nach dem Kerne. Ferner kann man sich in der Astronomie
mit der Vorausberechnung der Bewegung fiir ein paar hundert
oder tausend Jahre (Porioden) begniigen; in der Atomtheorie
aber kann man nur die mehrfach-periodischen Bewegungen
gebrauchen. deren Verlauf fiir beliebige Zeiten durch ein und
dieselbe Wourikr-Reihe dargestellt wird. - Hier scheinen also
uniitherwindliche analvtische Schwierigkeiten den Fortschritt
zu sperren, und man konnte zu der Meinung kommmen, dal es
aus rein rechentechnischen Griinden unméglich sel, zu einem
theoretischen Verstindnis der Atomstrukturen bis Uran hinauf
zu gelangen.

Das Ziel der Untersuchungen dieses Kapitels soll nun sein,
zu zeigen, dal dies nicht die entscheidende Schwierigkeit ist.
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Ex wire ja auch sonderbar, wenn die Natur sich hinter den
analvtischen Schwierigkeiton des n-Korper-Problems gegen das
Vordringen der Erkenntnis verschanzte. Die Atommechanik
tiberwindet die oben erliuterten Nachteile, die auf der gleiéhen
GroBenordnung aller wirkenden Krifte beruhen, gerade durch
jene Ziige, die sie von der Himmelsmechanik unterscheiden,
nimlich durch die von den Quantenbedingungen geforderte
Einschriinkung der Bewegungsmoglichkeiten. Wir werden durch
systematische Entwicklung der Storungsrechnung zeigen, daf
gerade die einfachsten Bahntypen quantentheoretisch besonders aus-
gezeichnet sind, wihrend sie in der Astronomie nur als singulire
Ausnahmefille vorkommen koénnen und daher dort keine Be-
achtung finden. Diese Quantenbahnen lassen relativ einfache
analytische Darstellungen zu. Man konnte also daran gehen.
die Atome des periodischen Systems der Reihe nach zu be-
rechnen.

No hat man auch tatsichlich versucht, zunéichst das zweit-
einfachste Atom, das aus einem Kern und zwei Elektronen be-
stehende Heliumatom, der Stérungsrechnung zu unterwerfen.
Der Erfolg aber war durchaus negativ: die Abweichungen
zwischen Rechnung und Beobachtung erwiesen sich als weit
groBer, als durch Ungenauigkeit des Rechenverfahrens erklirt
werden kann. Hier offenbart sich also ein prinzipieller Fehler
in den Grundsiitzen unserer Atommechanik.

Als wir diese Grundsitze aufstellten (§ 16), haben wir bereits
auf ihren provisorischen Charakter hingewiesen; dieser zeigte
sich vor allem darin, daBl die Theorie GréBen wie Umlaufs-
frequenzen. Abstinde usw. einfiihrt, die aller Wahrscheinlichkeit
nach prinzipiell nicht beobachtbar sind. Ferner zeigen die
Dispersionserscheinungen, dall das System nicht bei den nach
der klassischen Mechanik berechneten Frequenz (7») in Resonanz
mit ecinem #duBeren elektrischen Wechselfelde gerit, sondern bei
den quantentheoretischen Frequenzen ». die den Quauntenspriingen
zugeordnet sind. Endlich sind wir im Laufe unserer Ent-
wicklungen mehrfach auf empirisch sicher gestellte Fille ge-
stoBen, wo unsere Ansitze versagten, z. B. das Auftreten , halber
Quantenzahlen, dic Multipletts und anomalen ZeemaxN-Effekte u. a.
Wir werden daher die hier gegebene Darstellung der Atom-
mechanik nur als ersten Schritt zu einer endgiiltigen Fassung
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zu  betrachten haben, der man sich nur durch allmidhliches
Ausschalten aller falschen Geleise ndhern kann.

Um dies grandlich zu besorgen, ist es nun noétig, den ein-
seschlagenen Weg wirklich zu Ende zu gehen und zu unter-
suchen. wohin die konsequente Anwendung der klassischen
Mechanik im Verein mit den Quantenbedingung>n fiihrt.
Darum werden wir in dicsem Kapitel cine ausfithrliche Dar-
steltung der Storungstheotie geben, die alle guantentheoretisch
zulissigen Fille umfaBt; ferner werden wir das Versagen dieser
Theorie beim Helium zeigen.

Wir glauben, dal diesc Miihe nicht vergeblich aufgewandt
ist. sondern dafl durch diese breite Entwicklung der Stérungs-
theoric neben den negativen Ergebnissen die Grundlage fiir die
wuhre Quantentheorie der Koppelung mehrerer Elektronen ge-
legt wird .

§ 41. Storungen eines nicht entarteten Systems.

Schon das Dreikorperproblem und erst recht die Mehr-
korperprobleme gehdren zu denjenigen Aufgaben der Mechanik,
deren Losung durch Separation der Variabeln nicht gelungen ist
und wohl auch kaum gelingen wird. In allen solchen Fillen
ist man auf Methoden angewiesen, die die Bewegung in sukzes-
siver Niherung ergebon. Diese Methoden sind anwendbav, wenn
man in die Hamirronssche Funktion einen Parameter 1 so ein-
filhren kann. dal sie fiir 4 = 0 in die HamizroNsche Funktion H,
eines durch Separation losbaren Problems ubergeht, und daB
sie sich in einc Reihe
{1) H=1, 4+ iH, --2H, -

entwickeln Jiaft, die fiir einen hinreichend groBen Wertebereich
der Koordinaten und Impulse konvergiert.

Problenie dieser Art behandelt die Himmelsmechanik, und
sie falt die Methoden zu ihrer Losung unter dem Namen

') Die ersten Anwendungen der Stérungstheorie auf Atommechanik
finden sich in folgenden Arbeiten:

N. Bongk, Quantum Theory of Line-Spectra Part I, II, Il Kopen-
hagen 1918 und 1922, M. Borx u. E. Bropy, Zeitschr. f. Physik, Bd. 6,
S. 140. 1921. — P. S. Kpsteix, Zeitschr, f. Puysik, Bd. 8, S. 211, 305.
1922; Bd. 9, 8. 92, 1922.
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Starungstheorie. zusammen. Man sicht nimlich die Zusatzglieder
AH 22 H, A an als hervithrend von einer Stérung® der
durch /1, gekeunzeichneton ,ungestorten* Bewegung.

Fir die Quantentheorie kommen nur die mehrfach peri-
odischrn Losungen des Bewegungsproblems in Betracht. Die von
uns im Folgenden zu ihrer Auffindung benutzten Methoden sind
wesentlich dieselben, die POINCARTE in seinen .. Méthodes nouvelles
de la Mdécanique cdéleste™ ') ausfithrlich dargestellt hat. Unter
der Liésung verstehen wir hier, wie immer, die Auffindung einer
Wirkangstunktion 8, die eine kanonische Transformation

('S ( S
Pe==, q,’ e i,
erzeugt, wodurch die urspriinglichen Koordinaten und Impulse
in Winkel- und Wirkungsvariable tibergefithrt werden.

Wir setzen das Problem der ungestirten Bewegung als gelost
voraus und nehmen zuniichst an, daBl diesc Bewegung nicht
entartet ist. Wir nehmen a'so an. dall zwischen den Frequenzen
»," der ungestorten Bewegung keine ganzzahlige Beziehung
der Form

bX ,0 _ 0 - R 0 ——
{2) e R A L v T == 0

besteht. weder identisch in den Wirkungsvariabeln J,°, noch fir
die besonderen Werte der J,°, die dic Ausgangsbewegung kenn-
zeichnen.

Wir fiihren jetzt die Winkel- und Wirkungsvariabeln w,°
J.0 der ungestirten Bewegung als Bestimmungsstiicke in die
Hamivronsche Funktion des gestirten Systems ein. Sie sind
auch fiir dieses kanonische Variable, aber im allgemeinen nicht
mehr Winkel- und Wirkungsvariable: vielmehr sieht man aus
den kanonischen Gleichungen

oH o, oH

w .
0’ h ol AU
caey o,

ro__
S0 =

dal die J," von der Zeit abhingen und die w,” nicht mehr
lineare IFunktionen der Zeit sind, Far 2= 0 geht H in die
Hamirronsche Funktion Hj des ungestorten Systems iber. die
nur von den J,° abhingt:

1) 3 Biande. Paris 1892—99.
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: [ [
1,000, g0

Die Winkel- und Wirkungsvariabeln des gestorten Systems
werden fur 2= 0 ebenfalls in die des ungestdrten iibergehen.
TUm sie zu finden, suchen wir die¢ Erzeugende 8ix", J) einer
kanonischen Transformation
o9 ':
' 3) JV = (bu. w, = fS .
cw, o,
die die Variabeln w’. J% in neue Variable w, J iiberfiihrt, wo-
bei folgende drei Bedingungen erfiillt werden sollen (vgl. § 15
(A) Die Lagekoordinaten des Systems sind periodische Funk-
tionen der w, mit der primitiven Periode 1.
(B1 H geht in eine nur von den J, abliingige Funktion ¥ iiber.
(1 8* - § — N, J, ist  periodisch in den w

. mit der
%

X
Periode 1.

Die rechtwinkligen Koordinaten des Systoms sind also so-
wohl periodische Funktionen der w,° als auch der w,, d. h. ein
Perioden-Parallelepiped des w,’-Raumes wird auf ein solches
des w,-Raumes abgebildet. Sehen wir von einer willkiirlichen
ganzzahligen linearen Transformation der w, unter sich mit der
Determinante + 1 ab, so gilt:

(4)  w, = w? - periodische Funktion der w,° (Periode 1).
Wir konnen daraus und aus (C) schlieffen. daf auch § — Y uw,°J,
k

periodisch in den wk0 mit der Periode 1 ist. Setzt man um-

gekehrt voraus, dal § — Mw,J, periodisch in den w,° mit
, P
der primitiven Periode 1 ist, so folgt aus
a8
w, =
ool
die Gleichung (4) und damit auch die Periodizitdt von S*,
Da ferner die Lagekoordinaten von vornherein als periodische
Funktionen der w,’ vorausgesetzt wurden, so sind sie auch
periodische Funktionen der w,. KEs gelten also die Bedingungen
(A) und (C).
Wir denken uns nun die gesuchte Funktion § ebenfalls
nach 1 entwickelt

(5) S-=8, ~18, - 1*8,
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8, ist dabei die Krzeugende der identischen Transformation,
hat also (vgl. § 7, S. 35) die Form

(6) 8y = Nw'J
k

k2

und S, 8,--- sind periodisch in den w?°. Umgekehrt fiihrt
jede Funktion 8, die diese Eigenschaften hat, zu Variabeln, die
den Bedingungen (A) und (C) geniigen.

In die Haumirto~-Jacosische Gleichung der gestorten Be-
wegung
- o8N . eS8\ L, 28 .
i H, ((;1—00) 4 AH, (uf’,é—zz(;) © 47 H, <w0’§}5‘3) L= W
setzen wir nun die Entwicklung (51 von § ein und entwickeln
auch W nach z:

W=W,(J)F AW, (J)+ W, (J)—---.

Durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen von 1 folgen
dann eine Anzahl Differentialgleichungen.

Zuerst erhalten wir
(81 H,(J)= W (J).
d. h. W, geht aus der Energie der ungestérten Bewegung her-
vor, wenn man die J,° durch die J, ersetzt. Wir wollen W,
die nullte Nidherung der Energie nennen.

Die Gleichung fiir die erste Néherung erhalten wir dann
durch Gleichsetzen der Faktoren von i. Sie lautet

‘ oH, 68

9) 0 P (w0, J) = W, (J);
( ; LZGJk ﬁwko 1(u : ) lk )
dabei sind H,(J) und H, (w°, J) so zu verstehen, daB in H, (J°)
und H, (w®, J® einfach bei unveridnderter Funktionsform Jo
durch J ersetzt wird. Aus dieser Gleichung lassen sich die
beiden unbekannten Funktionen W, und 8, bestimmen. Da S,
in den w,” periodisch sein soll, so ist der Mittelwert der Summe
in (91, erstreckt iiber den Einheitskubus des w° Raumes oder
erstreckt iiber den zeitlichen Ablauf der ungestdrten Bewegung,
gleich 0. Aus (9) folgt dann
(10) Wy () = H, (w", J),
wo H, ebenfalls iiber den zeitlichen Ablauf der ungestorten
Bewegung zu mitteln ist. Wir erhalten also fiir W, den-
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selben Ausdruck wie bei der Berechnung der sikularen Storungen.
obwohl hier ganz andere Voraussetzungen gelten, nimlich daf3
die ungestorte Bewegung gevade nicht entartet ist. Wir haben
auch hier den Satz:

Die Energie der gestorten Bewegung ist in erster Niherung gleich
der Energie der wungestorten Bewegung vermehrt um den zeitlichen
Mittelwert des ersten Gliedes der Storungsfunktion diber die wn-
gestirte Bewegung.  Zur Berechnung der Energie in dieser Nihe-
rung ist also auller der Bestimmung der ungestdrten Bewegung
keine neue Intogration notwendig.

Nach Berechnung von W, (J) haben wir fiir 8, die Gleichung
\vol, 8, 5

— o J, !

11

dabei kennzeichnet das Zeichen ~ iiber H, den Unterschied der
Funktion //, von ihvem Mittelwert:

", -1

1

L H .
Wir werden 1, auch kurz den .periodischen Anteil* von H,
nennon.  Er 1afit =ich als IFourier-Reihe

Ay X a i

ohne konstantes Glied schreiben (was wir durch den Akzent
am Summenzeichen andeuten). Denken wir uns auch 3§, als
Forrier-Reihe geschrieben:

- \»’,B,(‘J) 62,72‘”10”‘,

1 —_—
r

so lassen sich die unbekannten Koeffizienten B,(J) mit Hilfe
von (11 durch dic bekannten 4, (J) ausdriicken. Man erhilt
270007V B, (J) = 4, (J),

WO

rH, 0
o, ko
gesetzt ist, also »'(J) aus den Frequenzen »,°(J% der un-
gestorten Bewcegung dadurch hervorgeht, dal man J,° durch
J, ersetzt. Wir erhalten so als Losung von (11)

1’ 1 A,

= S (o)

7 /

(12

13 8, =

2. 7iirwo:
1 (2 .
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i

Dazu kann noch eine nur von den J_ abhingige willkiirliche
Funktion treten. Wir beherrschen nun den Einflull der Storung
auf die Bewegung in erster Naherung.

Fiir die Winkelvariabeln der Bewegung in dieser Niaherung
erhalten wir

8 (:w” J

(14 w, = w,® - ;- L~
k 13 a']ﬁ

und haben damit auch die »,° als Iunktionen der Zeit.
Cher die ungestorte Bewegung lagern sich kleine periodische
Schwankungen, deren Amplituden die Groflenordnung 4 haben.
also den «torenden Kriften proportional sind, wéihrend die
Frequenzen von denen der ungestorten Bewegung wenig ab-
weicheuw:

- o, 0 CH,
(15 Y=V A
N o (.J].
Fiir die J,° haben wir
XY )
16 Jo_ J gkgltw J)
(16 R RS Doy 0 2
rw,‘

d. h. auch die in der ungestirten Bewegung konstanten .J,°
fithren kleine Schwankungen mit Amplituden von der GrdBen-
ordnung 2 aus. Sogenannie sidkulare Storungen treten nicht auf.
d. h. Andernngen der in der ungestirten Bewegung konstanten
GroBen von ihrer eigenen Grofenordnung, wie wir sie im Falle
der Entartung der ungestorten Bewegung hatten (vgl. § 18).

Wir bemerken noch, dafl die Voraussetzung des nicht-
entarteten Charakters der ungestorten Bewegung durchaus not-
wendig ist; sonst hitte der Ausdruck (13) gar keinen Sinn, da
gewisse der Nemner (z+%) verschwinden wiirden. Wir sehen aber
weiter, dall auch beim Fehlen solcher Entartung die Nenner
beliebig klein werden konnen, wenn wir die Zahlen T, T, ge-
eignet wihlen, sogar unendlich oft, wenn die 7, von — ~ bis o
laufen. Damit scheint die Konvergenz der FouriEr-Reihe (13)
in Frage gestellt. Wir kommen darauf am Schlufl des Para-
graphen zuriick und setzen hier zundchst das formale Niherungs-
verfahren fort.

Aus (7) lassen sich durch Koeffizientenvergleichung weitere
Differentialgleichungen ableiten. deren zweite (Koeffizienten von
4% und n-te (Koeffizienten von /" wir hier angeben wollen:

Born. Atommechanik 1. 19
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Nyl 08, vt itH, 08, i,

— &, rw' — 2 S o fw? cw?
3 : 3 R K / I i
\T ¢H., 8 .
-+ 2 S P H = W,
wood, cw’

)W H, SS“V_; 71 P H, N1 oS, e,

=R ow! U= 2o ] = el dw®
7 \vi ¢* H, \ves, @8, o8,
L st aded i, = cwl bw® dwf

‘ N7 1 o HO oS
18 ‘ k;'f_‘kn nt ody - 0dy, ow'  dwl

AN cH, 08, _,

- aJk ow,’
N1 eiH, s, e,
L-1~-‘:2-,';_1<"L‘ 1)!aJk1"'aJkn4 9”71:? g
eH, | 08, P
o J T T H =W (J).
} % aJ}, Ru,ko _l_ i 11( )

Alle Gleichungen haben die Form

~oH, 08
19 0 “n o I’V J — (]) 0 J’,
< ) - 8ch a,wkU n(~ ,' n(w
wo &, eine bekannte, in den w" periodische Funktion und §,
und W,_ gesuchte Funktionen sind. Wir erhalten genau wie
beim frither behandelten ersten Schritt des Verfahrens durch
Mittelung {iber den zeitlichen Ablauf der ungestérten Bewegung

und
2 N0 @8, —
( 1) T’ Y (J) E\,wklj QI)”,

wo Q~5n wieder den ,periodischen Anteil* der Funktion @ be-
deutet.

Wenn wir auch hier die rechte Seite als FouriEr-Reihe
schreiben:

B, — N4, i,

n
z
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in der kein konstantes Glied auftritt, so liefert die Integration
von (21,

© 1 4, -
(23) S — \7 i ez:uwu' .

n ~ 2z (1)

r

Damit ist die gestellte Aufgabe formal gelost.

Um das Verfahren zu erliutern. wollen wir die Rechnung
bis zur Darstellung von W, durch die Fourier-Koeffizienten
der Stérungsfunktion durchfilhren. Nach (13) ist
S - \7’ 1 rflz 6:3.7’;'/{100)

21 (1vY ’
wo A, die FoURIER-Koeffizienten von H sind und das Glied
mit 7, =7, = -+~ 7,=0 nicht vorkommt. Die Gleichung (17)
fir W, schreibt sich jetzt folgendermaBen:

P .0
N0 "5-_- ] \11 (2] 7\ VT, GyA A 62:1171,71 )

0 e DV ] i il 0y (90
- cw, 2 ], - (rv)(oa

r

\? \ \7’ (A [ Au Lot gL -
+ M St bl Hy o= W,.
T T e S

W, erhilt man durch Mittelbildung:

1 701' \7/ ATA,, A >y/cA, TAA

T G T H,=W,.
2 og = KUV T Gy e e T e
kj E o«
Hierfiir kann man
23) Wy i, — | NN <'A -
- N 2 —“ T 'oJ 17 )
schreiben, oder (was dasselbe ist, der Fall i7r% == 0) ist ja aus-
geschlossen):
. = T\ o (14,
(24) I&g = 1]2 — }, Ao, < o -
vasoE F ANy V/

Wir besprechen jetzt noch kurz die Fraye der Konvergenz
der so erhaltenen Reihen. Es handelt sich darum, ob das Klein-
werden der Nenner (7»"), das beim Fortschreiten zu héheren
Gliedern der Reihe immer wieder vorkommen mufl, die Kon-

19%*
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vergenz cder Reilie zerstort oder ob diesc durch ein entsprechen-
des Kleinwerden der Zihler wieder hergestellt werden kann.
Bruas®t hat gezeigt. daB diex ganz vom zahlentheoretischen
Charakter der Frequenzverhiltnisse v ":0,%:- -2 »” abhiingt. Kr
fand folgenden Satz: Dicjenigen Werte der Perioden »,°, fir welche
die Reihen absolut konvergieren, und diejenigen, fir die nicht cinmal
dax cinzelne Glied der Reihe nach null konvergiert, liegen beliebiy
dicht.  Beachtet man, dafl die kao Funktionen der J, sind, so
folgt. dal} dic Funktion 8. die nach dem hier befolgten Ver-
fahren konstruiert ist, kemne stetige Funktion der J, ist. Da
andererseits diese Stetigkeit vorausgesetzt werden mul, damit dice
Hamirroxschen Gleichungen auf Grund von (3) und J. = const,
o , ;
", , :]]. l
die Bewegung nicht notwendig mit beliebiger Genauigkeit dar-
stellen, auch dann nicht, wenn sie zufillig gerade konvergiercn.

Diese Ergebnisse von BruUNs werden ergidnzt dareh Unter-
suchangein Po1NcarEes®; aus diesen geht hervor: Esist, von Sonder-
féllen abgesehen, auch bei noch so kleiner Storungsfunktion nicht mag-
lich, die Bewegung des gestorten Systems in Strenge durch konvergente
/-fache FOURIER- Reihen in dzy Zeit zu beschreiben und zeitlich kon-
stante Groflen J, cinzufithren, die zur Festlegung der Quantenbaknen
dienen konnten. Deshalb ist es bisher nicht einmal moéglich ge-
wesen. den langgesuchten Stahilitdtsbeweis des Planetensystems
zu fihren. d. h. zu heweisen, dall die Entfernungen der Planeten
voneinander and von der Sonne stets innerhalb endlicher, fester
Schranken Dbleihen. auch wenn man unendlich lange Zeiten in
Betracht zieht.

Obwohl das in Rede stchende Niherungsverfahren nicht im
strengen Sinne konvergent ist, hat es sich dennoch in der
Himmelsmechanik als sehr brauchbar erwiesen. Es lieB sich
namlich zeigen. dall die Reihen ecine Art von Semikonvergenz
besitzen® . Wenn sie an geeigneter Stelle abgebrochen werden,
stelien sie dic Bewegung des gestorten Systems mit grofler Ge-

const befriedigt sind. folgt. daBl unsere Reihen

) H. Bruxs: Astr. Nachr. Bd. 109, 8. 215. 1884; C. L. CHARTJER:
Mechanik des Himmels, Bd. 2, 8. 307. Leipzig 1907.

%) H. Poixcart: Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, Paris
1892—99: Bd. I, Kap. V.

3y H. Porxcare: loe. cit. Bd. I, Kap. VIII.
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nauigkeit dar. zwar nicht fiir belichig lange Zeiten. aber doch
tir praktisch sehr lange Zeiten. Hierqus sieht man schon rein
theoretiseh, dafs die absolute Stabilitit der Atome auf diesem Wege
nicht begriindel werden kann. Man wird sich aber zunichst iber
diese prinzipiellen Schwierigkeiten hinwegsetzen und versuchs-
weise die Energieberechnung durchfithren. um zu sehen. ob man
hier ehenso Ubereinstimmung mit der Erfahrung bekommt. wie
in der Himmelsmechanik.

§42. Anwendung auf den anharmonischen Oszillator.

Im Falle nur ecines Freiheitsgrades 146t sich die Bewegung
stets darch cine Quadratur finden (vgl. § 9); oft fithrt aber
die Anwendung des in § 41 geschilderten Niherungsverfahrens
einfacher zum Ziel.

Wir wihlen als Beispiel den schon (§ 12) auf elementarem
Wege berechneten «anharmonischen linearen Oszillator, bei dem
die Abweichung vom harmonischen Verhalten klein ist. Seine
Hazrrroxsche Funktion hat die Form [vgl. (3) § 121:

1 He1H, il - *H,-
WO
. - ! p*-- " 00"y
v 2m 2
23/‘\ //1 —a (13
H, bg

ist. Dic Winkel- und Wirkungsvariabeln der ungestérten Be-
wegung, die hier die des harmonischen Oszillators ist. ergeben
sich 1vgl. § 7) durch die kanonische Transformation mit der
Erzeugenden

. m .
Vrg, u®y - ol g etg 2au’,
also durch:
cJo
g |- —y-sin 2w’
an’m

o

p/w’mJ o
p o= V - —co8 2mw”.
7
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Driicken wir H durch «° und J? aus. so erhalten wir:

7,0 70 ‘90 0
Hy=»"J" (2701 = ")
—5— 3
J? ey
{3 H =a ~goe sin® 2 g uf,
aw’m
JO N
H,=bh < o) sint 2 ud,
- T WM
. . . R é8 .
Wir bestimmen jetzt W,(J) und —& aus der Gleichung (9)
\ ouw :
des § 41 und finden:
1. o H o—
(4 W, = H, —
— 2
¢S a -y ..
(5) R g /- o sin? 27w,
aw O Y am®m

Die Abweichung von der harmonischen Bindung macht sich
also in der Energie noch nicht in Gliedern bemerkbar, die
proportional der Abwecichung sind. Wohl aber bekommt die
Bewegung in dieser Néherung ein Zusatzglied, das von §,
herriihrt.

Um eine Zusatzenergie zu erhalten, miissen wir noch
den zweiten Schritt des N&aherungsverfahrens tun. Aus der
Gleichung (17) des § 41 folgern wir

8 cH, 8
T . T Gy S
et g cwo T 2
und
oH, o8 :
W, e L.t H
: oJ ou' 2
Die Ausrechnung ergibt
. 15 J? 3 J?
(6) W, = - —a SR
4 (2 n')h 1,0 m> 2 (\) )4 ,VO-m_

Das a® proportionale Glied steht in Ubereinstimmung mit
unseremn fritheren Ergebnis (9) § 12.

Aus (5) kénnen wir noch den Einflul der Abweichung von
der harmonischen Bindung auf die Schwingung herleiten. Wir
erhalten
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: 3
. af2J 1., 9

(T8, 7 s g SIDF2auteos 2aw’ - | cos 2w’
‘ 2 00 A3 3
und

a8
w =

cd

, lak2J o
- ! 5 , (sin® 2 7w° cos 2 7w’ - 2 cos 2w w?),
(2 9% Y on' /

(" LS ; a [ 77’ T3

’ y / * . s
Jo= T e . sin®2 auP.

e » 9250 m

Durch Auflésen der ersten Gleichung nach w° und Einsetzen
der Werte von »°, J® in

0

220 m

; JO
q= l/ 5 ——8in 2 7w

erhilt man durch elementare Rochnung das Frgebnis (11
des §12:
J . , J
8) 4= = o -Sin2xw — ia . (34 cos4aw).
2 m 12 200"

Als Beispiol eines verwickelteren Falles wollen wir die Be-
rechnung des rdumlichen anharmonischen Oszillators oder eines
beliebigen  Systems gekoppelier Oszillatoren andeutent!).  Seine
Hawmtrronsche Funktion ist

O He A H, S PH,
WO

[

Sr( 1 . .
Hy = Y P - ?’{wkoqk'}:)

0 = Zm 2
| _ v 3 2
(10" H = Yaq"+ Xagq7q - Nag 0.9,
T ko e '
RN IR 2,2 ! q.3
H, = % b - = (bkj 9 9 - bkj O qj)
v 7

+k‘§ b’ 4% ’}‘kﬁ\:nbkam BT D 9m

1) M. Bory u. Ii. Bropy: Zeitschr. f. Physik Bd. 6, S. 140. 1921.
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ist: dabei treffen wir die Verabredung, dal verschieden be-
zeichnete Indizes auch stets verschiedene der Zahlen 1,2, .... f
hedeuten sollen. Die Koeffizienten besitzen natiirlich dieselben
Svmmetrieeigenschaften, wie die dahinterstehenden Produkte
der ¢.

Wir setzen voraus, dafl die » " nicht kommensurabel sind.
Wir fithren zundchst die Winkel- und Wirkungsvariabeln ', J°
der ungestdrten Bewegung ein, dann wird

f

}{() - .lV 'V'I:O ']I:O
=1
und in H , /1, ist
- ”7] O
: N ; Yk . 0
g, = Q. sin g, (Q / oYL =2aw
I k {1 ; & - “)1.-0 m ! 1 k

su setzen. Da | ein Polynom ungerader Ordnung der ¢, ist,
s0 folgt sofort

11 W, o= Hy = 0.

U I}, zu berechnen, haben wir nur die FoURIER-Koeffizienten
A, von H, aufzusuchen; dabei hat mnan den Vorteil. dafi H,
eine abbrechende Reihe ist.

Wir benutzen die Identitét

dsingsin fsiny == — sin{¢-- gy —~sin( -« gy
Lsin(e — f — ) --sinfe — f — v,

um A, in eine FovRrter - Reihe umzuformen. Man erhilt:

12 H =+ Na, @Q?{—sin3¢, - 3sing,)
‘ 3 )

Lo 20).[— sin (3 Lo 28ing. —~sin (2@, — ¢
x—ak" Q2 Q;|—sin(2¢, + ¢, 2s8ing, —sin (2, — ¢ );

<

Al

|~

1
T

Ay Q, (‘)j. Q, |— sin (¢, + @, -l @) - 3 sin (¢ = ;— P,

~

kj

Ordnet man dies in eine Fourikr-Reihe

(13) H, — N B,sin(rg) = N Aic'"",
WwWo
(14) A= B - B)

! 24 T I

ist. so erhiilt man fir die Koeffizienten:



§ 42. Anwendung auf den anharmonischen Oszillator. 207

: al: Q/;:; - é l‘ (I:)- k Q)E Qk [/TI; = 1.
J

alle tbrigen 7 gleich 0

! 3 : P
Ay Qk Ty = 3.
alle iibrigen t gleich 0)).
1 2 PP o
— 4,070, ), == 2, L A L, )
alle dbrigen r gleich 0,
1 2 =2 =
B, = 1 a’]:j Qk Q.i (\Tk - Tj - 1 °
alle ibrigen v gleich 0.
- (l'/;lel.- QJQ/ .= T, = =1, )
alle brigen 7 gleich 0.
2, Q,Q;Q, T =7 =1 =1

alle dbrigen v gleich (i .

0 (in allen iibrigen Féllen .

Dabei sind die Glieder mit gleichen Kombinationen der r iz. B.
ne=t=r=1fur (k. j, 0 -:11,2,3 und 1,3.2 und (2, 1. 3) usw.) hereit~
zusammengefaft.

Aus A4, *=A4,4_,=1(B, — b’_,)"' bekommt man jetzt:

1
it
1= _ 5 2 32 , R
15 A= 13,07 .,_:_(LJ.];Q‘[ Q) T, ==1.
J alle iibrigen 7 gleich 1 |
' 2 8 ) s
Al = iat @ LT =3, )
alle iibrigen 7 gleich 0.
2 11402 lr |9 lg =
c Ay *"Ak_;_makj Q, Q‘/. \‘[“_2,»'5 1.

alle ubrlgen 7 gleich 0,

kil T N Q/.Q QF ‘\’1.:‘_"‘7 = TZ‘LM1\
alle ubrlgen T gleich 0.
0 rin allen iibrigen Fillen .

A

Nach (23) § 41 erhélt man:

b

) n 1 cA, . A
(161 Wy =2 X0 Q0+ N0, Q207 -; (f g )
Voo et e )
_TJ'/ 4 vk()g ,,0 k CJ a:]j/
Ny L A
k/j;-l/ LV]“O _;7— vjo ;7\'7 yl“ 81]—];
} 1 8Ak,-l ‘ (/Akylr B ;‘A_ikjl\m
EUCOREST YL Sy S A ) -
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Die Grofen ,° sind von erster Ordnung in den J, die Grofien 4
von dritter Ordnung, also ist W, eine quadratische Form der .J, .
Wir konnen demnach die Gesamtenergie folgendermalien
schreiben:

y QY : 0 E
(174 W—:_\ Vko.]k"'*zljkaj']'kl['.
k 1)

R . .
Die »;; lassen sich aus (16) berechnen.

Man sieht, daf das Verfahren bereits in dieser Naherung

versagt. wenn eine der folgenden Kommensurabilititen auftritt:

0,0 0 _ 30 __,0
gV oy =Y

2y
d. h. wenn eine Drequenz des ungestdrten Systems gleich dem
doppelten einer andercn oder gleich der Summe zweier anderen
wird.
Die Formel (17) findet Anwendung in der Theorie der
thermischen Ausdehnung fester Korper') und in dor Banden-
theorie mehratomiger Molekeln®?),

§ 43. Storungen eines eigentlich entarteten Systems.

Wenn zwisehen den Frequenzen »° des ungestorten Systems
cine ganzzahlige linearc Beziehung besteht, so werden, wie wir
sahen, gewisse Nenner in den Gliedern der Reihen des § 41
null. und das Verfahren ist nicht anwendbar.

Wir betrachten zuniichst den I'all der ,eigentlichen® Ent-
artung, d.h. wir nehmen an, dal zwischen den Frequenzen »°
der ungestdrten Bewegung eine Beziehung

lTl’ )—’

identisch in den JY besteht. In diesem Falle transformieren
wir die Winkel- und Wirkungsvariabeln w,°, J.° so, dall sie in
nichtentartete w,°. J.2 und entartete w,°, J,,“ (1/0 = () geschieden
werden konnen (¢==1,2---s; p=5+4 1---f). H, hingt dann
nur von den J.° ab (§ 15, S. 105).

1y Literatur hieriiber s. M. Bor~N: Atomtheorie des festen Zustandes,
Teipzig 1923; auch Encykl. d. math. Wiss. V, 25, § 291

?) M. Bor~N u. I&. HUckrL: Physikal. Zeitschr. Bd. 24, S.1. 1928, —
M. Borx u. W. HEISENBERG: Ann. d. Physik Bd. 74, S.1. 1924
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Man konnte jetzt den Ansatz

v \7 0 R 2 Q
8 = = wlJ, A8, A8,

versuchen. Durch Einsetzen in die Hauirrox-JacoBische Glei-
chung (7) § 41 erhiclte man wieder Gleichung (9). Bei der nun
erfolgenden Mitt:lung iiber die ungestdorte Bewegung bliebe
aber in H, {w"J) die Abhingigkeit von w,° bestchen. Wir kénnen
also das Verfahren nicht ohne weiteres anwenden. Der tiefere
physikalische Grund dafiir besteht darin, daf die Variabeln w®, J°.
denen sich die Winkel- und Wirkungsvariabeln w, JJ der ge-
storten Bewegung anschliefen, durch die ungestorte Bewegung
noch gar nicht bes timmt sind; wegen ihres entarteten Charakters
konnen statt cer J‘_,"’ bei geeigneter Wahl des Koordinaten-
svstems andere entartete Wirkungsvariable eingefithrt werden,
die nicht ganzzahlig mit jenen zusammenhingen.

Unsere erste Aufgabe wird also sein, statt der ,°, J,° die
richtigen Variabeln #,°. J,° zu finden. die als Au%ganv fir die
Annitherung der w, ] dienen kénnen. Dazu benutzen wir die
schon frither behandelte Methode der sikularen Storungen (vgl.
§ 181 Sie besteht darin, eine Transformation w"J" —» w" JO auf-
zusuchen. derart, dall das iiber die ungestorte Bewegung ge-

mittelte erste Glied der Stérungsfunktion H, nur von den J°

abhingig wird. Wir setzen dazu voraus, daf} H1 nicht identisch
null wird; auf den Fall, wo es identisch verschwindet, werden
wir unten zurlickkommen. Wir haben jetzt wie frither (§ 18)
eine Havrvron-Jacorische Gleichung

{1 H (J. 5 w0, J,% = W, (J°
aufzuldsen. Diese Aufgabe haben wir im § 18 ausfithrlich be-

trachtet. Wenn sie durch Separation der Gleichung (1) lésbar
ist, erhalten wir neue Winkel- und Wirkungsvariable ,°, J_L_O.
Ist
Jroe Nae 000 -V (w0 J,COIJ
x
die Erzeugende der Transformation, so haben wir:
oV,

0 T 0. _, 0
JO T 10w 0
li
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o1 o
S w,! L.

(0 8]0

L [ ‘N',,“

Wir fihren jetzt die «*J," in diec Hasmuroxsche Funktion
unserer Bewegung ein:

2 e g O - a0 T JEH, (60T 0 -
und suchon wie im § 41 die Erzeugende va,‘”, J,_)

Soo8, A8, 28,

0 2
ciner kanonischen Transformation, die die w,°,J," in Winkel-
und Wirkungsvariable w,, J, der gestérten Bewegung tiberfiihrt.
Dies liefert wiederwn die Gleichungen (91 (17}, allgemein (18)

des § 41, wenn wir statt w,”, J,” wieder ", J ? schreiben.

Dic Auflosung gestaltet sich etwas anders, da die GrofBen

1 : P .

" Yo verschwinden. Lisen wir Glleichung (11} des § 41:

o,

3 -,

wo 1}1 - H - Iilil der periodische Anteil von H, ist, so hleibt

in 8, elue additive Funktion R, uubestimmt, die auBer von
den J, nur von den w,” abhingt. Whr bestimmen sie bei der
nachsten Néherung. 8, hat jetzt die Form

4 S =80 R

1,
WO Sl" eine bekannte Funktion ist.

Setzt man dies in die Gleichung (17) § 41 der niichsten
Niherung
\7/’ffo /SL, \71 (,fiffn /'Sl (“S] } \WC‘H] ?_'Sl
~ o pwp T 2 od ¢ J'/. ‘ u'r/‘“ cwd = o J cw)l

13 1
Hy =, (J)

ein, so sind alle Glieder. die 8," enthalten, als bekannt an-

zusehen; die Glieder mit R, sind es noch nicht, so dall /17)

§ 41 die Form erhalt:
S - Q . .

6 \7¢ H, ’;b;? (T \vﬁHl ’B{:

— d,cw’ ~ad, cw)’

o o

W,
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5

Zur [rliuterung bemerken wir, dall die Koeffizienten "o
‘ o, od
der quadratischen Iform in der Differentialgleichung nur dann
von null verschieden sind, wenn J, und J, zu den J,, gehoren.
Aus Gleichung (6) kann man W, (J), R, und ecinen Anteil
8,” von 8§, bestimmen. Bezeichnen wir wie vorhin Mittelwerte
iiber den Einheitskubus des ,°- Raumes durch einfaches Uber-
streichen, ferner Mittelwerte tiber den Kinheitskubus des ge-
samten o0, %-Raumes durch doppeltes Uberstreichen, so wird

i7) Wyt —= &
ferner wird

e \V/'[[] ('h)] . (i)
-, cu] )

wo ¢ =2 - @ ist. Die Gleichung hat denselben Bau wie (31
und Bt sich auf entsprechende Weise 16sen.  Schliellich haben
wir noch

N S,

4. , == (i).
-— /J., /7(‘,,“

Daraus bestimmt man
10, 8,890 R,

wo 8," eine bekannte Funktion von . ’,.J, und R, eine noch
. st

Das Verfahren lif3t sich nun fortsetzen; der nichste Schritt
liefert uns W, (J). B, w."J,1 und einen Anteil Sﬂ" von §,;, usw.
Das  Ergebnis ist auch hier eine Reihenentwicklung der

unbestimmte [Funktion von ), J

Energie
(11 Wee Wy - 20 22 Wad =

17K/

Diese Betrachtungen enthalten eine Rechtfertigung unseres
fritheren Verfahrens (§ 18], die sikularen Stérungen zu be-
stimmen, indem sie als erste Ndherungen eines formal beliebig
fortsetzbaren Niherungsverfahrens auftreten. Die hoheren Nahe-
rungen liefern uns periodische Schwankungen der w,®und J,°,
deren Amplituden héchstens von der GroBenordnung 4 sind.
Sikulare Bewegungen der 1w, °J,” treten nicht auf; auch zu den
beim ersten Schritt berechneten Sikularbewegungen von w,J,¢
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troten nur noch periodische Schwankingen, deren Frequenz
von gleicher Gréflenordnung wie jene sind und deren Amnplituden
mit 4 gehen.

Wir sehen weiter, dal} die Glieder I}l = H — H1 zur Energie
nur einen Beitrag hoherer (zweiter' Ordnung liefern, obwohl
sie sich in der Bewegung des Systems schon in erster Ordnung
geltend machen.

Das bishor besprochene Verfahren versagt, wenn identisch
fin den a0 J,"

H =0

ist, ein Fall, der sehr hdufiz vorkommt. Eine genauere Unter-
suchung zeigh, dall die Sikularbewegung der w,’J,° und die
Zusatzenergie W, aus der Hamivrox-JacoBischen Gleichung
folgt. die man erhdlt, wenn man in (5) fiir .§, den aus (3)
folgenden Ausdruck einsetzt und die Gleichung uber die un-
gestorte Bewegung mittelt. Das Verfahren 1af3t sich auch fort-
setzen, wobei es vor allem darauf ankommt, durch eine ge-
eignete kanonische Substitution H, ganz aus der Stérungs-
funktion fortzuschaffent).

Es konnen noch andere besondere Fille eintreten, z. B. daf
die aus (1) bestimmte Sikularbewcgung selbst wieder entartet

L . . W -
ist, indem zwischen den Groflen - * Kommensurabilititen be-

o
o

stehen. Man hat dann die sikularen Bewegungen der in erster
Niaherang noch entarteten Variabeln aus der ndchsten Niherung
zu bestimmen,

§ 44. Beispiel einer zufilligen Entartung.

Auch dann, wenn keine eigentliche Entartung des unge-
storten Systems vorliegt, kann das Néherungsverfahren des
§ 41 versagen, nimlich, wenn gerade fiir die besonderen Werte,
die die J," bei der ungestdrten Bewegung haben und die durch
Quantenbedingungen festgelegt sind, Beziehungen von der Form

(1) Moy =0

1) Siehe M. Borx und W. HuisexsERG: Ann. d. Physik Bd. 74, 8. 1.
1924,
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bestehen. Wir sprechen dann von zufdlliger Entartung. Man
kann dann die ,® so wihlen, dal fiir jene besonderen Worte
von J,” die Frequenzen »,” verschwinden (9 =¢--1.-.f) und
die Frequenzen », (¢ ==1, 2 --- s) inkommensurabel sind. Aber
in der ungestorten Bewegung sind, wie schon gesagt, auch die
J,' durch Quantenbedingungen festzulegen. Zufdillig eniartete
Freiheitsgrade unterliegen also Quantenbedingungen, eigentlich ent-
artete nicht.

In der Astronomie ist die zufillige Entartung eine seltene
und merkwiirdige Ausnahme: dal} sie exakt erfiillt ist. ist sogar
unendlich unwahrscheinlich. Nahezu vorhanden ist sie z. B.
bei den Storungen einiger kleiner Planeten (Achilles, Patroklus,
Hektor, Nestor, die fast dieselbe Umlaufszeit haben wie Jupiter.
In der Atomtheorie dagegen, wo die J,” nur diskrete Werte
haben koénnen, sind zutillige Entartungen sehr haufig.

Die wichtigsten Eigenschaften zufillig entarteter Svsteme
wmogen an einem einfachen Beispicl!) erldutert werden.

Wir denken uns auf derselben Achse zwei gleiche Rotatoren
vom Triighoitsmoment A. deren Stellungen durch die Winkel ¢,
und ¢, bestimmt sein mdgen. Solange sic keine Wechselwirkung
aufeinander ausiiben, laufen beide gleichférmig um. Die Winkel-
und Wirkungsvariabeln sind durch

U4

o0 0 __ o,

w, = 5. J'=27p,,
.

w,” = fi’ J,0=2ap,

2a
gegeben: p, und p, sind die Drehimpulse. Die Energie ist

1

2) M= g2 4

WOt 0 = W,
Wenn wir J,* und J,° durch Quantenbedingungen festlegen,
so sind die beiden Umlaufsfrequenzen stets kommensurabel;
insbesondere sind sie gleich, wenn J,° =J,° ist.

Wir nehmen jetzt als Storung dieser Bewegung eine Wechsel-
wirkung der beiden Rotatoren an, deren Drehmoment mit
sin (¢, -- ¢,) proportional ist; dann lautet die Energie

11 M. Borx und W, HEIsEXBERG: Zeitschr. f. Physik. Bd. 14, S.44.1923.
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H~H, il

L

How= 11— cos 27, — e,

ist und « die Stirke der Koppelung angibt. Wir kénnen das

gestérte Problem  hier streng ldsen.

kanonische Transformation

.0 SO 0__ g0 . _ g0
0 ey = e P A

Lo ?I'__,“J — 'O, ']10 - JﬂO —J'o

1

ausfithren. <o wird

nnd dieser Ausdruck enthillt nur eine Koordinate '

Jn'-' ,]"‘: )
H - T A0l cos 4’0y,
VT L

Wenn wir nimlich die

O, Y ist

zvklisch. also J® konstant: wir setzen es gleich J. Da die
Transformation (5) der ./ ® nicht die Determinante 41 hat.
<ind J und J'° nicht gerade Wirkungsvariable des ungestorten
Svstems. Wir dirfen daher JJ nur so durch Quantenbedingungen
festlegen, dall beim Ubergang zum ungestorten Syvstem J - J0
ein geradzahliges Vielfaches von A ist. Statt J'° haben wir bei
der gestérten Bewegung das Wirkungsintegral

e

e

Y [ ———— .
7 J = Cb l i b1 - ksin*270'0d (2 w'Y),
WO
95
S =4 L =k
v
167% .4

gesetzt ist.

=0 wird

it

Bentitzen wir die Abkiirzung
Cb I'1— k*sin*yp dy = 4-Eik),
124

J == 8 (k).
3 k)

Um die Energie als Funktion der Wirkungsvariabeln zu

= C‘)l 1677 A W—4iil—cosdguw't| —J dw'"

er-
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halten. hat man (¢ nach £ aufzulosen und die Losung in die
aus ¥ folgende Gleichung
J? 24

(100 ”v;—:;
' 16774 IS

einzusetzen. Im Kalle & -1 macht w'? eine Librationsbewegung;
in den Librationsgrenzen ist

. 1
sin2xw’% =+ .
/\‘
s . . . L1
und das Integral K k) ist zwischen den Grenzen sin iy = == 7
hin und her zu erstrecken. Im Falle & <t macht w'" eine

Rotationsbewegung: das Integral ist von 0 bis 2 7 zu erstrecken,
und Kk bedeutet das vollstiindige elliptische Integral zweiter
Gattung.

Fiir die weitere Ausrechnung haben wir zwei Fille zu
zu unterscheiden:

[Esist JU 0 J0 2200 die ungestorte Bewegung hat

N

zwei ungleiche Frequenzen. Dann ist I -— 1652 Yon null
e

verschieden und 4 verschwindet mit 4. Fiir hinreichend kleine
. haben wir sicher Rotationsbewegung von % und fir E(k
konnen wir die Entwicklung

T/ k®
11 Kk = rl*r '-x>
! =5y
benutzen. Man erhilt so aus (9

24 J*

y — s - /:
k* 1674 °
und aux 10 :
1

12 W= NN U A I
o 16224 .

IL Es ist J,"=J,° J=0, d. h. die Frequenzen der un-

. . . . J*? i

gestérten Bewegung sind gleich. Dann wird W, — oA = 0,

der Nenner in Gleichung (8) wird von der Gréfenordnung 4,
und &* hat fir endliche Werte von W, die GroBenordnung 1.
Es kann sowohl Libration wie Rotation von w’? auftreten, und

jorun. Atommechanik L. 20
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Abb. 38.

die Entwicklung (11} ist nicht mehr brauchbar. Fiir groBere
Werte von W, wird k-2 1, also Rotation; fiir kleinere Werte
von W, wird % >1, also Libration. Die Librationsgrenzen
werden um so enger, je kleiner W, ist; fiir W, = 0 schrumpft
die Bildkurve der Bewegung in der {(w'®, J'%)-Ebenc in das
Librationszentrum w’® = 0, J'® =0 oder w'® =}, J'® = 0 zu-
sammen. Negative W, kommen nicht vor, da dann J’ imaginir
wiirde (nach (7)). Ohne Beriicksichtigung der Quantenbedingungen
sind nun alle diese Bewegungen moglich, da W, kontinuierlich
verteilte Werte annehmen kann.

Nun fordert aber die Quantentheorie fiir J’ ein ganzzahliges
Vielfaches von k; ferner ist J' proportional ¥4 (nach (7)), muf}
also fiir kleine 4 beliebig klein werden konnen. Diese beiden
Bedingungen erfiillt nur der Wert

J'=0.

Bei einer Rotation von w'? ist dies iiberhanpt nicht mdglich,
bei Libration nur in den Grenzfillen w'®=0, J'°=0 und
w0—=1L, J%-=0. In der gestorten Bewegung laufen also die
beiden Rotatoren streng in gleicher Phase. Wir haben nur eine
Frequenz, aber zwei Quantenbedingungen.

Fordert man nur, daB die Bewegungsgleichungen erfiillt
sind, ohne dafl der Zustand stabil zu sein braucht, so sind
auch die Fille w'® =1, J'*=0 und w'® =73, J'° = 0 méglich.

In jeder Nachbarschaft der durch w'® = 1 und ¥ angegebenen
Bewegungen gibt es aber Rotations- und Librationsbewegungen,
1 3

bei denen sich w’® weit von dem Werte w’® =1 oder $ ent-

fernt. Fiir ' = ! und 2 ist also unsere Bewegung mit Phasen-
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bezichung im mechanischen Sinne unstabil. Dic Kalle 0’0 = ]
und ? sind in diesem Falle auch energetisch unstabil, indem H
dort ein Maximum hat. Wir werden aber auch Fille kennen
lernen, wo die mechanisch stabile Bewegung energetisch un-
stabil 1ist.

Man kann diese besonderen Bewegungen sehr einfach da-
durch kennzeichnen, daBl sie die einzigen Losungen der Be-
wegungsgleichungen

dw’® oH dJ'° . ¢H

At pJee dt ow'Y

sind, bei denen w’® konstant ist, die Rotatoren also mit kon-
stanter Phasendifferonz umlaufen. Aus dem Energiesatz

H{JO J0 w0’ = W

folgt dann. da auch J° konstant ist. die Konstanz von J'9;
somit ist

ol

Lo = 0.

-
dw’

Diese (leichung hat nach (6) die Losungen

70 __ ] 1 3
w 77-0, s 99 4

Aus der ersten Bewegungsgleichung folgt dann nach (6):
J'0=0.

Wir haben hier das erste Beispiel, dal gerade durch die
Quantenbedingungen aus der Menge verwickelter mechanischer Be-
wegungen eine besonders emfache als stationdrer Zustand heraus-
gehoben wird. Wir werden sehen, daB ganz allgemein die ein-
fachen Bewegungen mit Phasenbeziehungen besonders ausge-
zeichnet sind.

$ 45. Phasenbeziehungen bei Bohrschen Atomen und
Molekeln.

In der Astronomie ist. wie wir schon sagten, die zufillige
Entartung des ungestdrten Systems eine seltene Ausnahme. In
der Atomphysik spielt sie jedoch eine sehr wichtige Rolle.

Einerseits treten nach den Bourschen Vorstellungen iiber den
20*
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Aufbau der hoheren Atome in diesen stets eine ganzo Reihe
uleichavtiger Bahnen auf. andererseits sind nach der Quanten-
theorie auch die Umlaufszeiten der KrerLkr-Bewegungen mit
verschiedenen Hauptquantenzahlen stets kommensurabel, da sie
sich wie die dritten Potenzen ganzer Zahlen verhalten.

Nach der Diskussion des Beispiels im vorigen Paragraphen
werden wir erwarten, dall auch allgemein in solchen Fillen
zufilliger Entartung die Quantenbedingungen exakte Phasen-
heziehungen und damit also besonders einfache Bewegungs-
formen ecrzwingen werden. Da der Nachweis fiir beliebige
Niherungen etwas umstdndlich ist und wegen der fiiv ihn er-
forderlichen mathcematischen Methode erst an spitercr Stelle
gegeben werden kann, so sei bier zunichst ein einfacheres Ver-
fahren angegeben. durch das man die Phasenbezichungen aller-
dings nur in erster Niheruny erhilt.

In diesem Paragraphen vernachlissigen wir also alle Aus-
driicke, die in 4 von hoherem als erstem Grade sind, also auch
schon z. B. f'=.

Schen wir vom Vorhandensein eigentlicher Entartungen zu-
niichst ab, nehmen aber mehrfache zufillige Entartungen an.
so konnen wir dic Winkel- und Wirkungsvariabeln w,°, J°

k=1, 2--.1, des ungestérten Systems so withlen, daf »."
(¢ ==1,2..-s) von null verschieden und inkommensurabel sind,
withrend »,° (0==s- - 1,--- /) fir die besonderen Werte, die

die J.° bei der ungestérten Bewegung haben, verschwinden.
Ex soll also {/'— s)-fache zufallige Entartung vorliegen.

Wir schreiben (unter Anderung der Indizierung, die Ha-
MmitToN=che Funktion in der Form

"!1 / H = H() ";’]ko,\) A H;’ (‘\zt‘,{”,Jk(’)

und suchen die Energiekonstante durch cine Reihe von der
Gestalt

(21 W—=W,J ,‘_) AW
darzustellen. Wiirden wir wie frither den Ansatz
§=28, (ka,JL_} -+ 28, 171‘,;“. J,)

machen. so erhielten wir fir fir 8, Ausdriicke, in denen Nenner
auftreten, die fiir 4 =0 verschwinden. d.h. § ist eine fiir
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/o —- 0 niehit mehr analytische Funktion von 4. BoHLIN'j hat
nun gezeigt. dafl ecine nach Potenzen von |4 fortsehreitende
ntwicklung

(3) S8, s LS, -
sum Ziel fiihrt.  Hier ist wieder (vgl. § 411
L AT, 0
‘\” T % Il ]‘{ J]- s

und S8, sind periodisch in den ? (Periode 1. Setzt man

) . . . . . N

, fir 0 in die Haauvroxsche Funktion 11 cin. <o lilt
T ‘
R

sich der Ansatz (20 erfillen, wenn die Gleichungen

4

i, Hood e W,
L . \1(//0 /LSJ ) 0
! — i, ol
\vl //“ /A\'_’ . I \Y ro“.z/l“ «Sl / Avl .
1hy o i : ) 11, W,/
2 — ., e 20— o e ow S o B =
' s/ : J v /
velten.
Aus (4,1 findet man .. Da 8, eine periodische Funktion
0, [}) ; 1 [
der " sein soll. folgt aus 4
sy
10 == {)
A0
N
dagegen bleiben die GroBen 1 hoch unbestimmt. Aus (4.
e e 0 \Fa)

erhalten wir durch Mittelung iiher die ungestdrte Bewegung
ralso itber die et alleind:

il ¢ N
RCIVEY /N RN

1D
2 = (,/., /J,; ( N‘,,U o,

P e A N el R

Dies st eine partielle Differentialgleichung vom Hamivron-
Jacoerschen Tyvpus.  Sie Lt sich nicht allgemein integrieren,

1) K. Bourin: Uber eine neue Anniherungsmethode in der Storungs-
theorie. Bihang till K. Svenska Vet. Akad. Handl. Bd. 14, Afd. I Nr. 5.
18x8; siehe auch z. B. H. Porscart: Méthodes nouvelles, Bd. I, Kap. XIX.
und C. L. (‘Harrirer: Mechanik des Himmels Bd. 2, 8. 466. Dic Anwen-
dung auf die Quantentheorie erfolgte durch L., NORDHWEIM: Zeitschr. f.
Physik. Bd. 17, S, 316, 1928; Bd. 21, 8. 242, 1924
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und die Methode versagt daher fur dic Aufsuchung der Be-
wegungen fiir belichbige Werte der J,.  Wir kionnen aber, wic
in dem Boispiel des § 44, zeigen, dal dic Bewegungen, bei denen
die in nullter Ndiherung konstanten w,” auch in erster Niheruny
konstant bleiben, quantentheoretisch stationdre Bewegungen sind.
Wir zeigon dies zunichst fur einen znfillig entarteten Froei-
heitsgrad. den letzten (f). Dic Gleichung (5! erhilt hier dic
Form:
o, 1 ?"’7171“ (( ‘51\

o 2
2! /,,‘J/

S0
\cw”/ ]]_I(u,/.,)m H,.

Diese  Differentialgleichung vom Hanminrox-Jacosrschen Tyvp
fir einen Freiheitsgracd 1aBt sich stets durch eine Quadratur
losen und wir finden:

. Sv .07
S, e ’ :;,,‘, ) a’w 0 ‘ I L ]ju ) duw .

6

2! fJ

Die dabei auftretende Integrationskonstante ist so festzulegen.
dal3

. ‘ " 08, o
J - (’;./,“ o 43“ du - "C’) S e
, o w
(7 . . / o /
, s,
- Jhdw - Vi - U(/u'
! ! (JU'/

ein ganzrahliges Vielfaches von /i wird. Daraus folgt, je nach-
dem ob w einc Rotation ({dw”--1) oder eine Libration

if du:f“ <. 0) macht:
= FS
'AC’) ‘ (/71' = 0
) (zc/

oder
Y s _
b4 T dw e J k.
I / /
Joy ;
\ . . , 08, .
Auf dem Integrationsweg ist der Integrand -—7% nie nega-
ow,

tiv. Im Falle der Rotation miillte also fiir alle w[“
oS
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sein. d. h. /{, wiirde gar nicht von 2(*/9 abhéingen. Dann kann

man natiirlich in dieser Niaherung nichts iiber wf’

aussagen.
Im Fall der Libration muf} Jf mit 14 klein werden, daraus
folgt ./, = 0, d. h.das Integral ist um einen unendlich kurzen Ver-
zweigungsschnitt der (w °, J 9)-Ebene zu erstrecken, die Libration
zieht sich also auf einen Punkt zusammen. Da somit «, wihrend
der Bewegung einen festen Wert behilt. hat die gestdrte Bewe-
gung nur j-- 1 Frequenzen. also keinen hiheren Periodizitéits-
grad als die ungestorte.

Der Wert, den w,” bei der Bewegung hat. mull Doppel-

wurzel von W, - /],‘1717/.") sein: er mul} also die Gleichungen

(9 W, — H, (w2
und

10 (Ii — ()

' ; ’1(‘/.0
erfullen.

Die Tatsache, dalBl w® nur ganz bestimmte Werte haben
kann, nimlich die Wurzeln von (10), bhedeutet eine Phasenbe-
ziehung in der Bewegung des Systems.

Soli dic so bestimmte Bewegung wirklich der Grenzfall
einer Libration sein —- und nur dann ist sie stabil — so mufl
der Radikand von :6) in der Umgebung der Wurzel w,” nega-
tiv sein. d. h,

H, (uiv/"\)
1 0*H,
2! (‘J/'

muli ein Minimum habon. Ist diese letzte Bedingung nicht
erfiilllt. so werden zwar die Bewegungsgleichungen
(‘IA]._, DH_}

WO 0

AV e JO= T T
befriedigt: es gibt aber in jeder noch so nahen Nachbarschaft
solche Losungen der Bewegungsgleichungen, bei denen sich die
Koordinaten weit von jenen konstanten Werten entfernen. Die

durch (9) und (10) bestimmten Bewegungen sind also dann labil.

H
Im Falle. daR (7—“} positiv ist (wie im Beispiel der beiden
“IE
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Rotatoren & 44, hat die niechanisch stabile Bewcgung den
< =Ude

o . H
kleinsten Wert von H,. Wenn aber T -0

2 P
“y
Fall kommt in der Atommechanik vor), so hat die mecha-

negativ ist (dieser

nisch stabile Bewegung gerade den gréBiten Wert von H
und die mechanisch labile den kleinsten. Es ist vorldufig
nicht zu entscheiden, ob nur die mechanisch stabilen Be-
wogungen als stationiire Bewegungen zulissig sind. Lafit man
nnr die stabilen Bewegungen zu, so kann es vorkommen. dal
cie Storungsenergie A, ein Maximum hat, im Gegensatz zu
statischen Modellen, wo die Energie stets ein Minimum ist.
LiBt man auch mechanisch labile Bewegungen zu (ihre Nach-
barbewegungen sind ja quantentheoretisch nicht erfaubt), so
ltann ex vorkommeoen. dali gerade der Normalzustand (Minimum
der Energie) zu diesen gehort.

Um dieses Verhalten zu erliutern, denken wir uns zwel
Blektronen in kreisférmigen KEpLER-Bahnen {gleichgiiltig, ob sie
um denselben oder um verschiedene Kerne umlaufen), die sich
ein wenig storen. Bahnlage und Bahnform denken wir uns
festgehalten und betrachten nur die Anderung der Bewegungs-
phasen unter dem Einflufl der stérenden Kriifte. Die Energie
der nngestorten Bewegung ist

1 10
H = — 1(— ——
J X
die ungestorten I'requenzen sind
24 2
= J;E{f Yy i Ji:s :

Tir jeden Quantenzustand (J, =n, h: J, == n,l) sind sic also
kommensurabel: 7,9, 7,7, == 0. Zerlegen wir jetzt durch
eine kanonische Substitution die Winkel- und Wirkungsvariabeln
in entartete und nicht entartote. so haben wir

o 1 . T (" -

Y \ ) __ " .

Wy = Ty Ty, J, = 5 \\J,_) - JI/J
1, ‘ 13( -

w, = Z) (T, Wy == T, wg)) J_: — 5 \J2 . J1>

zu setzen.  Wir erhalten:
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v

I 1 1
-4 A S .
G, St d, - d P

i 1
dabei ist J_, die entartete Wirkungsvariable. Bildet man nun

r"JHQ o -)4 A - 17 S 7] .
r,‘j:f i 712<J_-: + 71)4 | 1'32<j'3 —Ju)! |

so sieht man, daB dieser Ausdruck fiir alle Werte der J ne-

11

(]

gativ ist. Das Minimum der Stérungsenergie flz entspricht hier
also gerade der labilen Bewegung.

Man erkennt, dafl dieses Verhalten damit zusammenhéngt, dal
o H—(—’ <0

AR
ist, wo H, dic Energie der ungestorten KerLER-Bewegung be-
deutet. KEs wird also stets dann auftreten, wenn sich Elek-
tronenbuhnen in irgendwelchen Atomen oder Molekeln gegen-
seitig becinflussen.

Im Fualle eines Freiheitsyrades zcigte unsere Uberlegung, daf3
die Bewegungen mit Phasenbeziehuny die quantentheoretisch einzig
mdglichen sind. Genaua dasselbe gilt, wenn die Gleichung (5) durch
Separation der Variabeln l6sbar ist oder durch eine Transforma-
tion der w,” auf eine solche Form gebracht werden kann. Dann
erhilt man fiir die einzelnen Summanden von 8, Gleichungen
der Form (6) und kann alle folgenden Schliisse ebenso ziehen.

Im allgemeinen Fall kann man zwar die Notwendigkeit der
Phasenbeziehungen nicht beweisen, aber man kann zeigen. dafl
es gestorte Bewegungen mit dem gleichen Periodizitdtsgrad s wie
die ungestorten qibt, fir die Phasenbeziehungen bestehen und die
quantentheoretisch ausgezeichnet sind.

Die Differentialgleichung (3) ist dquivalent einem System
kanonischer Gleichungen

. ¢K : oK

Yo =7 7> Po = — .

0 Po 4
darin hat man fiir K den Ausdruck zu setzen, den man erhilt,
wenn man in der linken Seite von (5) die ,° durch ,Koor-
dinaten* ¢, und die ;-510 durch die konjugierten ,Impulse~

p. ersetzt:
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11 K= Nv,,op.p, + H,iq,):

oo

2 H,
od, ol
trachten. Das durch (11) gekennzeichnete mechanische System
hat im allgemeinen mehrere Gleichgewichtslagen. Bestimmt

man némlich die Werte von ¢, ==¢,° aus

dic Grollen v, = sind dabei als Konstante zu be-

oK  0H,

Tl =2 0,

0 Q. 24,
so st q, =—=¢q,°, p, = 0 ein Losungssystem der kanonischen
Gleichungen. Damit ist auch

a8, i
(12 = o == 9. 8§, == const
' ow,

cin partikulidres Integral der Differentialgleichung (5}, wenu

man die konstanten Werte von w,° aus den Gleichungen
cH, ,
(13 S —_—
‘ s,
berechnet und
W, - H,(w,°)

setzt. Dies Verfahren versagt nur. wenn das Gleichungs-
svstem (131 nicht nach den w.,° awflésbar ist, d. h. wenn die
.. Hessesche Determinante*

verschwindet.

Die gefundene Bewegung des gestorten Systems hat den
gleichen Periodizitdtsgrad s wie die ungesidrie.  Der Umstand,
dafi die Konstanten w,® nur ganz bestimmte Werte haben
konnen, bedeutet Phasenbeziehungen der gestorten Bewegung.

Die Bewogung ist nur dann stabil, wenn die Hilfsvariabeln
g, der Gleichung (11) an der Stelle ¢, = ¢,° ein stabiles Gleich-
gewicht haben. Dann sind die Nachbarbewegungen Kkleine
Schwingungen um die betrachtete ausgezeichnete Bewegung.

Dall die hier gefundenen Bewegungen die Quantenbedingungen
erfillen, sieht man folgendermafien. Es ist J,% = const und
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Kin Beispiel wird die Sachlage sofort klarlegen. Nelunen
wir die rvelativistische KEPLER-Bewegung, also die Bewegung
auf einer Kllipse mit Periheldrehung.  Die Bahn erfiillt ge-
wohnlich einen Kreisring, also cin zweidimensionales Gebiet,
itberall dicht. Die Begrenzungsflichen fiir die Librationen des
Radiusvektor sind hier konzentrische Kreise.

Lassen wir nun die Exzentrizitit der Ausgangsbahn ver-
schwinden, so riicken die beiden Begrenzungskreise immer mehr
zusammen. bis sie schliefllich verschmelzen und die Bahnkurve
in cine eindimensionale Kreisbahn iibergeht. Dabei ist eine
Entartung im Dbisherigen Ninne gar unicht vorhanden. Aber es
wird cino Winkelvariable infolge ihrer geometrischen Definition
ihier dic Perihellinge} unbestimmt, wihrend eine der Wirkungs-
‘ariabeln den  Grenzwert einer Realitdtsbedingung annimmt.
Bei der relativistischen KerLer-Ellipse ist z. B. allgemein J, < .J,
und hier J, = .J,. Wir werden daher diesen Fall passend mit
(irenzentartung bezeichnen,

Weitere Beispiele bilden beim Zeemax-Effekt (§ 34) cine
zu der Ieldrichtung senkrechte Bahn, bei dem Zweizentren-
problem (§ 39) eine solche. die ganz auf einem Rotations-
ellipsoid verlduft nsw. Zur Veranschaulichung werden wir auch
weiterhin von Kreisbahnen, Exzentrizititen usw. sprechen. ob-
gleich unserc Betrachtungen viel allgemeiner gelten.

Der grenzentarteto Froiheitsgrad sei durch die Separations-
koordinate ¢, gekennzeichnet. deren Librationsgrenzen zusammen-
fallen. Die zu ihr gehorige Wirkungsvariable

S dy,

hat offenbar stets den Wert (. Lassen wir nun auf eine solche
Bewegung it J/0 == (0 storende Krafte wirken, so wird (ohne
Beriicksichtigung der Quantentheorie) im allgemeinen auch der
Freiheitsgrad ¢, angeregt werden (in unserem Beispiel dic Bahn
kein Kreis bleiben), und das Phasenintegral J, wird von O ver-
schieden sein.

Nach den Prinzipien der Quantentheorie mufl J,. ein ganz-
zahliges Vielfaches von A sein; da es fiir verschwindende Sté-
rung in J/.0 iibergechen mufll, kann es nur den Wert O haben.
Wir werden sehen, daf} die einzige Losung, die dieser Forde-
rung geniigt, die ist, bei der J/,0 auch withrend der gestérten Be-
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wegung dauernd 0 bleibt. Die gestorte Bewegung hat also (wie
bei der zufillicen Kntartung den gleichen Periodizititsgrad wie
die ungestorte.

Die Aufgabe, diesc Losung zu finden, fithrt auf eine mathema-
tische Schwierigkeit. Betrachten wir zunichst unser Beispiel, so
enthilt die Storungsfunktion im allgemeinen Glieder, die linear in
der Exzentrizitit sind. also Terme mit vJ? ). Dies kanu nun
ganz allgemein bel grenzentartetem Ausgangssvstem auftreten.
ks kommen dann in

dw” H
de pd)
/
Glieder mit ! vor, (. h. beim Grenzithergang zur ungestérten
\r'//_u
Bewegung wird die Koordinate w? (Perihellinge) sehr schnell
beweglich und hat keinen endlichen Grenzwert. Die Entwicklungen
des § 41 sind dann nicht anwendbar.

Das Verhalten der Variabeln /"w ! dhnelt dem von Polar-
koordinaten: fiir J .- wird w/ unbestimmt. Wir werden
anch in der Tat die erwidhnte Schwierigkeit {iberwinden, indem
wir sie durch die Porxcari:schen ..rechtwinkligen® kanonischen
Koordinaten®,

. 17
~sin 27w, = / cos 2w
i /. /

02

ersetzen (die Hrzeugende ist - tgzrmvfo). In der N&he von

2

-
J! == 0 kann sich dann u*/.“ noch dndern, ohne daf &° und #°
rasche Anderungen erfahren.

Da in der gestérten Bewegung J” von der zugehdrigen

Wirkungsvariabeln J, = () nur um kleine Betriige abweichen darf,

~

1y Mit unseren fritheren Bezeichnungen ist die Exzentrizitit

Ak

dem grenzentarteten Kreiheitsgrad entspricht das radiale Wirkungs-
integral
Jo=J =
Man sieht sogleich, dal3 fiir kleine .J. dic Exzentrizitit proportional
}J, wird.
%y Vgl. H. Poixcark: Méthodes nouvelles, Bd. IT, Kap. XII.
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9 als klein ansehen. Netzen wir die neucn
Variabeln in die Hamirronsche Funktion ein, so kénnen wir
diese nach &, 1% entwickeln, derart, dall jeder Koeffizient der
Potenzen von 4 fiir sich eine Reilie nach steigenden Potenzen
in den &% 9" wird.

Dabei schreitet die Entwicklung von ), also der Encrgie-
funktion der nngestérten Bewegung, wegen (1} nur nach Potenzen
von &% und 5"* fort, da sie nur von J” und nicht von w/
abhiingt. In der Stoérungsfunktion dagegen werden auch lineare
Glieder auftreten. Nunmehr lifit sich die oben angedeutete

Schwierigkeit analytisch formulieren.

konnen wir £ und y

Es ist zwar fir das ungestérte System wegen

dg2 d, ' dyo  oH,

= By
0 b

f“ f?]U =0, =0 ’ di 275

SRS

die Kreisbahn £%:- 0, #°=0 eine strenge Loésung der Be-
wegungsgleichungen, nicht aber fiir das gestorte, da im allge-
meinen die Stérungsfunktion auch lineare Glieder in den 2% 5"
enthalt.

Diese Betrachtung legt sofort einen Weg zur Losung nahe.
Gelingt es durch eine geeignete Transformation solche Variable
£,y oinzufithren, dafl alle linearen Glieder in der Entwick-
lung der Hamrinronschen Funktion herausfallen, so haben wir
auch fiir das gestorte System in &= 0,7 =0 eine strenge
Losung der Bewegungsgleichungen. Diese Transformation 1803t
sich durch ein Rekursionsverfahren finden, wobei zugleich die
Integration der ibrigen Bewegungsgleichungen mit geleistet wird.

Vorgelegt sei also ein mechanisches Problem mit der
Hamrrrox schen Funktion

(2) H —H, - jiH +2H, ~ -
Hy— Hyp(0) 008 4=y i

— 0 o 0 0 0 02 | 02
H =H, , (J% w0 1-a, & b y® ¢, -Ldy
0,0 | ...
i elé’f 1/ i 0 N
Y L 0 =0 0 ¢ 02
H, = H,o(J.", w1 = a, 8 by — ¢,8°" 4 dyy

+62§07]0+""
Dabei sind die Hyo, a,, b, ... (n=1,2...) periodische Funk-
tionen der w ® (Periode 1). Durch die gesuchte Transformation
soll (2) in die Form
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i3 H- W, /W - W,
libergehen, wobei
4 W, =1, Ju+R,

ist und die E, Potenzreihen in den & # bedeuten, die erst mit
guadratischen Gliedern beginnen.
Fiir die Transformationsfunktion machen wir den Ansatz
1—1
(5) §=NJw'-+-1T-+-Py B~ Ay.

1
Dabei seien
T T, - 120, —
(6) A=7 A4 - iA, +
B=iB, 4-1*B, -
Potenzreihen in 4, deren Koeffizienten T , A . B, periodische
Funktionen der - -- ws; sind.

Damit erhalt man als Transformationsformeln fiir die
&0 und »°:

.08 . 99

::5':50—1?11 SO0=Et+ 414 F1PA, -
(7 ag

770—_—8?:6::17+i]}1~}).9B2+--‘; y=n"—R

und unter ihrer Beriicksichtigung fiir die J,°:

o+ 5 nZi)

()
ow wa

78
(8) Jo— " V~Ju—{—/~(

awa

,(0T, | .oB, 04, aBl>
T4 \éwﬂ S owt T Taw A A e
Es weichen also die neuen Variabeln nur um Glieder von der
Gréflenordnung 4 von den alten ab, so daB man fir i=0
in der Tat auf die ungestorten Kreisbahnen £° = 5° = 0 zu-
riickkommt.

Fiihren wir jetzt die Transformation aus und entwickeln
alles nach 1, so sind in jeder Niherung gerade drei Funktionen
T . A, B, frei, die so bestimmt werden konnen, dal unsere
Forderungen erfiillt sind. So erhilt man durch Vergleichung
der Koeffizienten von 4 in (2) und (3):
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~ 1
W N T A
[ : S o __(‘OAIH ; (”),,]
— /]” i Il,/_ /u" (10 /
-‘_H]li o a'l';_f‘l)ln T e == [léaRl'

Durch Nullsetzen der Faktoren von & und % erhidlt man
die Bestimmungsgleichungen fiir 4, und B,

v(f r_B
N7 00 (01 G+ 2¢,4, e =0
— od, fw

,\W€m¢3w243_w\fn
— T

KN

Diese Gleichungen sind von demselben Typus, wie sie immer
in der Storungstheorie auftreten. Bei ihrer Integration werden
die -1 und B in einen nur von den J abhingigen konstanten
und einen rein periodischen Teil zerlegt:

A=, 4 B, =B, B

1 1
Der erstere wird aus den durch Mittelung von (10) entstehen-
den Gleichungen

1 1’ 1°

. a = b,
i11) A, = - )71 Bl:“’z?{ﬂ
bestimmt und der letztere dann direkt aus (10), wie bei
Gleichung (11) § 41. Aus den von £ und i freien Gliedern in
(9) lassen sich wie sonst V', und 7, als Funktionen der J, und
w,% berechnen.

It genau derselben Weise setzen sich die héheren Néherungent
fort. Da die Formeln bereits bel der zweiten sehr uniibersicht-
lich werden, seien sie nicht eigens angeschrieben. Dazu sei noch
bemerkt. daf in der ersten Ndherung keine neuen Terme in der
Energie W, auftreten, sondern diese einfach wieder durch
Mittelung von H,, uber die w,..w,_, entsteht, bereits in der
zweiten jedoch schon eine ganze Reihe neuer Glieder auftreten.

Das Endergebnis ist eine Darstellung der Hamivrowschen
Funktion in der Form

(12 H=V({J,)-~cJa& +d(J) g +e(J)En4----.
ks ist die Haminroxsche Funktion eines Systems, in dem alle

Koordinaten bis auf eine zyklisch sind. Die Bewegung liBt
sich in der lblichen Weise durch Aufldsung einer Hamivnrox-
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Jacosischen Differentialgleichung fiir einen Freiheitsgrad finden.
Da & und 4 iwic £ und %) mit 4 verschwinden miissen. brauchen
wir nur die kleinen Bewegungen zu betrachten. nimlich die eines
Svstems mit der Hawmrcroxschen Funktion

(13 & -Ldy? - edy).

Durch cine geeignete homogene lineare Transformation von &, 5
in neue Variable =,H erhiilt sic die Form

14 ('=* - DH.

Im Falle. daf die quadratische Form (13) definit ist, d. h.
und ) in (14 gleiches Zeichen haben, sind die Bewegungen

4

in der Nachbarschaft von = =H =0 oder &=-3 =0 Kkleine
Schwingungen von = und H um diesen Punkt. Die einzige
mit der Quantenbedingung

J,={§=ZdH =

vertrigliche Bewegung ist die. bei der & und #null bleiben.
Die Energie dieses ausgezeichneten Zustandes ist ein Minimum,
wenn die quadratische Form positiv definit ist; sie ist ein
Maximum, wenn die Form negativ definit ist.

Im Falle der indefiniten quadratischen Form (13) gibt es in
jeder Nachbarschaft von & = 5 —= 0 Bewegungen, bei denen &
und 5 nicht klein bleiben. Die einzigen Werte, die Bewegungs-
gleichungen und Quantenbedingung erfillen, sind auch hier
& =7 ==0: aber die Bewegung ist labil.

In jedem Fall hat die gestérte Bewegung ebenfalls den
Periodizitdtsgrad f -1, ihre FEnergie ist

(15) W="V(J,).

Die Beschrankung auf einfache Grenzentartung ist nicht
erforderlich. Die Uberlegungen und Rechnungen lassen sich
fiir beliebig wielfache Grenzentartung durchfithren. Fir die
Erzeugende § hat man den Ausdruck

& f
(161 S N, - T - \‘(5 No 4+ BELS — A%n,)
=1 8+-1
zu benutzen. Das Ergebnis der Transformation ist eine Dar-
stellung von H in der Form:

(17) H=T1(J)+ Nec,6&é = Ndooone = Neyofotg 1. ..
O lf l_ﬁ.l)' 1_l<()'

Born. Atommechanik I. 21
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(A peaud

wobel noch Glieder dritter und hoéherer Ordnung in Sy, U
crginzen sind,  Die Havirrox-Jacosische Gleichung, auf die
diese Funktion fiihrt, ist zwar im allgemeinen fiir endliche
&, 1., nicht separierbar.  Aber wir brauchen nur die Bewegungen
zu untersuchen, fiir die &, und 4, klein bleiben. Dureh eine
geeignete homogene lineare Transformation libt sich  die
quadratische Form in (17) folgendermalien schreiben:

(18 He 1idg = N(O,E,2 2 DyHE

Jdetzt st H separiechar. Die einzigen Bewegungen. die it
den Quantenbedingungen vertriiglich sind, sind die, bei denen
=,.H, und damit &,,), davernd null bleiben.

Iir die Stabilitit gilt das Entsprechende wie bei einem
Freiheitsgrad.  Die ausgezeichnete Bewegung i, = i), == 0 ist
dann und nur dann stabil, weun die quadratische Form in (17;
definit ist.  Die Energie hat ein Minimum, wenn sie positiv
definit ist.

Bei grenzentarteter Ausyanysbewegung hat also die quanten-
theoretisch ausgezeichnete gestirte Bewegung den gleichen Periodizitdits-
grad s wie dic ungestorte. IThre Energie ist

(1 W= 17J,.

§ 47. Phasenbezichungen fiir beliebige Nitherungen.

Im § 45 multe dic Frage unbeantwortet bleiben, ob bei
zufillig entarteter Ausgangsbewegung auch in beliebiger Naherung
Bewegungen mit dem gleichen Periodizititsgrad wie jene Aus-
gangsbewegung quantentheoretisch ausgezeichnet sind. Mit der
fiir die Grenzentartung entwickelten Methode kann es jetzt ge-
schehen. Dabei wird gleichzeitig die Bedingung des § 45 fiir
die t0," auf einom unabhingigen Wege wiedergefunden.

Wir sprechen die Aufgabe noch einmal aus: Von dem mecha-
nischen Svstem mit der Hamirroxschen Funktion

i He= Hy(J 0+ AH (0wl o =1 )

sollen diejenigen Bowegungen untersucht werden. die sich an
die zufillig entarteten Bewegungen des ungestirten Systems
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anschlieBen. . h. an solche, fite die infolge der Wahi der Inte-
grationskonstanten einige IFrequenzen verschwinden:
«H,

9 0 oo ‘
(_u! I") (’] [ () {

<
V2
—

f

lm ungestorten System erfillt dann die Bahnkurve, da die

w,’ konstant sind, nur ein Gebiet von s Dimensionen (s . f..
Wir nehmen von der gestérten Bewegung an, dafi sie sich

an eine bestimmte ungestorte Bewegung anschliefit, bei der

10, w, e K

ist. Dal J." fir die Ausgangsbewegung ganz bestimmte Werte
haben mul}. folgt aus der Voraussetzung der zufialligen Ent-
arbung. Die J,* lassen sich bestimmen. wenn man die Glei-
chungen : 2) nach den JU" anflost; sie ergoben sich als Funktionen
der J.*. Dal w,” fiir die Ausgangsbewegung bestimmte diskrete
Werte haben mull, ist eine Annahme. Ks wire auch denkbar.
daB die gestorte Bewegung sich an jedes Wertsystem 1,0 eines
Kontinuwums anschlieen lieBe. Fiir diesen Fall kéunen wir
unsere Uberlegung nicht durchfihren.

Setzen wir also voraus, dafl nur einzelne bestimmte Aus-
gangsbewegungen moglich sind, so sind J, * und . * als ganz
bestimmte IFunktionen von J.° definiert: w,* (J,) konnen wir
noch nicht. es wird sich aber im Laufe der Untersuchung eu-
geben. Wir fiithren nun neue Variable
(3) Egn . J:_»U B Jy* (J,,_“/), ]79() _ wgo . wQ* (/J(g())

ein. Das geschicht durch eine kanonische Transformation mit
der Erzeugenden

(4 w0 A N TE - (w,) — ]
a e

die Transformationsgleichungen sind:

)
Ju( -7 ‘](LO
{ “
J”O . / ] ‘f/ £

'H',,_“ =,

it == wt o w,
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Dabei werden die neuen .J," gleich den urspriinglichen .1.°,
wahrend sich die ¢, von den #,” nur um GréBen unterscheiden.
dic in der ungestdrten Bewegung konstant sind; ihren (-
rakter als Winkel- bzw. Wirkungsvariable Dbehalten sie. Die £
und ;" gehen mit verschwindender Stérung gegen 0.

Wir kénnen jetzt die Hamrrroxsche Funktion nach den

s " entwickeln und erhalten

i He H) - H - *H,
dabet ist (unter Weglassung des Striches bei i,

’ By ! T o 20
Hy s Hoyy (S5 Mo n 30 8,
nag
N HY H e, w00 T 5 = N a2 EY byt
) o
Nach 51 1st:
»
oo l A Hoo
STIN ST
5 g i 1ol e,

i H,,

i ~ F0
fwF o =m0

\7 ;’Hw fJ '_'*

wihrend die Ausdriicke H,, H,,--- aus den H,, A, --- in (1
einfach durch Einsetzen der J,*, w,* an Stelle der JQO, w,”
hervorgehen. Damit hat (6) jetzt eine ganz analoge Form wie
(2) in § 46. und laBt sich daher nach dem dortigen Verfahren
in beliebiger Néherung behandeln.

Nur ein einziger Unterschied ist vorhanden, nédmlich der,
dal3 in H,' die v, iiberhaupt nicht auftreten. Machen wir daher
den Ansatz {16) § 46, so werden die Bestimmungsgleichungen
fur die 4,2 und B,* (vgl. (10} § 46):

>ﬁ r‘éIOO OB ) ! (D B Ty | Y
2 - o T T T 22 Co” 10T )
C’Jq f“”—‘a 2]

13

>j {HO” 6{111‘ I = ()
= oJ, w0 -
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Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt, daB der Mittelwert
h« verschwindet.
Das Verfahren liefert schliefilich die Haxirroxsche Funk-

tion in der Form
4 g0 Rid g S0,

wo die Entwicklung von R nach §,. %, mit quadratischen
Gliedern beginnt. Fiir kleine &,, #,, und nur diese brauchen
wir zu betrachten, ist H separierbar und liefert als einzige

Lisung, die die Quantenbedingungen erfiillt.:
So =1 = 0.
Die yestorte Bewegung hat also den  gleichen Periodizitdtsgrad wie
die ungestorte.  Sie ist (im Sinne der gewdshnlichen Mechanik)
dann und nur dann stabil. wenn die quadratische Form der
S0y, P9y defindt ist.
Die Bedingung

BN blor:,n

bedcutet eine Bestimmung der w,*. Da niamlich die Mittel-

iH . . .o - .
werte der “"J , die rein periodische Funktionen ohne konstantes
cu,
Glied sind. verschwinden, so folgt nach 18
o H
11 . 1? == (),
cw,*F

. Diese Gleichung bedeutet aber Phasenbeziehungen fir die w,*.
Sie ist die Gleichung (13) § 45, da H,, in der jetzigen Be-
zeichnung mit A, des § 45 identisch ist.

Den Fall eines zufillig entarteten Freiheitsgrades hatten wir

m § 45 genauer hehandelt; wir wollen noch zeigen, wie er sich

nnserer allgemeinen Stahilititsbetrachtung einfligt. Die Gleichung
5+ § 45 f, bedeutet unser H,,:

1 2T, (78S, \? . .

21 an'g ( o) My fwf) = W

S O
H )
rw, _

ist in der ersten Niherung fiir Bewegungen in der Umgebun
von Losungen der Gleichung
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vieichbedeutend mit

Fodey? o const.

v ‘ .0 . . -
Wenn -2 positiv ist, haben wir in der Umgebung der

2
stabilen Loésung (M, hat ein Minimum; eine positiv definite, in
der Umgebung der labilen Losung (H, hat cin Maximum) eine

o

. . . ; . *F . .
indefinite quadratische Form. Wenn Y negativ ist, so st
o -

die Form negativ definit (H, bat ein Maximum) in der Um-
gebung der stabilen. indefinit (M, hat ein Minimum: in der
Umgebung der labilen Lasung.

Es sind jetzt noch die Fille von Kombinationen verschie-
dener Entartungen zu hesprechen. Da zufdllige Entartung und
Grenzentartung. wie cben gezeigt, in ganz gleichartiger Weisce
zu behandeln sind, so storen sie sich offenbar gegenseitig nicht.
Ex wird dann nur die Zahl der &.5-Variabeln vermehlrt. Auch
dic allein noch bleibende Méglichkeit, Kombination von eigent-
lichor Eutartung mit Greuzentartung. macht im allgemeinen
keine Schwierigkeiten. Man berechnet zuniichst die sidkularen
Bewegungen der cigentlich entarteten Variabeln und schligt
danny das Verfahren des § 46 cinl)

Spezialfille, in denen z. B. bei Mittelung iiber die nichtent-
arteten Variabeln die Abhingigkeit von den entarteten ganz
herausfallt (z. B. H, = 0), gind natiirlich jedesmal besonders zu
untersuchen.

Wir haben damit das im § 40 gesteckte Ziel erreicht, ndin-
lich den Nachweis, dai die stationdren Zustinde in der Haupl-
sache wnter den besonders cinfachen Typen wvon Bewegungen zu
suchen sind, die sich durch relativ bequeme Niherungsverfahren
rechnerisch behandeln lassen.

Wir wollen jetzt mit dieseimt mathematischen Riistzeug das
nach dem Wasserstofl einfachste Atom. das des Helium, der
Rechnung unterwerfen. Wir werden (wic im § 40 gesagt) zeigen.
dali die Krgebnisse nicht mit der Erfahrung tbereinstimmen,

4y Der Fall, dall die grenzentarteten Freiheitsgrade zugleich eigent-
lich entartet sind, ist bei L.. Norp"EIM: Zeitschr. f. Physik, Bd. 17, 8. 316,
1925 behandelt.
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sehen aber diberdies in der Durchfithrung des Beispiels die
notwendige Vorarbeit fiir jeden Versuch, die endgiiltigen Gesetze
der Quantenimechanik zu finden,

§ 48. Der Normalzustand des Heliumatoms.

Beim Helium sind nach den Betrachtungen des § 32 im
Normalzustand zwei einquantige Elektronenbahnen anzunehmen.
Unsere Aufgabe ist. zu untersuchen, wie sie in einem Atom an-
geordnet werden koénnen.

Als ungestorte Bewegung betrachten wir die der Elektronen
unter dem Kinfluf des (Z-fach geladenen) Kernes allein. Die
Winkel- und Wirkungsvariabeln sind fir das erste Elektron
oo,y Jo0 W, Jy0 die des zweiten bezeichnen wir durch
einen Strich.  Die Energie der ungestorten Bewegung ist dann

1
{ Hy=— 4[5, )

Wo

ist.  Die Stérungsfunktion ist die gegenscitige potenticlle
Energie der Elektronen
2 e?

02 LH == Lo -,
‘e

> N .
R b — 2 iy — ' e — 2P

wobet I den Abstand und x. y, z, bzw. 2/, ¥/,  die recht-
winkligen Koordinaten der Elektronen in irgendeinem Koordi-
natensystem mit dem Kern als Nullpunkt bedeuten.

Hierin sind die Entwicklungen der kartesischen Koordi-
naten als Funktionen der Winkelvariabeln (aus (26) § 22 zu
berechnen) einzufiihren, womit daun der Ausgangspunkt fir
die Stérungsrechnung gewonnen ist. Dabei ist jedoch noch ein
Punkt zn beachten. Bei der ungestorten KEPLER-Bewegung
ohne Berticksichtigung der Massenverinderlichkeit) ist quanten-
theovetisch nur J, festgelegt, wihrend J,. d. h. die Exzentrizitét
noch willkuirlich bleibt; bei der relativistischen KEpPLER-Be-
wegung ist auch J, zu quanteln und fiir eine einquantige Bahn
ist J, =.J, = h. Wir wollen die relativistische Massenverinder-
lichkeit quantitativ nicht beriicksichtigen, aber als Ausgangs-
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bahn jiiy jedes Elekiron dic yrenzentartete Kreisbahn J = h, J, =
annehmen.

Dax ungestorte Systenr besteht also aus zwei gleichgrofien
Kreishahnen. AuBer der hierin ausgesprochenen doppelten Grenz-
entartung haben wir noch cine doppelte eigentliche Entartung,
die darin besteht, daBl die beiden Bahnebenen feststehen, ferner
eine zufillige Entartung, da die Umlaufsfrequenzen der heiden
Elektronen gleich sind.

Die Wechselwirkung der beiden Elektronen lafit wegen des
Natzes vom Drehimpuls eine eigentliche Entartung hestehen
die Ditferenz der Knotenlingen der beiden Bahnen auf der
invariablen Ebene bleibt null). Die Knotenlinie jedoch fithrt
cine gleichformige Prizession um die Achse des gesamten Dreh-
impulses aus: soweit wir nur sikulare Storungen betrachten, bildet
diese mit den Drehimpulsvektoren der beiden Elektronenbahnen
gleichc Winkel. Die Grenzentartung bleibt (anf Grund der Be-
trachtungen des § 46) auch in der gestrten Bewegung be-
stehen. Das gleiche gilt (§ 47) fiir die zafillige Entartung. Die
gestorte Bewegung  wird sich aber nur an solche ungestorte
Bewegungen anschliefen. hei denen die beiden Elektronen ganz
hestimmte Phasenbeziehung haben.

In dieser ausgezeichneten Stellung hat der Mittelwert der
wechselseitigen Energie der Elektronen einen Extremwert. Man
sieht anschaulich, daf dies nur dann der Fall ist, wenn die
Itlektronen in jedem Augenblick mbglichst weit voneinander
entfernt sind, also sich stets in derselben Meridianchene durch
die Drchimpulsachse befinden.

Dieses anschaulich gewonnene FKrgebnis wollen wir jetzt
rechnerisch ableiten. Dazu miissen wir zunichst die Variabeln
der ungestérten Bewegung so wahlen, dall sie in entartete und
nicht entartete zerfallen. Die Grenzentartung

J,—d, =0 J —J =0

fordert die Transformation (wir schreiben sie nur fir das crste
Elektron hin):

gy o=, w,

~
&
~
N

| Ty — s Wy
= '/ : Tgin 27w, , = ]/ Yoo TFeos 2,
- 2 ‘
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) -
Im folgenden lassen wir die NStriche tber w, und .J, wieder
weg. 2xwu, bedeutet dann den Winkelabstand des Elektrons
1
in seiner Bahn vom Knoten: & und 5 sind in der ungestirten
Bewegung null.
Die zufillige Entartung fordert folgende kanonische Trans-
g g g
formation:

. _ ’ I e ~

s w, =g -y, Jios @& 0k

1o

\ L o ’ 2 R N
W=, w, . J1 =, Wy

oder nach den neuen Variabeln aufgeldst:

N Ny g

y W, =5 w,' ), S = J T
‘; ’ 1, - ~' T T
w, = Loy — o), 3= J - J

Dic geometrische Bedeutung von wy, w,’. J, und J,” hingt
von der Lage des Koordinatensystems ab. Wenn wir die (x. y-
und (&', y'i1- Ebene in die invariable Ebene des Systems legen
-Elimmation der Knoten). so ist J, - .J der Gesamtdrehimpul~
und wy, — w," = ). Da dic Energie der gestérten Bewegung nur

von der Kombination .J, ---.J, abhiingen kann, setzen wir

’
w; Z
’
L\ m:i >
LE ~ ~ 7
5 (Jg T Iy
[ ~ 7
2 — S8 )
sodall also w," =} wird.

Zur Berechnung der Pha-
senbezichung in der Ausgangs-
bewegung haben wir die Sto6-
rungsfunktion (2) durch die
Variabeln w,. w,", wy, 3, 3§,
J; auszudriicken. Eine ein-
fache geometrische Betrach- Abh. 39,
tung liefert zundchst (Abb. 39):

X = x,co8 2mw, — ¥y, sin 27w, COs i
D Y = x,sin 2w, —~ 1y, cos 27w, cos i

I

=y,sint,

wo r, und y, die rechtwinkligen Koordinaten des Elektrons in
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~stiner Bahn die Knotenlinie ist .x,-Achser sind und i die
Neigung der Bahnebene gegen die wxyi-Ebene bedeutet: es ist

b S . [; ’
3 cost = = R R
J ) !

Far &, y., haben wir
(LR}

— ol D .
.l?‘) = (L((l&...’f?(l

_ Yy —asin 2,

72 ~ 2
= N == V1 :

172 *mZ 1672 mZ
Bie Storungstunktion wird jetzt

o

o

~ ol —
al2(1 — k%

Wi
1w gy w2

G = - eos2700, -, icos 27w, — w,’)
sin27 v, w/ysin2a00, —w, Vil — 2p%
1L —pilcosdaw, - pPcosdam,

ist. aw, tritt nicht auf, es ist zvklische Variable, und J,, der
gesamte Drehimpuls, ist konstant.

Wir haben jetzt die Storungsfunktion iiber die ungestirte
Bewegung zu mitteln:
2
e (]171)1

alz2 )1 —k°
0

10 2, =

und den konstanten Wert. den 1o, bei der ungestérten Bewegung
hat. aus
oH,
R ]
‘1o,
zu hestimmen. Diese Gleichung lautet hier

1

todw . ,
= b eptesind g, =0
I — &2

’
0
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nnd =t nur erfildlt. wenn p = O ist oder w," =}, —-w’ cinen
der Werte 0 oder | hat (] ist beziiglich der Lage wieder mit
N gleichbedeutend. p =0 wiirde .J, = 0 nach sich ziehen: die
heiden EKlektronen wiirden denselben Kreis
entgegengesetzt  durchlaufen, und diesen
Fall nuissen wir ausschliefen. Im Ialle
w,” -1 wiirden dic Elekironen jedesmal in
der Knotenlinie zusammenstolien. Es bleibt
also nur der Fall dbrig, dall beide Elek-
tronen gleichzeitiz durch ihren aufsteigen-
den Knoten gehen. 1w~ 0. Dann liegen
sie aber in jedent Augenblick in der gieichen
Meridianebene durch die Drehimpulsachse.
Wir tiigen jetzt die Quantenbedingungen \
hinzu. In dev gestérten Bewegung bleibt

%

S, =05 3, ist gleich 24 zu setzen, und Abb. 40,
fur 3, haben wir die Werte 2h, h oder 0;

entgprechend wird p gleieh 1, 1, oder 0. p =0 Ist. wie oben
schon gesagt, auszuschlieflen: p==1 gibt ein ebenes Modell des
Heliumatoms: p - - L gibt ein riumliches Modell, bei dem die
Normaleu der Elektronenbahnen den Winkel 1209 miteinander
hilden (Abb. 40 ist so gezeichnet).

Das ebene Modell ist das zuerst von Bour vorgeschlagene
He-Modell ', Die beiden Elektronen liegen auf den Endpunkten
cines Durchmessers der Bahi. Die Aufgabe reduziert sich auf
ein Einkdrperproblem:; jedes Elektron bewegt sich in einem
Kraftfeld mit dem Potential

(" Z e ANl — i),

P 4 7
Es fithrt eine KuriEr-Beweguug aus mit der Energie
- RhiZ - 1)
dic Encrgie des ganzen Atoms wird also:
(11 Wee — 2RA(Z — 12
fm Falle dex Heliam 1Z == 2) ist insbegondere
(12 W 2 RA.

') N. Bour, Phil. Mag. Bd. 26, S.476. 1913; deutsch in N. BoHg,
Abhandlungen iiber Atombau. Braunschweig 1921, 8,37,
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Daraus kann man die Ablosaungsarbeit des ersten Elektrons
hestimmen, Nach dessen Ablésung mufl nimlich das Atom in
den Normalzustand des tonisierten Heliums mit der Fnergie

W. . — 4RI
iibergehen. Die Knergicdiffercnz
(13 Wron, = [ R

gibt die Ablosungsarbeit des crsten Elektrous oder die lonisa-
tionsencrgie des neutralen Heliumatoms.

Rechnet man auf die [onisierungsspannung um, so hat man
fitr die Energie R b des Wassevstoffatoms die Spannung 13,53 Volt
cinzusetzen: daraus folgt

Flon, = 28.75 Volt.
Dieser Wert wird durch die Krfalrung nicht bestitigt, vielmehr
liefern die ElektronenstoBversuche den Wert
14 Fron = 24.6 Volt. '

Die hier gefundene Bewegung erfiillt zwar die Bewegungs-
gleichungen und die Quantenbedingungen; sie ist aber nicht
der Grenzfall einer Libration. also nieht stabil. Entsprechend
den Uberlegungen des § 45 fiir einen zufillig entarteten Frei-
heitsgrad ist dic Bewegung mit Phasenbezichung nur dann
stabil. wenn

o,
A,
o3, "

im Ifall der Phasenbeziechung ein Maximum lat. H1 hat offen-
bar ein Minimum, der Zihler also ein Maximum, der Nenner

jedoch ist (wie wir schon im § 45 zeigten) negativ.

Dicse letzte Schwierigkeit allein wiirde noch nicht ent-
scheidend gegeu unser Modell sprechen, da man ja nicht weil.
ob dic gewohnlichen Stabilititsbedingungen in der Quanten-
theoric gelten. Gegen das Modell spricht aber der Unterschied
der berechneten lonisierungsspanuung und der beobachteten.

Das ragumliche Modell ist ebenfalls von BoHRr vorgeschlagen
und von KraMeRS ausfithrlieh untersucht worden ?. Wir wollen

1) J. Fraxcg, Zeitschr. f. Physik, Bd. 11, 5. 155, 1922
%) H. A, KramEers, Zeitschr. f, Physik, Bd. 13, 8. 312. 1923.
Ferner H. vax Vikcx, Physical. Rev., Bd. 21, S. 372, 1923,
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hier nur die erste Niherung der Energic berechnen. Dic Energie
der ungestérten Bewegung ixt

W,=---22Z"Rh.

0
wo R die RyDBERG-Frequenz ist. Die erste Niherung der
Storungsenergie wird nach (10

1
. ) 1 &
Wi, | @ o
2 bt pt o (1 p*reosda,
)
oder
B | r oy e* 1
W, — ’ ot =7 K,
@473 ) )1 —sin?isin? oy a.a

i
wo K das vollstiindige elliptische Integral erster Gattung

a2

' d yr
K= [ S
J 11— sin?isin®
0
- . - a 4 - - ]
bedeutet. In unserem Falle ist ¢ — 3 und A -=-2,157"'. K«
folgt ’

W, o~ 0687-° = 1.373RLZ,
a

also flir die gesamte Knergie in dieser Ndherung:

W= - Rhi2Z* -1.3737Z)
und fiir Z =2
115 W= 5,254 Rh.

Wir konnen nicht verlangen, dal3 diese erste Naherung sehr
genau ist, da die storende Kraft gelegentlich den halben Wert
der vom Kern ausgehenden Kraft erreicht. Kramrrs hat die
Rechnung genauer durchgefithrt und findet
(16 W — 5,525 Rh.

Dies entspricht einer Ablosearbeit von 1,525 Rk und einer
Tonisierungsspannung von 20,63 Volt. Sie ist fast 4 Volt zu klein.

'y JauaNRE-EMDE., Funktionentafeln, S. 57. Leipzig u. Berlin 1909.
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Auch die Bewegung dieses Modells ist labil. was sich ebenso
zeigen 1iBt wie beim ebenen Modell.

Die systematischo Anwendung der Stérungsrechnuang fiihrt
also nicht auf ein befriedigendes Modell des normalen Helium-
atoms. Man kénnte denken. daB das Versagen unserer Me-
thoden davon herriihrt, dal3 c¢s sich hier um den Normalzustand
handelt, wo mehrere Elektronen in gleichwertigen Bahnen laufen,
und man kéunte hoffen. dafi fiir die angeregten Zustinde, wo
die groflen Ziige der Spektren durch die Quantentheorie in ihrer
liier gebrauchten Fassung wiedergegebeu werden, ein besseres
[rgebnis zu erreichen wire. Wir wollen jetzt zeigen, dal} wuch
diese Hoffuung zuschanden wird.

§ 49. Das angeregte Heliumatom.

Ithe wir daran gehen. angeregte Zustinde des Heliumatonis
zu berechnen, sei einiges iiber das beobachtete Heliumspektrum
gesagt. Das Termsystem bestcht aus zwei Teilsvstemen. die
nicht miteinander kombinieren. Beide sind ziemlich wasser-
stoffahnlich; das eine — das das sogenannte Parlhelium-Spektrum

liefert — besteht aus Einfachtermen:; ihm gehodrt der Normal-
zustand an. Das andere Teilsvstem — das das Orthohelium-
Spektrum erzeugt — besteht (abgesochen von den einfachen

s-Termen) aus sehr engen Dubletts. Der tiefste Orthohelium-
term 1ist (nach Auswcis seiner effcktiven Quantenzahl) ein
2,-Term. Da der entsprechende Zustand nicht durch Aus-
strahlung in den Normalzustand iibergehen kann, hat er he-
sonders grofle Lebensdauer, man nennt ihn nach Franck
metastabil. Durch Elektronenstoll ist es gelungen, den Normal-
zustand in diesen metastabilen Zustand tberzufithren®).

Wir wollen jetzt die hochangeregien Bahnen des Heliumatoms
auf Grund der Stérungstheorie berechnen, also die Bahnen, die

Yy J. Fraxck und F. Rercue, Zeitschr. f. Physik, Bd. 1, 8. 154, 1920,

Das Spektrum des Li* zeigt nach Messungen von H. ScuLer Natur-
wissenschaften Bd. 12, S. 579, 1924 ebenfalls die beiden entsprechenden
Termsysteme. Ferner hat M. Moraxp (Comptes Rendus, Séance du 20 juin
1924) ein neues Spekirum des neutralen Li gefunden, das er dem meta-
stabilen Zustand des Rumpfes LiT (entsprechend dem tiefsten Niveau des
Orthohelium) zuordnet.
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ontstchen. wenn an ein Heliumion sich ein weiteres Elektron auf
einer dulleren Bahn anlagort.  Die Bahn des ersten Elektrons
nehmen wir im lon als Kreishahn an. Wir betrachten also im
folgenden diejenigen Bahnty pen, bei denen die ungestérte Bewe-
gung des inneren Elekirons auf einem einquantigen Kreis erfolgt.

Als .Parameter” dor Storungsrechnung kann man bei diesem
Problem zweckmélBig den reziproken Radius des dulleren Elek-
trons oder eine mit ihm zusammenhiingende Grofie benutzen,
denn. je weiter auflen sich das L duBlere* Elektron be-
findet, um so mchr muf} die Bewegung des inneren Elektrons
der .ungestorten Bewegung ihnlich sein. Die relativistische
Massenverinderlichkeit wollen wir mit beriicksichtigen.

Wenn wir die Polarkoordinaten des duBleren Elektrons init
r, . g, die des inneren mit ¢, ¥, ¢/ und die konjugierten Imn-
pulse mit p_---p, - bezeichnen, so lautet die HamitTonsche
Funktion des Dreikérperproblems vom Heliumtypus:

1 He— 1 . P 2 .1 R X 12K
T= AP T s sag) S AP T s e
2m r in= 1 2m 7 2 sin® 9
a/ e 7
r ¥y
6'.’
Fr?-tey'? — 270 [cos & cos ¥ - - sind sin & cos (@ — ¢V

- yelativistische Glieder.

Diese Funktion zerlegen wir in H, und H,, indem wir
unter H, die HamirroNsche Funktion der (nichtrelativistischen)
KrepLER-Bewegung des inneren Elektrons verstehen und den
ganzen Rest in /, zusammenfassen.

Nach Berechnung der ungestérten Bewegung des inneren
Elektrons finden wir die sikularen Bewegungen der noch {ib-
rigen Variabeln, indem wir den Mittelwert von H, iiber die
ungestorte Bewegung des inneren Elektrons als neue Hamir-
roNsche Funktion betrachten. Die Integration der entsprechen-
den Hamrrron-JacoBischen Gleichung soll wieder nach den
Methoden der Storungstheorie erfolgen.

Wir konnen dabei durch Benutzung des Satzes vom Dreh-
impuls die Freiheitsgrade der Aufgabe verringern (Elimination
der Knoten).
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Legt man die Polarachse in die Richtung des Gesamtdreh-

RY . . .

mpulses P = ", so ist der Winkelabstand der Knotenlinic
a

2

von etner festen Geraden in der invariablen Ebene zyklische
Variable und zu P konjugiert. Als weitere Koordinaten be-
nuitzen wir den Radiusvektor r des dulleren Elektrons und den
konjugierten tmpuls p , sowie den Winkelabstand v des duleren
Elcktrons vom Knoten und den konjugierten Impuls

b Vo =

schiieBlich brauchen wir noch die Variabeln w,’,w,’, J,',J,’
des inneren Elektrons, von denen (wie frither) w,’,J, der
Hauptquantenzahl, w«,”,J, der Nebenquantenzahl entsprechen
sollen,

Da die Ausgangsbewegung des inneren Elektrons grenz-
entartet ist. ist es zweckmillig, die Variabeln w,’, w,’, J, . J,
durch neue Variable zu ersetzen. Dazu fiihren wir die kanonische

Transformation
T ’ P ’
J, =, w) =w - w,
[y ’
) T gy
9 S= — “n 2 o w,
2 = 2
4 r
. Jl T J‘l 5 !
) = cos 2w,
o 2

aus, und lassen dann die Striche wieder weg.
In diesen neuen Variabeln werden wir jetzt den Mittelwert
von H, iiber w' ausrechnen. Gleichzeitig entwickeln wir I,

1
nach Kugelfunktionen, d. h. nach Potenzen von — und nach
7

Potenzen von & und 7. Wir brechen hinter dem Gliede mit

1

e

sichtigung der in & und # linearen Glieder entspricht.
Es wird also jetzt

. ab: os zeigt sich dabei, daB dieser Niherung eine Beriick-

; A ANA
i3) W, = — T e
L 0 Jl 2

und
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r /., P iz — 1,
ut W, - H= __)m\\p, ‘,)— ;
la e ay®
A
re 2oy

- relativistische Glieder,

wo «ay den Wasserstoffradius bedeuten soll.
Die Ausrechnung ergibt fir 4, und .[,:

3 J, f R |
- 9 " cos - Ssin g V3 2 t
A, ZZII,_,]_HJJ 117(()SI, Esiny oK I
(\:-)‘ ] il - J J‘/ T
1 g . ,\"2 . .)‘2 . 2\271
fooe 1 asint gl <\‘-=,, — t,,/,,,;\) ;1_
AR & | - 2J,d, j

Dabei haben wir die Glieder, die in & und 3 von hherem
als erstemn Grade sind, weggelassen.

Die  partielle Differentialgleichung Fll == const 1ist nicht
separierbar. Da sie aber in Glieder verschiedener Gréfenord-
nung zerfillt, kéunen wir sie storungstheoretisch behandeln.
Wir setzen

(6) H == 9y -9 = ..
wo
~ 1 ) P L 1)
N = - SEy T g
0 am\tY re r
) N € ay
(7 D, =4, o
02 ap’
S, =A, F 1 relat. (dieder

=2 23

ist. Man kann sich leicht iberzeugen, daf fir alle in Betracht
kommenden Fille die relativistischen Glieder klein gegen $,
sind. so dall also unsere Entwicklung gerechtfertigt ist.

In E’l haben wir jetzt die Winkel- und Wirkungsvariabeln
w,s w,, J,,J, der durch $, bezeichneten ungestorten KEPLER-
bewegung des #ulleren Elektrons einzufithren. Wir wollen je-
doch w, durch die wahre Anomalie ¢, ersetzen, die mit 1w,
durch die Gleichung

J do, - 1/1’_‘ g,

81 di2aw )= -2
(8; 1 Jl" (1 —ecosg, )?

(S

Born, Atommechanik 1. 2
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zusammenhingt (vgl. (18) und (7) § 22): ferner setzen wir
w, = 27w, Wenn wir jotzt nochJ, — /i setzen, was ja allein
von Interesse ist, so erhalten wir:
% RK (Z —1)?
o™ — jz  ?
Jl

i V2 (Z — 152 H}m'l},I o,
Ny 7 . J‘»f'\ 'f(-COb(pl)

P cain 332”‘22*}'21_“,
.{17 cos{y,  q,)— Esin(g, - p,) og, f

Z

9 (Z 1p b N
Dy =" 9 70 -Rh ]T'(l S—ecos, )
J. s St — A
11 ————— 3sin?lq, - )0 1 ( 3 5 ,f_ > l
S .
’, 5 4 = 3
Nzt er 2z 1rRE T, |
—« - - [ S ——e e,
4 4 JA ‘
Hierin bedeutet o die SOMMERFELD sche Feinstrukturkonstante
o= 7}7;172 (vgl.§33); die mit«* proportionalen Giieder enthalten
. 0

die Relativitatskorrektion fiir das innere und #duflere Elektron.
Zur Losung unsercr Aufgabe haben wir das im § 46 be-
handelte Verfahren anzuwenden.
Wir suchen also eine Funktion
110) 8=w3J, -+ &H -+ B~ AH,
die solche Variabeln w,, §,, =, H einfithrt, daB H, von = und
H nicht linear und von w, iiberhaupt nicht mehr abhingt.
Die Glieder 7,,7,...; A,,4,...; B,, B, in (10) sind weg-
gelassen, da wir sie in dieser Nédherung nicht brauchen. Die
durch (10) erzeugte Transformation ist:

J1;31 9?"}?1’4 ‘)Al
ow, 0w,
0B 04
11 wo=w, & 2 —H 2
! v {)Sl {4\81
j=H- B,
—=£&—A4,.
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Dall wir die Funktion 7', nicht brauchen, beruht darauf. dafl
9, kein von £ und 4 freies Glied bat.
Setzen wir zur Abkilirzung

D= a8 b 1
s0 liefert das Verfahren folgende (;]mch\mgen:

(12. Do = Wy,
9, A 0B ‘
(131" OK yo =" ~—{':ﬂJ)—{*(ll:‘qrbw:fbl—‘(),
3, cw, 0w,
R5) B ‘ oo
BEY AT e d b B9, = R,

“a

1 agw

1
Dabei haben wir in (14) die Glieder mit ¢ und y weggelassen,
Aus (13) folgt

15) SO = by; 0, 4 = - a
BN ~ = 15 5 =
I3, 0w, 03, fw, .

und daraus und aus (14) durch Mittelbildung iber w, fiir
S = 7 0

16) b,B, + 9, = B,.

Wir brauchen also 4, gar nicht auszurechnen. Die Mittelwerte
lassen sich leicht mit Hilfe von (8) (vgl. § 22) berechnen. Wir
erhalten aus (4) und (15}):

2REZ - 17 0B,

3y adw,
3v2nRh \h(Z~1) §y? = J, 22— h?
-y ] o (1 —ecosq,)?sin{q, -+ gy VF 9 h:] ,
also )
o B3V2ahvhy,? gt — J,2— h?
B, - - duw, 5 7.] TVt (1 - ecos,)?sin (@, ) V2 -27’32 =z
und
. 3hvh — J,2— B
(17 B, —= 2\“2:7:ZJ cos (¢, - (p?)~ Vo
Daraus folgt:
9-RAr%(Z —1)* Y LSt = — A
(\18) blB] == — W 7(1 - E(‘,OS(FI)‘COB'((IFI - (p‘_,] 8 2’],?]2\)

und schlieBlich:
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RICZ — 1 [anty? — 707

o .~ "
s IR | 2,k
) 4 - 1)]1,3 (\\-‘ L / 2 :);”v]
19 N g% e

e oy Y 2,0 J |
R} (Z — 113 '
o J(Z" (Z T‘i ) <4\\1¥3> '

4 $1 4, ,

Wir schen, dal} bei der Mittelbildung tiber », in $, und W,
die Abhingigkeit von w, von selbst verschwunden ist: w, ist
in dieser Naherung 7\1\11b011 und .J, bleibt Wirkungsvariable.

Die Quantenbedingungen sind also:

3, nh, Sy D, kh J,=-Jh.

Die relativistischen Glieder sind praktisch belanglos (wir
haben sie nur mwitgefihrt, um zu zeigen, dal} ihre Beriick-
sichtigung keine Schwierigkeiten bietet). Lassen wir sie weg.
so liBt sich die Energie W, --H, in einer RypBERGschen
Serienformel zusammenfassen. Man erhilt

\ ) Rh(Z — 1)
20} ul T {7~ (f)'l
WwWo
N N o Fok—1 Z—1] ‘<j'-’—lc'3~~1>‘~"a
2L 0 e ap 0 Tazgs ) T8 2k

ist. Setzt man hierin §- & -~ p und entwickelt nach Potenzen

1
von --, so erhalt man

k b
: 4 1 p? Y/
29 R R - T
( ’ b’Z?/c?( Y )* S B
Die Gesamtenergie des angeregten Heliumatoms wird:
. - hi / —1
(23) Ww- —rhp B P, X
- ¢

mit Z == 2. Damit haben wir die uns gestellte Aufgabe gelost®).
Die Formel (20) miiite das Spektrum des Helinm wieder-
) Die allgemeine Losung dieses Problems, ohne Beschrinkung auf
Kreisbahnen fiir das innere Elekiron, ist durchgefiihvt bei M. Born u.
W. HErsENBERG. Zeitschr. f. Physik Bd. 16, S. 229, 1923,
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¢ 49. Das angeregte Heliumatom.

Da p die Werte 1,0, — 1 haben kann, milite es drei

geben. ,
Seriensysteme geben. Ihre RYpeERG-Korrektionen wiren (fiirZ - 2):
)
— 1: Y= o | —
P ' 32 k* k
. 0
(24, p:':()l (53:74*1;3,
e (R
T A A

Die folgende Tabelle gibt die Werte von & fiir k=2.3.4

an und darunter die empirischen o-Werte.

Eo2 k-3 | k=4

poo 1| 0063 —0029 | —0,017

theoretisch | p - 0 | 20014 0,004 & 0,002
l pe—1 | 20078 +0034 0,019

o J Orthohelium | — 0,069  — 0.003 — 0,001
CMPISh Y o helium | -0011 0,002 —0,001

Der Vergleich zeigt deutlich, dal} die theoretischen Werte nicht
mil den empirischen dibereinstimmen.

Wir kommen zu dem Schlull: Die konsequente Anwendung
der im zweiten Kapitel aufgestellten Prinzipien der Quantentheorie,
nidmlich die Berechnung der Bewegung nach den Gesetzen der
klagsischen Mechanik und die Auswahl der stationdren Zustinde
aus diesen durch Bestimmung der Wirkungsvariabeln als ganz-
zahlige Vielfache der Praxcrschen Konstanten, fihrt nur in den
Fdllen zur Ubereinstimmung mit der Erfahrung, wo es sich um die
Bewegung eines einzigen Elektrons handelt; sie versagt bereits bei
der Behandlung der Bewegung der beiden Elektronen im Heliumatom,

Dies ist nicht verwunderlich. Denn im Grunde sind die
benutzten Prinzipien keineswegs in sich konsequent. Wéahrend
bet der Beschreibung der Wechselwirkung des Atoms mit der
Strahlung in der Bourschen Frequenzbedingung an die Stelle
des klassischen Differentialgesetzes ein Differenzengesetz tritt,
wird bei der Wechselwirkung mehrerer Elektronen bisher noch mit
den klassischen Differentialgesetzen operiert. Die systematische
Verwandlung der klassischen Mechanik in eine diskontinuierliche
Atommechanik ist das Ziel, dem die Quantentheorie zustrebt.



Anhang.

1. Zwei zahlentheoretische Siitze.

al Satz,  Wenn 4 eine Irrationalzahl ist, lassen sich zwet
ganze Zahlen v wnd v' so wdhlen, dafp (v - 7' 1) beliebig klein wird.

Beweis. Auf der Einheitsstrecke O E denken wir uns von
(} aus die Strecken OP, OP,... mit den Lingen i — [i].
24 - [24]... abgetragen ([2] bedeutet dabei die grifBte ganze
Zahl. die «x nicht iibertrifft). Aus der Irrationalitit von 4 folgt,
dall keine der Punkte O, P , I’,... zusammenfallen. Da sie
ferner alle auf der Einheitsstrecke liegen, miissen sie einen
Hiufungspunkt P haben. In seiner Umgebung gibt es Punkte P,
und P;., unserer Folge, deren Abstand kleiner als eine vor-
gegebene (Grofle o ist. Dieser Abstand hat aber den Wert

’”

4]
und ist um 7’1 kleiner als eine ganze Zahl. Setzen wir die
ganze Zahl gleich — 7, so wird

0h—|od] —(o6--1VA+[(6 41

T A <.

b1 Die Bahnkurve im Raume der Winkelvariabeln w ist
eine (Gerade. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen
wir den Nullpunkt in einen Punkt der Bahnkurve legen; man
sieht dann. daB die Richtungscosinus der Bahngeraden den
Frequenzen »,, »,---», proportional sind. Wir behaupten den

Natz: Wenn keine Entartung vorliegt, so kann man zu einem
beliebig vorgegebenen Punkte stets einen dquivalenten Punkt angeben,
dem die Bahnkurve beliebig nahe kommt.

Beschrinken wir die Bahnkurve auf den Einheitskubus, in
dem wir jeden ihrer Punkte durch den dquivalenten Punkt des
Einheitskubus ersetzen, so konnen wir den Satz in folgender Form
aussprechen :
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Satz: Die Bahwkwrve kommt jedem Punkte des Einheitskubus
belicbig nahe.

fr entspricht dem zahlentheoretischen Satz:

Wenn » irrationale Zahlen q, - - -, und eine beliebige Zahl /
gegeben sind. so lassen sich stets # ganze Zahlen 7, -- -7 angeben.
so dal}

(ray ==t 0, - 1,0

beliebig wenig von b abweicht.

Wir beweisen den Satz von der Bahnkurve folgendermafien’ :

O wsei der Nullpunkt: OF, .
OF,---OE, die Einheitsstrecken des
fw,, w,---w,) - Koordinatensystems.
Die Durchstofungspunkte der auf den
Einheitskubus beschrinkten Bahn-
kurve mit den an Ok, OFK, - .- OEf
anschlielenden (f — 1)-dimensiona-
len Begrenzungsstiicken des Einheits-
kubus seien Py, P, P,---. Es seien
P, und O identisch. Da die Rich-
tungscosinus inkommensurabel sind, Abb. 41.
fallen keine dieser Punkte zusamnien;

sie haben mindestens einen Hiufungspunkt in je einem der zu
den Einheitsstrecken O K, - - - orthogonalen Teilen der Begrenzung.
In jedem dieser (f — 1i-dimensionalen Flichenstiicke liegen also
unendlich viele Vektoren P, P,,.,. deren Betrag kleiner als
eine vorgegebene Zahl ¢ ist.

Wir wollen uns klar werden iiber die Verteilung der Durch-
stoBungspunkte auf der Grenzfliche. Dazu betrachten wir irgend-
einen von den zu den Strecken OF --- orthogonalen Teilen,
etwa den zu OE/, gehorigen. P, sei der erste der Durch-
stoBungspunkte unserer Folge P, P,--., der in dieses Begren-
zungsstilck hineinfillt (6 ist eine endliche Zahl, da sonst Ent-
artung vorliegen wiirde). Die im Begrenzungsstiick liegenden
Vektoren P, P, ,, tragen wir von P, aus ab und kommen
damit zu neuen Punkten unserer Folge: @,, @, --.

') Im Anschlu an den Beweis des genannten zahlentheoretischen
Satzes bei F. LEITEXMEYER: Proc. of the London Math. Soc. (2), Bd. 21,
S.306. 1923,
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Wir zeigen zunachst, dald diese nichf alle in einem durch
P, gehenden linearen (f-- 2)-dimensionalon Raume liegen. Den
Beweis fithren wir indirekt. d. h, nchmen einmal an. es sei
dies der Fall.

Der Punkt P, besitzt die Koordinaten

w, = 5 — tk=1---fy—1)
v, v

in demy betrachteten (f - 1)-dimensionalen Begrenzungsstiick.
Fiir /7 — 1 andere Punkte P, , P,,--- PI/_ der @-Folge gilt dann:
2 . 2

r - -
3 P Ve | ) LU
IS =1 -1 ; 1
”, ;;J/J \ v, S
v Voo Ve_y Viq
Iy "!1'14 £y ' \ 1 ! 1 0
). ¥ ' ' i .
f Loy v, B
y ‘ v, Yroq - VYr_y
gt e ey ! e =
r-1, =, 1, L .
/ ’ /- r - r
ader nach einer einfachen Umformung:
r v, rro Ye_o1l
— PR - — — : ]
Y, Ve Y Ve
- B - (" i
» v o Yy R
N 7R x, ! oy £ —1 =
oy Loy, Y Loy, 1
! f f- f -
yo T ’ I Ty
1 ! f=1. =10
.E/..; ! “ .Ef_] T .l/‘,L* - Il’_ll T 'Lf*--l‘l
; yo v | »o . Low |
/ / - r- /e
Da keine ganzzahlige Beziehung
v I . V-1 .
7 U T 4 T, =0
Ly oy v, /
! ! /
bestehon darf, auBer wenn alle 7 null sind, mufi der Koeifi-
. ¥ .
zient von * verschwinden:
v
I A B} . }
I L v, B [ LYy
Ly * Lyl | x]'/"‘ Jigliﬁj z, —1
L o yoo y
/- o - - f
C e R 0O
- . - -
Vg Y, 7’/'—1 i Ly 1 [‘
.'E/’,_l - ! I/"I L*f If,l - — xf—l | —— xl’ 1 — 1
))I,J » » )‘I, I
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Wenn wir darin die erste Zoile durch #, - 1 dividieren und
rur Grenze x, --»o0 tibergehen, so wird:

. . .
1 ) o .
'[I’fl,‘,']ulflli 1’.} Teoy 1
f f

verschwinden. Wenn

v,
NN . . ¥,
Hierin mufl der Koeffizient von -*
y
;
wir in ihm die erste Zeile durch x, —1 dividieren und X,
gegen oo gehen lassen, sieht man, dal

vy [v,;] Vi {V/.l
v v vy v,

sein mull. Wir setzen dies Verfahren fort bis zur Beziehung:
Vo1 [yf}} 1
Yr Yr

y, v
¢ /=1 -1
x - — X —~ = x -1
f—1 :l /‘*1{ } f—1
l[ v, v,

Diese aber widerspricht der Irrationalitit von ’L:,:l'

Wenn die Punkte der @-Folge nicht alle in ginem durch
P, gehenden linearen (f — 2)-dimensionalen Raume liegen, so
kénnen wir f— 1 der Vektoren P;Q, herausgreifen, die ein
(f — 1)-dimensionales (f — 1)-Kant bilden. Wenn wir an den
Endpunkt jedes dieser Vektoren wieder alle f— 1 Vektoren
ansetzen und in dieser Weise fortfahren, konnen wir das ganze,
za OE, orthogonale, (f —1)-dimensionale Begrenzungsstiick
des Einheitswiirfels mit einem Netz von Zellen iberziehen,
deren Kanten kleiner als § sind. Das gleiche gilt natiirlich
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fiir die zu den anderen O &, orthogonalen Teile der Begrenzung.
Damit ist aber gezeigt. dal die DurchstoBungspunkte der Bahn-
kurve die Grenzfliche ,lickenlos- fiillen, die Bahngerade also
jedem Punkt des Einheitskubus beliebig nahekommt.

Il. Elementare und komplexe Integration.
Bei unseren Problemen treten héufig Integrale von der Form
‘J. Ri{z,) - Ax*< 2Bz — Oldx

auf. in denen R eine rationale IFfunktion der angegebenen
Argumente bedeutet. Mit dem bestimmien, iiber eine Libration
von @ erstreckten Integral haben wir es zu tun bei der Be-
rechnung der Energie als Funktion der J, mit dem unbestimmten
7. B. bei der Berechnung der Winkelvariabeln.

Die unbestemmte Integration 1iBt sich elementar ausfiihren:
Bezeichnen wir die Nullstellen des Radikanden mit e, und

e, " e, 8o gibt die Substitution
€y im €y 6 6y
T = e E 4 T giny .
2 2

€

de—= 1.

€,
cos ywdy

dem Radikanden die Form (bis auf den Faktor A)

Bl
[ SN L
(S ST

o2
Das Integral wird damit zu
e e, e, —e, e —e e —e
— R oo 1 2 SiIl 1_ 72 1 e &
7 j ‘2 : ) Wy Ty T cosy -t cos yrdy.

dem Integral einer rationalen Funktion von siny und cosy,
das sich in allen Fillen durch die Substitution » = tg %,, und

wenn der Integrand eine gerade Funktion seiner Argumente ist,
auch durch % —=tgy in das Integral einer rationalen Funktion
von u iberfithren 1aft.

Wir geben dazu folgende Beispiele:

1. fVocéi;ﬂ'u“’dx.
Die Substitution x = «-siny liefert:



oo
g
~1

[1. Elementare und komplexe Integration.

. N . o- , i . s Y .
e feosypdy =~ [ (1= cos2yd2y =", - —sin 2y
i / X 1 9 1 /J

L

0l . :l‘
. €7 arcsin

«

dexbet -t ] .
J

Dax bestimmte Integral iiber eine Libration von x wird:

2.7
12 $he? - 2do - & [ cos’ydy = 7.
0
> o ]
b1 —-2?
2. Ldao.
1. ar’

R

Durch die Substitutionen x = sin 4 und u = tg ¢ erhiilt man:

cos® i ( 1 du
T oy Ay = e R
1 — asin®y J1-—w*(l —ar 1 L ow?
Fiir den Integranden gilt die Partialbruchzerlegung:
1 1 1 1

al--u* a 1 )
S
1—a

'

Damit wird das unbestimmte Integral

1 1--a —
[ arc t'g U _—1\: I I arct.g | i— U ‘ 1 —a flir a S 1,
a o o

ST
—ars 1 a-—1 1+ula—1
l arctgu + - - log———  fira>1,
la a 1Fula -1
wo bei positivem |1 — z? fir » der Wert - | -t zu
1 — x?

setzen ist.
Im Falle a << 1 ist das Integral iiber eine Libration voun x:

1 — T costy 27, S —
3 ! —, dr = f*fl/——d::~z(l-|1—a-\,
1 —ax ki a -
. ¢
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Ist nur die Berechnung des hesiimmien Integrals

J=4{Re V- Ax? - 2Br— (de
erforderlich. so fithrt das Verfahren der kompleren [ntegration
in den meisten Féllen raseher zum Ziel.

Stellt man x in der komplexen Ebene dar, so entspricht
der Funktion R eine zweiblittrige Riemanwsche Fliche mit
Verzweigungen in den Nullstellen ¢, und e, (e, > ¢,) des Radi-
kanden. Der Integrationsweg umschlingt die Verbindungsstrecke
der beiden Nullstellen. Wenn er etwa von e, nach ¢, (dz > 0)
auf dem Blatt der Fliche verlauft, auf dem die Wurzel positiv
ist, so verliuft er von ¢, nach ¢, (dx < 0) auf dem Blatt mit
negativer Wurzel (vgl. z. B. Abb. 42),

Das Integral 148t sich am einfachsten auswerten, wenn man
den Integrationsweg deformiert und in einzelne Wege auflist,
deren jeder einen Pol der Funktion umschlingt. Bei dem in
Abb. 42 gewihlten Umlaufssinn ist dann J gleich der negativen
Summe der Residuen des Integranden in diesen Polen (das Resi-
duum ist das 2 mi-fache des Koeffizienten von f—f——l—x— in der
Lavre~xT-Entwicklung um die Polstelle x): ’

J= - YRej[Riz,| — Aa® - 2Ba — C)].
Wir betrachten einige Tvpen von Integralen.

1. Gruppe.
]:g);r"l A 2By - CF dx

» ; B ) f,b’
;g)xu-ﬂl/ — A2 C dz .
xr T

Die Konstanten A, B und C seien positiv. Sind relle Null-
stellen der Wurzel vorhanden — wir wollen das hier voraus-
setzen —, so liegen diese auf der positiven reecllen Achse. Die
einzigen Pole des Integranden kénnen sich in 2 == 0 und o = ¢
befinden. Wir erhalten somit

J= —Rej,[a*V — A2* 2Bz — O]
— Ref, [2% ) — Aw® +2Ba — CF|.
Die Bilder des urspriinglichen und deformierten Integrations-
weges fiir diesen Fall sind ersichtlich aus der Abb. 42, in der

(4)
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der Pol x ==~ ins Endliche gelegt ist. Auf der reellen Achse,
auflerhalb der Strecke e e,, ist die Wurzel rein imaginir, sie
hat das Zeichen i von e, bis oc und — ¢ von — ~ bhis e,.

Abb. 42
Das e, berechnen wir als ‘Rei, des Integranden eines
Integrals, das durch die Substitution y = l entsteht; da bei der

Abbildung der ¢-Fliche auf die y-Fliche der Umlaufssinn des
Integrationsweges erhalten bleibt. wird:

Nef, [0 ) - Awt2 Ba - ("
- — e, Ly-‘“f’ﬂ Sl d s 2 By — Oy

. . 1
Die Wurzel hat das Vorzeichen — 7 von - - bis y . o und
Cy
i von - ~ bis
81
aj = --1. =1

Unter Beriicksichtigung der obigen Vorzeichenbestimmung
werden die zur Berechnung der Residuen bendtigten Entwick-
lungen des Integranden um z = 0 bzw. y = O:

_1,(“(1; {{ l,)
z\ i |

bzw. ,
Es wird also:

und:

]:4)~—] — Az - 2Bx — C'dr

Pa ot Ll
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bi a - 2. R
Das Integral ist fiir x == ~ reguliir. Dic Entwicklung des
Integranden um £ = 0 wird:
1/1 B o
B L
LT AN R A NS )

also:
Ref, = — 2 B A
cye
und:
]»‘"'Cb'?__.l—Ar’» YBx (v‘lq"_);
i ",. * “ '
gDIz '/ — 4 ‘-)*Ii — EE dx_—_gnf,Bﬂ
’ ¢ cye
Ca= -2, 3= 1:

Das Integral ist regulir in «= 0. Die Entwicklung des

) 1 .
entsprechenden Integranden um y == — = 0 ist:

x
1 1 B 1 B* C .
w o= . »’!/"‘ (3‘*_— :)yhﬁ’"‘,
ylilA 1414 2\ A} A4 AVA
also:
: B C
Nefr 7(3 — )
4\ 4 A4
mithin:
* idx
]3:(_‘)5) — Ax? —L<)B:1:—~C’—g>
i7) x
=z B?
IA( 4* A
2. Gruppe-
11 —
a " g —dx. Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten:
—a

1. @ <- 1. Die durch die Nullstellen von 1 — ax? gegebenen
Pole des Integranden liegen auflerhalb des die Nullstellen -+ 1
der Wurzel {Verzweigungspunkte des Integranden) umschlin-
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genden Integrationsweges, im Falle 0 < a - 1 auf der reellen
Achse, im TPalle ¢ < 0 auf der imagindren. Das Integral setzt
sich zusammen aus den Residuen bei

=
xr =1 VA‘ und r=-~.
a

Die Wurzel ist positiv imaginir auf der positiven reellen,
negativ imagindr auf der negativen reellen Achse; sie ist positiv
reell auf der negativen imagindren und negativ reell auf der
positiven imagindren Achse. Unter Beriicksichtigung dieser
Vorzeichen beginnt die Entwicklung des Integranden um seine

/1
Pole + 1/1 mit
¢

1
~l 1 a
2a

i1y
R TEN
a

Die Residuen in beiden Polen sind die gleichen:
TN a.
a

Der Beitrag des Umlaufs um x = oc bestimmt sich als
iy
Y — -
{—ﬁe]oL/ " ~-a]'
Da die Wurzel fiir positive reelle Werte in der Nihe von null
positiv imaginédr ist. beginnt die Entwicklung der Funktion mit

11
ay '
. . 2 . e
Damit wird der gesuchte Beitrag 7 und schlieBlich
72

| VOE L em
(\8,} ]4 == 1 - (I,’Q’J"J dx - -‘ag (\] - Yl — (1) .

. 1
2, a>1, Die Pole -+ V?zw fallen auf das Intervall

(— 1, 1) der reellen Achse, liegen also innerhalb des Inte-
grationsweges. Der Integrand bleibt in ihnen nicht integrabel,.
so dall dieser Fall auszuschlieBen ist.
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| - 4B
) T —_
(e )
mit fler -cid--x)(x — B). Fr)=fx) — 4Cx.

Es seien 4, B, (" positiv reell. A - B, und € werde so gewdihlt,
dall F(x) positiver Werte fihig ist. Die Nullstellen «. § von
Fix) sind dann reell und liegen zwischen A4 und B.

Der Integrand besitzt einfache Verzweigungsstellen in e
und p: er wird dort unendlich, bleibt aber integrabel. Ein-
fache Pole liegen bei 4 und B. Ferner wird ein Umlauf um
« = 0 einen Beitrag zum Integral liefern. Die Vorzeichen der
Wurzel gibt Abb. 43 an. In der Umgebung von A beginnt

R f£~(<»_>*—‘—;c=}/i- e _L-_
| ——
7
l /3 7 Fx A v

Abb. 43.
)
die Entwicklung des Integranden mit:

1
+l i - At
ic '

in der Umgebung von 3 mit:

Die Residnen sind also:
Yief - 2 Bt o 2 /f%
ey g = ;—C, Rejg == -, H:II/AC.

s e 1 .
Mithilfe der Substitution y = g finden wir:

1 1 — ABy*

Nejo == — Ref, ;
y (Ay —1)(1 — By)

1
a6 ada]

wobei die Wurzel fiir positiv reelle Werte von y nahe null
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das Vorzeichen i hat. Die Entwicklung beginnt daher mit

! .
— —, und es wird
)

Also haben wir:

9 7 = ber]F’L([‘l—)"I(](' ‘/4('7~ ).

Im Aunschlufl an diese Integrale wollen wir noch cinige
[ntegrale von der Korm

IR, ) —Ax* =2Bx O if@idy

betrachten. wo 4f(x) ein Korrektionsglied sein soll. Unter dieser
Voraussetzung ist die Lage der Verzweigungspunkte nicht wesent-
lich anders als bei den Integralen der 1. Gruppe. es bleiben
die obigen Ifiguren mit den dortigen Bestimmungen {iber Vor-
zcichen und Integrationswege erhalten.

Um dic Integration durchfiihren zu koénnen, wollen wir
den Integranden nach dem Faktor 4 des Korrektionsgliedes
entwickeln. Es ist dabei zu beachten. dafl die Entwicklung
fiir den ganzen Integrationsweg gelten mul}, gegebenenfalls ist
also der Integrationswoeg vorher passend zu deformieren. Sollten
durch das Korrektionsglied neue Verzweigungspunkte hinzu-
treten, so hat der deformierte Integrationsweg diese zu ver-
meiden.

Die Integration lifit sich dann nach dem gleichen Verfahren
ausfithren wie oben, da fiir die einzelnen Glieder nur die Ver-
zweigungspunkte ¢, und ¢, und die Pole x =0, « =~ auf-
treten.

a) ],;:(bx"/»Ax 9B -0 Vaa

X

:g)]/ 4 2B B (? 7 ﬁj)nd.z‘.
‘ X xrox?

Bei hinreichend kleinem D gilt die Entwicklung um D =0 fir
den ganzen Integrationsweg. Wir beschrinken uns auf Glieder
1. Ordnung in D:

Born, Atommechanik 1. 23



Ah4

L
A 2Ba— (A 2B ()2

Damit ergiht sich

D
]n = ]1 T 2 ]-_"
d. h.
' 1 BD )
10 T - 2,7(3 o e,
1A 2 ofC

S - ,
I - (4)17' f— Aa*-2Bax— C--Datdx

> y
B C .
Sb‘/ 427 T S D de.
x ot
Dic Entwicklung der Wurzel nach Potenzen von D lautet

| — 42 2Bz - (.- Dgb

1
Ty

wi S

) dar 2Bx - O (— Axt 2 Ba — C) -

Beschrinken wir uns auf Glieder 1. Ordnung in D, so fiihrt

sie auf

. h.
111 ]T:." 7



Erstes Kapitel.
Hamilton-Jacobische Theorie.

§ 4. Bewegungsgleichungen und Hamiltonsches Prinzip.

Der Ausgangspunkt fiir alle folgenden Betrachtungen sind
die NEwroNschen Bewegungsgleichungen eines Systems freier
Massenpunkte

d
(1). it (m, ) = 8.,

" wo m, die Masse des k-ten Punktes, v, seine Geschwindigkeit
und @, die anf ihn wirkende Kraft bedeutet. Das Produkt
m, v, heiBt auch Impuls oder BewegungsgriBe.

In dieser Fassung gelten die Gleichungen (1) auch, wenn
die Masse vom Betrage der Geschwindigkeit abhingt, wie es
die EmnsteiNsche Relativitdtstheorie lehrt. ,

In vielen Fillen ist das Gleichungssystem (1) gleichbe-
deutend mit einem Variationsprinzip, dem sogenannten HamiL-

‘TONschen Prinzip

. |24
(2) J Ldt — Extremum.
S

Darin ist L eine bestimmte Funktion der Koordinaten und
der Geschwindigkeiten aller Punkte, unter Umsténden auch der
Zeit, und die Extremalaufgabe ist so aufzufassen: Zu den
Zeiten ¢, und ¢, ist die Konfiguration (Koordinaten) des Massen-
systems gegeben und es wird diejenige Bewegung gesucht (die
Koordinaten als Funktionen der Zeit), die das System aus der
ersten Konfiguration in die zweite derart iberfithrt, daB das
-2*

b
¥

TR L

() s /
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-

Integral ein Extremum wird!). Der wesentliche Vorteil eines
solchen Variationsprinzips ist seine Unabhingigkeit vom Koor-

dinatensystem.
Das Variationsprinzip (2) liefert als notwendige Bedingungen
die LacraNcEschen Gleichungen ?)

d oL oL
(3) it oz, m
Wir haben nun L so zu bestimmen, da diese Gleichungen
mit den NEwroNschen Gleichungen (1) iibereinstimmen.
Wenn die Krifte &, ein Potential U haben, also

oU

cx,
ist, bestimmen wir eine Funktion 7* der Geschwindigkeits-
komponenten so, daB

Qkx:

oT* .

ok, kM

oT* .

a‘g‘: my, Yy,
k

oT* .

FEREC
k

ist. Die Gleichungen (1) konnen dann in der Form

d oT* o(—U)

oder
d 3(T*—10) »8(T* — U>,
dt o, 0z,

geschrieben werden.
Wir setzen daher in unserem Variationsprinzip (2)

4) L=T*_TU.

1) Es kommt nicht darauf an, ob es ein Maximum oder Minimum
oder ein Sattelwert ist,

?) Von den drei den Koordinaten z, y, z entsprechenden Gleichungen
schreiben wir im folgenden gewdhnlich nur die erste auf.
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Beriicksichtigen wir die Relativititstheorie nicht, sehen wir also
m, als konstant an, so ist 7'* gleich der kinetischen Energie 7.
Setzen wir, wie die Relativitdtstheorie lehrt,

m,
m = ——

-

wo m, die ,Ruhmasse“ und ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist, so
haben wir (fiir einen Punkt)

o reme[ i ()]

was im Grenzfall ¢ = co in den Ausdruck —ﬂ;i v? libergeht.

Diese Funktion ist von der kinetischen Energie

(6) T—=m, | ————— —1

-verschieden; natiirlich geht auch 7' fiir ¢=oc in den Aus-
druck 22‘11;2 iiber.

Oft enthalten die Krifte auller einem Bestandteil ®, der
sich aus einem Potential U ableiten 1iBt, noch einen Bestand-
teil ®*, der von den Geschwindigkeiten abhingt (wie bei den
magnetischen Kriften auf elektrische Ladungen). Man bestimmt
 dann eine Funktion M so, dalB3
' d oM oM
. — e, — . =— *

@ dt 0z ox £
wird und setzt im Variationsprinzip (2)
8) L=T*—U— M.
Die LaeraNaEschen Gleichungen (3) lauten dann nimlich
d oT* oU d oM oM
T oa T o~ g a1+ - =0,
. dt oz ox  dt 0T ox
d. h. unser Variationsprinzip ist tatsichlich mit den NEwronschen
" Bewegungsgleichungen
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o) 8, =0

gleichbedeutend.

Das HamirroNsche Prinzip gilt auch dann noch, wenn
zwischen den Massenpunkten , Bindungen“ bestehen, die durch
Gleichungen f, (2,,9,,2%,,%5,¥,,2, -..) = 0 zwischen den Koordi-
naten wiedergegeben werden!). Nach den Regeln der Variations-
rechnung hat man dann zu den iibrigen Kriften noch Zusatz-
krafte von der Form

hinzuzufiigen, wo die 4, sogenannte ,LacraNGEsche Multiplika-
toren“ sind. Diese sind neben den Koordinaten als Unbekannte
anzusehen; die Anzahl der Bestimmungsgleichungen, némlich
Differentialgleichungen und Nebenbedingungen, ist dann wieder
gleich der Anzahl der Unbekannten.

Der Hauptvorzug des HamrrToNschen Prinzips besteht (wie
schon einmal betont) darin, daB es eine von der besonderen Wahl
der Koordinaten unabhingige Fassung des Bewegungsgesetzes dar-
stellt. Wenn eine Anzahl Bedingungsgleichungen vorgeschrieben
ist, so kann man die gleiche Zahl von Koordinaten mit ihrer
Hilfe eliminieren. Es bleibt dann eine gewisse Zahl unabhingiger
Koordinaten

0% 0
iibrig; f nennt man die Anzahl der Freiheitsgrade. Die

LacraNcEsche Funktion wird dann eine Funktion der ¢ und
ihrer zeitlichen Ableitungen, unter Umstinden auch der Zeit:

L= L(qla 91) s> qr_n R/ éfy t):
und das Variationsprinzip (2) liefert die LAGRANGEschen Glei-
chungen
d oL eL

9 o —=20 k=1,2...f.
© dt oq, 9q, f
Diese gelten auch, wenn die g, Koordinaten in beliebig bewegten
oder gar deformierten Bezugssystemen sind.

1) Solche Bedingungen, - die die Geschwindigkeitskomponenten nicht
enthalten, nennt man holonom.
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§ 5. Die kanonischen Gleichungen.

Jede der LagranNcEschen Gleichungen ist eine Differential-
gleichung zweiter Ordnung. In vielen Féllen, besonders bei all-
.. gemeinen Betrachtungen, ist es zweckmiBig, sie durch ein System
fi von doppelt so viel Differentialgleichungen erster Ordnung zu
" ersetzen. Der einfachste Weg, dies zu erreichen, besteht darin,
daB man ¢, = s, setzt, diese Differentialgleichungen hinzufiigt
und die 5, neben den ¢, als unbekannte Funktionen behandelt.
Eine viel symmetrischere Formulierung erhilt man auf folgendem

Wege:
Man fithrt statt der ¢, die neuen Veriinderlichen
oL
1 LT A
( ) Y2 4,

ein, die man Impulse nennt; die LacraNGEschen Gleichungen (9)
des § 4 lauten jetzt

. oL
2 b=
( ) K P qk
wo L immer noch als Funktion der ¢, und ¢, anzusehen ist,
Man kann nun die Auflésung der Gleichungen (1) auf eine ganz
ghnliche Form bringen, indem man statt der Funktion L (g, g, - - - t)

eine nene Funktion H(q, p, ---t) einfithrt mittels einer ,LEcEN-
peeschen Transformation“ )

‘ ) H= %’qh p, — L.
E}det man nimlich das totale Differential

Yy . . oL oL .. L
f H=29kdpk+2]0kqu“Z*‘qu“Z‘-qu—
3 P k T 0% v 0

¢ 4

lo heben sich wegen (1) die Glieder mit dg, weg. Fiir die

') Eine LEcENDREsche Transformation fiihrt allgemein eine Funktion
i f(zy) iiber in eine Funktion g (x,z2), wo z = Z—’; ist, derart, daB die Ab-
" leitung von g nach der neuen Variabeln z gleich der alten Variabeln y
. ist. Solche Transformationen spielen in allen Gebieten der Physik eine
f. groBe Rolle; so verhilt sich z. B. in der Thermodynamik die Energie
k; zur freien Energie wie eine Funktion zu ihrer LEGENDREschen Trans-
- formierten.
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partiellen Ableitungen von H(g, p,---1) nach p, und g, erhilt
man daher

oH i
oH_ .
e e

(-~
04y p— oq/i’

wobei durch die Indizes neben den Klammern angedeutet wird,
welches die unabhingigen Variabeln sein sollen. Nun kann
man (2) und die Auflésung (4) von (1) mit Hilfe der neuen
Variabeln in der Form
__0H
- a pk
(5) . °H

b= ———

k 2 qk
schreiben. Dies ist die sogenannte kanonische Form der Be-
wegungsgleichungen. H(q,, p,s 4q, Py -+ - 1) heillt die HaAMILTONSChe
Funktion. Die Variabeln g, und p, heien einander kanonisch
konjugiert.

Dieselben Gleichungen bekommt man, wenn man im Varia-

tionsprinzip (2) § 4 die Funktion L mit Hilfe der Gleichung (38)
durch H ausdriickt. Man erhalt dann

(29

(6) J‘[%j P9, — H(g,p, - t)] dt = Extremum.

2

2

Hier sind die g, und p, als gesuchte Funktionen zu betrachten.
Man sieht leicht, daf die Lacraxceschen Gleichungen mit (5)
ubereinstimmen, wobei man beachten muB, daf die Ableitungen
der p, im Integranden gar nicht explizite auftreten; aus diesem
Grunde darf man als Grenzbedingungen nur die Werte der g,
zu den Zeiten f, und t, vorschreiben, nicht die der p,.

Alle Uberlegungen gelten auch dann, wenn die Funktion L
und damit auch H von der Zeit ¢ explizit abhingt. Das letz-
tere tritt z. B. ein, entweder wenn von der Zeit abhingige
duBere Einwirkungen stattfinden (U ist von ¢ abhingig) oder
wenn man bei einem abgeschlossenen System zur Beschreibung
der Bewegung ein Koordinatensystem benutzt, das selbst eine
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3
3

vorgeschriebene nicht gleichférmige Bewegung ausfithrt. Wenn
aber H die Zeit nicht explizit enthilt, so gilt

dH -1['81-] . oH J
-l ial
‘Driickt man ¢, und 7, mit Hilfe der Bewegungsgleichungen (5)
* aus, so folgt

dH
i Y
“d. h.

Y H(p, g, )= const

ist ein erstes Integral der Bewegungsgleichungen (5).

Wir fragen nun nach der mechanischen Bedeutung der Grope H
' und betrachten zunichst den Fall der klassischen (nichtrela-
. tivistischen) Mechanik. In beliebigen Koordinaten eines ruhenden
- Bezugssystems ist die kinetische Energie eine homogene Funktion
+ zweiten Grades T, der Geschwindigkeiten 7, ; in bewegten Koordi-
. natensystemen konnen hierzu noch lineare und von den ¢, freie
' ‘Glieder treten, so dafl wir schreiben konnen:

T="T,+T 4 T,.
" Dabei bedeutet 7', eine homogene Funktion n-ten Grades der

' ¢,, die im ibrigen von den ¢, beliebig abhingen kann. Nach
. dem EuLErschen Satz gilt

nT = —Z T“ 9 »
1 r ‘%
also
3 . oT
(8) Zpquzzrq qkz T1+2T?.
3 k k k

Setzen wir nun voraus, daf eine’gewGhnliche potentielle Energie
» vorhanden, also
' L=T-U

ist, so gilt

H=T 42T, —(T,+ T, +T,)+U

1 . =—-T,+T,+U.

- Im Falle des ruhenden Koordinatensystems (T'= T,) ist also
(9)  H=T+U

R T T



26 1. Kap. Hamilton-Jacobische Theorie.

die Gesamienergie. Wenn die Zeit nicht explizit in H vorkommt,
gibt dies zusammen mit Gleichung (7) den Energiesatz.
Bei bewegten Koordinatensystemen (7, 7', nicht 0) kann es
vorkommen, daB zwar H von der Zeit unabhingig, also
H = const
ein Integral ist, aber nicht das Energieintegral.
Beispiel: Wir betrachten ein mit der Winkelgeschwindigkeit w

rotierendes Koordinatensystem (&5 #). Man transformiert auf dieses vom
ruhenden System (x, y) mit Hilfe der Formeln

z=Fcoswt—nsinwt?
y=Esinwt-t-ncoswt
z2=¢.

Die kinetische Energie wird dann (unter Weglassung der Indizes)

m . . N dr oy ey Re
T= D50t @ )20 Ed—nd+ P
Zu den Koordinaten & und 7 gehoren also die Impulse
pg=m(E—wn)
p,=m(+o8)
p=mi,
so daB wir auch
7 1 . R
T= g 20,2+

schreiben kénpen. Fiir H erhalten wir

r. . . 1
H=Dlép+ip,+Ep,— 2—7;(1'5”1’1;2%?:2)} +U
oder
) 1, .,
szy{w(npg—cp,,)+ﬁ(p§‘+pﬂz+pf)] +U.

Wenn U Rotationssymmetrie um die z-Achse hat, so enthilt H die Zeit
nicht explizit und ist daher konstant. Man nennt

H = const
das Jacosische Integral. Es ist aber verschieden von der ebenfalls kon-
stanten Energie

1 .

E=T+U= D s 2 +0,+p)+U.
Aus beiden Integralen folgt
E — H = const.

Dies liefert den Flichensatz. Es ist nimlich
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E-H=0-3Ep,—1p)=0 ImEi—nd)+o’ImE+y9).
Transformiert man auf x, y zuriick, so wird

E—-H=0Zm@y—y%).

Jetzt betrachten wir den Fall der relativistischen Mechanik.
Nach (4) und (5) § 4 ist fiir den Massenpunkt

also
(10 po MaE_
s
joot
pe

und

d. b, auch hier ist H die Gesamtenergie. Das Ergebnis ist vom
~ Koordinatensystem unabhéngig, solange dieses ruht.

§ 6. Zyklische Variable.

Der allgemeinen Theorie der Integration der kanonischen
" Gleichungen wollen wir einige einfache Falle vorausschicken.
. Wenn die HamirtoNsche Funktion H eine Koordinate, z. B. ¢,,
nicht enthilt, also

HZH(quant)

ist, so folgt aus den kanonischen Gleichungen:

i)l =0

p, = const.
Wir haben also sogleich ein Integral dieser Gleichungen ge-
funden. Man nennt nach Hermuorrz die Koordinate g, (weil
sie hiufig einer Drehung um eine Achse entspricht) zyklische
Koordinate.
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Dies ist offenbar immer dann der Fall, wenn das mecha-
nische System gegen eine Anderung der Koordinate ¢, (z. B.
gegen eine Translation oder Rotation) unempfindlich ist.

Wenn z. B. ein System von Massenpunkten (r,t, - t,) sich
nur unier der Wirkung gegenseitiger Krdfte bewegt, so ist die
potentielle Energie nur von den Differenzen

8, =1, — 1, G=r1,—1 - 3 =1, —1,
abhéingig; man fiihre daher die Komponenten z,y,2, von r,
und die Komponenten &, 7, [, dieser Differenzen 3, als Koor-

dinaten ein. Da U von x,y, 2, unabhingig ist, so folgt, dafl
Dz, Py, Pz, konstant sind. Nun ist die kinetische Energie

m‘ L 3 s &) M)
T:kZ’?"(:ck-+yk“+zk') (k=1,2---n),

Wegen
& =& T & (k=23 n)
folgt
eT . .
pz‘:aT.l:%’mkzk (k=1,2---n),

d. h. die drei Integrale liefern den Impulssatz.

Ein anderer wichtiger Fall ist der, dafl die potentielle Energie
bei einer Drehung des ganzen Systems um eine raumfeste Achse
ungedndert bleibt. Sind ¢, , ¢, - - die Azimute der Systempunkte
um diese Achse, so filhre man als Koordinaten die GroBen

D=9 Pi=¢,— (k=2,3--")
ein und gewisse andere, die nur von der relativen Lage der
Systempunkte gegeneinander und gegen die Achse abhingen
(z. B. Zylinderkoordinaten r,,z, oder Polarkoordinaten r,, &,).
Da die Hamirronsche Funktion von @, nicht abhingt, so ist
®, zyklische Variable (hier im wirklichen Sinne des Wortes),
und der ihr konjugierte Impuls p, = p o, ist konstant. Wegen

g, =D, + b, (k=2,3,...,n)
und

T=k§%mk(ﬂ;g¢k2+'”)9

wo r, der Abstand von der Achse ist, hat p, den Wert



§ 6. Zyklische Variable. 29

L oy T S
o T o == P T P
’ 04’ P 2 R
ist also der Drehimpuls um die Symmetrieachse. *

Im Falle, dal sich die Massenpunkte nur unter der Wirkung
gegensetiiger Krifte bewegen, gelten unsere Betrachtungen fiir
jede raumfeste Richtung. Da die Grofie p, die Komponente

des Gesamt-Drehimpulses
2 my 1,1
k=1

in einer beliebigen Richtung und stets konstant ist, folgt die
Konstanz des Drehimpulsvektors.
Es kann vorkommen, daf3 H nur von den p, abhingt:

H:‘H(plpﬂ )
dann lassen sich die kanonischen Gleichungen sofort vollstindig
integrieren. Wir erhalten nimlich:

ﬁk:O’ pk:ak’

. o0H

¢, = —=w,, :wt+ﬂ
= op, E /)" e k

Dabei sind die w, dem System eigqgtﬁmliche Konstante, o,
und f, jedoch Integrationskonstante. Hieran erkennt man, daB
ein mechanisches Problem gelost ist, sobald es gelingt, solche Koor-
dinaten,  einzufiithren, daf3 die HamivroNsche PFunktion nur wvon
den kanonisch konjugierten Impulsen abhdngt. Die im folgenden
behandelten Methoden werden im Wesentlichen dieses Ziel ver-
folgen. Im allgemeinen kann man zu solchen Variabeln nicht durch
eine einfache Punkttransformation der ¢, in neue Koordinaten
gelangen, sondern muB die Gesamtheit (g, p,) der Koordinaten
und Impulse in neue konjugierte Variable transformieren.
Vorher jedoch betrachten wir noch einige Beispiele:

1. Der Rotator. Darunter verstehen wir einen starren Korper, der
sich um eine raumfeste Achse drehen kann. Ist ¢ der Drehwinkel und
4 das Tridgheitsmoment um die Achse, so ist /

= §A<p , /
und der zu ¢ gehorige Impuls ist :

p=A¢.
7L
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Fir die kriftefreie Bewegung (U 0) ist

1

(1) H T:2A4 P“‘.

¢ ist also zyklisch, mithin gilt
p - const
und
. P
v w-= 4 p wl+t ﬁ'
Die kriiftefreie Bewegung ist also eine gleichférmige Drehung um die
Achse.

2. Der symmetrische Kreisel. Ist A, das Trigheitsmoment um eine
zur Symmetrieachse (z) senkrechte Richtung, A. das Trégheitsmoment
um die Symmetrieachse und sind d,, b,, b, die Komponenten der Dreh-
geschwindigkeit im korperfesten Bezugssystem (x, y, 2), so ist

T L[4y (0,20, - A b7
Wir fiihren als Koordinaten die Evierschen Winkel ¢, ¢, » ein:

% Winkel zwischen Symmetrie (z)- Achse und einer raumfesten Rich-
tung (% -Achse),

@ Winkel zwischen x- Achse und Knotenlinie (Schnittgerade zwischen
der (z, y)-Ebene und der zur z-Achse senkrechten (#, 7)-Ebene
durch den Nullpunkt),

y» Winkel zwischen z-Achse und Knotenlinie.

Dann werden die Komponenten der Drehgeschwindigkeit
by - & cO8 @ psin & sin p,

2) b_,,r:z‘}sinq)—tpsinz?mmqv,
D, == q') - 1/': cos ¢

und die kinetische Energie

T =L (A, (2 426in? 8) - A, (§ -+ cos 9)*] .

Zu ¥, ¢, vy gehoren also die Impulse

] .
=T
29
aT L
(3) Py g = A (@ b icos ¥,
oT . o on - .
P, = e v (A 8in? 9 2 4, cos® I) vy + A, cos ¥ ¢ .

Um die physikalische Bedeutung dieser Impulse zu erkennen, ersetzen
wir mittels (2) died, ¢, 3 durch die Komponenten von b, dann wird
Py = Az (b2 cO8 @ - by sin @) ,
pp=4:b:,
Py, = Ay (by8in g — b, cos@)sind + 4. b, cos & .
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Darin bedeutet offenbar (b cos ¢ -+ b, sin ¢) die Drehgeschwindigkeit um
die Knotenlinie und (b, sin ¢ — b, cos ¢) die Drehgeschwindigkeit um eine
daza senkrechte Richtung der (v, y)-Ebene. Wir lesen also aus den
Gleichungen ab:

pg ist der Drehimpuls um die Knotenlinie,

P, ist der Drehimpuls um die Symmetrieachse,

p,, ist der Drehimpuls um die raumfeste (z)-Richtung.

Fiir kriftefreie Bewegung (U — 0) ergibt eine einfache Rechnung

1 - pl/’ p, cos z)\

2| J -
H:T‘;_‘EA: Py ( smz’) 124,

Hier kommen ¢ und v nicht vor, sie sind also zyklisch: mithin ist

D, = const, Py = const.
Da wir hier aulerdem noch den Satz von der Erhaltung des gesamten
Drehimpulses zur Verfiigung haben, 148t sich die Integration vollstindig
ausfiilhren. Wir koénnen ndmlich die bisher willkiirliche zZ- Achse in die

Richtung des gesamten Drehimpulses legen. Da die Knotenlinie auf
dieser senkrecht steht, wird dann der Drehimpuls um die Knotenlinie

py-- 0.
Die kanonischen Gleichungen liefern erstens

¥ = const,
sodann
oH

ko)
Die Ausrechnung hiervon fiihrt auf
(p, —p,, cos 8) (p,, — p, cos ¥) =

=0.

Da seiner Bedeutung nach pw Zp, sein mufB, folgt
P, — P, €08 9=0,

was auch anschaulich klar ist. Die HamiLTonsche Funktion erhilt jetzt
die einfache Form
2.

1 1(1 1)
LN
A, 4,/ Pe

Hrgﬁ;l’,},-’r?

v und ¢ machen daher gleichformige Umldufe mit den Winkelgeschwin- -
digkeiten
. H (1 1
poo= = (3= )n,

8H 1

p = W = = -
L4 Y F] pw A.r p1p

Die kriiftefreie Bewegung des symmetrischen Kreigels besteht in einer
gleichformigen Rotation um die Symmetrieachse, verbunden mit einer
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cleichformigen Prizession dieser Achse um die Richtung des gesamten
Drehimpulses.

§ 7. Kanonische Transformationen.

Wie schon oben erwihnt, liegt cs nahe, die Integration der
Bewegungsgleichungen dadurch zu erreichen, daf man neue
Koordinaten einfiihrt, die zyklischen Charakter haben. Wir
wollen daher in sehr allgemeiner Weise eine solche Transfor-
mation

D= Pl Qe Py Py 1)

Go= 9 (0% PyPy - 1)
aufsuchen, derart, dall die neuen Variabeln wiederum Bewegungs-
zleichungen der kanonischen Form geniigen. Dazu ist notwendig
und hinreichend, daf das Variationsprinzip (6) § 5

f (N, q, — H(qp, - t)] dt = Extremum
%
iibergeht in
f[_k,:\j P, 4, — H(q, b, -~ 1)) dt — Extremum.

Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn die Differenz der

>

. av . .
Integranden die vollstdndige Ableitung - ji einer Funktion von

2t der alten und neuen Variabeln und der Zeit ist; denn faBt
man |” als Funktion der ¢, und g, auf, so liegen die Werte
von J an den Integrationsgrenzen fest. Je nachdem wir nun
I” als Funktion von g¢,, q,.t oder von g¢,, p,,t oder von gq,, p,, ¢
oder schlieBlich von p,, p,, t schreiben, erhalten wir vier Haupt-
formen fiir kanonmische Transformationen.

Wir wihlen also eine willkiirliche Funktion V(g q, ---1).
Die Bedingung

7}77)1;‘.11; —H(qy, p, - 1) = gﬁkék*ﬁ(gl’ Py t)
cod
nE Zﬁ'V(%aql o b)

ist erfiillt, wenn die Koeffizienten von ¢, und qk sowie die
davon freien Glieder auf beiden Seiten iibereinstimmen, wenn
also
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N

c o
P = 50 Vigys gy -+ 1)
;
1) e T
( N A
H:H-él@ﬂf¢

ist. Da man aus den Gleichungen der zweiten Zeile im allge-
meinen die ¢, und dann aus denen der ersten Zeile die p, als
Funktionen der g, und p, ausrechnen kann, ersetzt das System (1)
die Transformationsgleichungen.

Um auch mittels einer willkiirlichen Funktion V(g,. p, --- 1)
eine kanonische Transformation zu erhalten, schreiben wir
unsere Bedingung in der Form:

%‘pkql\'_prpx t) ;A-I;Z)hékﬁﬁ(ql’plt)

d
V— V2.4
SAPTRURRRE Y
oder, was dasselbe ist:
‘kypqu - H(ql’ Py t) = %qui)k - H@l’ ?1 t)

d = _ :
—J‘—-Zit*V(ql, Py t)‘

Der Vergleich der Koeffizienten von ¢, und fk liefert hier:

[
= V(g B, b,
Dy iq, (9,- 7, )

(%

: fe VT
@) ©= (g, P, - 1),

— 0 _
H::H——T}[ V(ql, pl...t)_
Auch diese Gleichungen konnen wir als Transformationsglei-
chungen ansehen.

Die dritte Fassung erhalten wir einfach hieraus durch Ver-
tauschen der alten und neuen Variabeln, wobei wir auch V
durch — }* ersetzen wollen, um ein moglichst einfaches Ent-
sprechen der vier Formulierungen zu gewinnen. Wir finden:

Born Atommechanik I. 3
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¢ _
R - va{/ , P, -1 s
Py g VP
n i
{3) = T, Vg pyoo 10,

HeH— V(g py 1)
Um schlieBlich die vierte IFassung zu erhalten, schreiben
wir die Bedingung in der Form:
%‘ Py (]k —Ilg,, p, - t) = -Z:—i);-gk — [1@1 ;’1 Sz
(I = Y hal
+ g V20t + Y pea)
dit k k
oder:
—Nyp - Hlgp, )= — Naqp,— Hig, py--- t)
d . .
T dt V‘\px by )

und erhalten:

o o, — .
T = *27'1)_1’(p1,p1-~t),
Lk
¢
4\ == I’y N 4 5
t4) “= 55 (py> Py - 1)

o,
H—I— 2 V(p, 5, 1).

Wir kénnen die vier Fassungen gemeinsam folgendermaBen
aussprechen: In der willkiirlichen Funktion V(x,, x,, x,, T, --- t)
set x, eine der Variabeln q, und p,, ¥, eine der Variabeln g,, p,;
dann geben die Gleichungen

oo 1 ¥
* o (}x/;’
5) Yy, = F ay
o Y = YR
. k 0z,
— oV
H= H— FIa

eine kanonische Transformation. Dabei ist y, 2w x,, y, 2u Z,
konjugiert, und es gqilt das obere Zeichen, wenn nach einer Koor-
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dinate differenziert wird, wid dus unterc Zeichen, wenn nach einem
Impuls differenziert wird. Die PFunktion }” wollen wir die er-
zeugende Funktion oder kurz die Frzeugende der kanonischen
Transformation nennen.

Es mull noch betont werden, daBl die Eigenschaft einer
Transformation, kanonisch zu sein, gar nicht von dem beson-
deren mechanischen Problem abhiingt; wenn eine Transformation
kanonisch ist, so ist sie es fir jede Form der Funktion H.
Wir geben einige Transformationen an, die wir spiter gebrau-
chen werden:

Die Funktion

i Iy Py 7{'_ 9 p),
liefert die identische Transformation

7= Py ‘Ul

By = Py Py -

Die Funktion

" = (/1 /)1 i (]1 pg - ‘/-3 p»g
fihrt nach Auflésung von (2) nach ¢, und p, auf die Trans-
formation
ql - ([1 Pl == 1)1 i pg
4y == 4o + 4y Py == Pa>
und die Funktion

6}

Ve 4y pl Ty I;g s ?;1 — 45 Py
fithrt auf

|

7) Yo =7 (ql - ’f:) Py =Py Py
Us -+ 510 — ) Py =D, — Py

Eine Transformation fiir drei Variabelnpaare liefert

|

=1

Vierqu by 4y 0y 4y Py F 0Py - Q Py Gy Py s
namlich

4= 4 121 ‘:i’llT_p_ng);
8) Yo == s — % Py = Py Py
bt h= B

In allen diesen Beispielen wurden die Koordinaten unter

sich und die Impulse unter sich transformiert. Die allgemeine
PL
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notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist offenbar. dal
" in den 4 und den p linear ist:
N N I D S B
Poe Ny gipy - X = N by
ik & 3
Diese Funktion liefert
Al 7_" )
Py X Py
E
— \7 o
67 2l e
x
Wenn dic Konstanten f; und y; null sind, so haben wir eine

Transtormation. die die ¢, und p, homogen linear und kontra-
gredient in dic ¢, und p, tberfithrt. Es ist niimlich

. N N s
M- Negrige= Nap,.
R il 7

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir. daf3 die
q, unter sich transformiert werden, ist die Linearitit von V
in den p_. In der Tat liefert

- ;/L((Ila 9a ’Pk o f/(ql! 9s )

die Transformation:

NT ([ cy
p__* 3 . -1 -
(101 Fo= g, g,

Linearitdt von V' in den ¢, hingegen gibt Transformation der
Impulse unter sich:

\

" -krfk&jp P: el J{\pl“/ pz .

liefert
Py == Iy (};13 IR
11 ] vy of, .oy
! (jlc - _\. B T‘li ([7 >>>> =
7 Py op,

Man sicht: Wenn die Variabeln der cinen Arl unter sich trans-
formicrt werden, so werden die neuen Variabeln der zweiten Art
lineare Funktionen der alten Variabeln der zweiten Art, deren
Kocffizienten bestimmte Funktionen und deren freie Glieder
willkiirliche Funktionen der Variabeln der ersten Art sind.
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Hiufig gebrauchte Transformationen der Koordinaten unter
sich sind diejenigen, welche rechtwinklige Koordinaten in Zyv-
linder- oder Polarkoordinaten iiberfithren, sowie diejenigen, welche
Drehungen des Koordinatensystems entsprechen,

Die Funktion

V'e=p,rcosq - -p rsing-—p.z
fuhrt rechtwinklige Koordinaten in Zylinderkoordinaten tber. Sie
liefert nimlich

= I COS (p P, - P.COSq -~ p sing
(12) y == rsin ¢ py == — pyrsing - p reosg
2=z p, ..
Der Ausdruck
J R
geht dabei in
2 1 2
Py » Dy

iiber.
Beim ["bergang zu rdumlichen Polarkoordinaten benutzen wir

b M £ ' M > L6
Ve p,reospsind -~ p reingsini + p,rcos .
Diese Funktion liefert nimlich die Transformation

x == 7 ¢os @ sin i
y = rsin ¢ e&in

z=rcos?d
(13) o s ! a1 M v
p, = p,cospsini - p singsind - p, cos
p, = — p.reingsini 4 p rcospsind

py==p,reosgcosit-l-p rsingcosy — p,rsind.
Sie fithrt den Ausdruck

2 2 ) 2
Py P, TP
iber in
p2-t .1 P2 ,,,,;1, p?
oo e By r-z sinz2 ¢ T4 *

Eine Drehung des rechtwinkligen Koordinatensystems (2, Yy, z)
bedeutet eine lineare Transformation der Koordinaten mit kon-
stanten Koeffizienten. Die Impulse transformieren sich dann
kontragredient. In diesemn Falle, wo die Koeffizienten ¢;, der
Drehung die Bedingungen
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| Y I

— Ty 16 (0

erfillen, ist die kontragrediente Transformation mit der ur-

~priinglichen gleichbedeutend. Die Impulse transformieren sich
wic die Koordinaten; es ist

X Gy xS,y Pooo gD, e, P U,

;e , e ;o o 1 ,
(14 Y €y & Cao Y Py = Uy Dy Uaa Dy gy Pl
S A N T 7. G P, Gl Gy Do

und es wird
I P S R R S
Wir geben noch zwei andere Transformationen an, bei denen
I” von ¢, und 4, abhingt. Die Funktion

Vo Mg
k
liefert nach (1
9. — Ik
P Uy

sie vertauscht also Koordinaten und Impulse.
Eine haufig gehrauchte Transformation vermittelt
Vo= Lgtotgy:
sie liefert
S e
. q=V2psing
(15) AR
p--V2pceosqg
und fiithrt den Ausdruck ¢° -/ p? iber in 2p. Die etwas all-
gemeinere Funktion

B
Ve - wqietgg

liefert

(16.
p = V2mo P Cos q
und fithrt
1 ., mo
omP T g 1
in mp iber.
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Wir wollen jetzt an einem Beispiel zeigen, in welcher Weise
die kanonischen Substitutionen zur Integration der Bewegungs-
gleichungen benutzt werden konnen.

Linearer harmonischer Oszillator. Fir diesen hat man
r4
m o2 7 E
r 54, U 7

dabei bedeutet ¢ den Ausschlag, m die Masse und » die elastische Kon-
stante. Fithrt man den Impuls

p -mg
ein und setzt

x “

R N

m
80 wird

1 . mo? |
(17) H = —— [,’- e =
' Zm 2

Hier ist also die zuletzt genannte kanonische Transformation (16) am
Platze. Wir wollen die neuen Variabeln ¢ und « nennen und setzen also:

R
R q - sin
(18) ! mw @
p=12moe cosqp.
Die HamirTonsche Funktion wird dann
H-wa«:
die Bewegungsgleichungen liefern
« = const
7wt f

der Ausschlag ¢ wird also durch

Za | .
—  sin (ot -+ f)
mw

g -
wiedergegeben.

Die kanonischen Transformationen sind dadurch definiert,
daB sie die Form der kanonischen Bewegungsgleichungen oder
das Integral des HamiLroNschen Prinzips invariant lassen. Die
Frage liegt nahe, ob es noch andere Invarianten bei kanonischen
Transformationen gibt. Das ist in der Tat der Fall; wir wollen
hier eine Reihe von Pomxcare!) eingefiihrter Integralinvarianten

angeben.

1) H. Poivcarg, Méthodes nouvelies de la méeanique céleste, Bd. IIT,
Kap. 22—24 (Paris 1899); der Beweis der Invarianz nach E. Broby,
Zeitschr, . Physik Bd. 6, S. 224, 1921.
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Wir konnen zeigen, dafl das Integral
19) J, = ff Ndp,dg,,
3

erstreckt iiber eine beliebige zweidimensionale Mannigfaltigkeit
des 2 f-dimensionalen (p, g)- Raumes, eine solche Invariante ist.
Wenn wir uns die zweidimensionale Mannigfaltigkeit dadurch
darstellen, dal wir p, und ¢, als Funktionen zweier Parameter
uw und » angeben, so wird

Wir beweisen unsere Behauptung, indem wir zeigen, dal3
-9 E

P 4 | oy 04 |
\7 eu  ou ‘_ 5," ou au‘
Top 04 TP P

ov ov E { ov ov

ist, sobald g,, p, aus g,, p, durch eine kanonische Transformation
hervorgehen. Wir schreiben die Transformation in der Form (2)

_ V(2P 1)
09y
G Vg, py oY)
und ersetzen mit Hilfe der ersten Gleichung g¢,, p, durch g,. p,:
dann wird

k

A A TN
S Nk 8q,0p; cu  ou !
DR R Y Y

ov 0w = oqop; ov  ov |

0Py 0,
4 BV | fu fu
T 09.0p; | 0P 24,

ov

D
<
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Durch Vertauschung der Indizes £, ¢ erhalten wir

‘D 04 |
2, 21 U Cu
it 09:0P, 0D, ¢4,

ov  ov

und wenn wir mit Hilfe der zweiten der Transformations-
gleichungen jetzt ¢,.p, in g,. p, iberfithren, so wird der Inte-
grand gleich

(IR S L P O
\7 uw = 0pig; cu o\ cu Cu
R LY TR
dv < op.oq v v v

damit ist die Invarianz des Integrals (19) bewiesen.
Ganz entsprechend laft sich die Invarianz von

Jy= ijffjdpidpk dg;dg,

beweisen, wobei im Integranden jede Kombination zweier In-
dizes vorkommt. Dasselbe gilt fiir

Ty = JJII ] 3 dpdp,dpde.dg, dg,
usw. Das letzte Integral der Reihe ist

,]/:f...fdpl codpydg, - dg,.
Das Volumen im Phasenraum ist also invariant gegen eine
kanonische Transformation.

§ 8. Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung.

An dem in § 7 fnitgeteilten Beispiel des Oszillators wird der
Grundgedanke der Integrationsmethode deutlich, die den Pro-
blemen der Atommechanik (ebenso wie denen der Himmels-
mechanik) besonders angemessen ist. Wenn sie auch fir den
Oszillator recht schwerfallig erscheint, so ist sie andrerseits
michtig genug, auch bei den verwickeltsten (besonders den
periodischen) Bewegungen zum Ziel zu fithren. Wir wollen sie
jetzt fir den Fall, dafl die Hamruronsche Funktion die Zeit
nicht explizit enthélt, allgemein formulieren: Wir versuchen, die
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Variabela . p, durch eine kanonische Transformation derarl in
o ¢ dberzufithren, daf die HAMILTONsche Funktion
wr eone den (den Impulsen entsprechenden) Gréfen o, abhéingt.
Hierzu eignet sich am besten die Form (2) § 7 der kanonischen
Transformation: wir suchen also eine Funktion

wewe Variable g

y

S, gy €y, €y i
=0 7zu bestimmen, dafl mittels der Transformation
[ S
p = ° Slg. g,
T g, 2

4 .
J ¢
To= ., Sty ey

10 Gomnt

f{ in cine nur von den ¢, abhiingige Funktion

Wie,, ¢, )
iihergeht. Die «, sind dann zyvklische Variable und die Be-
wegungsgleichungen fithren sofort zu der Lésung:

&, == const

oW

—_ e f— -
pp=o,t -, W, = —.
ce,

o

Die Bestimmung der Funktion S ldfit sich auf dic Lisung
ciner partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zurickfihren.
Man wihle insbesondere die Funktion W gleich ¢, und ersetze

oS . .
in 4 die p, durch i , dann hat § die Bedingung zu erfiillen

7q,

¢S o8 oS
(3 [I(r.qn-uq,ﬁ ,A,...,7>=a;
b e ! 0y €4y 9qf !

sie heilt die Hamrurox-JacoBische Differentialgleichung. Die
Aufgabe ist nun, eine Losung zu finden, die auBer von «, noch
von [— 1 Integrationskonstanten «,, ¢, --- @ abhiingt, eine
sogenannte wvollstindige Lésung. Diese Funktion S liefert eine
Transformation (1) der gewiinschten Art; es tritt dabei die
Besonderheit auf, daB
(1)1:;2 =1; o, ':70)3: ‘--za)f=0

wird. Die Losung der Bewegungsgleichungen wird dann durch
Auflésung der Gleichungen (1) nach ¢, und p, gegeben, wenn darin
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€, == const
’ VA ::t_f"/))l
4 v, = fa
2
Pr== Py

gesetzt wird.

Das Problem. das System der 2 [ gewdihnlichen Dificrential-
gleichungen erster Ordnung ider kanonischen) aufzuldsen. ist
also dquivalent mit dem Problem. eine vollstiindige Losung der
{fir f> 11 partiellen Diffcrentialgleichung (3) aufzusuchen. Es
ist dies ein besonderer Fall allgemeiner Sitze iiber den Zu-
sammenhang zwischen gewdhnlichen und partiellen Differential-
gleichungen.

Fir manche Zwecke ist es vorteilhafter, micht (wie hier ge-
schehen) eines der ¢ auszuzeichnen. Man fiihre dann eine kano-
nische Transformation aus, bei der die ¢, (ohne Koppelung mit
den ¢, in ebenso viele neuc Variable libergehen, die wir auch

¢ -+ ¢, nennen wollen. Dabel gche ¢, in

Wi, Uy (::f)

iber. Nach einem im § 7 bewiesenen Satz (Gleichung (11))
lassen sich dann neue Variable ¢, einfiihren, die den ¢, kon-
jugiert und lineare Funktionen der alten ¢, mit Koeffizienten
sind, die nur von den Konstanten «,_ abhingen. Die neuen ¢,
sind also auch lincare Funktionen der Zeit und es gelten die
Bewegungsgloichungen in der Form (2)

Die Funktion 8 kann man dann auffassen als eine Lésung
der Differentialgleichung

(5 Hlgpa, 500w,

. 9y ¢4,
die von f Konstanten ¢, --- «, abhiingt, zwischen denen und
W eine Gleichung

W Wi -+ a/)
besteht. Die Transformation (1) fiihrt nach (5) die Funktion H
in die Funktion (e, --- «) iiber, und es gilt auch hier

W
3 '

\
<
|
l
!

72X
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Eine wichtige Eigenschaft der Funktion S ergibt sich aus (1}:
es ist
oS =7
i X0y N,
% 4k %
S ist also das iiber die Bahnkurve genommene Linienintegral

dg,.

i6) 8 = g_\_‘pkd{ﬂ-a
g
wo (), einen festen und @ einen beweglichen Punkt der Bahn
hedeutet.
Im Falle der klassischen Mechanik und bei ruhendem Koordi-
natensystem hat dies Integral eine einfache Bedeutung. Dann
ist namlich (vgl (b;) §5):

Iy N7 A0 N ;
2 [ - .l p;;(fka
k
also

t
7 S:szdt.
to

Im Falle der Relativititstheorie (fir einen Massenpunkt) ist
hierin 2 7' durch

»?
0 e

v
Vl -
c-

zu ersetzen. Man sicht, daBl in beiden Fillen 8 eine monoton
wachsende Funktion der Zeit ist. Wegen des in Gleichung (7)
erscheinenden formalen Zusammenhangs mit dem bekannten
JacoBischen Prinzip der kleinsten Wirkung pflegt man S auch
Wirkungsfunktion zu nennen,

Wir betrachten den einfachsten Fall, nimlich den etnes
Fretheitsgrades. Dann wird die Differentialgleichung (5) eine
gewohnliche. Man kann dann die Gleichung

¢S
H (Q- p) =H (95 ;Q> = I’V

T4 7% —m

nach

auflésen und erhilt
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q
8= [ pig. Widqg:
’D
dies kann auch als Spezialfall der allgemeinen Darstellung (6)
aufgefafit werden. Die so gefundene Funktion 8. die auller W
keine Konstante enthilt, liefert die allgemeine Losung der Be-
wegungsgleichungen: man hat nimlich

4

eprg, W

(,::J o et
2o

und erhillt daraus durch Auflésen ¢ als Funktion der Zeit mi-

den Integrationskonstanten W und .

Fiir ruhende Koordinatensysteme hat 7' die Form

T p- ,
2u
wo i Masse, Trigheitsmoment oder dergleichen bedeutet. Dann
hat man

0

He= v =w

Z /1.
also
¢S T 72 \
P o= e = N2 u VW — U
(8) P > V2 0y (4)
und

q
S=\2pu[yW—"Ulg)dy

qn
q
w d
(9) - V " j I
o VW —-U (q}

Beispiel 1. Freier Fall und vertikaler Wurf.
Hier bedeutet ¢ die Hohe des bewegten Korpers und u die Masse.
Die potentielle Energie ist
U=ugq,
wo g die Konstante der Schwerebeschleunigung ist. Dann wird

_. 4
lu (* d N
bty = ) ’fj e YT VW gy,
~JVW—ugq gy u
b
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W . . o .

Wu gy = gewihlt ist und offenbar dic grofite, im Zeitpunkt ¢, errreichte
"y

Hohe bedeutet. Durch Auflisen nach ¢ erhdlt man die bekannte Formel

Y s
=y~ — 5 0T

Beispiel 2: Physisches Pendel.
Hier bedeutet ¢ den Ausschlag und u = .l das Trigheitsmoment des
Pendelkirpers. Die potentielle Energic ist

U —Dcosyg,

wo 1) Direktionskraft heifit. Wir erhalten

IO pey2d VW--Deosyq

[ ty= ‘llf e 1‘1J dq _
! 2 3\ quf)ct)sr[ 2\ ! -g-.

v ) 1 W D)—2 Dsin® -1

2
und wenn wir
L
W-- - 2Dsin?
2
setzen:
i - a
ry 1 ‘VA dqg
Y2 tD -V". , @ s q-
0 fsin® - —sin® -

Die Auflosung dieser Gleichung, die ein elliptisches Integral enthilt,
nach ¢ liefert ¢ als eine periodische Funktion der Zeit, die zwischen + a
und -« hin und her schwankt. Fir hinreichend kleine ¢ konnen wir

q

Td dq
f=h= l Df\ a'*’—.;q"l

0
schreiben und erhalten die Auflosung in geschlossener Form. Es wird
| L
t—t,= 1 D are sin —a]—
und

ro)
r]:asin;“]:;(t—to)].

Auf den Fall eines Freiheitsgrades reduzieren sich offenbar
auch die Probleme, bei denen alle Koordinaten, aufer einer,
zyklisch sind. Es sei

H=H{q,,p,,py,... P
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dann wird die Losung dargestellt durch

Py ==ty =
und !

8= fpl (g, W,y - oc/.) dgq,,
wobei sich p, durch Auflésung von
(11;) . H (’11! Pis e “f) =W
ergibt. Also wird

! — tO :fﬁ”vpl((lu ”',fﬁ_, ' "“/') dl]]

b ;.J 2, g, Wi, (,C[)(]Ql (k=2,3...7).

Beispiel 3: Wurfbewegung. Seien ¢, — = die vertikale (nach oben
positiv gerechnete) Koordinate und ¢,= 2, ¢, =y die horizontalen Koor-
dinaten, so ist

T 7_,'; (@ + 2 — 27)

also
1
H .- om (pe* - pf TP+ mgz.
Da x und y zyklische Variable sind, setzen wir

P =y, Py =ty
und erhalten:

pey 2m(W—mgz)— e, — ?

z

P mdz R A
. V2m (W —mgz) — @ — a? l g T

wo
2m W — ) — > =2m? gz,

gewahlt ist. Daraus folgt

g 2
ST R E 9 (t—1)7"

Die beiden anderen Bewegungsgleichungen folgen am einfachsten aus

mae=w,, my = o, .

Wir finden

s
xr—xy = 7;; (t—1¢y)

«,
?/—.’/nzwdb (t—12).
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Durch Elimination von ¢ aus den drei Bewegungsgleichungen ergeben
«ich die (sleichungen der Bahn (Wurfparabel):

2

qgm* e
=y o (£ —x,)
g m*
e IR
2wy

Beispiel 4: Schwerer symmetrischer Kreisel.
Im § 6 fanden wir fiir die kinetische Energie

o o [Py~ Dy cOS ﬁ)'—’" Pqt

o, U ng 2.
dazu kommt jetzt die potentielle Energie

U-=Deosd,

so dal} 7
©, | Py — Ppqg COS 19)'2' . Pyt

I o R L P

Aosy P70 Gino 14T

wird. Da ¢ und wy zyklische Variable sind, haben wir

(12 Dy = g, Py — ¢y
und

po | 24 W= (

ty — ¢ty OS O\F e A
3 2 “hr
>— P 94, Deos .

sin® A,

In der Gleichung fiir # setzen wir cos # = » und erhalten

du
(13 t—t,= - ,
VF

wo

17 1
14’= (1—’%2) (ZA_C W—jT agz_zA,r Du’)“‘(“g’.azl")aj

1 .

ist. Die EviLERschen Winkel ¢ und s lassen sich durch #hnliche ellip-
tische Integrale ausdriicken. Ldsen wir namlich die Gleichungen (3) § 6
nach ¢ und % auf, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von (12)

[ S S S

d, 4,/ " A,sin®d
e
$= Az sin?2 9

N ear— I 1 P S du
K AV M A (1-w) \F

p= [ par= [ @7or de
PEIYT T a-wy U E

Zps~c¢,<1 1\ «—e,cosd

und

(14
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Dic Auflsung cines elliptischen Integrals von der Form (13) liefert
u=cos { als einc periodische Funktion der Zeit. Sie schwankt zwischen
zwei Nullstellen von F Lin und her, die ein Intervall einschlielen, in
dem F positiv ist. Wenn nicht gerade

Gy = @y
ist, so sind
1
F(—=1) - — = (¢, - ey)?
und !
s 1 R
Fil)—-— 4,0 (ccy — en)?

beide negativ. Soll {iberhaupt cine Bewegung moglich sein, so mufl F
irgendwo im Intervall (—1.--1) nicht negativ scin; es hat zwei Null-
stellen u, und u,. die auch zusammen-
fallen kénnen. Sind die Nullstellen
verschieden. so bedecutet das, dall der
DurchstoBungspunkt der Kreisclachse
mit ciner um den Kreiselmittelpunkt
gelegten Kugel zwischen zwei Paral-
lelkreisen # = 9, und ¢ : #, hin und
her schwankt. Er beschreibt die in
der Abbildung 1 gezcichnete Kurve.
Im Falle der Doppclwurzel versagen
zwar unsere Gleichungen (13) und (14), Abb. 1.

die Bewegung 148t sich aber leicht auf

elementarem Wege ausrechnen: cs ist ¢ = const und wir haben den Fall
der reguliren Prizession.

Eine allyemeine Vorschrift fiir die strenge Losung der HamiL-
ToN-JacoBIschen Differentialgleichung (b) laft sich micht angeben.
In manchen Fillen gelingt die Losung durch den Ansatz, daf}
8§ die Summe von f Funktionen ist, deren jede nur von einer
der Koordinaten ¢ (auBerdem von den Integrationskonstanten

¢, ---¢;) abhingt:

(15) §=28,(q,) -+ Sf(qf>'

Die partielle Differentialgleichung (5) zerfallt dann in f gewdhn-
liche Differentialgleichungen von der Iform

das,
Fk<d’qk 9k>:“k7

k
oder nach 45, aufgelost:
dq,
as,
dg, P (9> %)

Born, Atommechanik I 4
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Man sagt in diesem Falle, die Differentialgleichung (3) ist
durch Separation der Variabeln 16sbar, oder kurz separierbar.

Der oben behandelte Fall, wo alle Koordinaten bis auf eine
iq,) zyklisch sind, ldBt sich als Spezialfall hiervon auffassen.
Man mache den Ansatz

/)
dann lautet die Differentialgleichung

S 78\ as
H ... )=H 1 _)---{):l"
<ql”f(/1 ¢(/,/ ((]1_: dql s Uy (f } )

S == 8y (qgs ey ) -y gy o e

was genau mit (11) dbereinstimmt.

Zweites Kapitel

Periodische und mehrfach periodisehe
Bewegungen.

§ 9. Periodische Bewegungen mit einem Freiheitsgrad.

Wir haben gesehen, daB bei Systemen von einem Freiheits-
grad statt der Variabeln ¢, p neue Variable ¢, « eingefiihrt
werden konnen. derart, dall « konstant und ¢ eine lineare
FFunktion der Zeit wird. Die Variabeln ¢ und ¢ sind dadurch
nicht eindeutig bestimmt:; vielmehr koénnen wir ¢ durch eine
beliebige Funktion von « ersetzen, wobei sich ¢ mit einem
von ¢ abhingigen Faktor multipliziert.

Bei periodischen Bewegungen ist es vorteilhaft. eine ganz
bestimmte Wahl wvon ¢ und « zu treffen. Nun gibt es zwei
Arten von periodischem Verhalten. Entweder entsprechen ver-
schiedenen Werten von ¢ verschiedene Lagen des Systems, und ¢
und p sind periodische Funktionen der Zeit; dann sind sie es
auch von der linear damit verkniipften Variabeln ¢:

9(p + &)= q(p).
Oder jedesmal nach einer bestimmten Zunahme von ¢, die wir
gleich 27 sctzen wollen, nimmt das System die gleiche Lage
ein. Dann erfolgt diese Zunahme von ¢ um 2z immer in der
gleichen Zeit und es ist

q(p + @) =q(g) -2



Anhang.

1. Zwei zahlentheoretische Siitze.

al Satz,  Wenn 4 eine Irrationalzahl ist, lassen sich zwet
ganze Zahlen v wnd v' so wdhlen, dafp (v - 7' 1) beliebig klein wird.

Beweis. Auf der Einheitsstrecke O E denken wir uns von
(} aus die Strecken OP, OP,... mit den Lingen i — [i].
24 - [24]... abgetragen ([2] bedeutet dabei die grifBte ganze
Zahl. die «x nicht iibertrifft). Aus der Irrationalitit von 4 folgt,
dall keine der Punkte O, P , I’,... zusammenfallen. Da sie
ferner alle auf der Einheitsstrecke liegen, miissen sie einen
Hiufungspunkt P haben. In seiner Umgebung gibt es Punkte P,
und P;., unserer Folge, deren Abstand kleiner als eine vor-
gegebene (Grofle o ist. Dieser Abstand hat aber den Wert

’”

4]
und ist um 7’1 kleiner als eine ganze Zahl. Setzen wir die
ganze Zahl gleich — 7, so wird

0h—|od] —(o6--1VA+[(6 41

T A <.

b1 Die Bahnkurve im Raume der Winkelvariabeln w ist
eine (Gerade. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen
wir den Nullpunkt in einen Punkt der Bahnkurve legen; man
sieht dann. daB die Richtungscosinus der Bahngeraden den
Frequenzen »,, »,---», proportional sind. Wir behaupten den

Natz: Wenn keine Entartung vorliegt, so kann man zu einem
beliebig vorgegebenen Punkte stets einen dquivalenten Punkt angeben,
dem die Bahnkurve beliebig nahe kommt.

Beschrinken wir die Bahnkurve auf den Einheitskubus, in
dem wir jeden ihrer Punkte durch den dquivalenten Punkt des
Einheitskubus ersetzen, so konnen wir den Satz in folgender Form
aussprechen :
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Satz: Die Bahwkwrve kommt jedem Punkte des Einheitskubus
belicbig nahe.

fr entspricht dem zahlentheoretischen Satz:

Wenn » irrationale Zahlen q, - - -, und eine beliebige Zahl /
gegeben sind. so lassen sich stets # ganze Zahlen 7, -- -7 angeben.
so dal}

(ray ==t 0, - 1,0

beliebig wenig von b abweicht.

Wir beweisen den Satz von der Bahnkurve folgendermafien’ :

O wsei der Nullpunkt: OF, .
OF,---OE, die Einheitsstrecken des
fw,, w,---w,) - Koordinatensystems.
Die Durchstofungspunkte der auf den
Einheitskubus beschrinkten Bahn-
kurve mit den an Ok, OFK, - .- OEf
anschlielenden (f — 1)-dimensiona-
len Begrenzungsstiicken des Einheits-
kubus seien Py, P, P,---. Es seien
P, und O identisch. Da die Rich-
tungscosinus inkommensurabel sind, Abb. 41.
fallen keine dieser Punkte zusamnien;

sie haben mindestens einen Hiufungspunkt in je einem der zu
den Einheitsstrecken O K, - - - orthogonalen Teilen der Begrenzung.
In jedem dieser (f — 1i-dimensionalen Flichenstiicke liegen also
unendlich viele Vektoren P, P,,.,. deren Betrag kleiner als
eine vorgegebene Zahl ¢ ist.

Wir wollen uns klar werden iiber die Verteilung der Durch-
stoBungspunkte auf der Grenzfliche. Dazu betrachten wir irgend-
einen von den zu den Strecken OF --- orthogonalen Teilen,
etwa den zu OE/, gehorigen. P, sei der erste der Durch-
stoBungspunkte unserer Folge P, P,--., der in dieses Begren-
zungsstilck hineinfillt (6 ist eine endliche Zahl, da sonst Ent-
artung vorliegen wiirde). Die im Begrenzungsstiick liegenden
Vektoren P, P, ,, tragen wir von P, aus ab und kommen
damit zu neuen Punkten unserer Folge: @,, @, --.

') Im Anschlu an den Beweis des genannten zahlentheoretischen
Satzes bei F. LEITEXMEYER: Proc. of the London Math. Soc. (2), Bd. 21,
S.306. 1923,
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Wir zeigen zunachst, dald diese nichf alle in einem durch
P, gehenden linearen (f-- 2)-dimensionalon Raume liegen. Den
Beweis fithren wir indirekt. d. h, nchmen einmal an. es sei
dies der Fall.

Der Punkt P, besitzt die Koordinaten

w, = 5 — tk=1---fy—1)
v, v

in demy betrachteten (f - 1)-dimensionalen Begrenzungsstiick.
Fiir /7 — 1 andere Punkte P, , P,,--- PI/_ der @-Folge gilt dann:
2 . 2

r - -
3 P Ve | ) LU
IS =1 -1 ; 1
”, ;;J/J \ v, S
v Voo Ve_y Viq
Iy "!1'14 £y ' \ 1 ! 1 0
). ¥ ' ' i .
f Loy v, B
y ‘ v, Yroq - VYr_y
gt e ey ! e =
r-1, =, 1, L .
/ ’ /- r - r
ader nach einer einfachen Umformung:
r v, rro Ye_o1l
— PR - — — : ]
Y, Ve Y Ve
- B - (" i
» v o Yy R
N 7R x, ! oy £ —1 =
oy Loy, Y Loy, 1
! f f- f -
yo T ’ I Ty
1 ! f=1. =10
.E/..; ! “ .Ef_] T .l/‘,L* - Il’_ll T 'Lf*--l‘l
; yo v | »o . Low |
/ / - r- /e
Da keine ganzzahlige Beziehung
v I . V-1 .
7 U T 4 T, =0
Ly oy v, /
! ! /
bestehon darf, auBer wenn alle 7 null sind, mufi der Koeifi-
. ¥ .
zient von * verschwinden:
v
I A B} . }
I L v, B [ LYy
Ly * Lyl | x]'/"‘ Jigliﬁj z, —1
L o yoo y
/- o - - f
C e R 0O
- . - -
Vg Y, 7’/'—1 i Ly 1 [‘
.'E/’,_l - ! I/"I L*f If,l - — xf—l | —— xl’ 1 — 1
))I,J » » )‘I, I
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Wenn wir darin die erste Zoile durch #, - 1 dividieren und
rur Grenze x, --»o0 tibergehen, so wird:

. . .
1 ) o .
'[I’fl,‘,']ulflli 1’.} Teoy 1
f f

verschwinden. Wenn

v,
NN . . ¥,
Hierin mufl der Koeffizient von -*
y
;
wir in ihm die erste Zeile durch x, —1 dividieren und X,
gegen oo gehen lassen, sieht man, dal

vy [v,;] Vi {V/.l
v v vy v,

sein mull. Wir setzen dies Verfahren fort bis zur Beziehung:
Vo1 [yf}} 1
Yr Yr

y, v
¢ /=1 -1
x - — X —~ = x -1
f—1 :l /‘*1{ } f—1
l[ v, v,

Diese aber widerspricht der Irrationalitit von ’L:,:l'

Wenn die Punkte der @-Folge nicht alle in ginem durch
P, gehenden linearen (f — 2)-dimensionalen Raume liegen, so
kénnen wir f— 1 der Vektoren P;Q, herausgreifen, die ein
(f — 1)-dimensionales (f — 1)-Kant bilden. Wenn wir an den
Endpunkt jedes dieser Vektoren wieder alle f— 1 Vektoren
ansetzen und in dieser Weise fortfahren, konnen wir das ganze,
za OE, orthogonale, (f —1)-dimensionale Begrenzungsstiick
des Einheitswiirfels mit einem Netz von Zellen iberziehen,
deren Kanten kleiner als § sind. Das gleiche gilt natiirlich
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fiir die zu den anderen O &, orthogonalen Teile der Begrenzung.
Damit ist aber gezeigt. dal die DurchstoBungspunkte der Bahn-
kurve die Grenzfliche ,lickenlos- fiillen, die Bahngerade also
jedem Punkt des Einheitskubus beliebig nahekommt.

Il. Elementare und komplexe Integration.
Bei unseren Problemen treten héufig Integrale von der Form
‘J. Ri{z,) - Ax*< 2Bz — Oldx

auf. in denen R eine rationale IFfunktion der angegebenen
Argumente bedeutet. Mit dem bestimmien, iiber eine Libration
von @ erstreckten Integral haben wir es zu tun bei der Be-
rechnung der Energie als Funktion der J, mit dem unbestimmten
7. B. bei der Berechnung der Winkelvariabeln.

Die unbestemmte Integration 1iBt sich elementar ausfiihren:
Bezeichnen wir die Nullstellen des Radikanden mit e, und

e, " e, 8o gibt die Substitution
€y im €y 6 6y
T = e E 4 T giny .
2 2

€

de—= 1.

€,
cos ywdy

dem Radikanden die Form (bis auf den Faktor A)

Bl
[ SN L
(S ST

o2
Das Integral wird damit zu
e e, e, —e, e —e e —e
— R oo 1 2 SiIl 1_ 72 1 e &
7 j ‘2 : ) Wy Ty T cosy -t cos yrdy.

dem Integral einer rationalen Funktion von siny und cosy,
das sich in allen Fillen durch die Substitution » = tg %,, und

wenn der Integrand eine gerade Funktion seiner Argumente ist,
auch durch % —=tgy in das Integral einer rationalen Funktion
von u iberfithren 1aft.

Wir geben dazu folgende Beispiele:

1. fVocéi;ﬂ'u“’dx.
Die Substitution x = «-siny liefert:



oo
g
~1

[1. Elementare und komplexe Integration.

. N . o- , i . s Y .
e feosypdy =~ [ (1= cos2yd2y =", - —sin 2y
i / X 1 9 1 /J

L

0l . :l‘
. €7 arcsin

«

dexbet -t ] .
J

Dax bestimmte Integral iiber eine Libration von x wird:

2.7
12 $he? - 2do - & [ cos’ydy = 7.
0
> o ]
b1 —-2?
2. Ldao.
1. ar’

R

Durch die Substitutionen x = sin 4 und u = tg ¢ erhiilt man:

cos® i ( 1 du
T oy Ay = e R
1 — asin®y J1-—w*(l —ar 1 L ow?
Fiir den Integranden gilt die Partialbruchzerlegung:
1 1 1 1

al--u* a 1 )
S
1—a

'

Damit wird das unbestimmte Integral

1 1--a —
[ arc t'g U _—1\: I I arct.g | i— U ‘ 1 —a flir a S 1,
a o o

ST
—ars 1 a-—1 1+ula—1
l arctgu + - - log———  fira>1,
la a 1Fula -1
wo bei positivem |1 — z? fir » der Wert - | -t zu
1 — x?

setzen ist.
Im Falle a << 1 ist das Integral iiber eine Libration voun x:

1 — T costy 27, S —
3 ! —, dr = f*fl/——d::~z(l-|1—a-\,
1 —ax ki a -
. ¢
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Ist nur die Berechnung des hesiimmien Integrals

J=4{Re V- Ax? - 2Br— (de
erforderlich. so fithrt das Verfahren der kompleren [ntegration
in den meisten Féllen raseher zum Ziel.

Stellt man x in der komplexen Ebene dar, so entspricht
der Funktion R eine zweiblittrige Riemanwsche Fliche mit
Verzweigungen in den Nullstellen ¢, und e, (e, > ¢,) des Radi-
kanden. Der Integrationsweg umschlingt die Verbindungsstrecke
der beiden Nullstellen. Wenn er etwa von e, nach ¢, (dz > 0)
auf dem Blatt der Fliche verlauft, auf dem die Wurzel positiv
ist, so verliuft er von ¢, nach ¢, (dx < 0) auf dem Blatt mit
negativer Wurzel (vgl. z. B. Abb. 42),

Das Integral 148t sich am einfachsten auswerten, wenn man
den Integrationsweg deformiert und in einzelne Wege auflist,
deren jeder einen Pol der Funktion umschlingt. Bei dem in
Abb. 42 gewihlten Umlaufssinn ist dann J gleich der negativen
Summe der Residuen des Integranden in diesen Polen (das Resi-
duum ist das 2 mi-fache des Koeffizienten von f—f——l—x— in der
Lavre~xT-Entwicklung um die Polstelle x): ’

J= - YRej[Riz,| — Aa® - 2Ba — C)].
Wir betrachten einige Tvpen von Integralen.

1. Gruppe.
]:g);r"l A 2By - CF dx

» ; B ) f,b’
;g)xu-ﬂl/ — A2 C dz .
xr T

Die Konstanten A, B und C seien positiv. Sind relle Null-
stellen der Wurzel vorhanden — wir wollen das hier voraus-
setzen —, so liegen diese auf der positiven reecllen Achse. Die
einzigen Pole des Integranden kénnen sich in 2 == 0 und o = ¢
befinden. Wir erhalten somit

J= —Rej,[a*V — A2* 2Bz — O]
— Ref, [2% ) — Aw® +2Ba — CF|.
Die Bilder des urspriinglichen und deformierten Integrations-
weges fiir diesen Fall sind ersichtlich aus der Abb. 42, in der

(4)
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der Pol x ==~ ins Endliche gelegt ist. Auf der reellen Achse,
auflerhalb der Strecke e e,, ist die Wurzel rein imaginir, sie
hat das Zeichen i von e, bis oc und — ¢ von — ~ bhis e,.

Abb. 42
Das e, berechnen wir als ‘Rei, des Integranden eines
Integrals, das durch die Substitution y = l entsteht; da bei der

Abbildung der ¢-Fliche auf die y-Fliche der Umlaufssinn des
Integrationsweges erhalten bleibt. wird:

Nef, [0 ) - Awt2 Ba - ("
- — e, Ly-‘“f’ﬂ Sl d s 2 By — Oy

. . 1
Die Wurzel hat das Vorzeichen — 7 von - - bis y . o und
Cy
i von - ~ bis
81
aj = --1. =1

Unter Beriicksichtigung der obigen Vorzeichenbestimmung
werden die zur Berechnung der Residuen bendtigten Entwick-
lungen des Integranden um z = 0 bzw. y = O:

_1,(“(1; {{ l,)
z\ i |

bzw. ,
Es wird also:

und:

]:4)~—] — Az - 2Bx — C'dr

Pa ot Ll
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bi a - 2. R
Das Integral ist fiir x == ~ reguliir. Dic Entwicklung des
Integranden um £ = 0 wird:
1/1 B o
B L
LT AN R A NS )

also:
Ref, = — 2 B A
cye
und:
]»‘"'Cb'?__.l—Ar’» YBx (v‘lq"_);
i ",. * “ '
gDIz '/ — 4 ‘-)*Ii — EE dx_—_gnf,Bﬂ
’ ¢ cye
Ca= -2, 3= 1:

Das Integral ist regulir in «= 0. Die Entwicklung des

) 1 .
entsprechenden Integranden um y == — = 0 ist:

x
1 1 B 1 B* C .
w o= . »’!/"‘ (3‘*_— :)yhﬁ’"‘,
ylilA 1414 2\ A} A4 AVA
also:
: B C
Nefr 7(3 — )
4\ 4 A4
mithin:
* idx
]3:(_‘)5) — Ax? —L<)B:1:—~C’—g>
i7) x
=z B?
IA( 4* A
2. Gruppe-
11 —
a " g —dx. Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten:
—a

1. @ <- 1. Die durch die Nullstellen von 1 — ax? gegebenen
Pole des Integranden liegen auflerhalb des die Nullstellen -+ 1
der Wurzel {Verzweigungspunkte des Integranden) umschlin-
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genden Integrationsweges, im Falle 0 < a - 1 auf der reellen
Achse, im TPalle ¢ < 0 auf der imagindren. Das Integral setzt
sich zusammen aus den Residuen bei

=
xr =1 VA‘ und r=-~.
a

Die Wurzel ist positiv imaginir auf der positiven reellen,
negativ imagindr auf der negativen reellen Achse; sie ist positiv
reell auf der negativen imagindren und negativ reell auf der
positiven imagindren Achse. Unter Beriicksichtigung dieser
Vorzeichen beginnt die Entwicklung des Integranden um seine

/1
Pole + 1/1 mit
¢

1
~l 1 a
2a

i1y
R TEN
a

Die Residuen in beiden Polen sind die gleichen:
TN a.
a

Der Beitrag des Umlaufs um x = oc bestimmt sich als
iy
Y — -
{—ﬁe]oL/ " ~-a]'
Da die Wurzel fiir positive reelle Werte in der Nihe von null
positiv imaginédr ist. beginnt die Entwicklung der Funktion mit

11
ay '
. . 2 . e
Damit wird der gesuchte Beitrag 7 und schlieBlich
72

| VOE L em
(\8,} ]4 == 1 - (I,’Q’J"J dx - -‘ag (\] - Yl — (1) .

. 1
2, a>1, Die Pole -+ V?zw fallen auf das Intervall

(— 1, 1) der reellen Achse, liegen also innerhalb des Inte-
grationsweges. Der Integrand bleibt in ihnen nicht integrabel,.
so dall dieser Fall auszuschlieBen ist.
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| - 4B
) T —_
(e )
mit fler -cid--x)(x — B). Fr)=fx) — 4Cx.

Es seien 4, B, (" positiv reell. A - B, und € werde so gewdihlt,
dall F(x) positiver Werte fihig ist. Die Nullstellen «. § von
Fix) sind dann reell und liegen zwischen A4 und B.

Der Integrand besitzt einfache Verzweigungsstellen in e
und p: er wird dort unendlich, bleibt aber integrabel. Ein-
fache Pole liegen bei 4 und B. Ferner wird ein Umlauf um
« = 0 einen Beitrag zum Integral liefern. Die Vorzeichen der
Wurzel gibt Abb. 43 an. In der Umgebung von A beginnt

R f£~(<»_>*—‘—;c=}/i- e _L-_
| ——
7
l /3 7 Fx A v

Abb. 43.
)
die Entwicklung des Integranden mit:

1
+l i - At
ic '

in der Umgebung von 3 mit:

Die Residnen sind also:
Yief - 2 Bt o 2 /f%
ey g = ;—C, Rejg == -, H:II/AC.

s e 1 .
Mithilfe der Substitution y = g finden wir:

1 1 — ABy*

Nejo == — Ref, ;
y (Ay —1)(1 — By)

1
a6 ada]

wobei die Wurzel fiir positiv reelle Werte von y nahe null
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das Vorzeichen i hat. Die Entwicklung beginnt daher mit

! .
— —, und es wird
)

Also haben wir:

9 7 = ber]F’L([‘l—)"I(](' ‘/4('7~ ).

Im Aunschlufl an diese Integrale wollen wir noch cinige
[ntegrale von der Korm

IR, ) —Ax* =2Bx O if@idy

betrachten. wo 4f(x) ein Korrektionsglied sein soll. Unter dieser
Voraussetzung ist die Lage der Verzweigungspunkte nicht wesent-
lich anders als bei den Integralen der 1. Gruppe. es bleiben
die obigen Ifiguren mit den dortigen Bestimmungen {iber Vor-
zcichen und Integrationswege erhalten.

Um dic Integration durchfiihren zu koénnen, wollen wir
den Integranden nach dem Faktor 4 des Korrektionsgliedes
entwickeln. Es ist dabei zu beachten. dafl die Entwicklung
fiir den ganzen Integrationsweg gelten mul}, gegebenenfalls ist
also der Integrationswoeg vorher passend zu deformieren. Sollten
durch das Korrektionsglied neue Verzweigungspunkte hinzu-
treten, so hat der deformierte Integrationsweg diese zu ver-
meiden.

Die Integration lifit sich dann nach dem gleichen Verfahren
ausfithren wie oben, da fiir die einzelnen Glieder nur die Ver-
zweigungspunkte ¢, und ¢, und die Pole x =0, « =~ auf-
treten.

a) ],;:(bx"/»Ax 9B -0 Vaa

X

:g)]/ 4 2B B (? 7 ﬁj)nd.z‘.
‘ X xrox?

Bei hinreichend kleinem D gilt die Entwicklung um D =0 fir
den ganzen Integrationsweg. Wir beschrinken uns auf Glieder
1. Ordnung in D:

Born, Atommechanik 1. 23



Ah4

L
A 2Ba— (A 2B ()2

Damit ergiht sich

D
]n = ]1 T 2 ]-_"
d. h.
' 1 BD )
10 T - 2,7(3 o e,
1A 2 ofC

S - ,
I - (4)17' f— Aa*-2Bax— C--Datdx

> y
B C .
Sb‘/ 427 T S D de.
x ot
Dic Entwicklung der Wurzel nach Potenzen von D lautet

| — 42 2Bz - (.- Dgb

1
Ty

wi S

) dar 2Bx - O (— Axt 2 Ba — C) -

Beschrinken wir uns auf Glieder 1. Ordnung in D, so fiihrt

sie auf

. h.
111 ]T:." 7
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